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     Студенты должны приходить на лабораторные занятия, изучив 
руководство к лабораторной работе, с заготовкой отчета 
содержащей пункты 1 – 6 .Таблицы в заготовке отчета заполняются 
по мере выполнения работы. Полученные данные необходимо 
показать преподавателю для проверки. 

 
Требования к оформлению отчета  по лабораторным работам 

 
    Отчет по лабораторным занятиям должен содержать следующее : 
1. фамилию и инициалы студента, индекс группы, дату выполнения 

работы; 
2. наименование выполняемой работы; 
3. цель работы, краткую теорию, основные расчетные формулы; 
4. характеристики используемых приборов сводятся в таблицу 

«Используемые приборы»: 
         Таблица 

Наименование 
прибора 

Пределы измерения 
прибора 

Цена наименьшего 
деления 

 
 

  

 
5. эскиз или схема установки; 
6. таблицу результатов измерений; 
7. расчет искомой величины; 
8. расчет погрешностей; 
9. запись окончательного результата в виде: 
                                               aaa  
10. анализ результатов и краткие выводы, содержащие сравнение  

полученных результатов с  табличными значениями. 
 
       
 
 
 
 
Лабораторная  работа  № 1 
 
Определение плотности твердого тела правильной  геометрической 
формы 



 
     Цель работы : определение плотности твердого тела 

правильной геометрической формы, ознакомление с устройством и 

правилами работы с измерительными инструментами. 

  
Краткая теория 

 
      Плотность определяется отношением массы однородного тела к 
его объему : 

                                                        
V

m
 ,                                   (1.1)  

т.е. плотность численно равна массе единицы объема тела. 
     В данной работе исследуемое тело имеет форму цилиндра, 
следовательно, объем его выразится формулой 

                                                      h
d

V
4

2
 ,                                 (1.2) 

где d – диаметр, 
       h – высота цилиндра. 
Подставляя это значение в уравнение ( 1.1. ) , получим выражение 
для вычисления плотности : 

                                                      
hd

m
2

4


  ,                                 (1. 3) 

Из полученного соотношения ( 1.3 ) следует, что для определения ρ 
нужно измерить значения m, d, h . 
 
 

Выполнение работы. 
 
      Приборы и материалы: весы, штангенциркуль, микрометр, 
исследуемое тело ( цилиндрической формы ). 
 
 
 
 

Порядок выполнения работы. 
 

     1. Взвешивают тело на весах . Правила взвешивания приложены 
к весам. Результат заносят в таблицу 1.1. 
 



     2.  Известно , что исследуемое тело вращения ( цилиндр ) , 
невозможно изготовить идеальной формы. При механической 
обработке детали возникают погрешности формы , например : 

 
Бочкообразность           Конусность           Не параллельность 
                                                                               оснований 
                                           
     Поэтому для точного определения объема образца V , при 
планировании эксперимента важно правильно выбрать сечения для 
снятия размеров d и h . 
    Например : при определении h рекомендуется последовательно 
поворачивая образец проводить измерения длин образующих 1-2, 3-
4, 5-6, 7-8, 9-10 . 

 
      При определении диаметра d  рекомендуется проводить 
измерения в следующем порядке 1-2, 3-4, 5-6, 7-8, 9-10 : 

 
     При дальнейшей обработке результатов измерений, средняя 

арифметическая величина размеров h и d считается наиболее 

близкой к истинной . 
Штангенциркуль 



     Штангенциркули позволяют производить отсчет линейных 
размеров с точностью до 0,05 мм. Штангенциркулем измеряют 
высоту тела. Для этого зажимают цилиндр между ножками 
штангенциркуля и по положению нуля нониуса отсчитывают по 
линейке – (масштабу) целое число миллиметров. Далее смотрят, 
какое деление нониуса совпадет с каким делением масштаба .  
     Пример : на рис.1.1  нуль нониуса перешел за 40 мм масштаба и 6 
деление нониуса совпадает с одним из делений масштаба. 
Следовательно, высота цилиндра 40,30 мм. 

 
                                Рис.1.1.  Штангенциркуль 
 

Микрометр 
    Прибор для измерения линейных размеров. На барабане 
микрометра нанесено 50 делений, следовательно для получения 
значения точности измерений указанной на приборе ( 0,01 мм) 
каждый миллиметр нижней шкалы поделен пополам рисками 

верхней шкалы : мм
дел

мм
01,0

.50

5,0
 . 

     При проведении измерений : 
а) Если кромка барабана не перешла за риску верхней шкалы , то 
размер = число делений нижней шкалы + число делений шкалы 
барабана. 
б) Если кромка барабана перешла  за риску верхней шкалы ,то размер 
= число делений нижней шкалы + 0,5 мм + число делений шкалы 
барабана. Пример (рис.1.2).  Микрометром измеряют диаметр тела. 
Измеряемое тело зажимают между опорной пятой и винтом ( рис.1.2 
) . На головке винта находится трещетка, за которую и следует 
вращать винт. По линейной шкале отсчитывают деление, за которое 
перешла кромка барабана. На рис.1.2  это 11,50 мм.  



 
Рис.1.2  Микрометр 

 
     Затем определяют деление барабана, которое совпало с 
продольным штрихом линейной шкалы (35 деление на рис.1.2) 
    Следовательно, так как каждое деление барабана равно 0,01 мм, 
диаметр цилиндра будет : 11,50 мм + 0,35 мм = 11,85 мм. 
     2. Высоту и диаметр цилиндра измеряют пять раз. Из пяти 
результатов измерений находят среднее значения величины и 
вычисляют погрешности. Результаты измерений и вычислений 
записываются в таблицу 1.1. 
     При подсчете средней величины погрешности, значения 
погрешностей берутся по модулю , т.к. согласно нормальному 
распределению Гаусса равновероятно получение положительной 
либо отрицательной погрешности. При последующем 
суммировании с учетом знака результат будет равен 0 , что не 
соответствует действительности.   
     При записи окончательного результата следует учитывать, что 
точность не может превышать точность результатов, полученных 
при измерениях. 
 
 

Таблица 1.1 
Результаты измерений 

 
Измерения h , мм h , мм d ,  мм d , мм m , г m , г 

1       
2     
3     
4     

кромка барабана 



5     
средние 

значения 
h = h = d = d = 

 
           Плотность тела рассчитывается по формуле ( 1.3 ), в которой 
для величин диаметра и высоты берутся средние значения из 
таблицы 1.1. 
 

Вычисление погрешностей и окончательный результат 
 

     Относительная погрешность определения плотности: 

                                         
h

h

d

d

m

m
E
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  .                       (1.4) 

     Абсолютная погрешность: 
                                                  E .                                     (1.5) 
     Окончательный результат : 
                                                  .                                     (1.6) 
 
     Сравнением полученного результата с табличными значениями 
плотности твердых тел  определяют материал из которого 
изготовлен цилиндр. 
      Записывают выводы. 
 

Контрольные вопросы 
 
1. Что называется плотностью тела ? 
2. Вывести расчетную формулу определения плотности цилиндра. 
3. Пояснить порядок выполнения работы. 
4. Какие измерения в данной работе относятся к прямым , какие к 

косвенным ? 
5. Как вычисляются абсолютная и относительная погрешности при 

многократных и однократных измерениях ? 
6. Вывести формулу для относительной погрешности при 

определении плотности тела в данной работе. 
7. Сравните относительные погрешности прямых измерений в 

данной работе. Неточность измерений какой величины ( m, h или 
d ) дает наибольший вклад в погрешность определения плотности 
? 

 
 



 
 

Лабораторная  работа  № 2 
 

Определение скорости полёта пули  при помощи 
баллистического маятника 

 

    Цель работы : Определение скорости полёта пули  при 

помощи баллистического маятника. 

 
Краткая теория 

 
     Скорость полёта пули обычно достигает значительной величины: 
у духового ружья она составляет 150-200 м/с ,а у боевой винтовки 
1000 м/с. Поэтому прямое измерение скорости т.е. определение 
времени, за которое пуля проходит известное расстояние, требует 
специальной аппаратуры. Много проще измерить скорость пули 
косвенными методами, среди которых широко распространены 
методы, основанные на неупругом соударении, т.е. соударении, в 
результате которого сталкивающиеся тела соединяются вместе и 
продолжают движение как целое.  
     Пусть летящая пуля испытывает неупругий удар со свободным 
неподвижным телом значительно большей массы. После удара тело 
и пуля начинают двигаться вместе, причём их скорость во столько 
раз меньше скорости пули, во сколько раз масса пули меньше массы 
тела (этот результат легко получить с помощью закона сохранения 
количества движения). Если теперь определить сравнительно 
небольшую скорость тела с пулей, то легко можно вычислить и 
скорость полёта пули. 
     Используемый в настоящей работе баллистический маятник 
представляет собой небольшую цилиндрическую коробку, 
заполненную вязким веществом (глиной с глицерином или 
пластилином) и укреплённую на стержне жёстко соединённом с 
осью вокруг которой маятник может совершать свободные 
колебания. 
    Со стороны пушки коробка маятника открыта и пуля проникания 
внутрь застревает в вязкой среде, теряя свою начальную скорость, 
сообщает маятнику импульс, под действием которого он 
отклоняется от исходного вертикального положения на угол  .    



     Выстрел пулей производится из небольшой пружинной пушки: 
нажимая на рычаг, освобождают сжатую пружину, которая 
выбрасывает пулю в направлении коробки маятника. 
     В данной работе для определения скорости полёта пули 
используются два физических закона: закон сохранения импульса 
для замкнутых систем (в замкнутой системе тел полный импульс 
системы не изменяется со временем) и закон сохранения энергии 
(полная энергия консервативной системы тел не изменяется со 
временем). 
     Для рассмотрения прямого центрального неупругого соударения 
двух тел запишем закон сохранения импульса: 
                                   VmVmVmVm

rrrr

212211  ,                                  (2.1) 
где  m1 - масса пули ; 
       m2 - масса маятника ; 
       V1 - скорость пули до соударения ; 
       V2 - скорость маятника до  соударения ; 
       V  - скорость пули и маятника в первый момент после удара. 
     Так как до соударения маятник находился в покое (V2=0), то 
слагаемое m2V2=0 и уравнение ( 2.1 ) можно записать в виде:  
                                     VmmVm

rr
)( 2111  .                                        (2.2) 

     С другой стороны к пуле застрявшей в маятнике и маятнику может 
быть применён закон сохранения и превращения энергии для данной 
системы имеем : 

                               ghmm
Vmm
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2
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21

2
21 
 ,                                 (2.3) 

где g=9,81 м/c2. 
      Левая часть этого уравнения даёт выражение для кинетической 
энергии системы в первый момент после удара, а правая для 
потенциальной энергии системы в момент достижения наибольшего 
отклонения маятника где g означает ускорение свободного падения, 
а h высоту подъёма центра тяжести маятника с пулей  (рис.2.1) 
     Решая совместно уравнения (2.2) и (2.3) выразим скорость полета 
пули до соударения:  

                                 gh
m
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1
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1


 .                                         (2.4) 

     Между высотой h и углом отклонения, как видно из рис.1, 
существует простая связь:  

                              
2

sin2cos 2  aaah  .                                    (2.5)  

a



 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.1. Схема отклонения маятника 
 
      Если принять во внимание малость величины угла отклонения 
, то можно с некоторым приближением считать имеющим место 
равенство: 

                                      
a

l

22
sin 

 .                                                (2.6) 

И высоту h представить, подставив (2.6) в (2.5), как 
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 .                                                (2.7.) 

     Выражение для скорости пули (подставив (2.7) в (2.4)) примет 
вид:  
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 ,                                          (2.8.) 

где  а – расстояние от оси вращения до центра тяжести маятника  с 
пулей ; l0 - длина дуги , стягивающей угол   .  
     В этой формуле не учитываются силы, которые делают колебания 
маятника затухающими, а именно сила трения в опорах маятника и 
сопротивление воздуха. 
Для их учёта, сделав отсчёт максимальной амплитуды первого 
отклонения ( l   ) при выстреле не останавливая маятник, дают ему 
сделать 10 полных колебаний ( n=10 ) и отсчитывают амплитуду 
последнего (десятого) колебания 
( l1 ) . 
      Счёт полных колебаний производят с момента наибольшего 
отклонения, которое наблюдается вслед за выстрелом . Уменьшение 
амплитуды за n полных колебаний будет ( 1ll  ) , а поправка за 
четверть периода на трение будет:  

                                       
n

ll
k

4
1

 .                                                  (2.9) 

Отклонение маятника при выстреле с учётом поправки на трение  
будет равно:  



                                      kll 0 .                                                 (2.10) 
      Подставляя (6.10) в (6.8) получим окончательную формулу для 
определения скорости полёта пули: 
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Выполнение работы 

 

     Приборы и материалы: баллистический маятник, пружинная 
пушка, металлическая пуля, технические весы с разновесами. 
      
     На весах определяют массу пули, массу коробки с вязким 
наполнителем. К массе коробки прибавляют массу стержня (указана 
на приборе). Выравнивают поверхность наполнителя, прикрепляют 
коробку к стержню. Устанавливают маятник указателем против 
нулевого деления шкалы. 
      Готовят пушку к выстрелу: сжимают пружину, вставляют пулю, 
прицеливаются и совершают выстрел.  
     Отсчёт отклонения маятника по шкале производят только в 
случае застревания в нём пули (если пуля отскочила или не попала в 
коробку, опыт следует повторить). 
      Когда пуля застряла в коробке, то один из наблюдателей должен 
записать значение максимального отклонения маятника. Далее 
представив возможность маятнику сделать десять полных колебаний 
записать величину отклонения десятого колебания. После этого 
извлечь пулю из коробки, выровнять поверхность наполнителя, 
повторить опыт, вытерев пулю. 
      Всего нужно произвести пять опытов (выстрелов) , а результаты 
измерений занести в таблицу. 
     Далее вычислить средние значения l , l , k , k и заполнить табл. 
2.1. 
     Подставив средние значения величин l и k в формулу (2.11) и  по 
средним значениям рассчитать среднее значение скорости полёта 
пули до соударения с препятствием. 

Таблица 2.1 
Результаты измерений 

 Первоначальное 

отклонение маятника 
Определение затуханий 

№ l (см) l (см) l1 (см) n k k (см) 

1       
2       



3       
4       
5       

 l  l  1l  k  k  
m1=                  ; m1=               ; m2=mкоробки+mстержня=                ; 

a=                 ; a=                   ; m2=mкоробки+mстержня=          . 
 

Вычисление погрешностей 
 

Относительная погрешность : 

                        
a

a

kl

kl

m

m

mm

mm

V

V
E

21

1

21

21

1

1 
















 .                   (2.12) 

Абсолютная погрешность : 
                                             11 VEV  .                                       (2.13) 
Окончательный результат: 
                                          11 VVVпули  .                                     (2.14) 
 
Записывают выводы. 

 
 

Контрольные вопросы 
 

1. Какая система тел называется замкнутой? 
2. Формулировка закона сохранения импульса. 
3. Какой удар называется упругим? неупругим? как выглядит 
запись закона сохранения импульса для каждого из них? 
4. Формулировка закона сохранения и превращения энергии . 
5.     Как вычисляются погрешности измерений в данной работе.  
 
  

 
 
 

Лабораторная  работа № 3 
 

Определение  момента инерции системы тел 
 
 



     Цель работы : экспериментальное определение момента инерции 

системы тел и сравнение полученного результата с теоретически 

рассчитанным значением для этой же системы тел. 

 
Краткая теория 

 
     При описании вращения твердых тел различной формы 
пользуются понятием – момент инерции ( J ). Моментом инерции 

системы (тела) относительно данной оси называется скалярная 

физическая величина, равная сумме произведений масс n 

материальных точек системы на квадрат расстояния до 

рассматриваемой оси. 

                                              J=


n

i

ii rm
1

2  ,                                       (3.1) где 

mi – масса i – ой частицы твердого тела, 
       ri  - радиус-вектор  вращения i – ой частицы относительно оси 
вращения. 
    В случае непрерывного распределения масс эта сумма сводится к 
интегралу: J=  dmr 2 , где интегрирование производится по всему 

объему тела, величина J в этом случае есть функция положения 
точки с координатами x , y , z . 
 
   Расчет моментов инерции для некоторых тел правильной 
геометрической формы дает следующие табличные выражения: 

1. Сплошной цилиндр, диск: J= 2

2

1
mr  

2.  Шар : J= 2

5

2
mr  

3.  Полый, тонкостенный цилиндр: J=mr2 

 
    Момент инерции ( J ) системы твердых тел – величина аддитивная, 
равная сумме моментов инерции отдельных тел  
( J1 ; J2 ; …. ; Jn ) этой системы : 

                                        J=J1+J2+…+Jn=


n

i

nJ
1

.                         (3.2) 

     Воспользовавшись формулой ( 2.2 ) , момент инерции для  
системы тел можно записать в виде : 
                              Jсистемы = Jдиска+Jвала+Jприлива   ,                     (3.3) 
Jшкива в виду малости вклада не учитывается. 



    Теоретически момент инерции можно рассчитать , если тела 
имеют правильную геометрическую форму, именно так можно 
поступить в нашем случае : 

                 Jсистемы= 222

2

1

2

1

2

1
приливаприливавалаваладискадиска rmrmrm    .               (3.4) 

     Момент инерции можно определить и опытным путем , используя 
второй закон динамики для вращательного движения. В 
соответствии с этим законом угловое ускорение  
(ε ) , с которым тело вращается вокруг неподвижной оси, прямо 
пропорционально вращательному моменту сил, действующих на 
тело, и обратно пропорционально моменту инерции тела:  

                                             ε =
J

M     ,                                          (3.5) 

где  ε - угловое ускорение, 
J - момент инерции. 
M - момент сил, действующей на систему тел. 

     При постоянном моменте сил ( М = const ) тело вращается 
равнопеременно (  = const ) . Измерив величину углового ускорения 
, можно определить момент инерции системы тел. 

                                                    J=

M

.                                        (3.6) 

     Экспериментальная установка ( рис.3.1 ) состоит из массивного 
металлического диска А , который крепится на валу В при помощи 
прилива С. На деревянный шкив  К  наматывается нить, с 
закрепленным на ней  сменным грузом массой  mгр .  
 

 
Рис.3.1 Общий вид установки 

 



     По третьему закону Ньютона, реакция нити N по модулю равна 
силе F, действующей на нить со стороны груза ( рис.3.2 ). Под 
действием груза создается момент силы относительно оси вращения: 

                                                M=F
2

D            ,                             (3.7) 

где F – модуль силы , приложенной посредством нити к шкиву, 
      D -  диаметр деревянного шкива. 
                                         
                                              Для нахождения величины силы F 

                                          рассмотрим  движение  груза  . 
                                             На груз действуют две силы: сила   
                                        тяжести ( gmгр ) и сила реакции нити ( N ). 
                                        Согласно второму закону динамики для  
                                         поступательного движения,  
                                         спроецировав вектора на ось х , можно 
                                        записать для  данного случая равенство: 
                                                   mгрa=mгрg – N  ,                        (3.8) 
 
Рис.3.2                             где а – линейное ускорение движения  
Схема приложения         груза, 
сил                                   g – ускорение свободного падения  
                                             ( g = 9,81 м/с2 ) 
     Отсюда выразим силу реакции нити : 
                                           N=mгр(g – a)  .                                  (3.9) 
     Перепишем выражение ( 3.7 ) для момента силы, подставив 
вместо F выражение для N : 

                                         M=mгр(g – a)
2

D   .                              (3.10) 

     Подставив выражение для М ( 3.10 ) в формулу ( 3.6 ) получим 
выражение для момента инерции : 

                                         J=
2

D
 mгр(g – a) .                               (3.11) 

     Угловое ускорение вращающейся системы , связано с линейным 
ускорением движения груза вниз , соотношением : 

                                             
D

a2
     .                                        (3.12) 

     Линейное ускорение груза , опускающегося с высоты h можно 
рассчитать из соотношения : 

                                              
2

2

t

h
a    .                                         (3.13)                              



     Подставив в формулу ( 3.11 ) для расчета момента инерции 
соотношение ( 3.12 ) и  соотношение ( 3.13 )  получим искомую 
расчетную формулу для экспериментального определения момента 
инерции системы тел в окончательном виде : 

                                    )
2

(
8

m
2

гр
22

t

h
g

h

tD
J     .                               (3.14) 

    Проведя расчеты и сравнив полученные значения момента 
инерции системы тел экспериментально и теоретически мы сможем 
написать вывод о проделанной работе. 
 
 

Выполнение работы  
 
     Приборы и материалы:  лабораторная установка ( рис.3.1 ) , 
секундомер, штангенциркуль, линейка, набор грузов  
( 1, 2, 3 кг ) . 
 
 

Порядок выполнения работы : 
 

1. Теоретически рассчитывают момент инерции системы тел. Для 
этого параметры диска, прилива и вала заносим в таблицу № 3.1 . По  
этим данным рассчитывают моменты инерции отдельных тел , их 
величины суммируют по формуле  
( 3.3 ) и заносят в таблицу №  3.1. 
 
 

Таблица № 3.1 
  Данные для теоретического расчета момента инерции системы тел 

 
тело масса ( кг ) диаметр ( м ) момент инерции ( кгм2 ) 

отдельных тел системы тел 

Диск 11,00 0,01 0,243 0,001   

Прилив 0,40 0,01   

Вал 0,90 0,01   

  

2. Экспериментальное определение момента инерции этой же 
системы тел 

     Измеряют штангенциркулем диаметр деревянного шкива  
(Таблица № 3.2).  



     Прикрепляют конец нити к первому грузу  m1. Вращая диск 
наматывают нить на деревянный шкив, поднимая груз на высоту h = 
1,25 м. Высоту подъема измеряют линейкой от пола до нижнего 
основания груза. Отпускают груз, предоставляя ему свободно 
опускаться на нити . Секундомером определяют время падения 
груза. Опыт повторяют три раза . В таблицу  
№ 3.2 заносят три значения времени падения груза m1 = 1 кг. Из трех 
значений рассчитывают среднее время , заносят его в таблицу. Опыт 
повторяют с грузами m2 = 2 кг и m3 = 3 кг, полученные данные 
заносят в таблицу № 3.2. Используя средние значения времени 
падения грузов, по формуле ( 3.14 ) рассчитывают три раза 
(соответственно трем значениям времени падения груза) момент 
инерции системы тел . Затем находят среднее значение момента 
инерции . Результаты заносят в таблицу № 3.2. Момент инерции 
деревянного шкива не учитывают в виду его малости.  
 

Таблица № 3.2 
Данные для экспериментального определения момента 

инерции системы тел 
 

масса груза Время падения груза 

t ( сек ) 

< t > 

( сек ) 

J (кгм2) ΔJ (кгм2) 

m1 = 1 кг       

m2 = 2 кг       

m3 = 3 кг       

Диаметр деревянного шкива D =                      ( м ) < J >= <ΔJ>= 

 
Вычисление погрешностей и окончательный результат 

 
     Находят абсолютные погрешности ΔJ1 , ΔJ2 , ΔJ3 моментов 
инерции , вычисленных для трех случаев , по ним определяют 
среднюю абсолютную погрешность  <ΔJ> .  
     Относительная погрешность определения момента инерции : 

                                          100
J

J
E


 %         .                              (3.15) 

     Окончательный результат : 
                                             JJ  J          .                              (3.16) 
 
     Проводят сравнение значений момента инерции системы тел 
определенных экспериментально и рассчитанных теоретически. 
     Записывают выводы. 



 
Контрольные вопросы 

 
1. Опишите установку, применяемую в данной работе. 
2. Какие силы, приводящие систему в движение, действуют на груз 

? 
3. Сформулируйте основной закон динамики поступательного 

движения. 
4. Сформулируйте основной закон динамики вращательного 

движения и поясните физический смысл входящих в этот закон 
величин. 

5. Сделайте вывод расчетной формулы для экспериментального 
определения момента инерции. 

6. Как можно теоретически рассчитать момент инерции ? 
7. Вывести формулу относительной погрешности определения 

момента инерции диска при определении ее по формуле : 
8. Изменится ли момент инерции системы при изменении массы 

подвешиваемых грузов ? 
 
 

 
Лабораторная  работа  № 4 

 
Динамическое определение массы с помощью инерционных 

весов 
 

     Цель работы : определение массы тела динамическим методом. 

 
Краткая теория 

 
     Понятие о массе было введено Ньютоном при установлении им 
закона всемирного тяготения и законов динамики. 
     В законе тяготения масса тел рассматривается как источник и 
объект тяготения ( тяготеющая масса ), а в законах динамики – как 
мера инертности тел ( инертная масса ).  
    Рассмотрим два метода определения массы: статический и 
динамический. 
    При статическом методе масса тела может быть определена путем 
взвешивания, сравнением с эталоном массы в поле силы тяжести. 



Про тела, уравновешивающие друг друга на равно- плечных весах, 
говорят, что они имеют равные веса, а так как вес пропорционален 
массе, то, следовательно, и одинаковые массы ( тяготеющие ). 
     Массу тела можно определить и из динамического действия силы, 
зная величину силы и ускорение, приобретаемое при этом телом. По 
второму закону Ньютона : 

                                          
a

F
m    ,                                                (4.1) 

откуда следует, что при действии одной и той же силы на тела 
различной массы ускорение будет различным. Чем больше 
сопротивление тела изменению состояния, то есть, чем больше 
масса, тем меньше ускорение , приобретаемое телом. 
    Для определения массы динамическим методом служат 
инерционные весы. Инерционные весы ( рис.4.1 ) состоят из 
массивного основания и платформы , закрепленной на двух плоских 
пружинах. 
 

 
                       Рис.4.1 Инерционные весы ( вид сверху ) 
 
     Платформа может перемещаться в горизонтальной плоскости 
всегда стремясь занять  положение равновесия за счет жесткости 
плоских пружин. Роль возвращающей силы F  играет реакция упруго 
деформированных пружин подвеса платформы. 
     При изменении массы платформы жесткость пружин не 
изменяется, следовательно не изменяется величина возвращающей 
силы упругости F . 

X



     По закону Гука эта сила для упругих полос выражается 
уравнением : 
                                         kxF     ,                                              (4.2) 
где x - величина смещения платформы от положения равновесия ; 
         k - коэффициент упругости  пружины , выражающий величину 
силы, которая вызывает смещение, равное единице. 
     Запишем уравнение гармонического колебательного движения 
для смещения в виде : 
                                      tAx  sin     ,                                          (4.3) 
где  A - амплитуда колебаний; 
         - циклическая частота колебаний. 
    Скорость V  и ускорение a  при колебательном движении 
определяется по формулами : 

                                        tA
dt

dx
V   cos ,                                  (4.4) 

                                     tA
dt

dV
a   sin2 .                                  (4.5) 

   Учитывая, что  
T




2
  , где T - период колебаний, т.е. время одного 

полного колебания, получим : 

                                        x
T

xa
2

2
2 4

   .                                   (4.6) 

   Знак минус означает, что ускорение a  и упругая сила F  в 
колебательном движении всегда направлены противоположно 
смещению x . Подставив F  и a в выражение для второго закона 
Ньютона ( 4.1 ), получим : 

                                                 
2

2

4
kT

m   .                                       (4.7) 

   Зная период колебаний T  и коэффициент упругости k , который для 
данных пластин есть величина постоянная, можно определить массу 
платформы с находящимся на ней грузом. 
   Если массу m  рассматривать как сумму масс платформы 0m  и груза 

xm , то можно написать : 

                                                02

2

4
m

kT
mx 


 .                                (4.8) 



     В нашем случае величины k  и 0m  не известны, поэтому 
определение массы данного нам груза проведем с помощью 
инерционных весов и тарировочного графика построенного 
опытным путем ( рис.4.2). 
 
 

 
     Рис.4.2  График зависимости между квадратом периода 
                   колебаний и  массой  платформы 
 

Выполнение работы 
    
     Приборы и  материалы: инерционные весы, пластина неизвестной 
массы, секундомер, набор грузов . 
 
 
                               Порядок выполнения работы 
 
     Приводят в движение платформу весов с таким расчетом, чтобы 
амплитуда колебаний не превышала 1 см. 



     Наблюдая за колебаниями платформы, отсчитывают 50 
колебаний . С последним отсчетом останавливая секундомер. 
     Опыт повторяют три раза, результаты записывают в таблицу 4.1. 
Находят среднее время 50 колебаний ( t  ) и период колебаний : 

                                           
n

t
T       ,                                           (4.9) где n

- число колебаний . 
     Нагружая платформу последовательно : грузами 200, 400, 600, 
800, 1000 г  тем же способом  определяют соответственно периоды 
колебаний платформы. 
    Убрав тарировочные грузы нагружают платформу грузом 
неизвестной массы и снова определяют период колебаний. 
    Во всех случаях, наблюдения проводят не менее трех раз, из 
которых находят среднее время 50 колебаний и значение периода 
колебаний для каждого груза на платформе. 
    По данным таблицы  вычерчивают тарировочный график, 
откладывая по оси  ординат значения массы платформы с грузами m

, а по оси абсцисс соответственно значения квадрата периода 
колебаний платформы с грузами ( рис.4.2 ). 
    Массу неизвестного груза определяют по графику, используя 
найденное значение квадрата периода его колебаний вместе с  
платформой . 

Таблица 4.1 
Результаты измерений 

 
Масса платформы 

с грузами m , г 

Время 50 колебаний t , с t  , с T , с 2T , с2 

1 2 3 

пустая ( без грузов ) 

         + 200 

         + 400 

         + 600 

         + 800 

         + 1000 

         + xm  

      

       По графику можно определить и массу платформы 0m . Для этого 
прямую, выражающую график, проводят до пересечения с осью 
ординат, что дает начало отсчета по оси масс. 
       Измеряя отрезок от 0 до 0m  в масштабе, выбранном для массы, 
находят массу платформы. 
        Записывают выводы. 
 

Контрольные вопросы 



 
1. Дайте определение массы и веса тела. 
2. Есть ли разница между тяготеющей и инертной массой ? 
3. Сформулируйте второй закон Ньютона и закон Гука, поясните 

физический смысл коэффициента упругости. 
4. Под действием какой силы получается колебательное движение 

платформы ? 
5. Чем характеризуется простое гармоническое колебание? 
6. Указать, в  каких точках пути при колебании платформы 

ускорение и скорость наибольшие по величине. 
7. Что называют периодом колебания и как он определяется в 

данной работе? 
8. Запишите формулы для нахождения периодов математического, 

физического и пружинного маятников. 
9. Как определяется масса тела с помощью инерционных  
     весов ? 
 
 
Лабораторная работа № 5 
 

Определение модуля Юнга твердых тел  динамическим методом 

 
     Цель работы: Определение модуля Юнга, ознакомление со 

способом определения модуля Юнга методом стоячих волн. 

 
Краткая теория 

 
Закон Гука. Деформации растяжения и сжатия. Модуль Юнга. 

 
      Выясним количественную связь между силами, приложенными к 
твёрдому телу, и возникающим в нём деформациями. Решение задач 
подобного рода в теории упругости основано на законе Гука.  
      Возьмём круглый стержень длиной L, диаметром d и площадью 
поперечного сечения S. Пусть один конец стержня закреплён, а к 
другому приложена растягивающая сила F

r
. Величина 

растягивающей силы  F
r

, отнесённая к единице площади S , 
называется напряжением P 

S

F
P      .                                                  (5.1) 



    Под действием силы F
r

 длина стержня станет L1 , следовательно, 
L= L1-L. 

Опытным путём установлено, что чем больше величина F, тем 
больше величина растяжения стержня. 
     Закон Гука - основной закон теории упругости, гласит: при малых 

деформациях величина деформации пропорциональна напряжению. 

     При больших деформациях закон Гука не выполняется. В 
образцах возникают остаточные деформации либо разрыв. 
     Таким образом, если справедлив закон Гука, то 

                                                  
S

F
kLL  ,                                     (5.2) 

где k - коэффициент пропорциональности, зависящий от свойств 
материала образца.  Принято пользоваться обратной величиной 
E=1/k . 
      Тогда  

                                               
S

F
L

E
L

1
 ,                                      (5.3) 

      откуда  

                                               
S

F

L

L
E 


 .                                       (5.4) 

      Величина Е называется модулем Юнга, модулем продольной 
упругости. Если при испытаниях на прочность предел упругости не 
перейдён , то Е представляет постоянную величину, определяющую 
упругие свойства данного материала. 
      В технике значение модуля Юнга выражают в Паскалях , 
Па=Н/м2 , например: 
Естали= 220 ГПа;  Ежелеза=207,9 ГПА ; Емеди=(80 - 125)ГПа ; 
Есвинца=18 ГПА;     Едерева=11 ГПа. 
Динамический метод определения модуля Юнга 
 
      Если один конец стержня заставить испытывать периодические 
сжатия (растяжения) в направлении его длины, в стержне возникнут 
стоячие продольные волны. Стержень при этом начинает «звучать» 
– возникает явление резонанса. 
     Так как в нашей установке стержень в середине жёстко закреплен, 
в этой точке смещения отсутствуют, и в ней всегда будет находиться 
узел скоростей Vпрод . 
     Максимальные колебания стержня (основной резонанс) 
наблюдаются при выполнении условия : 



                                                  
2


L ,                                          (5.5) 

где  L - длина стержня; 
        λ - длина продольной волны. 

     При этом на концах стержня будут пучности и смещения  
(рис.5.1)  

 
 

 
 
 
 
 

Рис. 5.1.Схема излучателя колебаний 
 
 так как 

                                        


 .продV
   ,                                              (5.6) 

где Vпрод. – скорость прoдольной волны в стержне. 
       ν - частота , 
то  
                                        LVпрод 2. .                                      (5.7) 
     Следовательно, для нашего случая  необходимо измерить: 

1. Длину стержня L.   
2. Длину продольной стоячей волны λ.    

     Скорость Vпрод продольной волны в стержне, размер поперечного 
сечения которого значительно меньше длины волны, определяется 
формулой : 

                                           
ст

стпрод

E
V


. ,                                      (5.8) 

где   - плотность материала стержня.  
     Следовательно, можно записать 
                                          стстпродVE  .

2 .                                     (5.9) 
      Следует отметить, что значения модуля Юнга найденные в 
статическом и динамическом режимах, могут различаться. 
 

Выполнение работы 
 

     Приборы и материалы : лабораторная установка, масштабная 
линейка, кожанка с канифолью. 



      В нашей работе для определения модуля Юнга используется 
метод стоячих волн.  
      Схема установки для наблюдения стоячих продольных звуковых 
волн приведена на рис.5.2. 
 

 
Рис.5.2.  Схема установки : 

      
1- медный стержень с поршнем ( излучатель ) ; 
2- стеклянная трубка ; 
3- стержень с подвижным поршнем ; 
4- пробковые опилки ; 
5- основание установки ; 

    L - длина исследуемого стержня ; l - расстояние между 
соседними узлами ( пучностями )равное половине длины волны в 
воздухе 

                                         λв=2 l   .                                               (5.10) 
     Стоячая волна образуется в промежутке АВ, если на его длине 
укладывается целое число полуволн. 
      Продольные колебания получают в стержне , проводя по 
свободной стороне стержня кожанкой с канифолью. При этом 
поршень, на другом конце стержня, передаёт колебания столбу 
воздуха в трубке. При отражении от подвижного поршня волна 
идёт обратно. Если выполняется выше приведённое условие в 
промежутке АВ возникает стоячая волна, которую можно 
наблюдать визуально с помощью распределения в пространстве 
трубки пробковой крошки. 
      При возбуждении продольных волн в стержне можно записать 
                                                λст=2L  .                                            (5.11)                           
Скорость звука в воздухе определяется по формуле 

                                           


RT
Vв  ,                                         (5.12) 

A B L

1

2l4

3

5



где 4,1
V

P

C

C
 - показатель адиабаты (для воздуха); 

Кмоль

Дж
R


 31,8  -универсальная газовая постоянная; 

μ =0,029 кг/моль – молярная масса воздуха ; 
Т - абсолютная температура воздуха. 
      Известно, что при переходе звуковой волны из одной среды в 
другую, частота сохраняется постоянной 

                                            const
V




 .                                     (5.13) 

 
      Следовательно 
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 .                                   (5.14) 

      Преобразуем формулу  

                                            


RT

l

L
Vпрод . ,                                 (5.15) 

используя соотношение запишем 

                                  .2

2

...
2

стстстпрод
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  ,                      (5.16) 

где  
3

3
. 109,8

м

кг
медист     . 

 
Порядок выполнения работы 

 
      Встряхиванием распределяют равномерным слоем пробковые 
опилки по длине промежутка АВ. Для получения колебаний плавно 
проводят по свободному концу стержня (от середины к концу) 
кожанкой с канифолью. При правильном выполнении слышен 
чистый, высокий звук. 
      В момент «звучания» стержня перемещают подвижный поршень 
до образования устойчивых фигур из пробковой крошки. 
     Далее проводят все необходимые измерения параметров L, l ,Т.         
     Измерения проводят не менее трёх раз занося результаты в табл. 
5.1 . 
 

                                                                                         Таблица 5.1 
Результаты измерений 

 
l, м  l, м L, м  L, м Т, К   T , К 

      



    

    

l  l    L  L     
 

     Используя средние значения измеренных величин и справочные 
данные по формуле (5.16) , находят значение модуля Юнга для меди 
и сравнивают с табличным значением. 
 
Вычисление погрешностей 
 

    Относительная погрешность: 

                                          
l

l

T

T

L

L

E

E 









22 .                           (5.17) 

 
    Абсолютная погрешность: 

                                                E
E

E
E 


 .                                   (5.18) 

    Окончательный результат: 
                                                  EEE  .                                  (5.19) 
    Сравнивают полученный результат с табличным значением. 
     Записывают выводы. 
 

Контрольные вопросы 
 

1. Что называется напряжением? 
2. Сформулируйте закон Гука. 
3. Опишите ход работы на лабораторной установке. 
4. Что называется длиной волны? 
5. Объясните расчётную формулу для определения значения 

модуля Юнга. 
6. Выразите скорость звука в твёрдых телах через модуль Юнга. 
7. Объясните формулу относительной погрешности . 
 

 
 

Лабораторная работа № 6 
 

Определение модуля сдвига по крутильным колебаниям 
 



 Целью работы является изучение деформации сдвига и 

кручения, определение модуля сдвига металлического стержня. 

 
Краткая теория 
 

     Модуль упругости E (модуль Юнга), G (модуль сдвига), K 

(модуль объемной упругости) определяют жесткость материалов, то 
есть интенсивность увеличения напряжения по мере увеличения 
упругой деформации. 
 Механизм упругой деформации металлов состоит в обратимых 
смещениях атомов из положения равновесия в кристаллической 
решетке. Величина упругих деформаций в металлах не может быть 
большой, так как атомы в узлах решетки способны смещаться на 
небольшую долю межатомных расстояний. 
 Физический смысл модуля упругости состоит в том, что он 
характеризует сопротивляемость металлов упругой деформации, то 
есть смещению атомов из положения равновесия. 
 В отсутствии деформации атомы колеблются в узлах решетки 
у положений равновесия. 
 Если деформация не совпадает по направлению с напряжением 
(например при одноосном растяжении возникает трехосная 
деформация) , элементарный закон Гука заменяется обобщенным. 
Он устанавливает линейную связь между деформацией и 
напряжением в любых направлениях, то есть между компонентами 
тензора напряжений и тензора деформаций. 
 В работе использован один из распространенных методов 
экспериментального определения модуля сдвига цилиндрического 
стержня. Этот метод основан на связи, существующей между 
модулем сдвига, линейными размерами цилиндрического стержня и 
модулем кручения: 

                                           
L

d
Gf

32

4
 ,                                            (6.1) 

где  f – модуль кручения; 
      G – модуль сдвига;  
      d – диаметр стержня; 
      L –  длина стержня . 



 Рассмотрим кратко механизм деформаций сдвига и кручения. 
 

Рис. 6.1. Схема деформации сдвига 
      
    Если к верхнему основанию параллелепипеда DABC (рис.6.1), с 
закрепленным нижним основанием DC , приложить силу F

r
, к 

верхнему основанию и направленную по касательной к плоскости 
АВ, то произойдет деформация параллелепипеда, называемая 
сдвигом. 
     При сдвиге отдельные горизонтальные тонкие слои, на которые 
мысленно разбивается параллелепипед, смещаются (сдвигаются) 
относительно друг друга в направлении действия силы. Отрезок АА1 

, обозначенный через х, называют абсолютным сдвигом. Отношение 

h

x  называют относительным сдвигом ( где h – высота 

параллелепипеда). Из (рис.6.1) видно, что tg
h

x
 ; ввиду малости 

величины относительного сдвига tg  заменяют на величину угла  , 
который называется углом сдвига. Тогда величина относительного 

сдвига запишется таким образом: 
h

x . 

     Согласно опыту величина относительного сдвига прямо 
пропорциональна силе F

r
 и обратно пропорциональна площади 

основания S, то есть  

                                              
S

F

G


1
 .                                         (6.2) 

      Величина G называется модулем сдвига. Экспериментально 
модуль сдвига G можно найти, определив модуль кручения f для 
исследуемого  материала. 
     Деформация кручения стержня (цилиндра) сводится к сдвигам 
относительно друг друга бесконечно тонких сечений, на которые 





можно мысленно разбить закручиваемый стержень (рис.5.2). Если 
один конец стержня жестко закрепить , то для закручивания другого 
конца на угол φ необходимо приложить к нему пару сил F

r
- F
r

 с 
моментом M

r
 . По закону Гука можно записать: 

                                              fM ,                                           (6.3) 

где f -модуль кручения, численно равный моменту пары сил, 
закручивающему стержень, деленному на единицу угла.  
  

Рис.6.2.  Схема деформации кручения 
     Если известен модуль кручения данного материального тела, то 
используя уравнение (6.1), можно рассчитать модуль сдвига. 
     Практически модуль кручения определяется по крутильным 
колебаниям исследуемого стержня, верхний конец которого жестко 
закреплен, а нижний соединен с диском, способным совершать 
крутильные колебания (рис.6.3).  

Рис.6.3. Схема  установки 
    

L

F

F





     Диск поворачивается на некоторый угол φ и отпускается. 
Освобожденный диск совершает крутильные колебания, период 
которых, согласно теории, рассчитывается по формуле: 

                                              
f

J
T 2 ,                                        (6.4) 

где J - момент инерции диска и стержня. 
      В данном случае момент инерции вычислить довольно трудно, 
но можно определить его изменение при нагружении диска 
дополнительным грузом-кольцом. Для этого: обозначим через 1J - 
момент инерции стержня с диском без нагрузки (крутильный 
маятник), а через )( 2

12 mRJJ   - момент инерции с грузом в виде 
кольца. Тогда разность 2

12 mRJJ   будет выражать момент инерции 
кольца ( где R - средний радиус кольца, m - масса кольца). 
      Соответственно периоды колебаний маятника без кольца и с 
кольцом можно записать в виде:                         
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       Возведя в квадрат оба эти выражения и взяв их разность выразим 
модуль кручения f : 
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 .                                  (6.7) 

Подставив это выражение в (6.1) получим для модуля сдвига: 
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   ,                            (6.8)                           

где 
2

d
r    - радиус стержня.    

 
Выполнение работы 
 

         Приборы и материалы:  крутильный маятник, секундомер, 
микрометр и миллиметровая линейка. 
 Измерения: миллиметровой линейкой измеряют длину стержня 
( L ) три раза; микрометром измеряют диаметр стержня      ( 2r ) в 
трех различных точках; измеряют три раза средний диаметр кольца 
( 2R ). 
 Не нагружая маятник кольцом, приводят его в крутильные 
колебания, избегая качаний в стороны. Наблюдая за колебаниями 
маятника, запускают секундомер с отчетом «ноль», при 



прохождении метки на диске против стойки К. при каждом новом 
прохождении метки перед стойкой в одну и ту же сторону делают 
отсчет – один, два, три…до 20. С последним отчетом останавливают 
секундомер. Определяют  период колебаний, деля время всех 
полных колебаний 1t  на их количество 1n :  
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1
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     Далее нагружают диск кольцом и тем же способом определяют 2T

. 
      В обоих случаях наблюдения проводят не менее трех раз и 
рассчитывают средние значения для 1T  и 2T . 
      Результаты измерений заносят в таблицу 6.1. 
 

Таблица 6.1 

Результаты измерений 

 
№   L ΔL  r  Δr  R ΔR  1t  1t  2t  2t  1T  1T  2T  2T  

см см мм мм см см   с   с   с   с   с   с   с   с 

    1               
    2               
    3               

Сред. 

знач. 
              

          m=                                                Δm=± 

  
     По полученным данным с использованием формулы (6.8) 
рассчитывают величину модуля сдвига. 
 
Вычисление погрешностей 

 
     Относительная погрешность : 
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  ,                 (6.10) 

где  
n

t
T 1
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  , а 

n
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T 2
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 . 

     Абсолютная погрешность: 
                                              GEG   .                                     (6.11) 
     Окончательный результат: 
                                             GGG   .                                     (6.12) 



      Сравнивают полученный результат с табличными 
значениями (табл. 6.2). 
      Записывают выводы. 
 

Таблица 6.2 
 

Константы упругости некоторых чистых металлов при комнатной 
температуре 

 
металл E , ГПа G , ГПа K , ГПа   

     железо            217        89        172  0,28 
     никель       205        78        187  0,31 
     медь       125        46        142  0,34 
     алюминий         72        27          75  0,34 
     титан       108        41        127  0,34 
     кобальт       204        76        187  0,31 
     молибден       847      122        280  0,30 

 
  - коэффициент Пуассона, тогда 

 ;12  GE  
 .213  KE  

 
Контрольные вопросы 

 

1. Что называется деформацией тела? Виды деформации. 
2. Сформулируйте закон Гука? 
3. Что такое модуль сдвига? 
4. Какой физический смысл модуля кручения? 
5. Когда справедлив закон Гука ? 
 

 
Лабораторная  работа № 7 

 
Определение массы моля и плотности воздуха 

 
       Цель работы : экспериментальное определение массы моля и 

плотности воздуха при нормальных условиях. 

 

 
Краткая теория. 



 
       В системе СИ моль является единицей измерения количества 
вещества, находящегося в любом состоянии  
(твердом, жидком, газообразном). В моле вещества содержится 
столько структурных единиц (атомов, молекул) , сколько имеется 
атомов в 0,012 кг изотопа углерода   6С12 . Это число атомов 
установленное опытным путем, называется числом Авогадро и 
равно 6,022∙1023 моль-1. Для однородных газов масса в килограммах 
численно равна молярному весу газа.  
Для воздуха, как смеси газов , главным образом азота и кислорода, 
масса моля будет определяться массой , выраженной в килограммах, 
заключенной в объеме 22,4 м3 при нормальных условиях ( Р0 = 
1атм.= 1,013∙105 Па и Т0 = 273,16  
К ). Определение массы моля производится с использованием 
уравнения Менделеева-Клайперона : 

                                         RT
M

PV


       ,                                   (7.1) 

где Р – давление , при котором находится газ (Па), 
      V – объем, занимаемый газом (м3), 
     М – масса газа в данном объеме (кг), 
      R – универсальная газовая постоянная (R=8,31 Джмоль/К), 
      Т – абсолютная температура (К), 
при этом производится измерение физических величин , 
определяющих данное состояние, т.е. давления, температуры, 
объема и массы воздуха в этом объеме. 
    Определение массы воздуха в колбе (М) возможно только при 
полной откачке его из сосуда, что практически сложно осуществить 
. 
    Рассмотрим воздух в двух состояниях : при давлении Р1 
(атмосферное) до откачки части воздуха и при давлении Р2 после 
откачки части воздуха из сосуда колбы с помощью форвакуумного 
насоса. 
    Уравнения для этих состояний запишем в виде: 
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где M и M  - массы газа в сосуде до и после откачки воздуха, т.е. 
соответственно при давлениях Р1 и Р2. Объем колбы и температура 
среды в обоих случаях остаются постоянными. 



     Вычитая из первого уравнения второе получим : 
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     Очевидно, что изменение массы газа ( MM  ) равно разности (М1 

– М2), где М1 и М2 массы колбы с газом до и после откачки воздуха. 
Исходя из этого уравнение ( 7.4 ) можно переписать : 
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где за (Р1 – Р2) принимают показание манометра в конце цикла 
откачки воздуха из колбы. 
 

Выполнение работы 
 

     Приборы и материалы :  технические весы, набор разновесов, 
колба с краном, форвакуумный насос, манометр, термометр. 
    

Порядок выполнения работы : 
 
1. Определив точность технических весов, взвешиванием находят 

массу колбы  М1 при открытом кране (заносим в таблицу 7.1). 
2. Откачивают воздух из колбы до минимально возможного 

давления  Р2 , записывают показание манометра в таблицу  
    ( Рм ) и одновременно закрывают кран колбы. 
3. Колбу с откаченным воздухом взвешивают и таким образом 

определяют М2 ( заносят в таблицу 7.1 ).  
4. По комнатному термометру ( со шкалой Цельсия ) отсчитывают 

температуру. При проведении вычислений температура 
переводится в градусы Кельвина. 

5. Объем  V и относительная ошибка ΔV/V указаны на чехле колб. 
  
    Полученные значения заносят в таблицу 7.1: 
 
 

Таблица 7.1 
Результаты измерений 

 
М1(кг) М2(кг) ΔМ1= ΔМ2 Рм(Па) ΔРм(Па) V(м3) ΔV/V t(0C) Δ t(0C) 



 
 
 

 
 

       

 
Расчет искомых величин 

 
     По полученным данным вычисляют массу моля воздуха по 
формуле ( 7.6 ). 
     Определив массу моля , вычисляют плотность воздуха  
применяя формулу : 
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        .                                      (7.7) 

     Подставляя вместо Р и Т величины соответствующие 
нормальным условиям , т.е. Р0 = 1 атм.=1,013∙105 Па и  
Т0 = 273,16 К находят плотность воздуха при нормальных условиях: 
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Вычисление погрешностей  

 
    Относительную погрешность при определении массы моля 
вычисляют по формуле : 
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    Погрешности ΔМ1 и ΔМ2 , получающиеся при взвешивании 
берутся равными половине цены наименьшего деления (точности) 
весов, а погрешности ΔТ и ΔР принимаются равными половине цены 
наименьшего деления термометра и манометра. 
    Абсолютная погрешность определения массы моля : 
                                         E    .                                          (7.10) 
    Относительную погрешность при определении плотности 
воздуха : 
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    Ввиду того, что Р0 и Т0 не измеряются, а заданы, то Δ Р0 = 0 и Δ 

Т0 = 0. Поэтому получаем  
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отсюда   
                                            E00     .                                      (7.13) 



    Окончательный результат : 
                                         воздуха     ,                                  (7.14) 
                                        00  воздуха   .                                  (7.15) 
    Сравнивают полученные результаты с табличными значениями. 
    Записывают выводы. 
 

Контрольные вопросы 
 

1. Что называется молем вещества ? 
2. Что называется плотностью ? В каких единицах она измеряется ? 
3. Записать уравнение состояния идеального газа в форме закона 

Менделеева-Клайперона . 
4. Вывести расчетную формулу для определения массы моля 

воздуха в данной работе. 
5. Как вычислить плотность воздуха при нормальных условиях, зная 

массу моля ? 
6. Что называется давлением ? 
7. Вывести формулу для относительных погрешностей определения 

массы моля воздуха и плотности воздуха при нормальных 
условиях. 

 
 
 

Лабораторная  работа  № 8 
 
Определение отношения теплоемкости газа при постоянном 
давлении к теплоемкости газа при постоянном объеме. 
 
     Цель работы: Определение опытным путем величины 

показателя адиабаты для воздуха. 

Краткая теория 
 

     Удельная теплоемкость- это количество теплоты необходимое 

для нагревания единицы массы вещества  ( 1 кг ) на 1 кельвин. 
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    Удельная теплоемкость газов может принимать различные 
значения в зависимости от того в каких условиях нагревается газ. 
    Обычно различают две теплоемкости газов:  



Cv – теплоемкость газа при постоянном объеме : 

dT

dU
C m

v     (8.2) ;  RdT
i

dU m 2
    (8.3) ;    R

i
Cv 2

   (8.4) ,  где 

i – число степеней свободы молекул газа , 
R – универсальная газовая постоянная , 
dUm – изменение внутренней энергии одного моля газа при 
повышении его температуры на 1 К. 
Cp – теплоемкость газа при постоянном давлении : 

dT

pdV
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C m

p     (8.5) ;          R
i

C p 2

2
   (8.6);           RCC vp    (8.7) 

    Уравнение Майера (8.7) показывает , что Cp всегда больше Cv на 
величину газовой постоянной. 
    Так  как газ при постоянном давлении расширяется от нагревания 
и совершает некоторую работу против внешних сил, то, 

следовательно Cp больше Cv  и 1
v

p

C

C
 .  Это соотношение имеет 

большое значение при анализе адиабатных процессов, когда 
отсутствует теплообмен между газом и окружающей средой. При 
адиабатных процессах для идеального газа справедлив закон 
Пуассона : 

                                    constPV   ,                                             (8.8)  
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Выполнение работы 

 
     Приборы и материалы :  стеклянный сосуд с трехходовым краном 
и водяным манометром ( рис 8.1.). 
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Флажок крана



 
Рис. 8.1.  Общий  вид  установки 

 
 

Работа с экспериментальной установкой : 
 
     Большой стеклянный сосуд А ( рис.8.1 ) соединен трубкой с 
дифференциальным водяным манометром В для измерения разности 
давлений ( атмосферного и внутри сосуда ). Трехходовой кран Z 
служит для соединения сосуда с нагнетателем ( резиновой грушей  С 
), манометром и атмосферой. В последнем случае приходится 
вынимать втулку крана. 
  
                   I-е  положение                            II-е  положение 

 
                    нагнетание                                  измерение 
 
                   Рис.8.2  Два  положения  трехходового  крана 
                           
    Флажок крана Z устанавливают в I - е положение ( рис.8.2 )  
( смотреть с торца крана ) и резиновой грушей нагнетают воздух в 
сосуд пока разность уровней менисков жидкости в трубках 
манометра не достигнет 15-20 см по шкале.  
    Затем, поворачивают флажок крана Z на 1800 градусов (II–е 
положение рис.8.2), для  предотвращения утечек воздуха через 
клапан нагнетателя . 
      При нагнетании воздух в сосуде сжимается и его температура 
повышается. Чтобы температура воздуха внутри сосуда сравнялась с 
температурой окружающей среды t1 следует сделать выдержку перед 
снятием показаний водяного манометра ( 3-5 минут ). При этом 
устанавливается постоянная разность уровней ( h1) в плечах 
манометра. Давление газа в сосуде для этого случая равно H+h1 , где 
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H – атмосферное давление. Полученный результат заносят в таблицу 
8.2. 
     Вынув вращающуюся часть крана ( втулку ) , выпускают воздух до 
прекращения шипения, после чего немедленно вставляют втулку в 
прежнее положение ( II-е положение  рис.8.2) . 
     Во время отсутствия втулки крана давление воздуха в сосуде 
падает до атмосферного , а его температура понижается до t2 . 
Понижение температуры объясняется тем, что при адиабатическом 
расширении воздух совершает работу против атмосферного давления 
за счет внутренней энергии.  
     Через 3-5 минут после закрытия крана воздух в сосуде нагреется 
до температуры окружающей среды t1 , его давление увеличивается , 
и по шкале манометра можно снять отсчет разности уровней h2 . 
Полученный результат заносят в таблицу 8.2. 
     Рассмотрим состояния находящегося в сосуде воздуха: 
1. Перед началом опыта массу находящегося в сосуде воздуха можно 

представить как  m , занимающую объем V2 ( объем сосуда ). 
2. При нагнетании дополнительного количества воздуха m получим  

mобщ.=m+m , тогда на долю m придется только часть ( объем V1 ) 
от общего объема сосуда V2 . 

3. При сбросе «дополнительного» воздуха масса m  снова займет 
объем V2 равный объему сосуда. 

     Таким образом для массы находящегося в сосуде воздуха имеем 
три состояния , указанные в таблице 8.1. 

 
Таблица 8.1 

Состояния газа во время опыта 

 
Состояния   воздуха Объем Давление Температура 

До открытия крана 
В момент открытия крана 
После закрытия крана 

V1 

V2 

V2 

H+h1 

H 
H+h2 

t1 

t2 

t1 

 
     Первое и третье состояния воздуха характеризуются одинаковой 
температурой, и к ним можно применить закон Бойля-Мариотта: 
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     Переход из первого состояния во второе происходит 
адиабатически, поэтому здесь следует применить закон Пуассона : 



                                               
12

1

hH

H

V

V













     ,                            (8.11) 

где  - искомое отношение теплоемкостей 
V

p

C

C
 . 

      Возведя обе части равенства  (8.10) в степень , имеем : 
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      Сопоставляя равенства  (8.11) и (8.12) , можно написать : 
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       Отсюда после логарифмирования находим : 
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Так как   
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а     11 
H

h     и     12 
H

h  , то разлогая логарифмы в ряд по  
H

h1    и  
H

h2  , 

получим  расчетную формулу 
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Таким образом работа сводится к измерению h1 и  h2 . При этом 
необходимо следить, чтобы не было утечки воздуха из сосуда. 
     Опыт проводят не менее пяти раз, результаты изменений и 
расчетов записывают в таблицу 8.2.    
 

Таблица 8.2. 
                                                                        Результаты измерений 

 
 h1 , см h2 ,  см   

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

    

Средние  значения  =  = 
 



Вычисление  погрешностей 
 

   Абсолютная погрешность   определяют так, как это делается при 
многократном измерении величин. Затем определяют среднюю 
относительную погрешность результата. 
    Относительная погрешность : 

                                           






E                  .                           (8.18) 

    Окончательный результат : 
                                         =                     .                           (8.19) 
    Полученный результат сравнивают с табличным значением. 
    Записывают выводы. 
 

Контрольные вопросы 
 

1. Что такое молярная теплоемкость газа, в каких единицах она 
измеряется ? 

2. Написать соотношение между удельной и молярной 
теплоемкостями. 

3. Какая из теплоемкостей  Cp или Cv  больше и почему ? 
4. Написать соотношение между Cp , Cv  и R . 
5. Чем характерны изотермический и адиабатический  
      процессы ? 
6. Указать , в какие моменты работы происходит адиабатический и 

изохорический процессы. 
7. Рассказать порядок выполнения работы. 
8. Вывести расчетную формулу для вычисления  . 
9. На каком основании при получении расчетной формулы   
      (8.17) для   логарифмы чисел заменяются самими числами ? 
10. Как вычисляется относительная погрешность искомой величины 

в данной работе ? 
 
 
 
Лабораторная  работа № 9 
 

Определение коэффициента поверхностного натяжения 
жидкости методом отрыва кольца. 

 



 
     Цель работы : опытным путем определить значение 

коэффициента поверхностного натяжения воды. 

 
Краткая теория 

 
     На каждую молекулу жидкости со стороны  окружающих 
молекул действуют силы взаимного притяжения, быстро 
убывающие с расстоянием. Силы притяжения между молекулами 
имеют электрическое происхождение и действуют на очень малых 
расстояниях ( порядка 10-9 м ) , это расстояние называется радиусом 
молекулярного действия ( r ) , а сфера радиусом r – сферой 
молекулярного действия . 
 
     Выделим внутри жидкости какую-либо молекулу А и проведем 
вокруг нее сферу радиуса r ( рис.9.1 ). Если  сфера молекулярного 
действия молекулы  А целиком находится внутри жидкости, то силы 
с которыми действуют все молекулы , находящиеся внутри 
жидкости  на молекулу  А направлены в разные стороны  и 
скомпенсированы, поэтому результирующая сила, действующая на 
молекулу внутри жидкости со стороны других молекул , равна нулю. 
 

 
                Рис.9.1 Силы , действующие на молекулу жидкости 
 
     Иначе происходит, если молекула В расположена на поверхности 
жидкости. В данном случае сфера молекулярного действия лишь 
частично располагается внутри жидкости. Так как концентрация 
молекул в расположенном над жидкостью газе мала по сравнению с 
их концентрацией в жидкости, то равнодействующая сила, 
приложенная к каждой молекуле поверхностного слоя , не равна 
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нулю и направлена внутрь жидкости. Таким образом , 
результирующие силы притяжения всех молекул поверхностного 
слоя толщиной r  ( радиус молекулярного действия ) оказывают на 
жидкость давление, называемое молекулярным ( или внутренним ). 
Взаимное притяжение молекул, расположенных в поверхностном 
слое, создает силу, направленную по касательной к поверхности 
жидкости, которая стремится максимально уменьшить площадь 
поверхностного слоя. Эту силу называют силой поверхностного 
натяжения. 
     Так как равновесное состояние характеризуется минимумом 
потенциальной энергии, то жидкость при отсутствии внешних сил 
под действием  силы поверхностного натяжения  будет принимать 
такую форму , чтобы при заданном объеме она имела минимальную 
поверхность, то есть форму шара (сферы). Наблюдая мельчайшие 
капельки, взвешенные в воздухе, можно видеть что они 
действительно имеют форму шариков,  но несколько искаженную 
из-за действия силы земного тяготения. В условиях невесомости 
капля любой жидкости  имеет сферическую форму. 
     Поверхностное натяжение характеризуется коэффициентом 
поверхностного натяжения ( α ), который численно равен силе, 
действующей на единицу длинны линии, произвольно проведенной 
по поверхности жидкости и  перпендикулярной этой линии. Из 
определения следует, что единицей измерения коэффициента 

поверхностного натяжения будет 
метр

Ньютон  ( 
м

Н  ). 

 
     В данной работе коэффициент поверхностного натяжения 
находится путем измерения силы ( F ) , необходимой для отрыва 
кольца от  поверхности воды. Сила F равна силе поверхностного 
натяжения , действующей по линии разрыва поверхностной пленки 
при отрыве кольца. Разрыв поверхностной пленки воды происходит 
по двум окружностям кольца – внешней и внутренней. Общая длина 
линии разрыва при этом равна )()22( 2121 DDRR   , где  D1-  
внешний, D2- внутренний диаметры кольца. Коэффициент 
поверхностного натяжения в данном случае рассчитывается по 
формуле : 

                                           
)( 21 DD

F





    .                                  (9.1) 



     Коэффициент поверхностного натяжения для дистиллированной 
воды при нормальных условиях равен 0,073 Н/м . С повышением 
температуры поверхностное натяжение уменьшается, так как 
увеличиваются средние расстояния между молекулами жидкости. 
Из-за увеличения их скоростей движения при Т=Ткипения величина 
коэффициента поверхностного натяжения равна 0. Величина 
поверхностного натяжение сильно зависит от примесей, 
присутствующих в жидкостях. Примеси (вещества), ослабляющие 
поверхностное натяжение жидкости, называются поверхностно-
активными. Наиболее известными поверхностно-активными 
веществами для воды являются мыло, спирты, эфиры и др.  
     Существует и другая группа веществ – повышающих 
поверхностное натяжение жидкости – это сахар, различные соли. 
Силы взаимодействия молекул этих веществ с молекулами воды 
больше, чем между собственно молекулами воды. Например, если 
посолить мыльный раствор, то в поверхностный слой выталкивается 
молекул мыла больше, чем в пресной воде. В мыловаренном 
производстве этот процесс называется «высаливанием » мыла. 
 

Выполнение работы 
 

          Приборы и материалы : экспериментальная установка, набор 
разновесов, штангенциркуль, фильтровальная бумага. 
           
          Работа выполняется на установке, схематически 
изображенной на рис.9.2, которая состоит из штатива с 
сообщающимися сосудами , соединенных трубкой с зажимом  



( З ), динамометра (пружины) ( П ); за пружиной укреплена 
зеркальная шкала. К пружине крепится оптическое устройство 
(указатель) - тонкий  диск ( Д ), выполняющий роль стрелки – 
указателя растяжения пружины. К пружине подвешивается кольцо ( 
К ), которое имеет сверху площадку для нагружения разновесами. 
 
                                

                               Рис.9.2    Схема  установки 
Порядок выполнение работы: 

 
1. Подвешивают кольцо за дужку к пружине так, чтобы нижняя 
плоскость кольца была параллельна поверхности воды в сосуде, но 
не касалась воды. По указателю Д берут отсчет на зеркальной шкале 
( n0 ) ( начало отсчета при дальнейших измерениях ). Указание : при 
отсчете на диск надо смотреть с торца, чтобы на зеркальной шкале 
его изображение было в виде линии ( для снижения погрешности 
измерений ). 
2. При закрытом зажиме сосуд С2 поднимают по штативу выше 
сосуда С1. Открывают зажим. В момент, когда поверхность 
жидкости в сосуде С1 коснется кольца, зажимом пережимают 
трубку. 
3. Опускают сосуд С2 немного ниже сосуда С1 , так чтобы вода 
могла переливаться в сосуд С2. Открывают зажим. Вытекающая 
вода, увлекая за собой кольцо, растянет пружину динамометра. 
4. В момент полного отрыва кольца от поверхности воды берут 
отсчет n (число делений) по шкале. Вычисляют величину 
растяжения пружины как ( n – n0 ). 

П

Д

З

С1

С2

К



5. Результаты измерений n , n0 , ( n – n0 ) заносят в таблицу 9.1. 
Этот опыт повторяют еще 4 раза и заносят полученные данные в 
таблицу, по ним рассчитывают среднее значение измеряемой 
величины <( n – n0 )> и среднее значение абсолютной погрешности 
измерений <∆( n – n0 )> . 

Примечание : в начале каждого опыта кольцо осушать 
фильтровальной бумагой для устранения влияния капелек воды на 
вес кольца. 
6. Определяют величину силы растяжения пружины в момент 
отрыва кольца от поверхности воды. Для этого «растягивают» 
пружину динамометра на величину среднего значения <( n – n0 )> , 
путем нагружения разновесами кольца 
( выкладыванием разновесов на площадку кольца ). Общий вес 
разновесов будет равен силе поверхностного натяжения, которую 
рассчитывают по формуле :  
                                                 F=mg  ,                                        (9.2)   
где  m – масса гирек (кг)   
       g -   ускорение свободного падения ( g = 9,81 м/с2 ) 
7. Измеряют штангенциркулем , поворачивая кольцо, 5 раз 
внешний ( D1 ) и внутренний ( D2 ) диаметры кольца. Результаты 
измерений  заносят в таблицу 9.1. Рассчитывают средние значения и 
погрешности. 
8. Коэффициент поверхностного натяжения ( α )  рассчитывают 
по      формуле (9.1). 
 

Таблица 9.1 
Результаты измерений 

 
Растяжение пружины , мм Диаметры кольца , мм 

n n0 n – n0 ∆( n – n0 ) D1 ∆D1 D2 ∆D2 

        
        
        
        
        
Средние 

значения 0nn  = ∆ 0nn  = 1D = ∆ 1D = 2D = ∆ 2D = 

F = P ;      Общий вес разновесок  P = mg=  

 
Вычисление погрешностей 

 
     Относительная погрешность измерения коэффициента 
поверхностного натяжения : 
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        .                          (9.3) 

    Средняя абсолютная погрешность : 
                                      E                        .                          (9.4) 
    Окончательный результат : 
                                                               .                         (9.5) 
    Сравнивают значение полученного коэффициента 
поверхностного натяжения с табличным значением (коэффициент 
поверхностного натяжения для дистиллированной воды при 
нормальных условиях равен 0,073 Н/м ) , анализируют причины 
отклонений, если таковые имеются. 
     Записывают выводы. 
 

Контрольные вопросы. 
 

1. Что называется коэффициентом поверхностного натяжения ? В 
каких единицах он измеряется ? 

2. Как возникает и как направлена сила поверхностного натяжения 
? 

3. Объяснить метод определения коэффициента поверхностного 
натяжения используемый в данной работе. 

4. Какие силы действуют на кольцо при его отрыве от поверхности 
жидкости? В какой момент кольцо отрывается от жидкости ? 

5. Вывести формулу для относительной погрешности измерения E

. 
 
 
 

Лабораторная  работа №  10 
 

Определение коэффициента динамической вязкости жидкости 
по методу Стокса 

 
       Цель работы: изучение явления внутреннего трения в 
жидкостях , определения динамической вязкости жидкости. 
 
Краткая теория 

 



Отличительной особенностью газов и жидкостей является их 
текучесть, которая обусловлена малыми силами трения при 
относительном движении соприкасающихся слоев . 

Внутренним трением  ( вязкостью ) называется явление 
возникновения сил, препятствующих относительному перемещению 
слоев жидкости либо газа. Силы внутреннего трения направлены 
вдоль соприкасающихся слоев. Их величина зависит от 
относительных скоростей слоев. 

Причиной возникновения внутреннего трения в жидкостях  
( газах ) является перенос молекулами жидкости импульсов между 
соприкасающимися слоями. Когда соседние слои жидкости 
двигаются с различными скоростями переход молекул из одного 
слоя в другой приводит к замедлению слоя движущегося быстрее и 
увеличению скорости слоя , двигающегося медленнее (рис.10.1). 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Рис.10.1. Схема движения слоев жидкости  
 

Очевидно, что сила трения для верхнего слоя будет направлена 
влево ( против 1V

r
 ) , а для нижнего слоя вправо            ( по 2V

r
 ). 

Аналогично объясняется механизм внутреннего трения в газах.  
Для поддержания течения вязкой жидкости работа сил давления 

должна превышать работу сил внутреннего трения. 
Рассмотрим механизм возникновения вязкости на примере. 
Представим две плоскости, поверхности которых смачиваются 

жидкостью, причем 1-ая поверхность – подвижная , 2-ая – 
неподвижная (рис.10.2) 
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Рис.10.2. Диаграмма скоростей слоев жидкости 
 
Молекулы, соприкасающиеся с подвижной плоскостью будут 

иметь .1плVV
rr

  , а соприкасающиеся с неподвижной плоскостью 
02 VV

rr
. Следовательно поле скоростей слоев можно представить в 

виде (рис.10.2) .  
Градиент скорости будет направлен перпендикулярно 1-ой 

плоскости в сторону возрастания функции. 
Очевидно, что сила внутреннего трения тем больше, чем больше 

площади рассматриваемых поверхностей S . 
Величина gradV  показывает изменение скорости , которое 

приходится на единицу расстояния , отсчитываемого 
перпендикулярно скорости ( того как быстро изменяется величина 
скорости  V

r
 от слоя к слою ) : 
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   .                                   (10.1) 

Опытным путем  Стокс установил , что при ламинарном  
течении жидкости модуль силы внутреннего трения (вязкости): 

                                   S
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V
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   ,                                      (10.2) 

где    η  -  динамическая вязкость ( коэффициент зависящий от  
                 природы жидкости ) 

        
y

V


 - градиент скорости слоев. 

      При ламинарном режиме и градиенте скорости с модулем  1 м/сек 
на 1 м. , возникает сила внутреннего трения 1Н на 1 м2 поверхности 
касания слоев , следовательно размерность величины η определяется 

как :  секПа
м

секH





 
2

 . 

       Величина вязкости зависит от температуры. Для жидкостей с 
увеличением температуры вязкость уменьшается ( в технике это 
приводит к ухудшению качества смазки трущихся поверхностей ). 
Для газов с повышением температуры вязкость увеличивается. 



        В данной работе для определения вязкости используется метод 
Стокса. Этот метод основан на измерении скорости движущихся в 
жидкости небольших тел сферической формы.  
        Пусть небольшой шарик радиусом r падает в жидкости. На 
шарик , падающий в жидкости действуют три силы : 

1. Сила тяжести : grmgF шт  3

3

4
  ,  где 

                                ш  - плотность шарика; 

                                 
2

81,9
с

м
g  - ускорение свободного падения . 

2.  Сила Архимеда : grF жA  3

3

4
    , где 

                                 ж  - плотность жидкости ; 
3.  Сила сопротивления , эмпирически установленная Стоксом : 
     rVFC 6    , где  V – скорость шарика . 
      На участке равномерного движения шарика : 0 CAт FFF

rrr
 ,     

CАт FFF    или  CAт FFF    т.е. 

                                   rVgr жш  6)(
3

4 3  ,                              (10.3) 

находим  коэффициент  вязкости  

                                        gr
V

жш 2)(

9

2






 .                              (10.4) 

    Если заменить в формуле  (10.4) значение скорости  V  через  
t

L  ( 

путь деленный на время падения ) , а радиус шарика r через половину 

его диаметра 
2

d  , то формула примет вид: 
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L

d жш

18

)(2 



   ,                             (10.5)    

где   d – диаметр шарика ; 
        L – длина участка равномерного падения шарика ; 
         t – время прохождения шариком мерного участка . 
     Очевидно, что для определения коэффициента вязкости 
жидкости необходимо на опыте определить  значения величин, 
входящих в формулу (10.5) . 
 

Выполнение работы 
 

     Приборы и материалы: цилиндрический сосуд с вязкой 
жидкостью, шарики, весы с разновесами, микрометр, секундомер, 
ареометр, термометр, линейка. 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.10.3. Схема установки 
 
     Цилиндрический сосуд с исследуемой жидкостью (касторовое 
масло, глицерин) прикреплен к деревянному штативу (рис.10.3). 
Сосуд закрыт крышкой, в которую вставлена воронка, служащая для 
направления движения шарика по оси цилиндра. На штативе 
нанесены метки «а» и «b» на расстоянии L друг от друга. 
 

 Порядок выполнения работы 
 

1. Взять 5 стальных шариков. Измерить микрометром диаметр 
каждого шарика. Общую массу шариков определяют путём 
взвешивания. Вычисляют их плотность по формуле: 
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 ,                                 (10.6) 

      где   33 5  dd  
d      - средний диаметр шариков; 
Σm   - масса пяти шариков, определяемая на весах. 

2. Определяют ареометром плотность ж  исследуемой жидкости, 
находящейся в мензурке, которая наполнена той же жидкостью , 
что и сосуд Стокса. При этом  следят, чтобы ареометр находился 
на оси сосуда, а не вблизи его  стенок . 

L

a

b



3. Длину пройденного шариком пути L между метками «а» и «b» 
измеряют линейкой. 

4. Измеряют время падения шариков на пути L. Для этого опускают 
в цилиндр с жидкостью, через воронку, шарик и в момент 
прохождения его через метку «а» включают секундомер. В 
момент прохождения шарика метки «b» секундомер 
останавливают. Показания секундомера соответствуют времени t 
движения шарика по пути L. Скорость шарика значительна, 
поэтому подготовиться к наблюдениям необходимо тщательно, 
чтобы не упустить момент прохождения шарика через метки. 

5. Температуру окружающей среды определяют по       термометру. 
     Данные всех измерений записывают в таблицу 10.1. 
 

Таблица 10.1 
Результаты измерений 

 

m    m  ш  ш  ж  ж  L L d d t t 

кг кг/м³ м с 

            
    
    
    
    
    

Температура жидкости 

 
d = d

 
t  t  

 
6. Коэффициент вязкости вычисляют по формуле (10.5),  
     подстановкой средних значений измеренных величин. 
 

Вычисление погрешностей 
 

     Относительная погрешность   измерений плотности шариков: 
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 .                        (10.7) 

      Абсолютная погрешность измерений плотности шариков : 
                                              шш ш

E    .                                 (10.8) 
      Относительная погрешность при расчете коэффициента 
вязкости: 
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 2   .               (10.9) 

      Абсолютная погрешность вычисления коэффициента вязкости : 
                                              E  .                                    (10.10) 

      Окончательный результат 
                                                .                                    (10.11) 
      Результат сравнивают с табличным  значением. 
      Записывают выводы. 

 
Контрольные вопросы  

 
1. Что называется вязкостью? 
2. Как возникает сила внутреннего трения в жидкости? 
3. Дайте определение коэффициенту вязкости, в каких единицах 

он измеряется. 
4. В чём сущность метода Стокса ? 
5. Какие силы действуют на шарик, падающий в жидкости? 
6. Как изменяется с температурой коэффициент вязкости? 
7. Как определяется плотность шариков и плотность жидкости? 
8. Вывести расчётную формулу для вычисления вязкости. 
9. Выведите формулу для определения относительной 

погрешности измерения коэффициента вязкости. 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 2.01 
ИЗУЧЕНИЕ КОНТРОЛЬНО-ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ ПРИБОРОВ 

Цель работы 
Целью данной работы является ознакомление с принципами действия и правилами 
эксплуатации электронных контрольно-измерительных приборов, используемых в 
лабораторных работах по разделам курса физики “Электричество и магнетизм”, 
“Колебания и волны”. 

1. Цифровой универсальный измерительный прибор B7-16A  
(вольтметр универсальный). 

1.1. Назначение. Вольтметр универсальный B7-16A предназначен для измерения 
напряжений постоянного и переменного токов и активного сопротивления цепи. 
1.2. Расположение органов управления и их назначение. Все основные органы 
управления и присоединения расположены на передней панели и обозначены 
графическими символами. Общий вид прибора приведен на рис.1. Показания прибора 
высвечиваются на табло (1). 
Переключатель “РОД РАБОТЫ” (2) осуществляет взаимное соединение 
функциональных узлов прибора, обеспечивая измерение либо напряжений, либо 
сопротивлений. 
Переключателем “ПРЕДЕЛ ИЗМЕРЕНИЯ” (3) производится выбор предела измерения 
напряжения постоянного, переменного токов и активного сопротивления. 

Гнездо “ ~ 100 VR ”  (6) используется при измерении напряжения до 100 В и 
активного сопротивления. 



 



Гнезда “ =1000 V” (7), “ ~1000 V” (8) используются при измерении 
напряжений постоянного и переменного тока от 100 до 1000 В соответственно. 

Регулировочные элементы: потенциометры “u” (калибровка) (9) и “ 0 ” (установка 
нуля) (10) служат для калибровки и установки нуля вольтметра. 
Гнездо “0” (5) – общий вход при измерениях.  

Гнездо “ ” (4), соединенное с корпусом вольтметра, используется для заземления 
прибора. 

Кнопка  (ручной пуск) (12) служит для ручного запуска вольтметра. 
1.3. Подготовка вольтметра к работе. Включите прибор в сеть переменного тока 
напряжением 220 В, установив тумблер “Сеть” (13) в верхнее положение. При этом 
должно индицироваться табло. 
Прогрейте вольтметр не менее 5 минут. 
Установите потенциометр “ВР.ИНД” (11) в положение, обеспечивающее удобное время 
индикации. 
Установите переключатель “РОД РАБОТЫ” в положение “U-0S”, а переключатель 
“ПРЕДЕЛ ИЗМЕРЕНИЯ” – в положение 1. Закоротите гнезда “0” и вход “

~ 100 VR ” и регулятором “ 0 ” установите на индикаторном табло показания 
0000 с равновесным изменением знака полярности. 
1.4. Порядок работы с прибором 
1.4.1. Измерение напряжения постоянного тока. Для измерения напряжения 
постоянного тока необходимо установить переключатель “ПРЕДЕЛ ИЗМЕРЕНИЯ” в 
положение, соответствующее величине измеряемого напряжения. Если его величина 
неизвестна, то переключатель устанавливается на максимальный предел измерения. 
Переключатель “РОД РАБОТЫ” нужно перевести в положение “U-1S”. 
С помощью соединительных кабелей измеряемое напряжение подается в зависимости от 
его величины на соответствующее гнездо. 
1.4.2. Измерение напряжения переменного тока. Порядок работы такой же, как и при 
измерении напряжения постоянного тока, за исключением того, что переключатель “РОД 
РАБОТЫ” необходимо установить в положение “~U”, соответствующее частоте 
измеряемого напряжения 20 Гц – 100 кГц. 
1.4.3. Измерение активного сопротивления. Для измерения активного сопротивления 
переключатель “РОД РАБОТЫ” необходимо установить в положение “R”, а 
переключатель “ПРЕДЕЛ ИЗМЕРЕНИЯ” – в положение, соответствующее величине 
измеряемого сопротивления с минимальной погрешностью. 
Измеряемое сопротивление с помощью соединительных кабелей подключается к гнездам 

“0” и  ~ 100 VR ”. Производится отсчет показаний, погрешность измерения 
равна единице в последнем разряде на табло прибора. Отсчет производите не менее, чем 
через 10 с от момента подсоединения сопротивления. 

2. Генератор сигналов типа Л 31 
2.1. Назначение прибора. Генератор Л31 формирует (генерирует) сигналы напряжения 
прямоугольной, треугольной и синусоидальной формы. 
2.2. Основные органы управления и их назначение. 
“СЕТЬ” – служит для включения и выключения генератора. 
“УРОВЕНЬ” – для плавной регулировки уровня выходного напряжения. 
“ЧАСТОТА” – для установки частоты выходного сигнала. 
Кнопки 1, 10, 100, 100, 0.5, объединенные надписью “ДЕЛИТЕЛЬ”, служат для 
ослабления выходного сигнала. 



Кнопки , , , , объединенные надписью “РОД РАБОТ”, 
служат для выбора формы выходного сигнала. 
Кнопки 0.01, 0.1, 1, 10, 100, “МГц”, объединенные надписью “МНОЖИТЕЛЬ”, служат 
для выбора поддиапазона частоты выходного сигнала. 
На выходе генератора (гнездо “10V500”) формируются сигналы треугольной формы с 
плавной регулировкой уровня от нуля до 10 В, прямоугольной – до 7,5 В, 
синусоидальной – до 4,5 В. Выходное сопротивление генератора 500 Ом. 
2.3. Порядок работы с генератором – источником периодических колебаний.  
Прибор включают в сеть и прогревают в течение 2 – 3 минуты. 
Выбор формы выходного сигнала производится нажатием соответствующей кнопки 
переключателя “РОД РАБОТ”; установку частоты производится с помощью 
переключателя “МНОЖИТЕЛЬ” и регулятора “ЧАСТОТА”; установка величины 
выходного сигнала осуществляется с помощью переключателя “ДЕЛИТЕЛЬ” и 
регулятора “УРОВЕНЬ”. 

3. Осциллограф универсальный C1-83 
3.1. Назначение. Осциллограф универсальный C1-83 предназначен для визуального 
наблюдения и исследования электрических сигналов. С помощью осциллографа можно 
измерять параметры сигналов. На экране прибора можно наблюдать: а) изображения 
одного или одновременно двух сигналов как функций времени (режим работы с 
внутренней разверткой); б) результат сложения двух взаимно перпендикулярных сигналов 
(в режиме X–Y, являющемся режимом изображения функциональной зависимости между 
сигналами). Осциллограф позволяет определять параметры сигналов: амплитуду, частоту, 
период. 
3.2. Основные органы управления и их назначение. Общий вид передней панели 
прибора приведен на рис. 2. 
К органам управления ЭЛТ (электроннолучевой трубки) относятся регуляторы, 

изменяющие яркость изображения ( ) (1), четкость или фокус изображения ( ) (2) и 
астигматизм луча (3). 
Исследуемый сигнал подается на одно из высокочастотных гнезд “1М 35 рF” (8,9) 
или одновременно на оба гнезда. 
К органам управления тракта вертикального отклонения относятся: 
а) переключатели “V/дел” (4,5), устанавливающие калиброванные коэффициенты 
отклонения (усиления) каналов I и II; 
б) потенциометры (ручки) (6,7), регулирующие положение лучей обоих каналов по 
вертикали; 
в) переключатели изменения усиления сигналов в 10 раз. Эти переключатели совмещены с 
ручками ( 6,7). Отжатое состояние (1) этих ручек соответствует коэффициенту усиления 
равному 1. При этом цена большого деления шкалы на экране осциллографа определяется 
положением переключателей (4,5) соответствующего канала. В нажатом положении (10) 
цена деления шкалы на экране осциллографа получается умножением на 10 
соответствующего показания переключателей (4,5); 
г) переключатели режима работы входов усилителя (10,11) могут находиться в трех 
положениях: 

~  – на вход усилителя исследуемый сигнал поступает через разделительный 
конденсатор (закрытый вход), 

~  – исследуемый сигнал поступает с постоянной составляющей  

( )



 
(открытый вход), 
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 – вход усилителя подключен к корпусу. При этом сигнал, подаваемый на 
соответствующий канал, на экране не наблюдается. 
д) переключатели режима работы усилителей (кнопки I, II, I+II, , . . ., X–Y). 
При нажатой кнопке I или II на экране будет наблюдаться сигнал соответственно I или II 
каналов. При нажатой кнопке I+II на экране наблюдается алгебраическая сумма сигналов 
I и II каналов, причем развертка обоих каналов происходит по горизонтальной оси. В 
режимах , и . . . возможно одновременное наблюдение сигналов обоих каналов. 
Развертка обоих каналов происходит по горизонтальной оси. В режиме X-Y можно 
наблюдать изображение функциональных зависимостей между сигналами. При этом 
развертка сигнала I канала осуществляется по оси X, а развертка сигнала II канала – по 
оси Y. 
К органам управления синхронизацией относятся: потенциометр “УРОВЕНЬ” (12), с 
помощью которого задается уровень, при котором происходит запуск развертки; кнопок 
“ВНУТР” I (развертка синхронизируется сигналом только I канала) и “ВНУТР” I,II (13) 
(развертка синхронизируется сигналов обоих каналов или одного канала). 
К органам управления разверткой относятся: 
 – потенциометр (ручка)  (15), обеспечивающий перемещение луча ЭЛТ по 
горизонтали; 
 – переключатели “ВРЕМЯ/ДЕЛ” (14), осуществляющие ступенчатое изменение скорости 
развертки и ручки плавного регулирования. При этом цена большого деления по 
горизонтальной оси соответствует положению переключателя скорости развертки. Ручка 
плавного регулирования должна быть при этом установлена в крайнее правое положение. 
3.3. Порядок работы (проведение измерений) с осциллографом. Для проведения 
измерений параметров сигнала нужно выполнить следующие операции: 

 – подать с помощью соединительного кабеля сигнал на гнездо “ 1М 35 рF”, 
желательно, первого канала; 
 – установить переключатель режима работы коммутатора на требуемый канал (нажать 
кнопку I при подаче сигнала на вход первого канала или II для второго канала); 
 – ручки плавной регулировки усиления и скорости развертки должны быть установлены в 
крайнее правое положение; 
 – поставить переключатели “V/дел”, и “1” и “10” в такое положение, чтобы амплитуда 
изображенного сигнала составила больше половины шкалы (переключатель входов 

должен быть в положении ~  или ~ ); 
 – ручкой “УРОВЕНЬ” добиться устойчивого изображения в режиме внутренней 
синхронизации; 
 – поставить переключатель “ВРЕМЯ/ДЕЛ” в положение, при котором наблюдается 
несколько периодов исследуемого сигнала; 
Для удобства измерения параметров исследуемого сигнала рекомендуется установить 

ручку 
“ ”  вертикального смещения так, чтобы минимальный уровень сигнала 

совпадал с одной из нижних линий, а максимальный находился в пределах экрана. Ручкой 

“ ”  горизонтального перемещения нужно сместить изображение таким образом, 
чтобы один из верхних пиков находился на вертикальной средней линии шкалы. 
После выполнения вышеуказанных процедур можно оценить полный размах сигнала и его 
временные параметры, в частности период. Для этого необходимо умножить расстояние, 
измеренное в больших делениях шкалы на ЭЛТ, на соответствующие показания 
переключателей аттенюатора “V/ДЕЛ” и “1” и “10” или развертки “ВРЕМЯ/ДЕЛ”. 
Для изображения функциональных зависимостей между двумя сигналами (кривой 
намагничивания, фигур Лиссажу) необходимо установить переключатели режима работы 



усилителей и канала синхронизации в положение “X-Y”. В таком режиме работы 
осциллографа цена деления шкалы ЭЛТ по оси X определяется положением 
переключателя аттенюатора “V/дел” I-го канала, а по оси Y – второго канала. 
КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
1. Расскажите о назначении универсального измерительного прибора В7-16А. 

2. Укажите органы управления прибором В7-16А и расскажите о их назначении. 

3. Расскажите о назначении генератора сигналов Л 31. 

4. Укажите органы управления генератора сигналов Л 31 и расскажите о их назначении. 

5. Расскажите о назначении осциллографа универсального С1-83. 

6. Опишите функциональную схему осциллографа С1-83. 

7. Укажите органы управления осциллографа С1-83 и расскажите о их назначении. 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 2.02 
НАБЛЮДЕНИЕ И ИЗМЕРЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ И 
ИЗМЕРЕНИЕ АКТИВНОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЦЕПИ 
1. Измерение параметров периодического колебания 

1.1. Цель работы  
Целью работы является изучение способа измерения амплитуды Uo, периода T, частоты f 
и величины эффективного напряжения Uэфф электрического гармонического колебания 
источника сигналов (генератора) Л 31 с помощью электронного осциллографа C1-83 и 
универсального вольтметра B7-16A, а также оценки максимального размаха 
пилообразного, прямоугольного и синусоидального напряжений, снимаемых с генератора 
Л 31 в зависимости от частоты. 

1.2. Выполнение работы 
Необходимые  приборы и их совместное подключение. В работе используются 
описанные ранее контрольно-измерительные приборы типов Л 31, C1-83, B7-16A и 
лабораторный стенд. Соединение приборов для оценки параметров электрических 
сигналов осуществляется по схеме, показанной на рис. 1, путем подключения их 
выходных и входных кабелей к клеммам лабораторного стенда в его правой нижней части 
наборного поля (рис. 2). 
Порядок выполнения работы. Согласно инструкциям по эксплуатации приборов, 
изложенным в работе 2.01, проведите пять измерений параметров гармонических 
сигналов с фиксированной частотой, выбранной произвольно в пределах от 2 до 100 кГц, 
но с разными амплитудами. Результаты измерений запишите в табл. I.1, в которой в 
скобках указаны типы приборов, используемых в данных измерениях. В таблицу 2.2 
запишите возможные изменения максимального уровня сигналов (полного размаха) 
пилообразной, прямоугольной и синусоидальной формы при изменении частоты от 2 до 
100 кГц. Измерения проводите с помощью осциллографа C1-83. 



Таблица 1.1.  

Результаты измерений параметров гармонических сигналов 

Номер 

опыта 

f1, Гц 

(Л 31) 

T, с 

(С1-83) f2=
T

1
, 

Гц 

U0,В 

(С1-83) Uэфф=
2

эффU
, В 

Uэфф, В 

(В7–16А) 

1       

2       

3       

4       

5       

 

 

 

 

 

Таблица 1.2  

Результаты измерений уровня сигналов 
Номер 
опыта 

f1, Гц 

(Л 31) 

T, c (C1-83) 2U0, B (C1-83) 

      

1 

2 

3 

4 

5 

       

 
2. Измерение активного сопротивления электрической цепи 

2.1. Цель работы  
Изучение способа измерения активного сопротивления отдельных участков 
электрической цепи при помощи контрольно-измерительного прибора B7-16A, 
используемого в качестве омметра. 

Л31

С1-83

В7-16А

Рис. 1. Схема соединения
приборов

Рис.2. Наборное поле
стенда



2.2. Выполнение работы 
1. Необходимые приборы: В работе используются универсальный вольтметр B7-16A и 
лабораторный стенд. 
2. Порядок выполнения работы. Согласно инструкции по эксплуатации вольтметра B7-
16A, включенного в режиме омметра, нужно измерить известные сопротивления в 
лабораторных работах № 2.05 и № 2.08 и сравнить их с данными в таблице II.1. 

 

Таблица II.1. 

Результаты измерения сопротивлений 

Данные Сопротивления в работе № 2.05 Сопротивления в работе № 2.08 

 R1, Ом R2, Ом R3, Ом R1, Ом R2, Ом R3, Ом R4,Ом 

справочные 470 680 820 100 100 100 1000 

опытные        

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
1. Опишите порядок измерения амплитуды периодического сигнала с помощью 

электронного осциллографа С1-83. 

2. Опишите порядок измерения периода и частоты периодического сигнала с 

помощью осциллографа С1-83. 

3. Опишите способ измерения эффективных значений напряжения 

гармонических сигналов с помощью прибора В7-16А. 

4. Опишите способ измерения уровня периодических сигналов различной 

формы с помощью генератора сигналов и осциллографа С1-83. 

5. 5. Опишите порядок измерения активных сопротивлений с помощью прибора 

В7-16А. 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 2.03 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЕМКОСТИ КОНДЕНСАТОРА 

1. Цель работы 
Целью данной работы является изучение законов электростатики и одного из методов 
измерения емкости конденсатора. 

2. Краткая теория 
Конденсатором называется система из двух проводников, разделенных слоем 

диэлектрика, в которой обеспечивается сильная электрическая связь между накопленными 
на этих проводниках зарядами. Проводники, образующие конденсатор, называются 
обкладками. В зависимости от формы обкладок, конденсаторы бывают сферические, 
цилиндрические, плоские. За заряд конденсатора принимается заряд одной обкладки, 
взятый по абсолютной величине.  

Емкостью конденсатора называется скалярная физическая величина, 
характеризующая способность конденсатора накапливать электрический заряд и численно 
равная заряду, который должен быть перенесен с одной обкладки конденсатора на 
другую, чтобы разность потенциалов между ними изменилась на единицу 
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Емкость конденсатора зависит от формы и размеров его обкладок и 
диэлектрической проницаемости диэлектрика и не зависит от свойств проводников, из 
которых изготовлены обкладки. Единицей измерения электрической емкости в системе 
СИ является фарад (Ф = Кл/В).  

Емкость конденсатора может быть измерена различными методами. В данной 
работе использован метод, основанный на измерении накопленного конденсатором 
заряда. При этом емкость рассчитывается в соответствии с определением.  

Для определения емкости неизвестного конденсатора Cx собирают цепь по рис. 1. 
Cx – конденсатор неизвестной емкости,  

E – источник питания, служащий для зарядки конденсатора до разности 
потенциалов, равной ЭДС источника ( E ), 

∫ – интегратор тока,  

Ри – кнопка разряда интегратора, 
S1 – переключатель, позволяющий подключать конденсатор к источнику питания E 

при зарядке и к интегратору при разрядке. 
При подключении к источнику питания конденсатор заряжается. Заряд, 

накапливаемый на обкладках конденсатора, при неизменном значении разности 
потенциалов  пропорционален его емкости. В стационарном состоянии разность 
потенциалов равна ЭДС источника E. 

 ECQ  x . (2.03.2) 

При разрядке конденсатора в цепи протекает убывающий во времени 
электрический ток. По определению, сила тока 
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Нас интересует заряд Q, то есть необходимо вычислить 
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dtIQ . Для этого служит 

электронное устройство, называемое интегратором.  
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Рис.1. Схема электрической цепи для определения 

емкости конденсатора 



При подключении заряженного конденсатора к интегратору, который в свою 
очередь подключен к вольтметру, в цепи интегратора протекает ток. Напряжение на 
выходе интегратора пропорционально интегралу от силы тока на его входе, т.е. заряду: 
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где b – постоянная интегратора (она неизвестна).  
Напряжение Ux измеряется цифровым вольтметром. Сопоставляя формулы (2.03.2) 

и (2.03.4), получаем: 
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В полученном выражении постоянная интегратора b и разность потенциалов на 
конденсаторе E являются неизвестными. Поэтому только на основании (2.03.5) 
определить Cx оказывается невозможным. Для того, чтобы избежать определения величин 
b и Е, в данной работе применяется хорошо известный метод калибровки. Включим 
вместо конденсатора Cx конденсатор с известной емкостью C1 и проведем аналогичные 
измерения. При этом на выходе интегратора получим отсчет U1 и по аналогии с (2.03.5) 
запишем: 
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Разделив друг на друга равенства (2.03.5) и (203.6), получим 
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где Ux и U1 – показания вольтметра при разряде неизвестного и известного конденсаторов соответственно 
(максимальные значения показаний на индикаторном табло вольтметра), C1 емкость известного 
конденсатора.  

Конденсаторы широко используются в различных областях техники: в 
электронике, электротехнике, энергетике. В горном деле энергия заряженный 
конденсаторов используется при взрывных работах для воспламенения детонаторов. На 
импульсном выделении энергии при разряде конденсаторов основан метод 
электрогидравлической очистки скважин. В обогащении полезных ископаемых 
конденсаторы находят применение при электросепарации слабомагнитных руд. В состав 
электронных геофизических приборов конденсаторы входят в качестве одной из 
составных частей. Разрабатываются специальные конструкции конденсаторов для работы 
во взрыво- и пожароопасных условиях. 

3. Выполнение работы 
Необходимые приборы: конденсатор с известной емкостью ( %10пФ47001 C ); 

конденсатор с неизвестной емкостью Cx, которая определяется в данной работе; источник 
постоянного тока с эдс E; переключатель; интегратор; цифровой вольтметр. Все элементы 
схемы, кроме вольтметра, смонтированы внутри лабораторного стенда. 
Схема экспериментальной установки для определения емкости конденсатора показана на 
рис. 2 и на панели лабораторного стенда. 

Порядок выполнения работы: Подготовьте цифровой вольтметр к работе 
согласно инструкции. Подготовьте схему для измерения емкости неизвестного 
конденсатора Cx, для чего гибкими перемычками соедините клеммы 1 и 3, 5 и 7, 6 и 8, а 



выходные клеммы интегратора 9 и 10 соедините с входом вольтметра (см. рис. 2). 
Включите лабораторный стенд тумблером, расположенным в левой части передней 
стенки.  
Переключателем S1 конденсатор Cx подключается к источнику E и заряжается (время 

полной зарядки конденсатора ~10 с).  
Интегратор разряжается нажатием кнопки Ри. Кнопка Ри на интеграторе 

предназначена для его принудительного разряда и подготовки прибора к новому 
измерению. 
Затем переключателем S1 неизвестный конденсатор подключается к интегратору. 
Поскольку используемый в данной работе интегратор не является идеальным, происходит 
его самопроизвольный разряд по окончании процесса интегрирования. Поэтому в 
качестве Ux следует принимать максимальное значение показаний на табло вольтметра. 
Показание Ux на табло вольтметра записывается в таблицу 1. Измерения показаний 
вольтметра при разрядке неизвестного конденсатора проводят 5 раз.  
После этого клеммы 1 и 3 размыкаются, а клеммы 2 и 4 замыкаются (см. рис. 2). При этом 
вместо неизвестного конденсатора в цепь включается конденсатор с известной емкостью 
C1. С ним проводят пять измерений, согласно вышеописанному порядку. Результаты 
также записываются в таблицу.  
Конденсаторы CX и C1 соединяются параллельно путем добавления перемычки между 
клеммами 1 и 3. Проводится пять измерений для цепи из двух параллельно соединенных 
конденсаторов.  

Конденсаторы CX и C1 соединяются последовательно, для чего удаляют перемычки 
1-3, 2-4 и устанавливают перемычку между клеммами 2 и 3. Проводятся пять измерений 
для цепи из двух последовательно соединенных конденсаторов. Все результаты также 
записываются в таблицу. 

Таблица 

Результаты измерений 
Номер 
опыта 

Неизвестная 
емкость Cx 

Известная емкость 
C1 

Параллельное 
соединение 

Последовательное 
соединение 

Ux, 

В 

Ux, 

В 

U1, 

В 

U1, 

В 

Uпар, 

В 

Uпар, В Uпос, 

В 

Uпос, 
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Рис.2. Схема экспериментальной 

установки 
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xU = xU = 1U = 1U = парU = парU = посU = посU = 

Определяются средние значения показаний вольтметра Ux, U1, Uпар, Uпос. По этим 
средним значениям вычисляются опытные значения величин емкостей. 
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Теоретическое значение емкости параллельного cоединения конденсаторов 
вычисляются следующим образом: 

 1xпар CCC  . (2.03.11) 

Емкость последовательного соединения конденсаторов рассчитывается по следующей 
формуле: 
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из которой следует расчетная формула для вычисления емкости последовательного 
соединения конденсаторов: 
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Используя значение xC , рассчитанное по формуле (2.03.8), вычислите по формулам 

(2.03.12) и (2.03.13) значения емкостей параллельного и последовательного соединений 
конденсаторов. Результат расчетов сравните с экспериментальными значениями, 
определенными по формулам (2.03.9) и (2.03.10). 

3. Вычисление погрешностей  
Средние относительные погрешности емкостей вычисляются по формулам: 
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Средние абсолютные погрешности емкостей:  

 xx x
CEC C  ; (2.03.17) 

 парпар пар
CEC C  ;  (2.03.18) 

 поспоспос CEC C  .  (2.03.19) 

Окончательные результаты измерения емкостей конденсаторов записывается в 
виде: 

 xxx CCC  ; (2.03.20) 

 парпарпар CCC  ;  (2.03.21) 

 поспоспос CCC  . (2.03.22) 

Сравните значения емкостей параллельного и последовательного соединений 
конденсаторов, полученные опытным путем, и рассчитанные по теоретическим формулам 
(2.03.11) и (2.03.13). Если разница между теоретическими и опытными значениями 
емкостей параллельного и последовательного соединения конденсаторов не превышает 
соответствующей абсолютной погрешности, можно считать, что данный метод 
удовлетворительно обеспечивает проведение измерений емкостей. Данный анализ 
результатов работы производится в выводе к лабораторной работе. 
КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
1. Дайте определение емкости конденсатора.  

2. Объясните по схеме цепи назначение используемых приборов.  

3. Подробно объясните принцип определения емкости в данной работе.  

4. Выведите расчетные формулы для определения емкостей Cx, Cпар, Cпос. 

5. Каковы единицы измерения емкости?  

6. Изобразите схемы параллельного и последовательного соединений конденсаторов. 

Запишите формулы для результирующих емкостей.  

7. Выведите формулы для расчета погрешностей Cx, Cпар, Cпос. 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 2.04 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭЛЕКТРОДВИЖУЩЕЙ СИЛЫ ИСТОЧНИКА ТОКА МЕТОДОМ 
КОМПЕНСАЦИИ 

1. Цель работы 
Целью работы является изучение законов постоянного электрического тока и 
ознакомление с компенсационным методом измерения электродвижущей силы источника 
тока. 

2. Краткая теория 
Электродвижущей силой (ЭДС) источника тока называется скалярная физическая 
величина, измеряемая работой сторонних сил при перемещении единичного 
положительного заряда по участку цепи или замкнутой цепи, содержащей этот источник 
тока. ЭДС источника тока равна разности потенциалов между его полюсами при 
разомкнутой внешней цепи.  
Измерение ЭДС при помощи обычного вольтметра является приближенным, так как при 
этом через вольтметр и источник протекает ток и показания вольтметра, равные падению 
напряжения на внутреннем сопротивлении прибора, отличаются от величины ЭДС на 
величину падения напряжения на внутреннем сопротивлении источника. При этом на 
внутреннем сопротивлении источника происходит выделение тепла по закону Джоуля–
Ленца. Наиболее точным является компенсационный метод. Этот метод состоит в том, что 
неизвестная ЭДС компенсируется известной разностью потенциалов. При этом ток через 
источник отсутствует и неизвестная ЭДС равна компенсирующей разности потенциалов. 
Принципиальная схема электрической цепи, предназначенной для измерения ЭДС 
источника методом компенсации, приведена на рис. 1. 

К реохорду АВ, имеющему движок Д, 
присоединена батарея аккумуляторов E. 
Ток батареи, протекая по проволоке 
реохорда, создает на ней разность 
потенциалов. На участке AД также 
создается разность потенциалов, равная 
падению напряжения на этом участке 

АBRIU  . Величину этой разности 

потенциалов можно изменять, передвигая 
движок от нуля (точка А) до макcимума 
(точка В). 
Такой способ измерения разности 
потенциалов называется 
потенциометрическим, а сам реохорд, 
включенный таким образом, называется 
потенциометром. 
К точкам A и Д присоединяются полюса 
источника тока с неизвестной ЭДС Ex через 
гальванометр или измеритель разности 
потенциалов. В данной работе в качестве 

измерителя разности потенциалов используется цифровой вольтметр. При этом к точке А 
подключаются одноименные полюса источников E и Ex. При замкнутом ключе K можно 
найти такое положение движка на реохорде, при котором стрелка гальванометра не 
отклоняется и ток на участке AExД отсутствует. В этом случае разность потенциалов 

Рис. 1. Принципиальная схема 
электрической цепи 

компенсационного метода 
измерения ЭДС источника тока 
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между точками Д и Г равна нулю, и ЭДС источника Ex компенсируется падением 
напряжения на участке AД реохорда. 
По закону Ома можно записать: 
 ,АД1АД1 RIUEx   (2.04.1) 

где I – сила тока в цепи батареи E, R1AД – сопротивление участка AД реохорда, при 
котором компенсируется ЭДС Еx. 
Измерение силы тока I можно не проводить, так как при этом вносятся дополнительные 
погрешности, а использовать калибровочный опыт и элемент с известной ЭДС. Для этого 
вместо источника Ex нужно включить элемент с известной ЭДС E0 и найти новое 
положение движка Д, при котором ток в цепи гальванометра отсутствует. 
При этом условии аналогично выражению (2.04.1) можно записать  
 ,АД2АД20 RIUE  , (2.04.2) 

где R2AД сопротивления участка AД, при котором компенсируется ЭДС E0. 
Если ток через гальванометр отсутствует, ток в цепи источника E будет одинаковым, 
независимо от положения движка реохорда. Тогда, разделив друг на друга выражения 
(2.04.1) и (2.04.2), получаем: 
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R

E

E x   (2.04.3) 

Сопротивления R1AД и R2AД пропорциональны длинам соответствующих участков 
реохорда  l1 и l2 от его общего конца А до подвижного контакта Д, поэтому 

 .
2

1
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E

E x
 (2.04.4) 

Отсюда окончательно имеем: 
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1
0
l

l
EE x  . (2.04.5) 

При проведении опыта нужно иметь в виду, что E должна быть постоянной и больше по 
величине, чем E0 и Ex, так как только в этом случае возможно найти на реохорде такое 
положение движка Д, при котором можно осуществить компенсацию. Цепь следует 
замыкать на короткое время, чтобы обнаружить наличие или отсутствие тока через 
гальванометр, иначе может происходить нагревание проводников, изменяющее их 
сопротивление, а также при длительном протекании тока через элемент происходит 
изменение его ЭДС за счет поляризационных явлений. 
В данной работе известную ЭДС следует измерять с помощью цифрового вольтметра.  



Компенсационный метод измерения 
разности потенциалов применяется в 

полевом электроразведочном 
потенциометре, электрическая схема 
которого приведена на рис. 2. Если 
разность потенциалов на участке 
эталонного сопротивления R 
(потенциометра) между точками m и n 
полностью компенсирует разность 
потенциалов между заземленными 
электродами M и N, ток через 
гальванометр будет равен нулю. 
Потенциометр снабжен шкалой, по 
которой непосредственно отсчитывается 
значение измеряемого напряжения. 
В геофизике применяется прибор, 
называемый электроразведочный 
автокомпенсатор, в котором 

компенсирующая разность потенциалов создается автоматически при помощи 
электронной схемы. Он позволяет легко и быстро производить измерения силы тока в 
питающей цепи и разности потенциалов между приемными электродами. 

3 Выполнение работы 
3.1. Необходимые приборы: круговой реохорд, цифровой вольтметр, переключатель S1, 
набор сопротивлений R1, R2, R3, предназначенных для изменения силы тока через реохорд, 
источник E постоянного напряжения, источник Ex с неизвестной ЭДС, источник E0 с 
известной ЭДС, Все элементы схемы, кроме цифрового вольтметра, собраны внутри 
лабораторного стенда. 
Рабочая схема опыта показана на рис.3 и на панели стенда. 

3.2. Порядок выполнения работы. Подготовьте к работе цифровой вольтметр в 
соответствии с инструкцией по эксплуатации, находящейся на лабораторном столе. 
Подключите вольтметр к клеммам Г и Д, реохорд включите в цепь с помощью перемычек 
(соедините попарно клеммы АА, ДД и ВВ на реохорде и в измерительной цепи). 
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Рис.3. Рабочая схема опыта 
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Включите лабораторный стенд тумблером, расположенным в левой части передней 
стенки. С помощью переключателя S1 включите источник с неизвестной ЭДС Ex, 
перемычкой закоротите сопротивления R1 и R2, оставив включенным сопротивление R3. 
Вращением ручки кругового реохорда добейтесь нулевого показания вольтметра. 
Отсчитайте по шкале реохорда от нуля длину l1 плеча АД и запишите ее в табл. 1. 
C помощью переключателя S1 включите источник с известной ЭДС E0, добейтесь 
нулевого показания вольтметра и определите длину l2 плеча АД кругового реохорда. 
Опыт повторите еще два раза для каждого из элементов Ex и E0 при сопротивлениях цепи 
(R3+R2), для чего перемычкой закоротите только сопротивление R1, и (R1+R2+R3), для чего 
перемычка убирается совсем. Результаты запишите в таблицу 1. 

Таблица 1 

Результаты измерений 
Rн l1, 

дел. шкалы 

l2 

дел. шкалы 

Ex, 

В 
Ex, 

В 

R3 

R3+R2 

R1+R2+R3 

    

Средние значения 
xE  xE  

Измерьте цифровым вольтметром ЭДС известного источника. Для этого переключателем 
S1  включите источник с известной ЭДС E0 и подключите вольтметр к клеммам А и Г. 
Аналогично измерьте вольтметром ЭДС неизвестного источника. 
Во всех трех случаях вычислите ЭДС неизвестного элемента Ex по формуле (2.04.5). 
Определите среднее значение Ex, средние абсолютную и относительную погрешности. 
Окончательный результат запишите в виде: 

 xxx EEE   (2.04.6) 

Сравните значение ЭДС неизвестного источника, измеренное методом компенсации со 
значением, полученным с помощью цифрового вольтметра. 
КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
1. Что называется электродвижущей силой источника тока? 

2. Что такое сторонние силы? 

3. Назовите способы измерения ЭДС. 

4. Какова природа ошибки, допускаемой при измерении ЭДС источника тока с помощью вольтметра? 

5. В чем заключается метод компенсации и каковы его достоинства? 

6. Приведите принципиальную схему электрической цепи для измерения ЭДС методом компенсации. 

Поясните порядок проведения измерений. 

7. Выведите расчетную формулу для определения Ex. 

8. Какому условию должна удовлетворять в этой установке величина ЭДС источника тока, служащего 

для питания цепи? 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 2.05 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ СОПРОТИВЛЕНИЙ ПРОВОДНИКОВ  

С ПОМОЩЬЮ МОСТА УИТСТОНА 
1. Цель работы 

Целью работы является изучение законов постоянного тока на примере 
классического метода измерения сопротивления проводников с помощью мостовой схемы 
и определение удельного сопротивления материала проводника. 

2. Краткая теория 
Электросопротивление проводника – это скалярная физическая 

величина, характеризующая его электропроводящие свойства. 
Сопротивление проводника зависит от его формы, размеров и 
электроповодящих свойств материала, из которого изготовлен проводник. В 
простейшем случае однородного проводника с постоянным поперечным 
сечением, сопротивление проводника определяется следующим образом: 

 
S

R
l

 , (2.05.1) 

где   – удельное сопротивление материала проводника, l  – длина проводника, S – площадь его 

поперечного сечения. 

Из формулы (2.05.1) можно выразить удельное сопротивление: 

 
l

SR 
 ,  (2.05.2) 

откуда видно, что удельное сопротивление численно равно сопротивлению 

проводника единичной длины, имеющего площадь поперечного сечения, 

равную единице площади. В системе СИ удельное сопротивление измеряют в 

омметрах (Ом·м). 

Одним из методов измерения сопротивления является метод моста 
Уитстона. 

Мост Уитстона состоит из четырех сопротивлений – плеч 

ДВАДнx ,,, RRRR , которые соединены между собой так, что образуют 

замкнутый четырехугольник. К двум противоположным его углам А и В 
подключают полюса источника постоянного тока E, а к двум другим С и Д 
подсоединяют чувствительный гальванометр или измеритель разности 
потенциалов. Принципиальная схема моста Уитстона изображена на рис. 1. 



Если мост подключен к 
источнику Е, по участку моста СД 
вследствие неравенства 
потенциалов точек С и Д может 
протекать электрический ток и 
стрелка гальванометра отклонится. 
Для того, чтобы на участке СД ток 
отсутствовал, необходимо 
равенство потенциалов точек С и Д 
(условие равновесия моста). 
Изменять разность потенциалов между 
точками С и Д можно таким способом: в 
качестве участка АДВ включается 
калиброванная проволока (реохорд) со 
скользящим контактом Д. Реохорд 
снабжен шкалой. Перемещая движок 
реохорда, можно добиться отсутствия 
тока на участке СД, что будет 
зарегистрировано гальванометром. 
Обозначим силу тока, текущего на 
участке АДВ через I1, а на участке АСВ 
через I2. Для каждого из четырех плеч 

реохорда запишем уравнения по закону Ома: 

 ,2xCA IR    ,2НВ IRC    
 ,1АДД IRA    ,1ДВВД IR   (2.05.3) 

где А , С , В , Д  – потенциалы точек А, С, В, Д соответственно. При 

отсутствии тока через гальванометр ДС  . Следовательно, можно 

записать: 
 1АД2 IRIRx  , 1ДВ2н IRIR  ,  (2.05.4) 

откуда 
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  (2.05.5) 

Таким образом, условие равновесия моста определяется только 
соотношением плеч реохорда и не зависит от электродвижущей силы 
источника, питающего цепь. 

Так как проволока, из которой изготовлен реохорд АДВ, однородна и 
имеет по всей длине одинаковое сечение, то сопротивления RАД и RДВ  
пропорциональны соответствующим длинам плеч  l1 l2 реохорда. Поэтому 
(2.05.5) можно переписать в виде: 
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Рис.1. Принципиальная схема 
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откуда неизвестное сопротивление: 
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С другой стороны, сопротивление проводника можно выразить, зная его 
форму, размер и материал, из которого изготовлен проводник. 
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где d – диаметр проводника. 
Отсюда, удельное сопротивление исследуемого проводника: 
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 . (2.05.9) 

В таблице 1 приведены значения удельного сопротивления некоторых 
проводников при комнатной температуре. 

Таблица 1 

Удельное сопротивление проводников 

Материал проводника мОм10, 6    

Серебро 0,016 

Медь 0,017 

Алюминий 0,028 

Вольфрам 0,055 

Цинк 0,060 

Латунь 0,071 

Свинец 0,120 

Никелин 0,420 

Манганин 0,459 

Константан 0,500 

Ртуть 0,958 

Нихром 1,100 
Удельное сопротивление горных пород изменяется в широких пределах. 

Наиболее низкое удельное сопротивление имеют самородные металлы: 
золото, платина, серебро, медь. Наиболее распространенные минералы 
(кварц, полевой шпат, слюда, каменная соль) имеют удельное сопротивление 
1010  1014 Ом·м. Они являются хорошими изоляторами. Горные породы в 
условиях естественного залегания содержат в порах и трещинах 
токопроводящие минерализованные или пресные воды, иногда нефть и газы. 
Поэтому удельное сопротивление пород зависит не только от удельного 



сопротивления минералов, их слагающих, но и от степени трещиноватости, а 
также от удельного сопротивления жидкостей и газов, заполняющих поры.  
Это обстоятельство позволяет по данным измерений удельного сопротивления выделять в 
разрезах скважин коллекторы, содержащие воду, газ и нефть, определять пористость 
пород и нефтегазонасыщенность. Данные этого метода широко используются при 
подсчетах запасов нефти и газа. Весьма низкие значения удельного сопротивления многих 
рудных минералов и очень высокие природных солей позволяют выделять наличие этих 
ископаемых в разрезах скважин.  

3. Выполнение работы 
Необходимые приборы: круговой реохорд, цифровой вольтметр, источник постоянного 
тока напряжением 4В, проводник с известным сопротивлением Rx (длина проводника 

м)01,000,20( l , диаметр проводника мм)01,010,0( d ), набор известных 

сопротивлений ( ,Ом4701 R  Ом6802 R , Ом8203 R ). Все элементы схемы, 

кроме цифрового вольтметра, смонтированы внутри лабораторного стенда. Рабочая схема 
опыта показана на рис.2 и на панели лабораторного стенда. 

Порядок выполнения работы. Подготовьте 
к работе цифровой вольтметр в соответствии 
с инструкцией по эксплуатации, 
находящейся на лабораторном столе.  

Подключите цифровой 
вольтметр к клеммам С и Д, включите 

реохорд с помощью перемычек 
(соедините попарно клеммы А–А, Д–Д, 

В–В на реохорде и в измерительной 
цепи). Включите лабораторный стенд 
тумблером, расположенным в левой 

части передней стенки.  
С помощью перемычки 

закоротите сопротивления R2 и R3, 
включенным останется сопротивление 

R1. 
Вращением ручки кругового 

реохорда добейтесь нулевого 
показания вольтметра и по шкале 
реохорда отсчитайте длину левого 
плеча l1 и правого l2. Результаты 

запишите в таблицу 2. 
Опыт повторите еще два раза при 

двух сопротивлениях: 21 RR  , для 
чего закоротите только сопротивление 
R3, и 321 RRR  , для чего перемычка 

убирается совсем.  
По результатам измерений по 

формуле (2.05.7) три раза вычислите 
сопротивление исследуемого 
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проводника, затем его среднее значение xR , среднюю абсолютную и 
среднюю относительную погрешности.  

Таблица 2 
Результаты измерений  

Rн, Ом l1 l2 Rx, Ом Rx, Ом 

деления шкалы 

1R  
 21 RR  

 321 RRR  

    

   xR    xR  

 
Вычислите среднее значение удельного сопротивления материала 

проводника по формуле (2.05.9). Сравнив результат с табличными 
значениями (см. табл. 1), определите материал, из которого изготовлен 

проводник. 
Вычислите относительную и абсолютную погрешности удельного 

сопротивления по формулам: 
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  E .  (2.05.11) 

Окончательный результат запишите в виде: 

 xxx RRR  ;  (2.05.12) 

  .  (2.05.13) 
КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
1. Что такое электросопротивление проводника? Отчего оно зависит? 

2. Что такое удельное сопротивление проводника, в каких единицах оно измеряется? 

3. От чего зависит удельное сопротивление проводника? 

4. Начертите схему моста Уитстона и опишите способ измерения сопротивления с его помощью. 

5. Выведите расчетную формулу для определения сопротивления неизвестного проводника. 

6. Как вычисляются относительная и абсолютная погрешности измерения сопротивления Rx и удельного 

сопротивления ? 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 2.07 
СНЯТИЕ КРИВОЙ НАМАГНИЧИВАНИЯ И ПЕТЛИ ГИСТЕРЕЗИСА  
С ПОМОЩЬЮ ОСЦИЛЛОГРАФА 

1. Цель работы 
Целью данной работы является изучение законов электромагнетизма, методов 
исследования характеристик магнитного поля в веществе, свойств ферромагнетиков и 
ознакомление со способом опытного изучения магнитных свойств ферромагнетика с 
помощью осциллографа. 

2. Краткая теория 

Характеристиками магнитного поля являются индукция 
r
B  и напряженность

r
H . Индукция 

является силовой характеристикой магнитного поля, численно равной величине силы, с 
которой магнитное поле действует на единичный элемент тока, помещенный в данную 
точку поля нормально линиям индукции. В веществе индукция магнитного поля 
определяется как макроскопическими, так и микроскопическими токами. Напряженность 
является вспомогательной физической величиной, характеризующей намагничивающее 
поле. 
При внесении в магнитное поле все вещества намагничиваются, то есть магнитное поле в 
веществе отличается от внешнего магнитного поля. Магнитное поле в веществе можно 
представить в виде: 

 BBB
rrr
 0  (2.07.1) 

где B
r

 – магнитное поле в веществе, 0B
r

 – внешнее магнитное поле, B
r
  – внутреннее 

магнитное поле, возникающее за счет ориентации магнитных моментов структурных 
элементов вещества. 
Характеристикой магнитного состояния вещества является намагниченность, численно 
равная суммарному магнитному моменту единицы объема вещества.  
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, (2.07.2) 

где V – физически малый объем вещества, ip
r

 – магнитный момент i-го атома. 

Суммирование осуществляется по всем атомам, находящимся в физически малом объеме 
V.  
Опыт показывает, что для большинства веществ намагниченность пропорциональна 
напряженности намагничивающего поля. 
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где  – магнитная восприимчивость вещества.  
В веществе 

 JHB
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Учитывая (2.07.3), получаем: 

 ,)1( 0000 HHHHB
rrrrr

   (2.07.5) 

где   1  – относительная магнитная проницаемость вещества, показывающая, во 
сколько раз индукция магнитного поля в веществе отличается от магнитной индукции в 
вакууме.  
По своим магнитным свойствам и по характеру магнитных структур все вещества делятся 
на две основные группы: вещества, намагничивающиеся в направлении, 
противоположном направлению внешнего магнитного поля, и вещества, 
намагничивающиеся в направлении внешнего магнитного поля.  



Диамагнетики – вещества, намагничивающиеся в направлении, противоположном 
направлению намагничивающего поля. Для диамагнетиков   0,  следовательно  1 . 

Диамагнитными свойствами обладают вещества, собственные магнитные моменты 
структурных элементов которых равны нулю в отсутствие внешнего поля. Во внешнем 
магнитном поле в атомах индуцируются магнитные моменты, ориентированные 
противоположно намагничивающему полю. 
Структурные элементы веществ, намагничивающихся в направлении внешнего 
магнитного поля, обладают собственными магнитными моментами. Эти вещества, в свою 
очередь, можно разбить на две группы: вещества, не обладающие самопроизвольной 
ориентацей магнитных моментов структурных элементов, и вещества, у которых 
магнитные моменты структурных элементов упорядочены в отсутствие внешнего 
магнитного поля. 
К первым относятся парамагнетики. У парамагнетиков   0,  и соответственно  1 . 
Магнитные моменты атомов парамагнетиков в отсутствие внешнего магнитного поля 
разупорядочены вследствие теплового движения. Во внешнем магнитном поле возникает 
преимущественная ориентация магнитных моментов атомов парамагнетика. Магнитная 
восприимчивость парамагнетиков невелика и  не зависит от величины напряженности 
намагничивающего поля. Некоторые парамагнетики при достаточно низких температурах 
могут переходить в ферромагнитное или антиферромагнитное состояние. 
Ко второй группе относятся ферромагнетики, антиферромагнетики и ферримагнетики 
(ферриты).  
Наибольший практический интерес представляют ферромагнетики – вещества, 
обладающие намагниченностью в отсутствие внешнего магнитного поля. Магнитная 
проницаемость ферромагнетиков имеет большую величину  1  и зависит от 
напряженности внешнего магнитного поля и предшествующего магнитного состояния 
вещества.  
Для каждого ферромагнетика существует характерная температура, выше которой 
вещество теряет ферромагнитные свойства и становится парамагнетиком. Эта 
температура называется точкой Кюри CT .  

Ферромагнитными свойствами обладают железо, 
кобальт, никель, их сплавы, некоторые 
редкоземельные элементы, а также некоторые 
химические соединения.  
Особые свойства ферромагнетиков связаны с 
наличием в них малых самопроизвольно 
намагниченных областей – магнитных доменов. 
Размеры доменов составляют несколько 
микрометров. В пределах одного домена 
магнитные моменты атомов ориентированы в 
одном направлении. В ненамагниченном 
состоянии домены ориентированы хаотически и 
результирующая намагниченность равна нулю. 

Однако они имеют стремление располагаться так, чтобы образовались замкнутые 
магнитные цепи, так что магнитная энергия имеет наименьшую величину. Это 
схематически изображено на рис. 1, где стрелками показано направление магнитных 
моментов отдельных доменов.  
Если поместить ферромагнетик во внешнее магнитное поле, он намагничивается. При 
малых значениях напряженности внешнего поля происходит увеличение размеров тех 
доменов, ориентация магнитного момента которых близка к направлению внешнего 
магнитного поля. Этот процесс соответствует участку ОА зависимости намагниченности 
ферромагнетика от напряженности внешнего магнитного поля (рис. 2). Если поле 

 

Рис. 1. Доменная структура 

ферромагнетика 



увеличивать (участок АВ на рис. 2), то процесс смещения границ доменов сменяется 
процессом вращения. Магнитные моменты целых доменов начинают поворачиваться 
одновременно. Данный процесс протекает не плавно, а ступенчато, что видно из кривой 

намагничивания )(HJ
rr

, если ее строить в увеличенном масштабе (см. рис.2). При 

дальнейшем увеличении намагничивающего поля происходит магнитное насыщение. При 
этом магнитные моменты всех доменов ориентированы по полю (участок ВС на рис. 2). 
Намагниченность незначительно увеличивается при увеличении поля за счет тех 
магнитных моментов, которые разориентированы тепловым движением. В процессе 
намагничивания магнитная проницаемость сначала растет, затем уменьшается и при 
насыщении становится близка к единице. Зависимость индукции магнитного поля (кривая 
намагничивания) и магнитной проницаемости от напряженности магнитного поля 
показаны на рис. 2 и 3.  

Если ферромагнетик сначала намагнитить полем напряженности H0 до индукции В0, а 
затем уменьшать намагничивающее поле Н до нуля, то индукция будет уменьшаться с 
некоторым отставанием (рис. 4). Когда напряженность станет равной нулю, индукция 
будет равна некоторому значению Вост, характеризующему остаточное намагничение. 
Наличие остаточного намагничения объясняется тем фактом, что некоторые домены 
остаются ориентированными по полю и обеспечивают намагниченность ферромагнетика 
при нулевом намагничивающем поле.  
Явление отставания изменения индукции магнитного поля В в ферромагнетике от 
изменения напряженности Н в процессе перемагничивания называется гистерезисом. Если 
увеличивать напряженность поля Н в обратном направлении от нуля до некоторого 
значения НС, называемого коэрцитивной силой, индукция поля уменьшается до нуля. При 
дальнейшем увеличении напряженности до (–H0) ферромагнетик перемагничивается до 
индукции (–B0). При изменении напряженности поля от ( –H0) до нуля, вновь возникает 

Рис.2. Зависимость намагни-
ченности ферромагнетика от
напряженности магнитного
поля

Рис.3. Зависимость индукции
магнитного поля в ферромаг-

нетике и магнитной проницае-
мости ферромагнетика от на-

пряженности магнитного поля



остаточное намагничение. Изменяя напряженность поля в первоначальном направлении 

до значения Н0, снова получим значение индукции В0. Таким образом, при изменении 
напряженности от (+H0) до (–H0) и обратно, ферромагнетик пройдет полный цикл 
перемагничивания, кривая зависимости В от H будет иметь вид замкнутой петли, 
называемой петля гистерезиса (см. рис. 4). Площадь петли гистерезиса пропорциональна 
энергии, расходуемой на перемагничивание.  
Чтобы размагнитить ферромагнетик его можно поместить в переменное магнитное поле и 
провести несколько циклов перемагничивния, постепенно уменьшая амплитудные 
значения напряженности поля. 
Петлю гистерезиса можно получить на экране электронно-лучевой трубки осциллографа.  
Исследуемым ферромагнитным веществом является трансформаторная сталь, из которой 
изготовлен прямоугольный сердечник трансформатора. На сердечник намотаны две 
катушки: первичная – намагничивающая с числом витков N1 и вторичная - измерительная 
с числом витков N2. Первичная катушка N1 через эталонный резистор R8 и потенциометр 
R1 подключена к генератору переменного тока Г. Для измерения амплитудного значения 
силы тока I1 в первичной цепи используется электронный осциллограф ЭО, вход X 
которого подключается к эталонному резистору R8. 
Принципиальная схема опыта по исследованию кривой намагничивания и петли 
гистерезиса ферромагнетика показана на рис. 5. 

 

Рис.4. Петля гистерезиса 

ферромагнетика 



Ток I1 создает в сердечнике намагничивающее поле напряженностью Н. Напряженность 
магнитного поля в длинной катушке, согласно теореме о циркуляции: 

 .11

l

NI
H   (2.07.6) 

где l – длина ферромагнитного сердечника. 
Формула (2.07.6) справедлива для мгновенных значений напряженности поля и тока, а 
также, в частности, для амплитудных значений. Напряжение на резисторе R8 
пропорционально силе тока I1, а, значит, и напряженности Н магнитного поля. 
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Таким образом, на вход X подается напряжение, пропорциональное напряженности 
магнитного поля H. 
В соответствии с законом Фарадея ЭДС индукции в измерительной катушке 

 ,ε 2N
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 (2.07.8) 

где  – поток магнитной индукции, сцепленный с каждым витком катушек N1 и N2. 
По определению 

 ,SB   (2.07.9) 

где S – площадь одного витка. 
Тогда 
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Так как ЭДС индукции пропорциональна скорости изменения магнитной индукции, то для 
определения величины В во вторичную цепь включено интегрирующее устройство. 
Функцию последнего выполняет интегрирующая цепочка, состоящая из резистора R9 и 
конденсатора C1. Можно показать, что напряжение на конденсаторе пропорционально 
интегралу от силы тока во вторичной катушке I2. 
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Рис. 5. Принципиальная схема цепи для исследова-

ния магнитных свойств ферромагнетика с помощью 

осциллографа 
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где t1 – время интегрирования, соизмеримое с периодом колебания тока промышленной 
сети. 
Для интегрирущего звена омическое сопротивление обычно выбирается значительно 
большим емкостного сопротивления CX C  /1  ( – круговая частота). В этом случае 

сила тока I2 практически полностью определяется величиной R9 и равна по закону Ома 
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Из (2.07.11) с учетом (2.07.12) и (2.07.10) получаем, что напряжение на конденсаторе 
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и, следовательно, магнитная индукция 
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Таким образом, напряжение, снимаемое с конденсатора и подаваемое на вертикально 
отклоняющие пластины электронно-лучевой трубки (вход Y), пропорционально индукции 
магнитного поля в сердечнике. Формула (2.07.14) справедлива, в частности, для 
амплитудных значений напряжения на конденсаторе UС и индукции В. 
Если увеличивать силу тока в первичной катушке, площадь петли гистерезиса будет 
сначала увеличиваться. Таким образом будут наблюдаться частные петли гистерезиса. 
При некотором значении силы тока, дальнейшего увеличения площади петли происходить 
не будет. Наибольшая по площади петля гистерезиса будет являться предельной. 
По известным значениям В и Н можно вычислить магнитную проницаемость 
трансформаторной стали 
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В эксперименте предлагается оценить также мощность, затраченную на 
перемагничивание материала. При перемагничивании образца энергия расходуется на 
переориентацию доменов и выделяется в виде тепла. Величина этой энергии W, 
приходящейся на единицу объема образца, численно равна площади S1 петли гистерезиса. 
Если частота переменного тока  , то количество тепла, выделяемое за единицу времени, 
будет равно мощности, затрачиваемой на перемагничивание единицы объема. 

 .1 SWP  (2.07.16) 

Площадь петли гистерезиса определяем по числу клеток, занимаемых ею на экране 
осциллографа. Если цена деления по оси Н равна ZH, а по оси В равна ZB, тогда величина 
площади петли будет равна BH ZZN   где N – площадь петли в малых делениях шкалы 

осциллографа.. Потери на перемагничивание, следовательно, будут равны: 

 .BH  ZZNP  (2.07.17) 

В данной работе частота переменного тока равна частоте в промышленных сетях 
Гц50 . 



3. Выполнение работы 
Необходимые приборы и материалы: ферромагнитный сердечник с катушками N1 и N2 
(N1 = 2000, N2 = 1000 витков, l = 0,1 м, S = 1·10-4 м2); резистор R8; генератор переменного 
тока Г; электронный осциллограф ЭО; интегрирующая цепь R9, C1 (R9 = 160 кОм, C1 = 3,9 
мкФ). Все элементы схемы, кроме осциллографа, смонтированы внутри лабораторного 
стенда. Рабочая схема опыта для исследования кривой намагничивания петли гистерезиса 
ферромагнетика показана на рис. 6 и на панели стенда. 
Порядок выполнения работы. Подготовьте электронный осциллограф к измерениям 
согласно инструкции, расположенной на лабораторном столе.  

Соберите схему согласно рис.6, подключив вход ОX осциллографа к резистору R8=10 Ом 
(клеммы 1–2), а вход OY к конденсатору С1 (клеммы 5–6). Переключатель S2, если он есть 
на стенде, должен быть в нижнем положении. Ручка потенциометра R1 повернута до упора 
влево. Включите лабораторный стенд тумблером, расположенным на передней стенке 
стенда. 
Включите электронный осциллограф (кнопку “питание” следует отжать). Кнопки “X–Y” 
слева и справа от экрана должны быть нажаты, а остальные отжаты. Вращением ручек 

“ ” и 
“ ”  выведите изображение точки в центр экрана. Поверните ручку 

потенциометра R1 до упора вправо. Ручками регулировки коэффициентов усиления I-го и 
II–го каналов добейтесь, чтобы величина максимальной петли была в пределах экрана. 
Вращая ручку потенциометра R1, можно изменять силу тока в первичной цепи. Для 
каждого значения тока на экране осциллографа возникает петля гистерезиса 
соответствующего размера. Начиная с некоторого значения силы тока, площадь петли 
практически перестает возрастать, то есть наблюдается предельная петля гистерезиса. 
Перед началом измерений убедитесь в этом, просматривая на экране осциллографа петли 
гистерезиса при различных значениях силы тока I1. 
Определите цену большого деления шкалы по осям OX и OY по метке, расположенной на 
одном из выступов ручки большего диаметра первого и второго каналов (ручки 4,5 на 

 

Рис. 6. Рабочая схема опыта 
 

R1 

R8=10 Ом  

E 

1 

S1 

S2 
4 

5 

N1 

2 

7 

8 

9 

10 
Ри 

3 

N2 

R9 

C1 
12 ~ 
11 

Г 

6 

R2 

6 
R3 R4 R5 5 4 3 1 2 R7 R6 



рис.2, стр.10). Это значение необходимо умножить на 10, так как при данных измерениях 
установлен десятикратный делитель шкалы.  
Для определения напряженности (H) и индукции (B) магнитного поля по формулам 
(2.07.6) и (2.07.14) необходимо измерить силу тока в первичной цепи I1 и напряжение на 
конденсаторе Uc. Начинать измерения удобно с предельной петли гистерезиса. 
Установите на экране осциллографа предельную петлю гистерезиса. 
Измерьте напряжение на конденсаторе Uc и силу тока в первичной цепи I1. 
1. Для определения напряжения на конденсаторе Uc необходимо опустить перпендикуляр 
из вершины петли на ось OY и полученное число больших делений умножить на цену 
одного деления II канала и умножить на 10 (или число маленьких делений умножить на 
цену деления). Результат записывается в таблицу.  
2. Для определения силы тока в первичной катушке необходимо:  

а) опустить перпендикуляр из вершины петли на ось OX; 
б) полученное число больших делений умножить на цену одного деления I канала и умножить на 10 
(или число маленьких делений умножить на цену деления), получив, тем самым напряжение на 
резисторе R8; 
в) полученное значение напряжения на резисторе R8 в соответствии с законом Ома делим на 
величину сопротивления (R8=10 Ом): 

 I1 = UR8/R8 = UR8/10.   

Найденное таким образом значение силы тока I1 записываем в таблицу. 
Таблица 

Результаты измерений 
Номер 

опыта 

Амплитудные значения H, А/м B, Тл  

силы тока I1, 
мА 

напряженияUC, 
мВ 

1      

2      

3      

4      

5      

6      

7      

8      

9      

10      

Ручкой потенциометра R1 уменьшаем величину силы тока таким образом, чтобы получить 
еще 9 петель гистерезиса и определяем для каждой петли значения напряжения Uc и силы 
тока I1 (повторить п.п. 1 и 2). 
Рекомендуется для удобства измерений уменьшать величину силы тока по оси OX через 5 
маленьких делений (0,5 большого деления). 
Вычислите B, H и  по формулам (2.07.6), (2.07.14) и (2.07.15). Постройте графики 
зависимостей индукции магнитного поля B и магнитной проницаемости  от 
напряженности H. 
Снова получите на экране осциллографа предельную петлю. Определите площадь 
предельной петли. Для этого подсчитайте количество больших клеток, охватываемых 



верхней половиной петли, удвойте его и умножьте на 100. Полученное число 
соответствует площади петли, выраженной в маленьких делениях. 
Определите координаты вершин предельной петли гистерезиса Xmax, Ymax по экрану 
осциллографа в маленьких делениях. Определите цену деления ZB и ZH, разделив 
максимальные значения B и H на соответствующие координаты вершины предельной 
петли.  
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max
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B
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. 

Вычислите потери на перемагничивание по формуле (2.07.17) в Вт/м–3. 
По результатам лабораторной работы сделайте выводы о характере установленных 
зависимостей индукции магнитного поля и магнитной проницаемости от напряженности 
магнитного поля для исследованного ферромагнетика. 
КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
1.  Назовите характеристики магнитного поля и дайте их определения. 

2.  Назовите величины, характеризующие магнитные свойства вещества. 

3.  Что такое намагниченность? Что характеризует эта величина? От чего она зависит? 

4.  На какие группы подразделяются вещества по магнитным свойствам? 

5.  Назовите отличительные свойства ферромагнитных веществ. 

6.  Что представляет собой кривая намагничивания? 

7.  В чем заключается явление магнитного гистерезиса? 

8.  Что такое остаточная индукция и коэрцитивная сила? 

9.  Что представляют собой магнитные домены? 

10.  Опишите процесс изменения доменной структуры при намагничивании ферромагнетика.  

11. Что такое магнитное насыщение? 

12.  Нарисуйте схему установки, поясните назначение всех элементов схемы, расскажите порядок 

выполнения работы. 

13.  Выведите расчетные формулы для определения B и H. 

14.  На что расходуется энергия при перемагничивании ферромагнетика? 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 
15. Савельев И. В. Курс общей физики. Т. 2 –  М.: Наука, 1982 –  С. 176 – 180. 

16. Калашников С. Г. Электричество. – М.: Наука, 1970. – С. 257 – 266. 

17. Трофимова Т. И. Курс общей физики. - М.: Высшая школа, 1985. 432 с. 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №2.08 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИНДУКТИВНОСТИ КАТУШКИ 

1 Цель работы 
Целью данной работы является изучение явления электромагнитной индукции и его законов, 

измерение индуктивности катушки, исследование зависимости индуктивности катушки от силы тока, 
протекающего по ее обмотке, а также индуктивности катушки, ее полного и индуктивного сопротивлений от 
частоты переменного тока. 

2 Краткая теория. 
Всякий контур, по которому течет ток, пронизывается магнитным полем, созданным этим током. 

Если сила тока в контуре меняется, то изменяется и сцепленный с контуром магнитный поток, поэтому 
вследствие явления электромагнитной индукции в контуре возникает эдс. Возникновение эдс в контуре при 
изменении силы тока в нем называется самоиндукцией. В соответствии с законом Фарадея величина эдс 
индукции пропорциональна скорости изменения магнитного потока, пронизывающего контур, то есть,  
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td

d
  (2.08.1) 

Магнитный поток, создаваемый током, протекающим в контуре, называется потоком самоиндукции 
s. Поток самоиндукции пропорционален индукции магнитного поля, создаваемого этим током, которая, в 
свою очередь, пропорциональна величине силы тока в контуре. Поэтому магнитный поток самоиндукции 
пропорционален величине силы тока 

 IL  s  , (2.08.2) 

где L – индуктивность контура.  
Индуктивность контура – это скалярная физическая величина, характеризующая 
способность контура создавать поток самоиндукции и зависящая от его формы, размеров 
и магнитной проницаемости среды. Из (2.08.2) следует, что индуктивность контура 
измеряется величиной магнитного потока, сцепленного с контуром, при силе тока в нем 
равной 1 А. За единицу измерения индуктивности в системе СИ принимается 1 Гн – это 
индуктивность такого контура, с которым сцеплен магнитный поток в 1 Вб при силе тока 
в контуре равной 1 А.  
При неизменной индуктивности закон Фарадея для самоиндукции выглядит следующим 
образом: 
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т.е. эдс самоиндукции пропорциональна скорости изменения силы тока в контуре. В 
соответствии с законом Фарадея можно дать другое определение индуктивности. 
Индуктивность определяется величиной эдс, возникающей в контуре, при изменении в 
нем силы тока на 1 А за 1 с. Тогда, согласно (2.08.3), 1 Гн – это индуктивность такого 
контура, в котором индуцируется эдс, равная 1 В при изменении в нем силы тока на 1 А 
за 1 с. Знак минус в формуле (2.08.3) отражает правило Ленца, согласно которому 
самоиндукция противодействует всякому изменению силы тока в контуре и представляет 
собой аналогию с инерцией в механике.  

В электрической цепи наличие индуктивности приводит к возникновению 
добавочного индуктивного сопротивления катушки переменному току 

 LX  2L   (2.08.4) 

где  – частота переменного тока.  
Модуль полного сопротивления Z катушки переменному току определяется по закону Ома 
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где U и I – эффективные значения напряжения и силы тока в катушке. 
Полное сопротивление катушки Z складывается из сопротивления катушки в цепи постоянного тока 

R (омического или активного сопротивления) и индуктивного сопротивления XL в соответствии с формулой: 

 22
LXRZ  . (2.08.6) 

или, подставив ,LX  

 ,)2( 22 LRZ   (2.08.7) 



из которого можно выразить индуктивность катушки L 
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Соотношение (2.08.8) лежит в основе опыта по определению индуктивности. Для того, чтобы 
определить индуктивность, необходимо измерить частоту переменного тока, действующее значение силы 
переменного тока, протекающего через катушку, действующее значения напряжения на катушке и омическое 
сопротивление катушки. 

Индуктивность длинного соленоида с сердечником может быть рассчитана по формуле 

 VnLC
2

0  (2.08.9) 

где  – магнитная проницаемость сердечника, 

 Гн/м104 7
0

  – магнитная постоянная,  

n – число витков, приходящихся на единицу длины катушки, 
V – объем катушки. 
Измеряя индуктивность катушки, можно определять магнитную проницаемость материала, из которого 

изготовлен сердечник. В частности, таким способом можно определять магнитную проницаемость горных 
пород. Определив индуктивность катушки с сердечником из исследуемой породы LС и без сердечника L0, по 
отношению этих индуктивностей LС/L0 определяют . Определение магнитной проницаемости горных пород 
и минералов необходимо для изучения вопросов, связанных с установлением качества железных руд и 
железистых пород, магнитным обогащением полезных ископаемых, с разведкой рудных тел, исследованием 
трещиноватости массива горных пород. 

3 Выполнение работы 
Необходимые приборы: лабораторный стенд, внутри которого смонтированы все элементы схемы; 

генератор периодических сигналов; цифровой вольтметр. Рабочая схема опыта показана на рис. 1 и на панели 
стенда. 

Порядок выполнения работы. Для 
того, чтобы определить индуктивность 
катушки по формуле (2.08.8), необходимо 
знать четыре параметра: R (омическое 
сопротивление катушки),  (частоту 
переменного тока), U (напряжение на 
катушке) и I (силу тока в катушке). 
Подготовьте к работе универсальный 
вольтметр и генератор 
периодических сигналов Л-31 в 
соответствии с инструкциями по 
эксплуатации, находящимися на 
лабораторном столе. Переключатель 
рода работы генератора установите в 

положение  (создание 
гармонических колебаний).  
Определите омическое 
сопротивление обмотки катушки R. 

Для этого подключите универсальный вольтметр к клеммам 5–6. Переключатель "РОД 
РАБОТЫ" нужно установить в положение "R". Переключатель пределов измерения 
должен находиться в положении 1. Запишите в таблицу 1 значение омического 
сопротивления катушки, снятое с табло вольтметра.  

Не отключая цифровой вольтметр от катушки, переведите его в режим измерения эффективных 

значений переменных напряжений (переключатель "РОД РАБОТЫ" установите в положение U
~

). 

 

Рис. 1 Рабочая схема опыта 
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1. Подключите к клеммам 1–2 генератор сигналов. Регулятор уровня сигнала 

установите в крайнее правое положение. Установите вращением ручки "ЧАСТОТА" 

частоту генерируемого сигнала 10 кГц. Запишите ее в таблицу 1. 

2. Для измерения напряжения на катушке подключаем вольтметр к клеммам 5–6, 

при этом переключатель пределов измерений установить в положение 10.  

3. Для определения силы тока в катушке измеряем напряжение на резисторе R1, 

включенном последовательно с катушкой. Для этого подключаем вольтметр к клеммам 3–

4, а переключатель «ПРЕДЕЛ ИЗМЕРЕНИЙ» переводим в положение 1. Поскольку 

сопротивление R1 равно 100 Ом, по закону Ома величина силы тока в цепи будет равна 

величине напряжения, деленной на 100. 

Измерив напряжение на резисторе R1, рассчитываем силу тока в цепи: 

 100
11 RR URUI  .  

4. Полученные значения напряжения на катушке и силы тока записываем в таблицу 

1. 

5. Повторите измерения еще два раза при различных значениях силы тока в цепи. Для 

этого сначала исключаем из цепи сопротивления R2 и R3, для чего можно подключить 

генератор к клеммам 2–8. Затем исключаем все три сопротивления R2, R3 и R4, подключая 

генератор к клемма 2–7. Каждый раз измеряем напряжение на катушке и силу тока, 

повторяя п.п. 2–4. 

По данным измерений рассчитайте три значения индуктивности катушки по формуле 
(2.08.8), подставляя значение частоты генератора 10 кГц. 

Таблица 1 

Результаты измерений индуктивности в зависимости от силы тока 
Номер опыта U, В I, мА L, Гн 

1    

2    

3    

Частота переменного тока  =  

Омическое сопротивление катушки R =  

 
По данным измерений рассчитайте три значения индуктивности катушки по формуле (2.08.8), 

подставляя значение частоты генератора 10 кГц. 
В работе также исследуется зависимость индуктивности катушки, ее индуктивного и 
модуля полного сопротивлений от частоты генератора при неизменной величине силы 
тока. Для этого подключите вольтметр к сопротивлению R1. Первый опыт проведите, 
установив частоту генератора 20 кГц. Регулятор уровня сигнала установите в крайнее 
правое положение. Определите силу тока в цепи согласно п.3. Затем, подключив 
вольтметр к катушке, измерьте напряжение на ней согласно п.2. Результаты запишите в 
таблицу 2. Опыт повторите при других значениях частоты , приведенных в таблице, 
каждый раз устанавливая с помощью регулятора уровня первоначальное значение силы 



тока. Рассчитайте в каждом случае величину индуктивности, индуктивного и полного 
сопротивлений катушки. По результатам измерений постройте графики зависимости 
полного и индуктивного сопротивлений от частоты. 

Таблица 2 

Результаты измерений индуктивности при различных значениях частоты генератора 

Номер 

опыта 

, кГц I, мА U, В L, Гн Z, Ом XL, Ом 

1 20      

2 10      

3 5      

4 2      

5 1      

 
Вычислите среднее значение индуктивности и среднюю абсолютную погрешность. Результат 

запишите в виде: 

 LLL    (2.08.9) 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
1. В чем заключается явление самоиндукции? 
2. Что называется индуктивностью и в каких единицах она измеряется? 
3. От чего зависит индуктивность катушки? 
4. Запишите формулы для индуктивного и модуля полного сопротивлений катушки. 
5. Выведите расчетную формулу для определения индуктивности катушки. 
6. Как зависит модуль полного сопротивления катушки от частоты изменения тока в ней? 
7. Какое влияние оказывает наличие сердечника в катушке на величину силы тока в ней при переменном и 
постоянном токах? 
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Методические указания составлены  в соответствии с программами по курсу 

физики для студентов всех направлений подготовки в УГГУ. Они содержат условия 

задач для самостоятельной работы, при выполнении контрольных работ студентами 
по следующим темам курса физики: механика; молекулярная физика и 

термодинамика; электричество и магнетизм; механические и электромагнитные 

колебания и волны; волновая и квантовая оптика; квантовая физика и физика атома; 
элементы ядерной физики. Также в них содержатся методические указания к 

решению задач, их оформлению, список рекомендуемой литературы и справочные 

данные, необходимые для решения задач. 





ОБЩИЕ МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ И ВЫПОЛНЕНИЮ ДОМАШНИХ 

КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 
1. Номера задач, которые студент должен включить в свою контрольную работу,
определяются преподавателем в начале соответствующего семестра.

2. Контрольные работы нужно выполнять чернилами в школьной тетради, на

обложке указывается фамилия и инициалы студента, номер группы. 
3. Условия задач в контрольной работе необходимо переписать полностью без

сокращений. Для замечаний преподавателя на страницах тетради нужно

оставлять поля.

4. Если контрольная работа при рецензировании не зачтена, студент обязан

представить ее на повторную рецензию, включив в нее те задачи, при решении 

которых допущены ошибки. 
5. При решении задач необходимо пользоваться следующей схемой:

 Внимательно прочитать условие задачи.

 Выписать столбиком все величины, входящие в условие, и выразить их в

одних единицах (преимущественно в Международной системе единиц СИ).

 Если это возможно, представить условие задачи в виде четкого рисунка.

Правильно сделанный рисунок – это наполовину решенная задача.

 Уяснить физическую сущность задачи, установить основные законы и

формулы, на которых базируется условие задачи.

 Если при решении задачи применяется формула, полученная для частного

случая, не выражающая какой-нибудь физический закон или не являющаяся
определением какой-нибудь физической величины, то ее следует вывести.

 Если равенства векторные, то их необходимо спроектировать но оси координат

и записать в скалярной форме.

 Решить задачу сначала в общем виде, то есть, в буквенных обозначениях,

заданных в условии задачи. При таком способе решения не производятся
вычисления промежуточных величин.

 После получения расчетной формулы для проверки ее правильности следует

подставить в правую часть формулы вместо символов величин их

размерности, произвести с ними необходимые действия и убедиться в том, что

полученная при этом единица соответствует искомой величине. Если такого

соответствия нет, то это означает, что задача решена неверно.
 Подставить в конечную формулу числовые значения, выраженные в единицах

СИ. В виде исключения допускается выражать в любых, но одинаковых

единицах числовые значения однородных величин, стоящих в числителе и

знаменателе дроби и имеющих одинаковые степени.



 При подстановке в расчетную формулу, а также при записи ответа числовые
значения величин следует записывать как произведение десятичной дроби с

одной значащей цифрой перед запятой на соответствующую степень десяти.

Например, вместо 3520 надо записать 3,52103
, вместо 0,00129 записать

1,2910-3 и т. п.
 Вычисления по расчетной формуле надо проводить с соблюдением правил

приближенных вычислений. Как правило, окончательный ответ следует

записывать с тремя значащими цифрами. Это относится и к случаю, когда

результат получен с применением калькулятора.

 Решение задачи должно сопровождаться краткими, но исчерпывающими

пояснениями и комментариями.

1. МЕХАНИКА

1. Расстояние между двумя станциями метрополитена 1,5 км. Первую половину
этого расстояния поезд проходит равноускоренно, вторую - равнозамедленно с тем 
же по модулю ускорением. Максимальная скорость поезда 50 км/ч. Найти ускорение 

и время движения поезда между станциями. 

2. Шахтная клеть поднимается со скоростью 12 м/с. После выключения двигателя,

двигаясь с отрицательным ускорением 1,2 м/с2 , останавливается у верхней 

приемной площадки. На каком расстоянии от нее находилась клеть в момент 

выключения двигателя и сколько времени двигалась до остановки? 

3. С башни высотой 30 м в горизонтальном направлении брошено тело с начальной

скоростью 10 м/с. Определить уравнение траектории тела, скорость тела в момент 

падения. 

4. Для добывания руды открытым способом произвели взрыв породы.  Подъем
кусков породы, выброшенных вертикально вверх, длился 5 с. Определить  их 

начальную скорость и высоту подъема. 

5. При взрыве серии скважин камень, находящийся на уступе высотой 45 м, получил

скорость 100 м/с в горизонтальном направлении. Какова  дальность полета камня, 

сколько времени он будет падать, с какой скоростью упадет на землю? 

6. Рассчитать скорость движения и полное ускорение шахтного  электровоза в

момент времени 5 с, если он движется по криволинейному  участку радиусом 15 м. 

Закон движения электровоза выражается формулой  S= 800 + 8t – 0,5 t2
, м. 



7. Во сколько раз тангенциальное ускорение точки, лежащей на ободе

вращающегося колеса, больше ее нормального ускорения для того момента 

времени, когда вектор полного ускорения этой точки составляет угол 30 с вектором 
ее линейной скорости? 

8. Под действием постоянной силы 118 Н вагонетка приобрела скорость 2 м/с,
пройдя путь 10 м. Определить силу трения и коэффициент трения, если масса 

вагонетки 400 кг. 

9. В шахте опускается равноускоренно лифт массой 280 кг, в первые 10 с он

проходит     35 м. Найти натяжение каната, на котором висит лифт. 

10. На горизонтальной платформе шахтной клети находится груз 60 кг. Определить
силу давления груза на платформу:  при равномерном подъеме и спуске, при 

подъеме и спуске с ускорением 3 м/
2 , при спуске с ускорением 9,8 м/с2. 

11. Тело скользит по наклонной плоскости, образующей с горизонтом угол 45 .
Пройдя путь 36,4 см, тело приобретает скорость 2 м/с. Найти коэффициент трения 

тела о плоскость. 

12. Найти закон движения (зависимость пройденного расстояния от времени) куска
антрацита при скольжении его с нулевой начальной скоростью по стальному желобу 

с углом наклона 30 . Коэффициент трения 0,3. 

13. Рудничный поезд массой 450 т движется со скоростью 30 км/ч, развивая

мощность 150 л. с. (1 л. с. =736 Вт). Определить коэффициент трения. 

14. Определить силу тяги, которую развивает лебедка при подъеме вагонетки

массой 2 т с ускорением 0,5 м/
2
, если коэффициент трения 0,03, а угол наклона 

железнодорожного полотна 30. 

15. Вагонетка скатывается по наклонной горке длиной 5 м. Определить путь,

проходимый вагонеткой по горизонтали до остановки, и наибольшую скорость 

движения, если коэффициент сопротивления 0,0095. Угол наклона 5. 

16. Маховик, приведенный в равноускоренное вращение, сделав 40 полных

оборотов, стал вращаться с частотой 480 мин
-1
.Определить угловое ускорение 

маховика и продолжительность равноускоренного вращения. 

17. Ротор шахтного электродвигателя совершает 960 об/мин. После выключения он
останавливается через 10с. Считая вращение равнозамедленным, найти угловое 

ускорение ротора. Сколько оборотов сделал ротор до остановки? 



18. Крутящий момент двигателя электрической лебедки 1,2 кН·м. Для остановки 
двигателя служат тормозные деревянные колодки, прижимающиеся с двух сторон к 

тормозному чугунному диску радиусом 0,6 м, жестко связанному с ротором 

двигателя. Haйти силу давления, необходимую для остановки ротора, если 
коэффициент трения равен 0,5. 
 
19. Двигатель мощностью 3 кВт за 12 с разогнал маховик до 10 об/с. Найти момент 
инерции маховика. 
 
20. Была произведена работа в 1 кДж, чтобы из состояния покоя привести маховик 
во вращение с частотой 8с

-1
.Какой момент импульса (количества движения) 

приобрел маховик? 
 
21. Шap и цилиндр имеют одинаковую массу 5кг и катятся со скоростью 10 м/с по 

горизонтальной плоскости. Найти кинетическую энергию этих тел. 
 
22. Какую работу надо произвести, чтобы раскрутить маховик массой 80 кг до 
180об/мин? Массу маховика считать равномерно распределенной по ободу с 

диаметром 1м. 
23. Ротор шахтного электродвигателя совершает 960 об/мин. После выключения он 
останавливается через 10с. Считая вращение равнозамедленным, найти угловое 

ускорение ротора. Сколько оборотов сделал ротор до остановки? 
 
24. Шар и сплошной цилиндр катятся по горизонтальной плоскости. Какую часть 

энергия поступательного движения каждого тела составляет от общей кинетической 

энергии? 
 
25. Маховик, выполненный в виде диска радиусом 0,4м и имеющий массу 100 кг, 
был раскручен до 480 оборотов в минуту и предоставлен самому себе. Под 

действием трения вала о подшипники маховик остановился через 80 с. Определить 

момент сил трения. 
 

 
 
 

2.МОЛЕКУЛЯРНАЯ ФИЗИКА И ТЕРМРОДИНАМИКА 
 
26. Какой объем занимает 1 кг водорода при давлении 106 Па и температуре 20С? 
Молярная масса водорода 2·10

-3 кг/моль. 
 
27. Для автогенной сварки привезли баллон кислорода вместимостью 100 л. Найти 
массу кислорода, если его давление 12 МПа и темпера-тура 16С. Молярная масса 
кислорода 32·10

-3 кг/моль. 
 



28. Определить среднюю плотность сжатого воздуха в рудничной 

воздухопроводной сети, если давление воздуха в компрессоре составляет 7·10
5 Па, а 

давление у воздухоприемников 6·10
5 Па. Температура воздуха в начале и конце сети 

равна 27С и 7С. Молярная масса воздуха равна 0,029 кг/моль. 
 
29. Стальной баллон емкостью 25 л наполнен ацетиленом С2 Н2 при температуре 27 
С  до давления 20 МПа. Часть ацетилена использовали для автогенной сварки 
подкрановых путей в шахте. Какая масса ацетилена из-расходована, если давление в 
баллоне при температуре 23С стало равным 14 МПа ? Молярная масса ацетилена 

0,026 кг/моль. 
 
30. Сжатый воздух в баллоне имеет температуру 15С. Во время пожара 
температура воздуха в баллоне поднялась до 450 С. Взорвется ли баллон, если 
известно, что при этой температуре он может выдержать давление не более 9,8 

МПа? Начальное давление в баллоне 4,8 МПа. 
 
31. Температура взрыва гремучей смеси, то есть температура, до которой нагреты в 
первый момент газообразные продукты взрыва, достигает в среднем 2600 С, если 
взрыв происходит внутри замкнутого пространства. Во сколько раз давление при 

взрыве гремучего газа превосходит давление смеси до взрыва, если последнее равно 
105 Па, а начальная температура 17 С? 
 
32. Компрессор, обеспечивающий работу отбойных молотков в забое, засасывает из 
атмосферы 100 л воздуха в секунду при давлении 1 атм. Сколько отбойных 

молотков может работать от этого компрессора, если для каждого молотка 

необходимо 100 см
3 
воздуха в секунду при давлении          50 атм ? 

 
33. В двигателе Дизеля сжимается адиабатически воздух, в результате чего его 
температура поднимается, достигая температуры воспламенения нефти 800 С. До 
какого давления сжимается при этом воздух и во сколько раз уменьшается его 

объем, если начальное давление 1 атм, начальная температура 80С, =1,4? 
 
34. Современные вакуумные насосы позволяют понижать давление до 10-15 мм рт. 
ст. Сколько молекул газа содержится в объеме 1 см

3 при указанном давлении и 
температуре 27 С ? 
 
35. Определить средние квадратичные скорости молекул метана СН4 до взрыва и 
после него, если температура до взрыва равна 20 С, а после него 2600 С. Молярная 
масса 0,016 кг/моль. 
 
36. Найти среднюю кинетическую энергию вращательного движения одной 

молекулы кислорода при температуре 350 К, а также кинетическую энергию 

вращательного движения всех молекул, содержащихся в 4 г кислорода. 
 



37. Вычислить удельные теплоемкости при постоянном объеме и  при постоянном 

давлении окиси углерода СО, принимая этот газ за идеальный. 
 
38. На сжатие азота при постоянном давлении была затрачена работа 12 кДж. Найти 
изменение внутренней энергии и затраченное количество теплоты. 
 
39. Какое количество теплоты для нагревания от 50С до 100 С надо сообщить 
азоту массой 28 г, который находится в цилиндре с подвижным поршнем? Чему 

равна при этом процессе работа расширения? 
 
40. При адиабатическом процессе расширения внутренняя энергия кислорода 
уменьшилась на 8,38 кДж. Вычислить массу кислорода, если начальная температура 

его 47 С, а объем увеличился в 10 раз. 
 
41. В двигателе внутреннего сгорания температура газообразных продуктов 

сгорания поднимается от 600 С до 2000 С. Найти количество теплоты, 
подведенное к 1 кг газа при постоянном давлении, изменение его внутренней 

энергии и совершенную работу, если удельные теплоемкости при постоянных 

давлении и объеме соответственно равны         1,25 кДж/(кг·К) и 0,96 кДж/(кг·К). 
 
42. Определить мощность на валу компрессора производительностью 25 м

3 
в 

минуту, работающего на подземную воздушную сеть, если первоначальное давление 

1 атм, а давление, развиваемое компрессором в конце изотермического сжатия, 

составляет 7 атм. 
 
43. Тепловая машина работает по обратимому циклу Карно. Температура 

нагревателя 227 С. Определить термический коэффициент полезного действия 
цикла и температуру охладителя, если за счет каждого килоджоуля теплоты, 

полученной от нагревателя, машина совершает работу 350 Дж. 
 
44. От идеальной теплосиловой установки, работающей по циклу Карно, отводится 
ежечасно 270 МДж теплоты с помощью холодильника при 9 С. Определить 
полезную мощность установки, если количество подводимой в час теплоты равно 

900 МДж. При какой температуре подводится теплота? 
 
45. Газ совершает цикл Карно. Абсолютная температура нагревателя в три раза 
выше, чем температура холодильника. Нагреватель передал газу 42 кДж теплоты. 

Какую работу совершил газ? 
 
46. При прямом цикле Карно тепловая машина совершает работу, равную 200 Дж. 
Температура нагревателя 375 К, холодильника 300 К. Найти количество теплоты, 

получаемое машиной от нагревателя. 
 

 



3. ЭЛЕКТРИЧЕСТВО И МАГНЕТИЗМ 
 
47. Вследствие трения о шкив ремень заряжается, причем каждый квадратный метр 
ремня содержит 0,02Кл заряда. Ширина ремня 0,3м, скорость его движения 20 м/с. 

Какой заряд проходит ежесекундно через любую неподвижную плоскость,  
перпендикулярную ремню?  
 
48. Определить заряд, емкость и потенциал Земли,  считая ее шаром радиусом 6∙103 
км и зная, что напряженность поля около поверхности равна 100 В/м.  
 
49. Разность потенциалов между пластинами плоского конденсатора 6 кВ, заряд 

каждой пластины 10 нКл. Найти энергию конденсатора и силу взаимного 

притяжения пластин,  если расстояние между ними 2 см.  
 
50. Какое количество теплоты выделится при разрядке плоского конденсатора,  если 

разность потенциалов между пластинами 15 кВ,  расстояние 1 мм, диэлектрик слюда      

(ε= 6), площадь каждой пластины 300 см
2 ?  

 
51. Какую работу надо совершить , чтобы увеличить  расстояние между пластинами 
воздушного конденсатора  от 0,03 м до 0,1 м? Площадь пластин 100 см

2. 
Конденсатор подключен к источнику напряжения 220 В.  
 
52. Камнедробилка должна работать под напряжением 100 В, потребляя ток в 40 А. 
Напряжение  на электростанции 120 В,  а расстояние до нее 1 км. Определить 

сечение медных соединительных проводов ( ρ=1,7∙ 10-8 Ом м). 
 
53. Какой длины надо взять нихромовый проводник диаметром 1,5 мм для 

изготовления спирали вулканизатора , применяемого при сращивании кабелей,  если 

сопротивление спирали 5,5 Ом,  а удельное сопротивление нихрома 1,1∙10
- 6 Ом м?  

 
54. Цена деления прибора 1, 5 ∙10

-5 А /дел. Шкала прибора имеет 200  делений, его 

внутреннее сопротивление 100  Ом.  Какие сопротивления нужно подключить к 

этому прибору и каким образом,  чтобы можно было измерять напряжение до 200  В 

или ток до 4 А?  
 
55. Определить сопротивление медных магистральных проводов при температуре 
300 С. Расстояние от места расположения проводов до взрывной станции 400 м. 
Площадь сечения проводов 0,8 мм

2
, ρ = 0,017(Ом∙ мм

2 /м ), α = 0,0044  град-1.  
 
56. ЭДС батареи 12 В, ток короткого замыкания 5 А. Какую наибольшую мощность 
может дать батарея во внешней цепи?  
 
57. Найти ток короткого замыкания для аккумуляторной батареи, если при токе 5 А 
она дает во внешнюю цепь мощность 9,5 Вт,  а при токе 8 А мощность 14,4 Вт.  
 



58. Ток в проводнике сопротивлением 100 Ом равномерно нарастает от 0 до 10 А в 
течение 30 с. Чему равно количество теплоты, выделившееся за это время в 

проводнике?  
 
59. По прямому бесконечно длинному проводнику течет ток 50 А. Найти магнитную 
индукцию в точке, удаленной на расстояние 5 см от проводника.  
 
60. По двум бесконечно длинным прямым параллельным проводам текут токи 50 А 

и    100 А в противоположных направлениях. Расстояние между проводами 20 см. 

Определить магнитную индукцию в точке,  удаленной на 25 см от первого и на 40 

см от второго провода. 
 
61. Найти число витков в катушке диаметром 10 см, если магнитная стрелка, 
помещенная в ее центре, отклонилась от плоскости магнитного меридиана на 38° 

при токе 0,2 А. Горизонтальная составляющая земного магнитного поля 12,8 А /м . 

Плоскость катушки совпадает с плоскостью магнитного меридиана.  
 
62. Определить горизонтальную составляющую напряженности магнитного поля 

Земли,  
если обмотка тангенс–буссоли имеет 10 витков радиусом 25 см. При токе 0,64 А 

стрелка отклоняется на угол 45°.  
 
63. Плоский контур площадью 20 см ² находится в однородном магнитном поле с 
индукцией 0,03 Тл. Найти магнитный поток, пронизывающий контур,  если его 

плоскость составляет угол 60° с линиями индукции.  
 
64. Электромагнит изготовлен в виде тороида со средним диаметром 51 см и 
вакуумным зазором 2 мм. Обмотка тороида равномерно распределена по всей его 

длине.  Во сколько раз уменьшится напряженность магнитного поля в зазоре, если 

при неизменном токе в обмотке зазор увеличить в три раза? Магнитная 

проницаемость сердечника тороида 800.  
 
65. Найти напряженность магнитного поля между полюсами    электромагнита , если 
проводник массой 10 г и длиной 1м при токе в нем 19,6 А  висит в поле , не падая. 
 
66. В однородном магнитном поле с индукцией 0,1 Тл движется проводник длиной 
10 см со скоростью 15 м /с, направленной перпендикулярно к магнитному полю. 

Найти ЭДС, индуцированную в проводнике. 
 
 67. Обмотка электромагнита содержит 800 витков. Площадь сечения сердечника 15 
см

2
, Индукция магнитного поля в сердечнике 1,4 Тл.  Вычислить величину средней 

ЭДС , возникающей в обмотке при размыкании тока, если ток уменьшается до нуля 

в течение 0,001с.  
 



68. На железное кольцо намотано в один слой 200 витков провода. Чему равна 
энергия Магнитного поля, если при токе 2,5 А магнитный поток в железе 0,5 мВб?  
 
69. Замкнутый соленоид намотан на немагнитный каркас и содержит 20 витков на 
каждый сантиметр длины. Найти объемную плотность энергии поля при токе 1 А.  
 
70. С какой скоростью должен нарастать ток в катушке с числом витков 800, 
площадью поперечного сечения 10 см2

, длиной 30 см,  чтобы величина ЭДС 

самоиндукции, возникшей в ней,  была равна 25 мВ?  
 

4. МЕХАНИЧЕСКИЕ И ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ КОЛЕБАНИЯ И 

ВОЛНЫ 
 
71. Маятник для гравиметрической съемки за сутки совершил 57600 колебаний. 

Найти ускорение свободного падения, если длина маятника  
0,56м. 
 
72. Днище вибролюка, применяемого для погрузки руды в бункер поезда из 
очистной камеры, совершает гармоническое колебательное движение с амплитудой 

5 мм и частотой 1500 мин
-1
. Написать уравнение колебаний, если начальная фаза 

равна нулю. 
 
73.  Стол питателя, предназначенного для погрузки руды в вагонетки, колеблется с 

частотой 45 мин
-1
. Определить максимальные скорость и ycкорение стола, полную 

энергию колебаний, если масса питателя 1000 кг, амплитуда колебаний 72 мм. 
 
74. Решето рудообогатительного грохота совершает вертикальное колебательное 

движение с амплитудой 5 см. Найти наименьшую частоту колебаний, при которой 

куски руды, лежащие на решете, будут отделяться от него и подбрасываться вверх. 
 
75. Для погружения обсадных труб в глинистые отложения применяется  

вибровозбудитель ВО-10, амплитуда колебаний которого 0,13 см, частота вращения 
дебалансов 1200 мин

-1. Определить максимальные скорость и ускорение, написать 
уравнение колебаний, если начальная фаза равна нулю. 
 
76. Определить полную энергию колебаний и максимальную силу взаимодействия 

между подъемным сосудом массой 90 тонн и армировкой  ствола шахты, если 

амплитуда горизонтальных колебаний сосуда 3 см, а циклическая частота 7 с
-1. 

 
77. Точка одновременно совершает два гармонических колебания, происходящих по 
взаимно перпендикулярным направлениям и выражаемых уравнениями: х = 0,5sint,           
y  2cost. Найти уравнение траектории точки, построить график ее движения. 
 



78. Два одинаково направленных гармонических колебания одного периода с 

амплитудами 10 см и 6 см складываются в одно колебание с амплитудой 14 см. 

Определить разность фаз складываемых колебаний. 
 
79. Груз, подвешенный к пружине, гармонически колеблется по вертикали с 
периодом  0,5 с. Коэффициент упругости пружины 4 Н/м. Определить массу груза. 
 
80. Амплитуда затухающих колебаний маятника за 5 мин уменьшилась в два раза. За 

какое время, считая от начального момента, амплитуда уменьшится в восемь раз? 
 
81. Источник незатухающих гармонических колебаний подчиняется  закону                        

x = 5sin3140t (м). Определить смещение, скорость и ускорение  точки, находящейся 
на расстоянии 340м от источника, через 1 с от начала колебаний, если скорость 

волны 340 м/с. 
 
82. Уравнение незатухающих колебаний y =0,1sin0,5πt (м). Скорость волны 300 м/с. 
Написать уравнение колебаний для точек волны в момент времени 4 с после начала 

колебаний. Найти разность фаз для источника и точки на расстоянии 200 м от него. 
 
83. Звуковые колебания с частотой 500 Гц и амплитудой 0,25 мм, распространяются 
в воздухе. Длина волны 70 см. Определить скорость распространения волны и 

наибольшую скорость колебаний частиц воздуха. 
84. Определить коэффициент сжатия горной породы - величину, обратную модулю 
Юнга, если скорость распространения звуковых волн в горной породе равна 4500 

м/с, а плотность породы составляет 2,3·10
3 кг/м3. 

 
85. К одному из концов длинного стержня прикреплен вибратор, колеблющийся по 

закону y = 10-6sin104
πt (м). Найти скорость точек в сечении стержня, отстоящем от 

вибратора на расстоянии 25cм, в момент времени    10-4 с. Скорость волны 5·103 м/с. 
 
86. Колебательный контур состоит из катушки с индуктивностью 2 мГн и 
конденсатора емкостью 888 пФ. На какую длину волны настроен контур? 
 
87. Найти частоту собственных колебаний в контуре, состоящем из катушки 

индуктивности и плоского конденсатора. Площадь каждой пластины конденсатора 

30 см
2 
и расстояние между ними 0,1 см. Число витков катушки 1000, длина ее 30 см,  

сечение 1 см
2. 

 
88. Колебательный контур состоит из катушки с индуктивностью 1,02 Гн и 

конденсатора емкостью 0,025 мкФ. Заряд на конденсаторе равен 2,5
10-6 Кл. Какова 

зависимость разности потенциалов на конденсаторе от времени? 
 
89. Катушка (без сердечника) длиной 50 см и площадью поперечного сечения 3 см2   

имеет 1000 витков и соединена параллельно с конденсатором. Он состоит из двух 



пластин площадью 75 см
2 каждая, рас-стояние между пластинами 5 мм, диэлектрик -

воздух. Найти период колебаний контура и длину волны, на которую он настроен. 
 
90. Колебательный контур состоит из катушки индуктивностью 1,02 Гн и 

конденсатора емкостью 25 нФ. На обкладках конденсатора сосредоточен заряд 2,5 

мкКл. Написать уравнение изменения тока в цепи в зависимости от времени. 
 
91. Разность потенциалов на конденсаторе в контуре за 1 мс уменьшается в три раза. 
Найти коэффициент затухания. 
 
92. Электромагнитные волны распространяются в некоторой однородной среде со 

скоростью 2,5∙10
8 м/с. Какую длину волны имеют электромагнитные колебания в 

данной среде, если частота колебаний 1 МГц?  
 
93. Катушка с индуктивностью 30 мкГн присоединена к плоскому конденсатору с 
площадью пластин 0,01 м

2 и расстоянием между ними 0,1 мм. Найти 

диэлектрическую проницаемость среды, заполняющей пространство между 

пластинами, если контур настроен на длину волны 750 м. 
 
94. Колебательный контур состоит из конденсатора емкостью 80 пФ и катушки 
индуктивностью 0,5 мГн. Найти максимальный ток в контуре, если максимальная 

разность потенциалов на обкладках конденсатора 300 В. На какую длину волны 

резонирует данный контур? 
 
95. Закон изменения разности потенциалов на обкладках конденсатора в контуре 
задан уравнением U = 50cos10

4
t(В). Емкость конденсатора равна 0,1 мкФ. Найти 

период колебаний, индуктивность, длину волны. Написать закон изменения тока в 

контуре. 
 
96. Колебательный контур состоит из конденсатора переменной емкости от 12 пФ 

до 80пФ и катушки с индуктивностью 1,2 мГн. Найти диапазон длин 

электромагнитных волн, которые могут вызывать резонанс в этом контуре. 
 
97. Индуктивность колебательного контура 0,5 мГн. Какова должна быть 

электроемкость контура, чтобы он резонировал на длину волны 300 м? 
 
98. Катушка (без сердечника) длиной 50 см и площадью поперечного сечения 3 см

2 
имеет 1000 витков и соединена параллельно с конденсатором. Он состоит из двух 

пластин площадью 75 см
2 каждая, расстояние между пластинами 5 мм, диэлектрик -

воздух. Найти период колебаний контура и длину волны, на которую он настроен. 
 
99. Какую индуктивность надо включить в колебательный контур, чтобы при 

емкости       2 мкФ получить частоту 1000 Гц? 
 



100. Индуктивность  катушки в колебательном контуре 20 мкГн. Требуется 

настроить этот контур на частоту 5 МГц. Какую емкость следует выбрать? 
 
101. Колебательный контур, состоящий из воздушного конденсатора с двумя 

пластинами по 100 см
2 каждая и катушки с индуктивностью 1 мкГн резонирует на 

волну длиной 10м. Найти расстояние между пластинами конденсатора. 
 
 

5. ВОЛНОВАЯ И КВАНТОВАЯ ОПТИКА 
 
102. Расстояние между двумя щелями в опыте Юнга I мм, расстояние от щелей до 

экрана 3м, расстояние между соседними интерференционными максимумами на 

экране 1,5 мм. Найти длину волны источника монохроматического света. 
 
103. Оранжевые лучи с длиной волны 650 нм от двух когерентных источников, 
расстояние между которыми 120 мкм, падают на экран. Расстояние от источников 

до экрана 3,6 м. Найти расстояние между центрами соседних темных полос на 

экране. 
 
104. Какую наименьшую толщину должна иметь пластинка, сделанная из материала 
с показателем преломления 1,54, чтобы при освещении ее лучами с длиной волны 

750 нм, перпендикулярными к пластинке, она в отраженном свете казалась красной? 
 
105. Между двумя плоскопараллельными пластинками лежит проволочка, отчего 
образовался воздушный клин. Пластинки освещаются светом с длиной волны 500 

нм. Угол падения лучей 0°, длина пластинки 10 см. Расстояние между 

интерференционными полосами в отраженном свете 1,8 мм. Найти толщину 

проволочки. 
 
106. Плосковыпуклая линза (n=1,5) с оптической силой 0,5 диоптрий выпуклой 
стороной лежит на стеклянной пластинке. Найти радиус пятого темного кольца 

Ньютона в        проходящем свете (λ =600 нм). 
 
107. Радиус кривизны плосковыпуклой линзы 4 м. Чему равна длина волны 
падающего света, если радиус 5-го светлого кольца Нью-она в отраженном свете 
равен 3,6 мм? 
 
108. На щель шириной 0,2 мм падает нормально монохроматический свет с длиной 
волны 640 нм. Определить угол отклонения лучей, соответствующих первой 

светлой дифракционной полосе. 
 
109. На пластинку со щелью падает нормально монохроматический свет. Угол 
отклонения лучей, соответствующих второму дифракционному минимуму, равен 1. 
Сколько длин волн падающего света составляет ширина щели? 



 
110. На щель шириной 0,05 мм падает нормально монохроматический свет (λ=0,6 
мкм). Найти угол между первоначальным  направлением пучка света и 

направлением на четвертую темную дифракционную полосу. 
 
111. На дифракционную решетку нормально падает пучок света от разрядной 
трубки, наполненной гелием. На какую линию в спектре третьего порядка 

накладывается красная линия гелия с длиной волны 670 нм спектра второго 

порядка? 
 
112. При освещении дифракционной решетки белым светом спектры второго и 
третьего порядка накладываются друг на друга. На какую длину волны в спектре 

второго порядка накладывается фиолетовая граница (400 нм) спектра третьего 

порядка? 
 
113. На дифракционную решетку, имеющую 800 штрихов на I мм, падает 
параллельный пучок белого света. Какова разность углов отклонения конца первого 

и начала второго спектров? Принять длину волны красного света 760 нм, 
фиолетового 400 нм. 
 
114. На дифракционную решетку, содержащую 50 штрихов на миллиметр, падает в 
направлении нормали к ее поверхности белый свет. Спектр проектируется на экран 

с помощью линзы, помещенной вблизи решетки. Определить длину спектра первого 

порядка на экране, если расстояние от линзы до экрана 3 м. Границы видимого 

спектра 400 нм и 760 нм. 
 
115. Угол преломления луча света в жидкости равен 35. Определить показатель 
преломления этой жидкости, если отраженный луч максимально поляризован. 
116. Под каким углом к горизонту должно находиться Солнце, чтобы его лучи, 
отраженные от поверхности озера, были бы наиболее полно поляризованы. 
 
117. Предельный угол полного внутреннего отражения луча на границе жидкости с 
воздухом равен 43. Каков должен быть угол падения луча из воздуха на 

поверхность жидкости, чтобы отраженный луч был максимально поляризован? 
 
118. Угол максимальной поляризации при отражении света от кристалла каменной 
соли равен 57. Определить скорость распространения света в этом кристалле. 
 
119. Угол между плоскостями поляризации двух призм Николя равен 45. Во 
сколько раз 
уменьшится интенсивность света, прошедшего через николи, если этот угол 

увеличить до 60? 
 



120. Температура «голубой» звезды 3·10
4
К. Определить интегральную 

интенсивность излучения и длину волны, соответствующую максимуму 

излучательной способности. 
 
121. Приняв температуру поверхности Солнца равной 6000 К, определить энергию, 
излучаемую с одного квадратного метра за секунду и длину волны, 

соответствующую максимуму излучательной способности. 
 
122. Поток энергии, излучаемой из смотрового окошка печи за секунду, равен 34 Вт. 
Найти температуру печи, если площадь отверстия 6 см

2. 
 
123. Средняя величина энергии, теряемой вследствие излучения с одного 

квадратного сантиметра поверхности Земли за минуту, равна 0,55 Дж. Какую 

температуру должно иметь абсолютно черное тело, излучающее такое же 

количество энергии? 
 
124. Печь при температуре 1100 К посылает на измерительный прибор некоторое  
тепловое излучение. Какова должна быть температура печи, чтобы получаемое 

прибором излучение увеличилось в два, четыре и шестнадцать раз? 
 
125. Максимальная лучеиспускательная способность абсолютность черного тела 
приходится на длину волны 800 нм. Какая мощность должна быть подведена к 

этому телу, поверхность которого 100 см
2
, чтобы поддерживать его при постоянной 

температуре. 
 
126. Вследствие изменения температуры абсолютно черного тела, максимум 
испускательной способности сместился с 500 нм на 750 нм. Во сколько раз 

уменьшилась суммарная мощность излучения? 
 
127. Какая доля энергии фотона израсходована на работу вырывания фотоэлектрона, 
если красная граница фотоэффекта равна 307 нм и кинетическая энергия 

фотоэлектрона I эВ? 
 
128. Калий (работа выхода 2 эВ) освещается монохроматическим светом с длиной 
волны 509 нм. Определить максимально возможную кинетическую энергию 

фотоэлектронов. 
 
129. Определить работу выхода электрона из цезия и серебра, если красная граница 
фотоэффекта у этих металлов составляет соответственно 660 нм и 260 нм. 
 
130. Определить энергию, импульс и массу фотона, длина волны которого 
соответствует видимой части спектра с длиной волны 500 нм. 
 
131. Определить давление света на стенки электрической стоваттной лампы. Колба 
лампы представляет собой сферический сосуд радиусом 5 см. Стенки лампы 



отражают 10 %    падающего на них света. Считать, что вся потребляемая мощность 

идет на излучение. 
 
132. На поверхность площадью 100 см2 ежеминутно падает 63 Дж световой энергии. 
Найти величину светового давления, если поверхность полностью отражает все 

лучи и если полностью поглощает все лучи. 
 
133. Давление света с длиной волны 600 нм на черную поверхность равно 2,2·10-
7Н/м

2
. Сколько фотонов падает на I см

2
за одну секунду? 

 
6. КВАНТОВАЯ ФИЗИКА И ФИЗИКА АТОМА 

 
134. Определить длину волны, соответствующую границе серии Бальмера для 
водорода. Выделить эту спектральную линию на схеме энергетических уровней 

атома водорода. Постоянная Ридберга равна 1,097·107м-1.  
 
135. Найти наибольшую и наименьшую длины волн в первой инфракрасной серии 
спектра водорода (серии Пашена). Начертить схему энергетических уровней атома 

водорода. 
136. Атом водорода в основном состоянии поглотил квант света с длиной волны 
121,5 нм. Определить радиус электронной орбиты возбужденного атома водорода. 
 
137. Вычислить энергию фотона, испускаемого при переходе электрона в атоме 
водорода с третьего энергетического уровня на первый. 
 
138. Определить длины волн де Бройля для электрона и протона, движущихся со 
скоростью 1000 км/с. Масса электрона 9,1·10

-31
кг, масса протона 1,67·10

-27кг. 
 
139. Какую ускоряющую разность потенциалов должен пройти электрон, чтобы 
длина волны де Бройля была равна 0,10 нм ? 
 
140. Определить длину волны де Бройля для электрона, движущегося по круговой 
орбите атома водорода, находящегося в основном состоянии. 
 
141. Электрон, движущийся со скоростью 6·10

6
м/с, попадает в продольное 

ускоряющее однородное электрическое поле напряженностью 5 В/см. Какое 

расстояние должен пройти электрон в таком поле, чтобы его длина волны стала 

равной 0,10 нм? 
 
142. Рассчитать дебройлевскую длину волны для протона с кинетической энергией, 
равной энергии покоя электрона 0,51МэВ.  
 
143. Найти коротковолновую границу непрерывного рентгеновского спектра, если 
известно, что уменьшение приложенного к рентгеновской трубке напряжения на 23 

кВ увеличивает искомую длину волны в два раза. 



 
144. Найти длину волны коротковолновой границы сплошного рентгеновского 
спектра, если скорость электронов, подлетающих к антикатоду трубки, составляет 

0,85 скорости света. 
 
145. Для определения постоянной Планка к рентгеновской трубке приложили 
напряжение 16 кВ и определили минимальную длину волны сплошного 

рентгеновского излучения     (λмин =77,6 пм). Вычислить по этим данным 

постоянную Планка. 
 
146. Частица в потенциальной яме шириной l находится в возбужденном состоянии 
(n=2). 
Вычислить вероятность нахождения частицы в крайней четверти ямы. 
46. Частица в потенциальной яме находится в основном состоянии. Какова 

вероятность обнаружить частицу в крайней трети ямы? 
147. В одномерной потенциальной яме шириной l находится электрон. Найти 
вероятность нахождения электрона на первом энергетическом уровне в интервале 

l/4,       равноудаленном от стенок ямы. 
 
148. Вычислить величину момента импульса L орбитального движения электрона, 
находящегося в атоме водорода в s-состоянии и в p-состоянии. 
 
149. Частица в потенциальной яме шириной l находится в низшем возбужденном 
состоянии. Определить вероятность нахождения частицы в интервале l/4, 
равноудаленном от стенок ямы. 
 
150. Определить возможные значения проекции момента импульса LZ орбитального 
движения электрона в атоме водорода на направление внешнего магнитного поля. 

Электрон находится в d-состоянии. 
 
151. Электрон находится в одномерной прямоугольной потенциальной яме шириной 
l 
с бесконечно высокими стенками. Определить вероятность обнаружения электрона 

в средней трети ямы, если электрон находится в возбужденном состоянии (n=3). 
 

 
 

7. ЭЛЕМЕНТЫ ЯДЕРНОЙ ФИЗИКИ 
 
152. Активность препарата пропорциональна числу ядер, распадающихся за 
секунду. Во сколько раз уменьшится активность препарата стронция 38Sr 90 через 100 
лет? Период полураспада равен 28 лет. 
 
153. Сколько -частиц испускает в течение одного часа 1 мкг изотопа 11Na24

, период 

полураспада которого составляет 15 часов? 



 
154. Препарат 92U

238  массой 1 г излучает 1,24·104  -частиц в секунду.  Найти 
период полураспада этого изотопа урана и активность препарата. 
 
155. Найти число распадов за одну секунду в 1 г радия, период полураспада 
которого 1590 лет. Молярная масса радия 0,226 кг/моль. 
 
156. Активность препарата пропорциональна числу ядер, распадающихся за одну 
секунду. Во сколько раз уменьшится активность иода 53J

124 спустя 12 суток? Период 
полураспада равен четырем суткам. 
 
157. Сколько -частиц испускается в течение суток при распаде изотопа фосфора 
15P

32  массой 1 мкг? Период полураспада 14,3 суток. 
158. Активность препарата уменьшилась в 256 раз. Сколько периодов полураспада 
составляет промежуток времени, за который произошло такое уменьшение 

активности? 
 
159. За один год начальное количество радиоактивного вещества уменьшилось в три 
раза. Во сколько раз оно уменьшится за два года? 
60. Какая доля начального количества радиоактивного вещества останется 

нераспавшейся через промежуток времени, равный двум периодам полураспада?  
 
160. Дефект массы ядра 7N

15 равен 0,12396 а.е.м. Определить массу атома.                              
( m  1H

1 = 1,00783 а.е.м.;  m  0n
1 
= 1,00867 а.е.м.). 

 
161. Найти удельную энергию связи ядра 6C

12
, если известно, что m 1H

1  = 1,00783 
а.е.м.;     m 0n1 = 1,00867 а.е.м.; m 12C

6 
= 12,00000 а.е.м. 

 
162. Рассчитать массу нейтрального атома, если ядро его состоит из трех протонов и 
двух нейтронов, а энергия связи ядра равна 26,З Мэв. (m 1H

1 
= 1,00783 а.е.м.; m 0n

1 = 
1,00867 а.е.м.). 
 
163. Определить энергию связи ядра изотопа кислорода 8O

16
, если m 1H

1 = 1,00783 
а.е.м.;  
m  0n

1 = 1,00867 а.е.м.; m 8O
16 
= 1 5,99491 а.е.м. 

 
164. Определить энергию связи, приходящуюся на один нуклон ядра атома 11Na23, 
если     m 11Na23 = 22,98977а.е.м.; m 1H

1 
= 1,00783 а.е.м.;                         m 0n

1 = 1,00867 
а.е.м. 
 
165. Найти дефект массы, энергию связи и удельную энергию связи ядра 3Li7

, если 

известно, что m 3Li7 
=7,01601 а.е.м.; m 1H

1 
= 1,00783 а.е.м.; m 0n

1 
= 1,00867 а.е.м. 

 



166. Энергия связи электрона с ядром невозбужденного атома водорода 1H
1 равна 

13,6 эВ. Определить, насколько масса атома водорода меньше суммы масс 

свободных протона и электрона. 
 
167. Вычислить дефект массы и энергию связи ядра 5B

11
,если известны следующие 

массы: m 5B
11 = 11,00931 а.е.м.; m 1H

1 
= 1,00783 а.е.м.; m 0n

1 
= 1,00867 а.е.м. 

 
168. Найти энергию, которую нужно затратить для отрыва нейтрона от ядра 11Na23, 
если известны следующие массы: m 0n

1 
= 1,00867 а.е.м.; m 11Na23 

= 22,98977 а.е.м.; m 

11Na22 = 21,99444 а.е.м. 
 
169. Найти энергию отрыва нейтрона от ядра 2He4

,если известны массы: m 0n 1= 
1,00867 а.е.м.; m  2He4 

= 4,00260 а.е.м.; m 2He3 
= 3,01603 а.е.м. 

 
170. Найти энергию, необходимую для удаления одного протона из ядра 8O

16 

(8O
16
7N

15 +1H
1).  m 1H

1 = 1,00783 а.е.м.; m 8O
16 = 15,99491 а.е.м.; m 7N

15 = 15,00011 
а.е.м. 
 
171. Найти изменение массы при следующей ядерной реакции:  
13Al27 + 2He4

15P
30 + 0n

1, если m 13Al27 =2 6,98154 а.е.м.; m 2He4 = 4,00260 а.е.м.; m 
15P

30= 29,97263 а.е.м.; m  0n 1= 1,00867 а.е.м. 
 
172.Вычислить энергетический эффект ядерной реакции: 1H2 +1H32He4 +0n

1
, если  

m 1H
2 
= 2,01410 а.е.м.; m 1H

3 
=3,01605 а.е.м.; m 0n

1 
=1,00867 а.е.м.; m 2He4 = 4,00260 

а.е.м. 
 
173. В термоядерном реакторе с дейтериевым горючим может происходить 
вторичная термоядерная реакция 2He3 + 1H

2
 2He4 + 1H

1
. Вычислить энергию этой 

реакции.             (m 2He3 
= 3,01603 а.е.м.; m 1H

2 
= 2,01410 а.е.м.; m  2He4 = 4,00260 

а.е.м.; m 1H
1 = 1,00783 а.е.м.). 

 
174. Вычислить энергию ядерной реакции 7N

14 + 0n
1
 6C

14 +1H
1. (m  7N

1 4= 
14,00307а.е.м.; m  0n

1 
=1,00867 а.е.м ; m  6C

14
= 14,00324 а.е.м.;                          m  1H

1= 
1,00783 а.е.м.). 
 
175. Определить энергию ядерной реакции  3Li6 + 1H

2
2He4 +2He4. (m  3Li6 = 6,01513 

а.е.м.; m 1H 2= 2,01410 а.е.м.; m 2He4 
=4 ,00260 а.е.м.). 

 
176. Какую минимальную энергию должен иметь квант для вырывания нейтрона из 
ядра 6C

14
?  Известны массы: m  6C

14 
= 14,00324 а.е.м.; m            0n

1
= 1,00867 а.е.м.; m  

6С
13
6 = 13,00335а.е.м. 

 
177. Какую минимальную энергию необходимо затратить, чтобы разделить 6C

12 на 
три равные части.( m 6C

12
= 12,00000 а.е.м.; m 2He4

= 4,00260 а.е.м.). 



 
178. Определить энергию ядерной реакции  20Ca14 +1H

1
 19K

41 + 2He4. (m  20Ca4 4=  
43,95549 а.е.м.; m  1H

1 
= 1,00783 а.е.м.; m  2He4 

= 4,00260 а.е.м.; m  19K
41= 40,96184 

а.е.м.) 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 
 

Приложение 1  
Некоторые физические постоянные 

 
Физическая постоянная Обозначение Значение 

Скорость света в вакууме c 3.00·10
8 м/с 

Гравитационная постоянная G 6.67·10
-11 м3

/(кг·с
2) 

Число Авогадро NА 6.02·10
23 моль-1 

Молярная газовая постоянная R 8.31 Дж/(моль·К) 
Постоянная Больцмана k 1.38·10

-23 Дж/К 
Атомная единица массы 1а.е.м. 1.660·10

-27 кг 
Элементарный заряд e 1.60·10

-19 Кл 
Масса покоя электрона me 9.11·10-31 кг 
Масса покоя протона mр 1.67·10-27 кг 
Электрическая постоянная 0 8.85·10

-12 Ф/м 
Магнитная постоянная 0 4·10-7 Гн/м 
Постоянная Планка h 

ħ 
6.63·10

-34 Дж/c 
1.05·10

-34 Дж/c 
 

Приложение 2  
Множители и приставки для образования десятичных кратных и дольных единиц 

и их наименования 
 

Приставка 
Мно

жи-
тель 

Приставка 
Мно

жи-
тель 

Наименов

ание 

Обозначение 
Наименов

ание 

Обозначение 

русское 
между-
народное 

русское 
между-
народное 

экса Э E 1018 
деци д d 10-1 

пэта П P 1015 
санти с c 10-2 

тера Т T 1012 милли м m 10-3 
гига Г G 109 микро мк  10-6 
мега М M 106 нано н n 10-9 
кило к k 103 пико п p 10-12 
Гекто г h 102 фемто ф f 10-15 
Дека да da 101 атто а a 10-18 
П р и м е ч а н и е: Приставки гекто, дека, деци и санти допускается применять только в 
наименованиях кратных и дольных единиц, уже получивших широкое распространение 

(гектар, декалитр, дециметр, сантиметр и др.) 
 



Приложение 3 
Единицы физических величин, имеющие собственные наименования 

 

Величина 
Единица 

Наименование Обозначение 
Длина метр м 
Масса килограмм кг 
Время секунда с 
Плоский угол радиан рад 
Телесный угол стерадиан ср 
Сила, вес ньютон Н 
Давление паскаль Па 
Напряжение (механическое) паскаль Па 
Модуль упругости паскаль Па 
Работа, энергия джоуль Дж 
Мощность ватт Вт 
Частота колебаний герц Гц 
Термодинамическая температура кельвин К 
Разность температур кельвин К 
Теплота, количество теплоты джоуль Дж 
Количество вещества моль моль 
Электрический заряд кулон Кл 
Сила тока ампер А 
Потенциал электрического поля, электрическое 
напряжение 

вольт В 

Электрическая емкость фарад Ф 
Электрическое сопротивление ом Ом 
Электрическая проводимость сименс См 
Магнитная индукция тесла Тл 
Магнитный поток вебер Вб 
Индуктивность генри Гн 
Сила света кандела кд 
Световой поток люмен лм 
Освещенность люкс лк 
Поток излучения ватт Вт 
Поглощенная доза излучения (доза излучения) грэй Гр 
Активность изотопа беккерель Бк 
 



Приложение 4 
 

Внесистемные единицы 
 

Наименование величины 
Единица 

Наименование Обозначение 
Соотношение с 

единицей СИ 
Масса тонна 

атомная единица массы 
т 
а.е.м. 

103 кг 
1.6610-27 кг 

Время минута 
час 
сутки 

мин 
ч 
сут 

60 с 
3600 с 
86400 с 

Плоский угол градус 
минута 
секунда 
град 

… 
… 
… 
град 

1.74·10-2 рад 
2.91·10-4 рад 
4.85·10-6 рад 
(/200) рад 

Объем, вместимость литр Л 10-3 м3 
Длина астрономическая единица 

световой год 
парсек 

а.е. 
св. год 
пк 

1.50·1011 м 
9.46·1015 м 
3.08·1016 м 

Оптическая сила диоптрия Дптр 1 м
-1 

Площадь гектар Га 104 м2 
Энергия электрон-вольт эВ 1.60·10-19 Дж 
Полная мощность вольт-ампер В·А  
П р и м е ч а н и е: Единицы времени (минуту, час, сутки), плоского угла (градус, минуту, 
секунду), астрономическую единицу, световой год, диоптрию и атомную единицу массы не 

допускается применять с приставками. 

 

Приложение 5 
Плотность некоторых твердых тел 

 
Твердое тело Плотность, г/см

3 
Твердое тело Плотность, г/см

3 

Алюминий 2.70 Цезий 1.90 
Барий 3.50 Каменная соль 2,2 
Ванадий 6.02 Латунь 8,55 
Висмут 9.80 Марганец 7,40 
Железо (чугун, сталь) 7.88 Платина 21,4 
Литий 0.53 Золото 19,3 
Медь 8.93 Висмут 9,8    
Никель 8.90 Уран 18,7 
Свинец 11.3 Цинк 7.15 
Серебро 10.5 Вольфрам 19,3 

 
 
 
 
 



Приложение 6 
 

Плотность некоторых жидкостей и газов 
 

Жидкость  
(при 15 С) 

Плотность, 
 г/см3 

Газ (при нормальных 

условиях 
Плотность, 

 кг/м3 
Вода ( дистиллированная 

при 4С) 
1.00 Водород 0.09 

Глицерин 1.26 Воздух 1.29 
Керосин 0.8 Гелий 0.18 
Ртуть 13.6 Аргон 1,78 
Масло (оливковое, 

смазочное) 
0.9 Азот 1,25 

Масло касторовое 0.96 Кислород 1.43 
Сероуглерод 1.26   
Эфир 0.7   
Спирт 0.80   

 
Приложение 7 

 
Удельное сопротивление ρ некоторых материалов 

 

Материал 
Удельное 

сопротивление, 

Ом·м 
Материал 

Удельное 

сопротивление, 

Ом·м 
Алюминий 2,53·10

-8 Ртуть 9,6·10
-7 

Алюминий провод 2,87·10
-8 Свинец 2,08·10

-7 
Бумага 1015 Серебро 1,6·10

-8 
Вода 

дистиллированная 
104 Сталь литая 1,3·10

-7 

Вода морская 0,3 Сталь чистая 1,01·10
-7 

Вольфрам 5,5·10
-8 Стекло 1011 

Графит 3,9·10
-6 Стекло кварцевое 1016 

Железо чистое 9,8·10
-8 

Угольные щётки 4·10
-5 

Железо 8,7·10
-8 Цинк 5,9·10

-8 
Золото 2,2·10

-8 Чугун серый 1·10
-6 

Константан 5·10
-7 Никель 8,7·10

-8 
Масло парафиновое 1014 Нихром 1,12·10

-6 
Магний 4,4·10

-8 Олово 1,2·10
-7 

Манганин 4,3·10
-7 Платина 1,07·10

-7 
Медь 1,72·10

-8 Медь провод 1,78·10
-8 

 

 

 

 

 

 



Приложение 8 

Диэлектрическая проницаемость некоторых веществ 

 

Вещество Проницаемость Вещество Проницаемость 
Ацетон 21,4 Парафин 2,0 
Вакуум 1,0 Парафинированная 

бумага 
2,0 

Воздух 1,000594 Полиэтилен 2,2 
Вода 81 Слюда 7,0 
Вода 

дистиллированная 
31 Спирт этиловый  25,1 

Воск 7,8 Спирт метиловый 33,5 
Керосин 2,0 Стекло 7,0 
Масло 5,0 Фарфор 5,0 
Масло 

трансформаторное 
2,2 Эбонит 2,6 

 
Приложение 9 

Греческий алфавит 
 
Обозначения букв Название букв Обозначения букв Название букв 

A,  Альфа N,  ню 
B,  Бета ,  кси 
Г,  Гамма O, o омикрон 
,  Дэльта П,  пи 
E,  Эпсилон P,  ро 
Z,  Дзета ,  сигма 
H,  Эта T,  тау 
,  Тэта ,  ипсилон 
J, i Иота ,  фи 

K,  Каппа X,  хи 
,  Ламбда ,  пси 
M,  Ми ,  омега 
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1. ЦЕЛЬ И ЗАДАЧИ ДИСЦИПЛИНЫ 
 
1.1. Цель дисциплины 
 
Цель дисциплины: формирование научного и практического 

представления о структуре и свойствах материалов, овладение навыками 

решения задач, возникающие при выполнении профессиональных функций. 
 
1.2. Задачи изучения дисциплины 
 
Основная задача дисциплины – подготовка студентов к применению 

навыков разработки систем по обеспечению экологической и промышленной 

безопасности при производстве работ по эксплуатационной разведке, добыче 

и переработке твердых полезных ископаемых, строительству и эксплуатации 

подземных объектов. 
Для этого необходимо:   
- развитие у обучаемых знаний и навыков, необходимых для выбора 

материалов; 
- ознакомление обучаемых с методами стандартных испытаний по 

определению физико-механических свойств и технологических показателей 

используемых материалов и готовых изделий; 
- обучение студентов применению полученных практических и 

теоретических знаний при обеспечении качества и надежности горных 

машин и оборудования. 
 
1.3. Место дисциплины в структуре ОПОП 
 
Место дисциплины в структуре ОПОП: Дисциплина 

«Материаловедение в машиностроении» является дисциплиной обязательной 

части Блока 1 «Дисциплины (модули)» учебного плана по направлению 

подготовки 21.05.04 Горное дело  специализация Открытые горные работы. 
 
1.4. Компетенции, формируемые в процессе изучения дисциплины 
 
В процессе изучения дисциплины формируются 

общепрофессиональные компетенции и индикаторы достижения 

компетенции. 
ПК-1.1: Способен демонстрировать знание и понимание 

фундаментальных наук, а также знания в междисциплинарных областях, 

позволяющие решать современные прикладные инженерные задачи  
В результате изучения дисциплины студенты должны: 
Знать: 

 общую классификацию материалов, их характерные свойства, 

области применения; 
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 типовые методы измерения параметров и свойств материалов; 
Уметь:  
 выбирать материалы с необходимым комплексом физико-

механических характеристик; 
 проводить измерения параметров материалов; 

Владеть: 
 навыками выбора материалов с необходимым комплексом 

физико-механических характеристик; 
 навыками проведения измерений параметров материалов; 
 навыками использования технической и справочной литературы 

для выбора материалов. 
 

2. СОДЕРЖАНИЕ ДИСЦИПЛИНЫ 
 

2.1. Наименование и содержание тем 
 

Тема 1: Строение, свойства и кристаллизация материалов.  
Аморфная и кристаллическая структура. Кристаллизация и структура 

металлов и сплавов. Виды сплавов. Диаграммы состояния сплавов. 

Диаграмма железо-углерод. Технологии термической обработки: отжиг, 

закалка, отпуск, нормализация. Поверхностная закалка; химико-термическая 

обработка. Деформация и разрушение. Виды деформации, диаграмма 

деформации. Твердость, усталость, выносливость и износостойкость. 
Тема 2: Конструкционные металлы и сплавы. Композиционные 

материалы. 
Углеродистые и легированные конструкционные стали. Чугуны. 

Цветные металлы и их сплавы. Стекло и керамика. Пластмассы и полимеры. 

Классификация и виды композиционных материалов. 
 
2.2. Распределение часов по темам и видам занятий  
 

Тематический план изучения дисциплины для студентов очной формы 

обучения 
 

№ Тема 

Контактная работа 

обучающихся  
с преподавателем, час 

Самостояте

льная 

работа 
лекции практич. занятия/  

1.  Строение, свойства и 

кристаллизация 

материалов.  

8 8 54 

2.  Конструкционные металлы 

и сплавы. Композиционные 

материалы. 

10 10 54 
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 ИТОГО 18 18 108 
 

Освоение дисциплины предусматривает репродуктивные 

(информационные лекции, опросы, работа с книгой и т.д.); активные 

(доклады, работа с информационными ресурсами). 
 
 
3. РЕКОМЕНДАЦИИ ПО САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ ПОДГОТОВКЕ 

СТУДЕНТОВ 
 
Самостоятельная работа студентов по дисциплине «Материаловедение 

в машиностроении» позволяет сформировать знания, умения и навыки 

студентам, обучающимся по направлению подготовки 15.03.06 Мехатроника 

и робототехника в области представления о структуре и свойствах 

материалов, овладения навыками решения задач, возникающих при 

выполнении профессиональных функций. Проверка знаний материала 

лекционных и практических занятий проводится в виде тестирования. 
Основные цели самостоятельной работы: 
- систематизация и закрепление теоретических знаний и практических 

умений обучающихся; 
- углубление и расширение теоретических знаний, формирование 

умений использовать справочную документацию и дополнительную 

литературу; 
- развитие познавательных способностей и активности обучающихся, 

творческой инициативы, самостоятельности, ответственности и 

организованности; 
- формирование самостоятельного мышления; 
- развитие исследовательских умений. 
Особую важность приобретают умения обучающихся выбирать 

материалы для профессиональной деятельности, определять основные 

свойства материалов по маркам, знание свойств, классификации, 

характеристики применяемых в профессиональной деятельности материалов, 

самостоятельное применение полученных знаний и умений на практике. 

Методические рекомендации помогут обучающимся целенаправленно 

изучать материал по теме, определять свой уровень знаний и умений при 

выполнении самостоятельной работы. 
 
3.1. Методические рекомендации по самостоятельной подготовке 

теоретического материала 
 
Основной формой изучения курса является самостоятельная работа 

студента с книгой. Вначале следует ознакомиться с программой курса, затем 
прочитать соответствующие разделы по учебнику. При изучении раздела 
необходимо усвоить основные понятия, термины, внимательно рассмотреть 
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примеры и выводы. Усвоив тот или иной раздел учебника необходимо 
ответить на вопросы для самопроверки, приведённые в настоящих 
методических указаниях. Вопросы для самопроверки обращают внимание 
студента на наиболее важные разделы курса и дают возможность установить, 
всё ли главное им усвоено. 

Самостоятельная работа студентов по изучению отдельных тем 

дисциплины включает поиск учебных пособий по данному материалу, 

проработку и анализ теоретического материала, самоконтроль знаний по 

данной теме с помощью нижеприведенных контрольных вопросов и заданий. 
 
Контрольные вопросы   
  
1. В чем сущность металлического, ионного и ковалентного типов 

связи?  
2. Каковы характерные свойства металлов и чем они определяются?  
3. Что такое элементарная ячейка?  
4. Что такое полиморфизм?  
5. Что такое параметр кристаллической решетки, плотность упаковки 

и координационное число?  
6. Что такое мозаичная структура?  
7. Виды дислокаций и их строение.  
8. Каковы термодинамические условия фазового превращения?  
9. Каковы параметры процесса кристаллизации?  
10. Что такое переохлаждение? 
11. Что такое компонент, фаза, физико-химическая система, число 

степеней свободы?  
12. Приведите объяснение твердого раствора, механической смеси, 

химического (металлического) соединения.  
13. Что представляют собой твердые растворы замещения и 

внедрения? 4. Как строятся диаграммы состояния?  
14. Объясните принцип построения кривых нагревания и охлаждения 

с помощью правила фаз.  
15. Начертите и проанализируйте диаграмму состояния для случая 

образования непрерывного ряда твердых растворов.  
16. Начертите и проанализируйте диаграмму состояния для случая 

полной нерастворимости компонентов в твердом состоянии.  
17. Начертите и проанализируйте диаграмму состояния для случая 

образования эвтектики, состоящей из ограниченных твердых растворов.  
18. Каким образом определяются состав фаз и их количественное 

соотношение? 
19. Чем объясняется назначение процесса улучшения для 

конструкционной стали?  
20. Как влияет степень легирования на механические свойства 

улучшаемой стали?  
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21. Какие требования предъявляются к рессорно-пружинным сталям? 
22. Какие вы знаете износостойкие стали? 
23. Каковы требования, предъявляемые к нержавеющим сталям? 
24. Что такое композиты?  
25. Как подразделяют композиты в зависимости от формы и размеров 

наполнителя?  
26. Как подразделяют композиты по виду матрицы?  
27. От чего зависят механические свойства композитов?  
28. Какие композиционные материалы используют для работы при 

высоких температурах (жаропрочные)? 
29. Что лежит в основе классификации полимеров?  
30. Какие материалы относятся к обратимым и необратимым 

полимерам?  
31. Какие вы знаете наполнители пластмасс?  
32. Для чего вводят в пластмассы отвердители?  
33. Приведите примеры пластиков с твердыми наполнителями.  
34. Укажите область применения термопластов и реактопластов.  
35. В чем преимущества пластмасс по сравнению с металлическими 

материалами? Каковы их недостатки? 
 
3.2. Методические рекомендации по подготовке к практическим 

занятиям  
 
Самостоятельная работа студентов по подготовке к практическим 

занятиям, включает проработку и анализ теоретического материала, а также 

самоконтроль знаний по теме практического занятия с помощью 

нижеприведенных контрольных вопросов и заданий. При изучении тем 

дисциплины рекомендуется использовать литературные источники. 
 

Контрольные вопросы   
 

1. Какие вы знаете хладостойкие стали и сплавы? Укажите их состав, 

свойства и назначение.  
2. Какие вы знаете жаропрочные и жаростойкие стали и сплавы? 

Укажите их состав, свойства и назначение.  
3. Какие вы знаете материалы с высокой твердостью? Укажите их 

состав, свойства и назначение.  
4. Какие требования предъявляются к сплавам с высокой упругостью? 

Приведите примеры таких сплавов с указанием их состава, структуры, 

свойств и области применения.  
5. Приведите примеры сплавов с особенностями теплового 

расширения. Их состав, свойства и назначение.  
6. Какие вы знаете сплавы с заданными упругими свойствами? Их 

состав, свойства и назначение.  
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7. Каковы особенности титановых сплавов и области их применения?  
8. Какой термической обработке подвергают сплавы на основе 

титана?  
9. Приведите примеры сплавов на основе титана. Укажите их состав, 

обработку, свойства и область применения.  
10. Высокопрочные стали. 
11. Как классифицируются конструкционные стали по технологии 

термической обработки?  
12. Какие требования предъявляются к цементуемым изделиям? 
13. Чем определяется выбор марки цементуемой стали для изделий 

различного назначения?  
14. Какова термическая обработка цементуемых деталей? 
15. Приведите определения основных процессов термической 

обработки: отжига, нормализации и закалки.  
16. Какие вам известны разновидности процесса отжига и для чего они 

применяются?  
17. Какова природа фазовых и термических напряжений?  
18. Какие вам известны разновидности закалки и в каких случаях они 

применяются?  
19. Каковы виды и причины брака при закалке?  
20. Какие Вам известны группы охлаждающих сред и каковы их 

особенности?  
21. От чего зависит прокаливаемость стали и в чем ее технологическое 

значение? 
22. Какие вам известны технологические приемы уменьшения 

деформации при термической обработке?  
23. Для чего и как производится обработка холодом?  
24. . В чем сущность и особенности термомеханической обработки. 
 

3.3. Методические рекомендации по подготовке практико-
ориентированного задания 
 

Необходимо уяснить принципы обозначения сталей и сплавов. 

Обратить внимание на различение обозначений конструкционных и 

инструментальных сталей. Помнить, что одна и та же буква может 

обозначать различные легирующие элементы в обозначениях сталей и 

цветных металлов.  
 

Примерные практико-ориентированные задания  
1. Расшифруйте состав и марку сплавов КЧ30-6 и А12 
2. Расшифруйте состав и марку сплавов 8Х18Н9АТ и 8Х18Н9ТА 
3. Расшифруйте состав и марку сплавов 12ХГ2МТР и ТТ15К6 

 
3.4. Контроль знаний студентов 
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Экзамен – форма контроля промежуточной аттестации, в результате 

которого обучающийся получает оценку по четырехбалльной шкале: 

«отлично», «хорошо», «удовлетворительно», «неудовлетворительно». 
Цель экзамена – завершить курс изучения дисциплины, проверить 

сложившуюся у обучающегося систему знаний, понятий, отметить степень 

полученных знаний, определить сформированность компетенций.  
Для того чтобы быть уверенным на экзамене, необходимо ответы на 

наиболее трудные, с точки зрения обучающегося, вопросы подготовить 

заранее и тезисно записать. Запись включает дополнительные ресурсы 

памяти. 
К экзамену необходимо начинать готовиться с первой лекции, 

практического занятия, так как материал, набираемый памятью постепенно, 

неоднократно подвергавшийся обсуждению, образует качественные знания, 

формирует необходимые компетенции. 
При подготовке к экзамену следует пользоваться конспектами лекций, 

учебниками. Прежде всего, необходимо запоминать определение каждого 

понятия, так как именно в нем фиксируются признаки, показывающие его 

сущность и позволяющие отличать данную категорию от других. В процессе 

заучивания определений конкретных понятий обучающийся «наращивает» 

знания. Материаловедение имеет свою систему понятий, и обучающийся 

через запоминание конкретной учебной информации приобщается к данной 

системе, «поднимается» до ее уровня, говорит на ее языке (не пытаясь 

объяснить суть той или иной категории с помощью обыденных слов). 
Однако преподаватель на эк замене проверяет не столько уровень 

запоминания учебного материала, сколько то, как обучающийся понимает те 

или иные категории и реальные проблемы, как умеет мыслить, 

аргументировать, отстаивать определенную позицию, объяснять заученную 

дефиницию. 
Таким образом, необходимо разумно сочетать запоминание и 

понимание, простое воспроизводство учебной информации и работу мысли. 
Для того чтобы быть уверенным на зачете, необходимо ответы на 

наиболее трудные, с точки зрения обучающегося, вопросы подготовить 

заранее и тезисно записать. Запись включает дополнительные ресурсы 

памяти. 
Экзамен по дисциплине - «Материаловедение в машиностроении» 

может проводиться в устной, письменной форме (по билетам, в форме 

компьютерного тестирования, с использованием электронной 

информационно-образовательной среды). На подготовку к устному ответу 

обучающегося дается 40-60 минут в зависимости от объема билета. На 

подготовку ответа в письменной форме – не менее 120 минут.  
При опоздании к началу письменного зачета - обучающийся на зачет не 

допускается. Использование средств связи, «шпаргалок», подсказок на 

зачете- является основанием для удаления обучающегося с зачета, а в 

зачетной ведомости проставляется оценка «не зачтено». 
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Для подготовки к зачету в письменной форме обучающийся должен 

иметь лист (несколько листов) формата А-4. 
Лист (листы) формата А-4, на котором будет выполняться зачетное - 

задание, должен быть подписан обучающимся в начале работы в правом 

верхнем углу. Здесь следует указать: 
- Ф. И. О. обучающегося; 
- группу, курс 
- дату выполнения работы 
- название дисциплины  
Страницы листов с ответами должны быть пронумерованы. 
Проверка письменных работ осуществляется преподавателем, 

проводившим зачет, в течение 3-х рабочих дней после его проведения. 

Результаты письменного зачета - объявляются путем выдачи копии зачетной 

ведомости старосте группы, результаты устного зачета объявляются в 

процессе проведения зачета - после ответа обучающегося. 
 
4. ПЕРЕЧЕНЬ ИНФОРМАЦИОННЫХ ТЕХНОЛОГИЙ, 

ИСПОЛЬЗУЕМЫХ ПРИ ОСУЩЕСТВЛЕНИИ ОБРАЗОВАТЕЛЬНОГО 

ПРОЦЕССА ПО ДИСЦИПЛИНЕ 
 

Профессиональные пакеты программных средств: 
1. Microsoft Windows 8 Professional 
2. Microsoft Office Professional 2010 
3. Microsoft Windows 8.1 Professional 
 

 Информационные справочные системы     
ИПС «КонсультантПлюс» 
ИПС «Гарант» 

 
Базы данных 

Scopus: база данных рефератов и цитирования 
 https://www.scopus.com/customer/profile/display.uri 
Е-library: электронная научная библиотека: https://elibrary.ru 
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ВВЕДЕНИЕ 
 
Данные методические рекомендации необходимы для студентов по направлению 

подготовки 15.03.06 Мехатроника и робототехника при организации самостоятельной 

работы по дисциплине «Прикладное программное обеспечение» в рамках подготовки и 

защиты контрольной работы. 
В методических рекомендациях содержатся особенности организации подготовки 

контрольной работы в виде реферата, требования к его оформлению, а также порядок 

защиты и критерии оценки. 
 
 

ОРГАНИЗАЦИЯ ПОДГОТОВКИ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ (РЕФЕРАТА) 
 

Общая характеристика реферата 
Написание реферата практикуется в учебном процессе в целях приобретения 

студентом необходимой профессиональной подготовки, развития умения и навыков 

самостоятельного научного поиска: изучения литературы по выбранной теме, анализа 

различных источников и точек зрения, обобщения материала, выделения главного, 

формулирования выводов и т. п. С помощью реферата студент может глубже постигать 

наиболее сложные проблемы дисциплины, учится лаконично излагать свои мысли, 

правильно оформлять работу, докладывать результаты своего труда.  
В «Толковом словаре русского языка» дается следующее определение: «реферат – 

краткое изложение содержания книги, статьи, исследования, а также доклад с таким 

изложением». 
Различают два вида реферата:  
 репродуктивный – воспроизводит содержание первичного текста в форме 

реферата-конспекта или реферата-резюме. В реферате-конспекте содержится фактическая 

информация в обобщённом виде, иллюстрированный материал, различные сведения о 

методах исследования, результатах исследования и возможностях их применения. В 

реферате-резюме содержатся только основные положения данной темы; 
 продуктивный – содержит творческое или критическое осмысление 

реферируемого источника и оформляются в форме реферата-доклада или реферата-обзора. 

В реферате-докладе, наряду с анализом информации первоисточника, дается объективная 

оценка проблемы, и он имеет развёрнутый характер. Реферат-обзор составляется на основе 

нескольких источников и в нем сопоставляются различные точки зрения по исследуемой 

проблеме. 
Студент для изложения материала должен выбрать продуктивный вид реферата.  
 

Выбор темы реферата 
Студенту предоставляется право выбора темы реферата из рекомендованного 

преподавателем дисциплины списка. Выбор темы должен быть осознанным и 

обоснованным с точки зрения познавательных интересов автора, а также полноты 

освещения темы в имеющейся научной литературе.  
Если интересующая тема отсутствует в рекомендованном списке, то по согласованию с 

преподавателем студенту предоставляется право самостоятельно предложить тему реферата, 

раскрывающую содержание изучаемой дисциплины. Тема не должна быть слишком общей и 

глобальной, так как небольшой объем работы (до 20-25 страниц без учёта приложений) не 

позволит раскрыть ее.  
Начинать знакомство с избранной темой лучше всего с чтения обобщающих работ 

по данной проблеме, постепенно переходя к узкоспециальной литературе. При этом следует 

сразу же составлять библиографические выходные данные используемых источников 

(автор, название, место и год издания, издательство, страницы).  



На основе анализа прочитанного и просмотренного материала по данной теме следует 

составить тезисы по основным смысловым блокам, с пометками, собственными суждениями 

и оценками. Предварительно подобранный в литературных источниках материал может 

превышать необходимый объем реферата.  
 

Формулирование цели и составление плана реферата 
Выбрав тему реферата и изучив литературу, необходимо сформулировать цель 

работы и составить план реферата. 
Цель – это осознаваемый образ предвосхищаемого результата. Возможно, 

формулировка цели в ходе работы будет меняться, но изначально следует ее обозначить, 

чтобы ориентироваться на нее в ходе исследования. Формулирование цели реферата 

рекомендуется осуществлять при помощи глаголов: исследовать, изучить, 

проанализировать, систематизировать, осветить, изложить (представления, сведения), 

создать, рассмотреть, обобщить и т. д. 
Определяясь с целью дальнейшей работы, параллельно необходимо думать над 

составлением плана, при этом четко соотносить цель и план работы. Правильно 

построенный план помогает систематизировать материал и обеспечить последовательность 

его изложения. 
Наиболее традиционной является следующая структура реферата: 
Титульный лист.  
Оглавление (план, содержание). 
Введение. 
1. (полное наименование главы). 

1.1. (полное название параграфа, пункта); 
1.2. (полное название параграфа, пункта).     Основная часть 

2. (полное наименование главы).  
2.1. (полное название параграфа, пункта); 
2.2. (полное название параграфа, пункта). 

Заключение (выводы). 
Библиография (список использованной литературы). 
Приложения (по усмотрению автора).  
Титульный лист оформляется в соответствии с Приложением. 
Оглавление (план, содержание) включает названия всех глав и параграфов (пунктов 

плана) реферата и номера страниц, указывающие их начало в тексте реферата.  
Введение. В этой части реферата обосновывается актуальность выбранной темы, 

формулируются цель и задачи работы, указываются используемые материалы и дается их 

краткая характеристика с точки зрения полноты освещения избранной темы. Объем 

введения не должен превышать 1-1,5 страницы.  
Основная часть реферата может быть представлена двумя или тремя главами, 

которые могут включать 2-3 параграфа (пункта).  
Здесь достаточно полно и логично излагаются главные положения  в используемых 

источниках, раскрываются все пункты плана с сохранением связи между ними и 

последовательности перехода от одного к другому.  
Автор должен следить за тем, чтобы изложение материала точно соответствовало 

цели и названию главы (параграфа). Материал в реферате рекомендуется излагать своими 

словами, не допуская дословного переписывания из литературных источников. В тексте 

обязательны ссылки на первоисточники, т. е. на тех авторов, у которых взят данный 

материал в виде мысли, идеи, вывода, числовых данных, таблиц, графиков, иллюстраций и 

пр.  
Работа должна быть написана грамотным литературным языком. Сокращение слов 

в тексте не допускается, кроме общеизвестных сокращений и аббревиатуры. Каждый раздел 

рекомендуется заканчивать кратким выводом. 



Заключение (выводы). В этой части обобщается изложенный в основной части 

материал, формулируются общие выводы, указывается, что нового лично для себя вынес 

автор реферата из работы над ним. Выводы делаются с учетом опубликованных в 

литературе различных точек зрения по проблеме, рассматриваемой в реферате, 

сопоставления их и личного мнения автора реферата. Заключение по объему не должно 

превышать 1,5-2 страниц. 
Библиография (список использованной литературы) – здесь указывается реально 

использованная для написания реферата литература, периодические издания и электронные 

источники информации. Список составляется согласно правилам библиографического 

описания.  
Приложения могут включать графики, таблицы, расчеты.  

ТРЕБОВАНИЯ К ОФОРМЛЕНИЮ РЕФЕРАТА 
 

Общие требования к оформлению реферата 
Рефераты, как правило, требуют изучения и анализа значительного объема 

статистического материала, формул, графиков и т. п. В силу этого особое значение 

приобретает правильное оформление результатов проделанной работы.  
Текст реферата должен быть подготовлен в печатном виде. Исправления и помарки 

не допускаются. Текст работы оформляется на листах формата А4, на одной стороне листа, 

с полями: левое – 25 мм, верхнее – 20 мм, правое – 15 мм и нижнее – 25 мм. При 

компьютерном наборе шрифт должен быть таким: тип шрифта Times New Roman, кегль 14, 

междустрочный интервал 1,5. 
Рекомендуемый объем реферата – не менее 20 страниц. Титульный лист реферата 

оформляется студентом по образцу, данному в приложении 1. 
Текст реферата должен быть разбит на разделы: главы, параграфы и т. д. Очередной 

раздел нужно начинать с нового листа. 
Все страницы реферата должны быть пронумерованы. Номер страницы ставится 

снизу страницы, по центру. Первой страницей является титульный лист, но на ней номер 

страницы не ставится. 
 

Таблицы 
Таблицы по содержанию делятся на аналитические и неаналитические. 

Аналитические таблицы являются результатом обработки и анализа цифровых 

показателей. Как правило, после таких таблиц делается обобщение, которое вводится в 

текст словами: «таблица позволяет сделать вывод о том, что…», «таблица позволяет 

заключить, что…» и т. п. 
В неаналитических таблицах обычно помещаются необработанные статистические 

данные, необходимые лишь для информации и констатации фактов. 
Таблицы размещают после первого упоминания о них в тексте таким образом, чтобы 

их можно было читать без поворота работы или с поворотом по часовой стрелке. 
Каждая таблица должна иметь нумерационный и тематический заголовок. 

Тематический заголовок располагается по центру таблицы, после нумерационного, 

размещённого в правой стороне листа и включающего надпись «Таблица» с указанием 

арабскими цифрами номера таблицы. Нумерация таблиц сквозная в пределах каждой 

главы. Номер таблицы состоит из двух цифр: первая указывает на номер главы, вторая – на 

номер таблицы в главе по порядку (например, «Таблица 2.2» – это значит, что 

представленная таблица вторая во второй главе). 
Цифры в графах таблиц должны проставляться так, чтобы разряды чисел во всей 

графе были расположены один под другим. В одной графе количество десятичных знаков 

должно быть одинаковым. Если данные отсутствуют, то в графах ставят знак тире. 



Округление числовых значений величин до первого, второго и т. д. десятичного знака для 

различных значений одного и того же наименования показателя должно быть одинаковым. 
Таблицу с большим количеством строк допускается переносить на другую страницу, 

при этом заголовок таблицы помещают только над ее первой частью, а над переносимой 

частью пишут «Продолжение таблицы» или «Окончание таблицы». Если в работе 

несколько таблиц, то после слов «Продолжение» или «Окончание» указывают номер 

таблицы, а само слово «таблица» пишут сокращенно, например, «Продолжение табл. 1.1», 

«Окончание табл. 1.1».  
На все таблицы в тексте реферата должны быть даны ссылки с указанием их 

порядкового номера, например, «…в табл. 2.2». 
 

Формулы 
Формулы – это комбинации математических знаков, выражающие какие-либо 

предложения.  
Формулы, приводимые в реферате, должны быть наглядными, а обозначения, 

применяемые в них, соответствовать стандартам. 
Пояснения значений символов и числовых коэффициентов следует приводить 

непосредственно под формулой, в той последовательности, в какой они даны в формуле. 
Значение каждого символа и числового коэффициента дается с новой строки. Первую 

строку объяснения начинают со слова «где» без двоеточия после него. 
Формулы и уравнения следует выделять из текста свободными строками. Если 

уравнение не умещается в одну строку, оно должно быть перенесено после знака равенства (=) 

или после знака (+), минус (–), умножения (х) и деления (:). 
Формулы нумеруют арабскими цифрами в пределах всей реферата или главы. В 

пределах реферата используют нумерацию формул одинарную, в пределах главы – 
двойную. Номер указывают с правой стороны листа на уровне формулы в круглых скобках.  

В тексте ссылки на формулы приводятся с указанием их порядковых номеров, 

например: «…в формуле (2.2)» (второй формуле второй главы). 
 

Иллюстрации 
Иллюстрации позволяют наглядно представить явление или предмет такими, 

какими мы их зрительно воспринимаем, но без лишних деталей и подробностей. 
Основными видами иллюстраций являются схемы, диаграммы и графики. 
Схема – это изображение, передающее обычно с помощью условных обозначений и 

без соблюдения масштаба основную идею какого-либо устройства, предмета, сооружения 

или процесса и показывающее взаимосвязь их главных элементов. 
Диаграмма – один из способов изображения зависимости между величинами. 

Наибольшее распространение получили линейные, столбиковые и секторные диаграммы. 
Для построения линейных диаграмм используется координатное поле. По 

горизонтальной оси в изображенном масштабе откладывается время или факториальные 

признаки, на вертикальной – показатели на определенный момент (период) времени или 

размеры результативного независимого признака. Вершины ординат соединяются отрезками 

– в результате получается ломаная линия. 
На столбиковых диаграммах данные изображаются в виде прямоугольников 

(столбиков) одинаковой ширины, расположенных вертикально или горизонтально. Длина 

(высота) прямоугольников пропорциональна изображенным ими величинам. 
Секторная диаграмма представляет собой круг, разделенный на секторы, величины 

которых пропорциональны величинам частей изображаемого явления. 
График – это результат обработки числовых данных. Он представляет собой 

условные изображения величин и их соотношений через геометрические фигуры, точки и 

линии. 



Количество иллюстраций в работе должно быть достаточным для пояснения 

излагаемого текста. 
Иллюстрации обозначаются словом «Рис.» и располагаются после первой ссылки на 

них в тексте так, чтобы их было удобно рассматривать без поворота работы или с поворотом 

по часовой стрелке. Иллюстрации должны иметь номер и наименование, расположенные по 

центру, под ней. Иллюстрации нумеруются в пределах главы арабскими цифрами, например: 

«Рис. 1.1» (первый рисунок первой главы). Ссылки на иллюстрации в тексте реферата 

приводят с указанием их порядкового номера, например: «…на рис. 1.1». 
При необходимости иллюстрации снабжаются поясняющими данными 

(подрисуночный текст). 
 

Приложения 
Приложение – это часть основного текста, которая имеет дополнительное (обычно 

справочное) значение, но, тем не менее, необходима для более полного освещения темы. 

По форме они могут представлять собой текст, таблицы, графики, карты. В приложении 

помещают вспомогательные материалы по рассматриваемой теме: инструкции, методики, 

положения, результаты промежуточных расчетов, типовые проекты, имеющие 

значительный объем, затрудняющий чтение и целостное восприятие текста. В этом случае 

в тексте приводятся основные выводы (результаты) и делается ссылка на приложение, 

содержащее соответствующую информацию. Каждое приложение должно начинаться с 

новой страницы. В правом верхнем углу листа пишут слово «Приложение» и указывают 

номер приложения. Если в реферате больше одного приложения, их нумеруют 

последовательно арабскими цифрами, например: «Приложение 1», «Приложение 2» и т. д. 
Каждое приложение должно иметь заголовок, который помещают ниже слова 

«Приложение» над текстом приложения, по центру. 
При ссылке на приложение в тексте реферата пишут сокращенно строчными 

буквами «прил.» и указывают номер приложения, например: «…в прил. 1». 
Приложения оформляются как продолжение текстовой части реферата со сквозной 

нумерацией листов. Число страниц в приложении не лимитируется и не включается в 

общий объем страниц реферата. 
 

Библиографический список 
Библиографический список должен содержать перечень и описание только тех 

источников, которые были использованы при написании реферата. 
В библиографическом списке должны быть представлены монографические издания 

отечественных и зарубежных авторов, материалы профессиональной периодической 

печати (экономических журналов, газет и еженедельников), законодательные и др. 

нормативно-правовые акты. При составлении списка необходимо обратить внимание на 

достижение оптимального соотношения между монографическими изданиями, 

характеризующими глубину теоретической подготовки автора, и периодикой, 

демонстрирующей владение современными экономическими данными. 
Наиболее распространенным способом расположения наименований литературных 

источников является алфавитный. Работы одного автора перечисляются в алфавитном 

порядке их названий. Исследования на иностранных языках помещаются в порядке 

латинского алфавита после исследований на русском языке. 
Ниже приводятся примеры библиографических описаний использованных 

источников. 
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Осипова [и др.] // Вопросы экономики. 2010. № 8. С. 18–22. 
Книга, написанная одним, двумя или тремя авторами 
Олейник А. Н. Институциональная Горное дело: учебное пособие. М.: ИНФРА-М, 2011. 416 

с. 
Книга, написанная более чем тремя авторами 
Экономическая теория: учебник / В. Д. Камаев [и др.]. М.: ВЛАДОС, 2011. 143 с. 
Сборники 
Актуальные проблемы экономики и управления: сборник научных статей. 

Екатеринбург: УГГУ, 2010. Вып. 9. 146 с. 
Статья из сборника 
Данилов А. Г. Система ценообразования промышленного 

предприятия // Актуальные проблемы экономики и управления: сб. научных статей. 

Екатеринбург: УГГУ, 2010. Вып. 9. С. 107–113. 
Статья из газеты 
Крашаков А. С. Будет ли обвал рубля // Аргументы и факты. 2011. № 9. С. 3. 
 

 
Библиографические ссылки 

Библиографические ссылки требуется приводить при цитировании, заимствовании 

материалов из других источников, упоминании или анализе работ того или иного автора, а 

также при необходимости адресовать читателя к трудам, в которых рассматривался данный 

вопрос. 
Ссылки должны быть затекстовыми, с указанием номера соответствующего 

источника (на который автор ссылается в работе) в соответствии с библиографическим 

списком и соответствующей страницы.  
Пример оформления затекстовой ссылки 
Ссылка в тексте: «Под трансакцией понимается обмен какими-либо благами, 

услугами или информацией между двумя агентами» [10, С. 176]. 
В списке использованных источников: 
10. Сухарев О. С. Институциональная Горное дело: учебник и практикум для 

специалистиата и магистратуры /О.С. Сухарев. М.: Издательство Юрайт, 2016. 501 с. 
 

 
ОРГАНИЗАЦИЯ ЗАЩИТЫ РЕФЕРАТА 

 
Необходимо заранее подготовить тезисы выступления (план-конспект). 
Порядок защиты реферата. 
1. Краткое сообщение, характеризующее цель и задачи работы, ее актуальность, 

полученные результаты, вывод и предложения. 
2. Ответы студента на вопросы преподавателя. 
3. Отзыв руководителя-консультанта о ходе выполнения работы. 
Советы студенту: 
 Готовясь к защите реферата, вы должны вспомнить материал максимально 

подробно, и это должно найти отражение в схеме вашего ответа. Но тут же необходимо 

выделить главное, что наиболее важно для понимания материала в целом, иначе вы сможете 

проговорить все 15-20 минут и не раскрыть существа вопроса. Особенно строго следует 

отбирать примеры и иллюстрации. 
 Вступление должно быть очень кратким – 1-2 фразы (если вы хотите подчеркнуть 

при этом важность и сложность данного вопроса, то не говорите, что он сложен и важен, а 

покажите его сложность и важность). 



 Целесообразнее вначале показать свою схему раскрытия вопроса, а уж потом ее 

детализировать. 
 Рассказывать будет легче, если вы представите себе, что объясняете материал 

очень способному и хорошо подготовленному человеку, который не знает именно этого 

раздела, и что при этом вам обязательно нужно доказать важность данного раздела и 

заинтересовать в его освоении. 
 Строго следите за точностью своих выражений и правильностью употребления 

терминов. 
 Не пытайтесь рассказать побольше за счет ускорения темпа, но и не мямлите. 
 Не демонстрируйте излишнего волнения и не напрашивайтесь на сочувствие. 
 Будьте особенно внимательны ко всем вопросам преподавателя, к малейшим его 

замечаниям. И уж ни в коем случае его не перебивайте! 
 Не бойтесь дополнительных вопросов – чаще всего преподаватель использует их 

как один из способов помочь вам или сэкономить время. Если вас прервали, а при оценке 

ставят в вину пропуск важной части материала, не возмущайтесь, а покажите план своего 

ответа, где эта часть стоит несколько позже того, на чем вы были прерваны. 
 Прежде чем отвечать на дополнительный вопрос, необходимо сначала правильно 

его понять. Для этого нужно хотя бы немного подумать, иногда переспросить, уточнить: 

правильно ли вы поняли поставленный вопрос. И при ответе следует соблюдать тот же 

принцип экономности мышления, а не высказывать без разбора все, что вы можете сказать. 
 Будьте доброжелательны и тактичны, даже если к ответу вы не готовы (это вина не 

преподавателя, а ваша). 
 
 

ТЕМЫ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ (РЕФЕРАТА)     
 

1. 1. Хост-компьютеры. 
2. Локальные сети и персональные компьютеры. 
3. Каналы связи. 
4. Хранение и предоставление доступа к информации. 
5. Управление передачей сообщений. 
6. Каналы связи, обеспечивающие взаимодействие между хост-компьютерами.  
7. Обмен информацией между абонентами сети. 
8. Использование баз данных сети. 
9. Классификация прикладного программного обеспечения. 
10. Пакеты прикладных программ. 
11. Методо-ориентированные пакеты. 
12. Системы реального времени. 
13. Офисные приложения. 
14. Инструменты электронных таблиц для решения экономических задач.    
15. Классификация баз данных (БД).  
16. Системы управления базами данных (СУБД). Классификация СУБД. 
17. Локальные и глобальные сети. Intranet и Internet. Сетевые службы. 
18. Поисковые системы: Яndex, Rambler, Google, ПОИСК@mail.ru.   

 
МЕТОДИКА ОЦЕНКИ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ (РЕФЕРАТА) 

 
Проверяемые компетенции: ОПК-2; ОПК-4; ОПК-11; ОПК-14 

 
Знать:   
- офисные приложения;  



- основы создания баз данных; 
- принципы работы в разных поисковых системах интернет и в системах 

коммуникации.  
Уметь:   
- использовать офисные приложения; 
- создавать базы данных средствами офисных приложений; 
- использовать электронную почту и другие средства коммуникаций с помощью 

Интернета.  
Владеть:  
- инструментарием офисных приложений;  
- технологией разработки баз данных;  
- навыками работы в разных поисковых системах интернет и в системах коммуникации. 

 
Критерии оценивания: 

достижение поставленной цели и задач исследования (новизна и актуальность 

поставленных в реферате проблем, правильность формулирования цели, определения задач 

исследования, правильность выбора методов решения задач и реализации цели; 

соответствие выводов решаемым задачам, поставленной цели, убедительность выводов); 
уровень эрудированности автора по изученной теме (знание автором состояния 

изучаемой проблематики, цитирование источников, степень использования в работе 

результатов исследований);  
личные заслуги автора реферата (новые знания, которые получены помимо основной 

образовательной программы, новизна материала и рассмотренной проблемы, научное 

значение исследуемого вопроса);  
культура письменного изложения материала (логичность подачи материала, 

грамотность автора); 
культура оформления материалов работы (соответствие реферата всем стандартным 

требованиям);  
знания и умения на уровне требований стандарта данной дисциплины: знание 

фактического материала, усвоение общих понятий и идей;  
степень обоснованности аргументов и обобщений (полнота, глубина, всестороннее 

раскрытие темы, корректность аргументации и системы доказательств, характер и 

достоверность примеров, иллюстративного материала, наличие знаний интегрированного 

характера, способность к обобщению); 
качество и ценность полученных результатов (степень завершенности 

реферативного исследования, спорность или однозначность выводов); 
использование профессиональной терминологии;  
использование литературных источников. 
 

Правила оценивания: 
Каждый показатель оценивается в 1 балл 

 
Критерии оценки: 

9-10 баллов (90-100%) - оценка «отлично»;   
7-8 баллов (70-89%) - оценка «хорошо»;   
5-6 баллов (50-69%) - оценка «удовлетворительно»;  
0-4 балла (0-49%) - оценка «неудовлетворительно».  



  
Приложение  

 
Образец оформления титульного листа контрольной работы (реферата) 
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ВВЕДЕНИЕ 
Методическое руководство для выполнения лабораторных и 

самостоятельных работ по дисциплине «Прикладное программное 

обеспечение» для студентов технологических специальностей оч-

ной и заочной форм обучения состоит из двух частей в соответ-

ствии с поточными лекциями по дисциплине Прикладное про-

граммное обеспечение, читаемыми большинству студентов техно-

логических специальностей очной формы обучения. 
Часть 1. Включает изучение следующих тем: 

1. Встроенные приложения Windows. 
2. Текстовый редактор Word. 
3. Табличный процессор Excel. 

Часть 2. Включает изучение следующих тем: 
1. Система управления базами данных. 
2. Система проектирования «AutoCAD». 
3. Программирование на VBA. 
4. Работа в Internet 
Методическое руководство содержит лабораторные работы раз-

ной степени сложности, что соответствует разному уровню подго-

товки студентов 1 курса по дисциплине «Прикладное программное 

обеспечение». Количество предложенных работ превышает часо-

вую нагрузку, соответствующую учебным планам. 
Каждый преподаватель может на основе предложенных работ 

создать свой набор лабораторных работ в соответствии с уровнем  

знаний студентов или предложить отдельным студентам индивиду-

альную практическую программу работы.  
Студенты менее подготовленные,  при наличии компьютера до-

ма, могут самостоятельно выполнить набор предложенных работ, 

повышая свои навыки работы в рассматриваемых приложениях. 
Студенты заочной формы обучения могут выполнить указанные 

преподавателем работы до приезда на сессию, в течение семестра,  
что положительно скажется на их навыках работы за компьютером. 

Результат каждой выполненной работы студент должен сохра-

нить в папке с именем своей группы. Файлы именовать номером 

выполненной работы.  
По всем выполненным лабораторным работам студент должен 

оформить электронный  отчет. Результат  каждой работы необхо-
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димо дополнить кратким описанием команд, использованных при 

выполнении работы. 
Правила оформления отчета описаны в  работе 2.6. 
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1. ВСТРОЕННЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ WINDOWS 

Работа 1.1. Стандартные приложения Windows 
I. NOTEPAD (БЛОКНОТ) –  это простейший текстовый редактор, 

который можно использовать в качестве удобного средства про-

смотра текстовых файлов (формат .txt). 
Для создания текстовых документов его применяют редко, обычно 

для создания системных файлов типа .bat (командных), так как ре-

дактор не имеет форматирования. Данную программу удобно ис-

пользовать для отработки навыков работы с клавиатурой. 
 
ЗАДАНИЕ 1 
 
1. Запустите программу Блокнот.  
2. Наберите текст. 
3. Вставьте время / дату. 

 

 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ 
1. Программа запускается командой Пуск —> Программы —> 
Стандартные —> Блокнот. 

2. В этой программе есть единственное средство автоматизации 

и состоит оно в том, что при нажатии на клавишу F5 в документ 

автоматически впечатывается текущее время и дата. Это удобно 

для ведения деловых записей и дневников. 
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II. PAINT — простейший графический редактор (основные форма-

ты .dib или .bmp). Может работать и с форматами: .jpeg, .gif, .png, 
.tiff.  
 В состав его элементов управления, кроме строки меню, входят 

панель инструментов, палитра настройки инструмента и цветовая 

палитра. Кнопки панели инструментов служат для вызова чертеж-

но–графических инструментов.  
 
ЗАДАНИЕ 2 
 

1. Запустите  программу Paint. Создайте 1 и 2 рисунки. 
2. Задайте размер будущего рисунка (высота, ширина). 
3. Наложите рис.1 на рис 2. 
4. Подпишите рисунки. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ 
1. Программа запускается командой Пуск —> Программы —> 
Стандартные —> Paint. 
2. Размеры задают в полях «Ширина» и «Высота» диалогового 

окна «Атрибуты» (Рисунок —> Атрибуты). 
3. Все инструменты: карандаш, кисть, распылитель, геометриче-

ские фигуры, кроме Ластика выполняют рисование основным 

цветом (выбирается щелчком левой кнопки мыши по палитре 

красок). Ластик стирает изображение, заменяя его фоновым цве-

том (выбирается щелчком правой кнопки мыши в палитре кра-

сок). 
4. Для ввода текста используют инструмент «Надпись». Выбрав 

инструмент, щелкните на рисунке примерно там, где надпись 

должна начинаться, на рисунке откроется поле ввода. 
5. Для сохранения рисунка в файле используется подменю 

«Файл». В нем есть две команды – «Сохранить» и «Сохранить 

Рис. 1 Рис. 3  
3

 1 

Рис. 2 
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как». Команда «Сохранить» сохраняет рисунок в файле с ранее 

заданным названием. Команда “Сохранить как” сохраняет рису-

нок в файле под новым названием. Свои файлы сохраните под 

названием ris1.jpg и ris2.jpg. 
6. В качестве цвета текста используют основной цвет. Чтобы 

сделать фон надписи прозрачным, щелкните значок . Чтобы 

сделать непрозрачным и выбрать цвет фона, щелкните значок 

. 
7. Чтобы открыть ранее созданный файл с рисунком, используют 

пункты меню Файл —> Открыть. Далее на экране появится 

диалоговое окно «Открытие файла».  
8. Открыть файл ris2.jpg и наложить на него рис.1, для этого 

Правка—>Вставить из файла ris1.jpg, сделать прозрачным фон. 

III. WORDPAD – текстовый редактор, служит для создания, редак-

тирования и просмотра текстовых документов.  
 
ЗАДАНИЕ 3 
 

1. Запустите программу WordPad. 
2. На странице WordPad наберите текст, дату, время. 
3. Отформатируйте текст. 
4. Вставьте формулу и рисунок. 
5. Измените размер рисунка и формулы. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
1. Запустите программу командой Пуск —> Программы —> Стан-

дартные —> WordPad. 
2. Набрать в окне  документа WordPad  предлагаемый текст. 
3. Вставить рисунок. Вставка —> Объект —>Создание из файла 
—>Обзор. Для внедрения объекта снять флажок. Чтобы связать 

объект, установить флажок. 
4. Набрать предлагаемую формулу Вставка—>Объект—>Microsoft 
Equation 3.0 
5. Вставить в документ время и дату: Вставка —> Дата, время. 
IV. КАЛЬКУЛЯТОР может быть в двух вариантах: стандартного 
калькулятора, выполняющего основные арифметические операции, 

и инженерного калькулятора с дополнительными функциями. 
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ЗАДАНИЕ 4 
 
Вычислите значение уравнения:  907,39347,128,2 23  xxxY  
при x = 5 с помощью калькулятора, сравните ваш ответ с правиль-

ным ответом 168,4195 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
Для выполнения расчета выполняется следующая последова-

тельность действий: выберите Вид – Инженерный; выберите систе-

му счисления; выберите требуемую разрядность результата и при-

ступайте к расчету. 
 
Клавиша Функция 
( ) Открыть (закрыть) скобки 
A–F Клавиши ввода для шестнадцатеричных чисел 
cos Косинус (Inv: арккосинус) 
dms Преобразование градусов в градусы–минуты–секунды  (Inv:    

наоборот) 
Exp Ввод показателя степени для экспоненциального представле-

ния числа 
F–E Переключение на экспоненциальное представление чисел 

(только в десятичном режиме) 
Int Целая часть числа (Inv: дробная часть числа) 
In Натуральный логарифм (Inv: экспонента) 
log Десятичный логарифм (Inv: показательная функция с основа-

нием 10) 
Mod Остаток от деления по модулю 
n! Факториал 
PI Число π (3,1415926) 
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Sin Синус введенного значения (Inv: арксинус) 
Tan Тангенс введенного значения (Inv: арктангенс) 
x^2 Квадрат введенного значения (Inv: корень квадратный) 
x^3 Третья степень введенного значения (Inv: корень третьей сте-

пени) 
х^y Y–я степень введенного значения (Inv: корень у–й степени) 
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Работа 1.2. Создание документа с использованием нескольких 
приложений 
 

ЗАДАНИЕ 1 
 
 Создайте нижеприведенный текст с рисунком и результа-

тами вычислений. 
 Для питания главного электропривода наиболее эффективно 

применение генераторов постоянного тока со смешанным возбуж-

дением. Упрощенная схема магнитной цепи генератора для этого 

случая показана на рисунке, где приняты следующие обозначения: 

rн и ωн, rш и ωш – сопротивление и число витков соответственно об-

мотки независимого возбуждения и шунтовой обмотки возбужде-

ния; rд –  добавочное сопротивление в цепи шунтовой обмотки воз-

буждения; Ф – общий магнитный поток главных полюсов генера-

тора; Еr – э. д. с. Источника независимого возбуждения. 
 Для данной схемы возбуждения справедлива система уравне-

ний: 
Ен=rнiн+2ωнФ  (1) 
 
Еr=rшiш+2ωшФ (2) 
 
аωΣ=iнωн+iшωш (3) 

При заданных значениях 
iн=1250;  rн=12,2; ωн=600, rш=0,79; ωш=150; iш=1250; Ф=5,81. 
Вычислены: 
Ен= __________; Еr= ____________; аωΣ= ____________; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ. 

rн 

Г 

rш 

Ен  

rд 

ω

н Еr 
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1. Запустить  MS Word: Пуск – Все программы –  MS Office – MS 
Word. Набрать текст до системы уравнений. 
2. Сохранить текст: Файл – Сохранить как  – на диске D создать 

папку с названием вашей группы (Имя папки), в папке сохранить 

текст под названием ЛабРаб_1 (D:\Имя папки\ЛабРаб_2.doc). За-

крыть документ и выйти из MS Word (команда Файл – Выход). 
3. Открыть файл и продолжить набор текста с символами. 
4. Символы ω, Σ, Ф вставить с помощью команды Вставка – 
Символ – Symbol. 
5. Вставка подстрочных индексов: Формат – Шрифт– Под-

строчный. 
6. Для выполнения расчетов открыть калькулятор Пуск – Все 

программы  – Стандартные – Калькулятор. 
7. Вычислить значение Ен и поместить его в буфер памяти путем 

– Правка – Копировать, поместить калькулятор на панель задач. 

Вставить вычисленное значение в текст: Правка – Вставить. 
8. Аналогичным образом выполнить оставшиеся вычисления, 

открывая калькулятор на панели задач. 
9. Запустить приложение Paint, вычертить рисунок упрощенной 

схемы возбуждения таким образом, чтобы все однотипные элемен-

ты были одного размера, сделать надписи у элементов схемы.  
10. Скопировать рисунок в буфер памяти, предварительно выде-

лив его. 
11. Вставить рисунок в свой файл: Правка – Вставить 
 
Задание 2 
 
Создайте документ «Основные электротехнические закономер-

ности».  
Наберите приведенный ниже текст и формулы.  

Общее сопротивление цепи при параллельном соединении:  

nRRR

R
1

...
11

1

21



  . 

Общая емкость конденсаторов при последовательном соединении:  
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nCCC

C
1

...
11

1

21



 . 

Закон Ома при переменном токе:   U =IZ,  

где Z — полное сопротивление, Ом. 

 
2

222 1
)( 










C
LRXXRZ CL


 ,  

где LX L   – индуктивное сопротивление, Ом;   – угловая часто-

та равная f 2 , где f – частота переменного тока, Гн, L– индук-

тивность, Гн, C– емкость, Гн. 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
Создание формул: Вставка – Объект – Microsoft Equation 3.0 – па-

нель инструментов.
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2. ТЕКСТОВЫЙ РЕДАКТОР WORD 
Общие принципы создания текстового документа 

1. Набор текста. 
Текст создается на основе шаблона. Обычно это шаблон Normal.dot, 

но может быть и другой шаблон. Набор текста осуществляется в 

точку вставки. Существуют два режима ввода текста. 
ВСТАВКА – набранный текст раздвигается, и вновь набираемый 

символ помещается в точку вставки. Этот режим действует по 

умолчанию. 
ЗАМЕНА – текст набирается поверх ранее набранного. 
Переключение режимов ВСТАВКА/ЗАМЕНА – клавишей Insert. 

Набор текста осуществляется абзацами. Только в конце абзаца 

нажимается клавиша Enter. Текст в абзаце переходит на другую 

строку в соответствии с параметром выравнивания абзаца. 
2. Проверка орфографии, в том числе создание вспомогатель-

ных словарей. 
Установить язык: Сервис – Язык – выбрать язык (по умолчанию 

настройка на русский). 
Установить проверку орфографии: Сервис – Параметры – вкладка 

Правописание – Автоматически проверять орфографию; Авто-

матически проверять грамматику. Установить соответствую-

щие флажки. 
Создание вспомогательного словаря. 
Если в набираемом тексте много специальных терминов (слов), они 

подчеркиваются красной линией (эти слова отсутствуют в словаре 

Custom.dic). 
Создать новый словарь: Сервис – Параметры – вкладка  Правопи-

сание – Словари… – Создать – введите имя словаря (например, 

geolog). 
Добавить слова в словарь: – Сервис – Параметры – вкладка  Пра-

вописание – Словари… – выберите имя словаря (например, geolog) 

– Изменить – введите слова в словарь. 
3. Вставка: объектов, полей, файлов, гиперссылок. 
Объекты – элементы документа, которые заключаются в прямо-

угольник, обрамленный маркерами, позволяющими изменять его 

размер: поля – элементы документа, принимающие вид – значе-

ние/код; файлы – внешние документы; гиперссылка – командная 

строка для загрузки, указанного в ней файла или сайта. Для вставки 



2. Текстовый редактор Word 

 19 

объекта используется команда Вставка – Объект – указываете 

объект (  др.). 
4. Редактирование – это исправление ошибок, а также поиск 

неверного текста и замена его правильным и изменение структуры 

документа путем копирования, перемещения и удаления фрагмен-

тов текста. 
 Исправление ошибок: удаление символа – клавиши Backspase 

или Delete; отмена ошибочного ввода: Правка – Отменить ввод; 
найти ошибку и заменить: Правка – Найти – ввести ошибочный 

текст, Правка – Заменить – ввести правильный текст. 
Изменение структуры документа: выделите фрагмент доку-

мента. 
Копировать: Правка – Копировать, мышью показать куда, Правка 
– Вставить. 
Переместить: Правка – Вырезать, мышью указать куда, Правка – 
Вставить. 
Удалить: Правка – Вырезать 
5. Форматирование – придание документу привлекательного 

вида. Команда меню Формат  (Шрифт, Абзац, Регистр, Список, 
Колонки, Границы и заливка, Буквица и др.). При форматировании 

выделите фрагмент текста (или объект) либо  перед набором текста 

установите нужные параметры форматирования. 
Форматирование символа: Высота символа измеряется в 

пунктах. Пункт – 1/72 часть дюйма. Дюйм – 25 мм. Самая высокая 

буква равна 72 пунктам, т.е. 1 дюйму. Команда Формат – Шрифт  
– окно диалога Шрифт – вкладка Шрифт. Параметры – Начерта-

ние; Размер; Цвет; Интервал. Команда Формат – Шрифт –  вклад-

ка Интервал. Параметры – Масштаб, интервал, смещение. Команда 

Формат – Шрифт –  вкладка Анимация.  
Форматирование абзаца: абзац – фрагмент текста между 

двумя нажатиями на клавишу Enter. Команда Формат – Абзац. Па-

раметры: Отступ от поля; Отступ 1 строки; Выравнивание; 

Межстрочный интервал; Список и др.  
Обрамление: Формат – Границы и заливка. Параметры: тип 

границы; тип, цвет и ширину линий; стороны обрамления. Можно 

обрамить страницу, залить цветом фрагмент.  
Форматирование объекта (рисунка; автофигуры; надписи; 

формулы и др.) Формат – Объект: вкладка Цвета и линии содер-

жит параметры обрамления и заливки; вкладка Размер – установить 
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размеры; вкладка Положение – расположение объекта в тексте (об-

текание объекта  текстом); вкладка Рисунок – обрезать рисунок; 

вкладка Надпись – изменить внутренние поля надписи. 
Форматирование раздела. Раздел – часть документа, ограни-

ченная вставленными жесткими разрывами. Разделы могут быть 

по–разному отформатированы, например, иметь разные колонтиту-

лы. Разрыв вставляется командой: Вставка – Разрыв – новый раз-

дел. Для каждого раздела можно установить свои колонтитулы. Ко-

лонтитулы размещаются в верхнем или нижнем поле страницы. 

Обычно содержат название раздела, параграфа. Создать колонти-

тул: Вид – Колонтитул – выберите из меню «Колонтитулы» верх-

ний или нижний, введите текст, отформатируйте его, вставьте но-

мер страницы. 
Форматирование  колонок. Колонки – это раздел текста с 

особым форматированием. Команда Формат – Колонки, указать 

тип колонок, их количество и размер, если надо поставить раздели-

тель. 
Вид страницы: Поля; Ориентация и др. Команда Файл –

Параметры страницы: Вкладка Поля – Размер полей; Переплет;  
Ориентация страницы; Вкладка Размер бумаги и Подача бумаги; 
Вкладка Источник бумаги – начать раздел, различать колонтиту-

лы. 
Стиль форматирования – имеет имя и включает набор пара-

метров форматирования, например стиль «Обычный». Стиль можно 

изменить, добавив или удалив параметры форматирования, или  со-

здать новый стиль на основе имеющегося, присвоив ему новое имя. 
Формат – Стили и форматирование – Создать стиль. 
6. Создание таблиц: Таблица – Вставить – Таблица – Укажите 

число строк и столбцов. Таблица – Нарисовать таблицу – запол-

нить таблицу информацией. 
Редактирование таблицы: Таблица – Добавить – Строки – 

(Столбцы, Ячейки) – Удалить – Таблица – (Столбцы, Строки, 
Ячейки) – Объединить ячейки – Разбить ячейки – введите число 

строк, число столбцов. 
 Форматирование таблицы: Таблица – Автоформат – выбе-

рите один из предлагаемых форматов. Автоподбор – Выровнять 
высоту строк; ширину столбцов; По содержимому;  Фиксирован-

ная ширина – Свойства таблицы – вкладка Таблица – Положение 
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таблицы на странице; Обтекание таблицы текстом; вкладка Строка 

– Высота строки; вкладка Столбец – Ширина столбца.  
 Работа с информацией внутри таблицы: Сортировка; Преоб-

разование в текст; Вычисления – см. подробно в лабораторных ра-

ботах 2.2 –2.4. 
7. Создание рисунков: команда Вставка – Объект – Рисунок 
MS Word.  Используя инструменты панели «Рисование» создайте 

рисунок. По завершению рисунка восстановите его границы и за-

кройте. Созданный рисунок появится в документе в точке вставки.  
8. Создание оглавления: Вставка – Ссылка – Оглавления и ука-

затели. 
9. Просмотр и печать документа: Файл – Предварительный 

просмотр. Файл – Печать – выберите параметры печати. 
Приведенная последовательность создания текстового документа 

содержит команды основного меню, эти же команды могут быть 

выполнены с использованием кнопок Панелей инструментов.
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Работа 2.1. Работа со списками. Объекты WordArt 
Списки – это отформатированные (маркированные или нумеро-

ванные) абзацы.  
 

ЗАДАНИЕ 1  
 
1.Наберите в столбец приведенные фамилии, имена, отчества. Со-

здайте копию. Отформатируйте одну копию в две колонки. Допол-

ните первоначальный список новой информацией. 
2. Создайте нумерованные и маркированные списки по приведен-

ным образцам. 
 

СПИСОК СТУДЕНТОВ 1 КУРСА ГРУППЫ ОПИ: 
1. Иванова Екатерина Петров-

на; 
2. Степанов Петр Иванович; 
3. Балабан Анна Станиславов-

на; 

4. Котов Евгений Семенович; 
5. Ломакин Герман Алексан-

дрович; 
6. Сильвестова Инна Леони-

довна

. 
ОЦЕНКИ СТУДЕНТОВ 1 КУРСА ГРУППЫ ОПИ  

ПО МАТЕМАТИКЕ, ФИЗИКЕ И РУССКОМУ ЯЗЫКУ: 
1. Иванова Екатерина Петровна: 

1.1. Контр. работа: Матем.  4; Физика 4; Рус. 4. 
1.2. Экзамен: Матем. 5; Физика 4; Рус. 5 

2. Степанов Петр Иванович: 
2.1. Контр. работа: Матем.3; Физика 3; Рус.3. 
2.2. Экзамен: Матем. 4; Физика 4; Рус.4 

3. Балабан Анна Станиславовна: 
3.1. Контр. работа: Матем. 4; Физика 4; Рус. 4. 
3.2. Экзамен: Матем. 4; Физика 4; Рус. 4. 

4. Котов Евгений Семенович: 
4.1. Контр. работа: Матем. 3; Физика 3; Рус. 3. 
4.2. Экзамен: Матем. 5; Физика 4; Рус.4. 

5. Ломакин Герман Александрович: 
5.1. Контр. работа: Матем. 5; Физика 5; Рус. 5. 
5.2. Экзамен: Матем. 5; Физика 5; Рус. 5. 

6. Сильвестова Инна Леонидовна: 
6.1. Контр. работа: Матем. 5; Физика 5; Рус.4. 
6.2. Экзамен: Матем. 4; Физика 5; Рус .5. 



2. Текстовый редактор Word 

 23 

ОЦЕНКИ СТУДЕНТОВ 1 КУРСА ГРУППЫ ОПИ  
ПО ИНФОРМАТИКЕ: 

 Иванова Екатерина Петров-

на 
 Курсовая 4 

▪ Контрольная 5 
 Экзамен 5 

 Степанов Петр Иванович  
 Курсовая 4  

▪ Контрольная 3  
 Экзамен 5 

 Балабан Анна Станиславов-

на   
 Курсовая 4  

▪ Контрольная 3  
 Экзамен 5 

 Котов Евгений Семенович  
 Курсовая 4 

▪ Контрольная 5 
 Экзамен 5 

 Ломакин Герман Алексан-

дрович   
 Курсовая 4  

▪ Контрольная 3  
 Экзамен 5 

 Сильвестова Инна Леони-

довна    
 Курсовая 4  

▪ Контрольная 3  
 Экзамен 5 

 
МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ 

Для создания простого нумерованного или маркированного списка 

следует: 
 Выделить текст, который будет оформлен в виде списка. 
 Выбрать команду Формат – Список – вкладка Нумерованный 
(либо Маркированный)  – выбрать тип списка, затем вид списка. 

Кроме того, возможно отредактировать или создать свой вид спис-

ка с использованием кнопки  Изменить. 
 После выбора вида списка применить его к выделенному тек-

сту. 
  Для создания многоуровневого списка следует  текст, кото-

рый будет оформлен в виде списка, предварительно подготовить: 
 Создать отступы текста для вложенных уровней. Для 

этого предназначены кнопки  и  на па-

нели инструментов «Форматирование», либо можно воспользо-

ваться сочетанием клавиш  Shift + Alt +    или  Shift  +  Alt  +   , 
либо использовать маркеры отступов на горизонтальной линейке. 

 Выделить текст, который будет оформлен в виде много-

уровнего списка. 
 Воспользоваться командой Формат – Список – вкладка 

Многоуровневый. 
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 Выбрать вид списка из предложенных. 
 Для разделения текста на две колонки: выделить текст, коман-

да Формат – Колонки – установить параметры: количество колонок 

и их размер. 
 
ЗАДАНИЕ 2 
 
  Создайте различные текстовые эффекты, используя объект  
WordArt 

МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ 
1. В меню «Вставка» вызовите подменю 

«Объект» и запустите приложение WordArt 
или воспользуйтесь кнопкой , 
расположенной на панели инструментов. 

Можно изменить текст и задать иную графи-

ческую форму. 
2. Пользуйтесь коллекцией WordArt и 

. 
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Работа 2.2  Форматирование: создание списков, колонок, бук-

вицы. Преобразование текста в таблицу 
 

ЗАДАНИЕ 1 
Создайте новый документ, набрав следующий текст: 
 

Урал – обширный и богатый регион России. От других горно-

промышленных районов страны Урал отличается, во – первых, тем, 

что промышленное использование полезных ископаемых началось 

более 300 лет назад; во – вторых, не только богатством, но и ис-

ключительным разнообразием полезных ископаемых; в – третьих, в 

решающие моменты российской истории Урал играл роль «опорно-

го края державы»; в – четвертых, центральная власть до 1917 года и 

особенно в советское время уделяла Уралу, развитию горного дела 

в крае самое пристальное внимание. 
 

Для выполнения последующих заданий создавайте копии текста. 
 
ЗАДАНИЕ 2  
Текст разделить на абзацы. Пронумеровать абзацы текста. 

   
 
Урал – обширный и богатый регион России. От других горнопро-

мышленных районов страны Урал отличается: 
1. Промышленным использованием полезных ископаемых, кото-

рое началось более 300 лет назад.  
2. Не только богатством, но и исключительным разнообразием 

полезных ископаемых. 
3. В решающие моменты российской истории Урал играл роль 

«опорного края державы». 
4. Центральная власть до 1917 года и особенно в советское время 

уделяла Уралу, развитию горного дела в крае самое пристальное 

внимание. 
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ЗАДАНИЕ 3  
 
Преобразовать текст в таблицу с изменением направления тек-

ста в ячейках. 

   
 
Урал – обширный и богатый регион России. От других горнопро-

мышленных районов страны Урал отличается: 
Промышленное 

использование 

полезных ис-

копаемых 

началось более 

300 лет назад. 
 

Н
е 

то
л
ь
к
о

 б
о

га
тс

тв
о

м
, 
н

о
 и

 

и
ск

л
ю

ч
и

те
л
ь
н

ы
м

 р
аз

н
о
о

б
-

р
аз

и
ем

 п
о

л
ез

н
ы

х
 и

ск
о

п
ае

-

м
ы

х
. 

 
В решающие 

моменты рос-

сийской исто-

рии Урал играл 

роль «опорного 

края державы». 
 

Ц
ен
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ал

ь
н

ая
 в

л
асть

 д
о

 

1
9

1
7

 го
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а и
 о
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р
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у
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и
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 го
р

н
о

го
 

д
ел

а в
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р
ае сам

о
е п

р
и

-

стал
ь
н

о
е в

н
и

м
ан

и
е. 

 

 
ЗАДАНИЕ 4 
Разбить текст на две колонки с разделителем и промаркиро-

вать текст. 

   
   

Урал – обширный и богатый регион России. От других горнопро-

мышленных районов страны Урал отличается: 
 
 Промышленным использова-

нием полезных ископаемых, 
которое началось более 300 

лет назад.  
 Не только богатством, но и 

исключительным разнообра-

зием полезных ископаемых. 
 
 

 В решающие моменты рос-

сийской истории Урал играл 

роль «опорного края держа-

вы». 
 Центральная власть до 1917 

года и особенно в советское 

время уделяла Уралу, разви-

тию горного дела в крае са-

мое пристальное внимание. 

Формат 
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ЗАДАНИЕ 5 
 

Разбить на четыре колонки и вставить буквицу. 

    
Урал – обширный и богатый регион России. От других горнопро-

мышленных районов страны Урал отличается: 
 

ромышлен-

ным ис-

пользованием 

полезных иско-

паемых, которое 

началось более 

300 лет назад.  
 
 

е только бо-

гатством, но 

и исключитель-

ным разнообра-

зием полезных 

ископаемых. 
 
 
 

 решающие 

моменты 

российской исто-

рии Урал играл 

роль «опорного 

края державы». 
 
 
 
 

ентральная 

власть до 

1917 года и осо-

бенно в советское 

время уделяла 

Уралу, развитию 

горного дела в 

крае самое при-

стальное внима-

ние. 
 
ЗАДАНИЕ 6 
 

Вставить текст в таблицу с одним столбцом, в рамке. 
  
    , ВСТАВКА –  – для 

заголовка 

 
 

Промышленное использование полезных ископаемых началось 

более 300 лет назад. 
Не только богатством, но и исключительным разнообразием по-

лезных ископаемых. 
В решающие моменты российской истории Урал играл роль 

«опорного края державы». 
Центральная власть до 1917 года и особенно в советское время 

уделяла Уралу, развитию горного дела в крае самое пристальное 

внимание. 

П Н В Ц 
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Работа 2.3. Создание и форматирование таблицы, вычисления в 

таблице с использованием функций 
Текстовый процессор Word позволяет выполнять вычисления, за-

писывая в отдельные ячейки таблицы формулы с помощью коман-

ды Таблица – Формулы.  
Формула задаётся как выражение, в котором использованы: 

 абсолютные ссылки на ячейки таблицы в виде списка, разде-

ляемые точкой с запятой – А1; В5; Е10 и т.д., или блока –

начало и конец блока ячеек – А1:F1;  
 ключевые слова для ссылки на блок ячеек: 

LEFT – ячейки, расположенные в строке левее ячейки с фор-

мулой; 
RIGHT– ячейки, расположенные в строке правее ячейки с 

формулой; 
ABOVE– ячейки, расположенные в столбце выше ячейки с 

формулой;  
BELOW– ячейки, расположенные в столбце ниже ячейки с 

формулой;  
 константы – числа, текст в двойных кавычках;  
 встроенные функции Word;  
 знаки операций (+ , –,  *,  /,  %,  ^,  =, <,  <=,  >=,  < >,> )  

           Таблица 1 
Виды встроенных функций 

 
Категория Функция Назначение 

С
та

ти
ст

и
ч

ес
к
и

е 

AVERAGE() Вычисление среднего значения для диапа-

зона ячеек, например: 

=AVERAGE(А1:С20) 
COUNT() Подсчёт числа значений в указанном диа-

пазоне ячеек, например: 

=COUNT(А1:С20; В25; А30) 
MAX() Нахождение максимального значения в 

указанном блоке ячеек, например: 

=MAX(А1:С20; В25; А30) 
MIN() Нахождение минимального значения в 

указанном блоке ячеек, например: 

=MIN (А1:С20; В25; А30) 
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Категория Функция Назначение 

Статис- 
тические 

SUM() Нахождение суммы чисел в указанном 

блоке ячеек, например: =SUM (А1:С20; 

В25; А30) 

М
ат

ем
ат

и
ч

ес
к
и

е 

ABS(x) Абсолютное значение вычисляемого вы-

ражения, например: = ABS(А1*В12–

С25+100) 
MOD(x, y) Остаток от деления первого числа на вто-

рое, например: = MOD(А1,С12) 
INT(x) Целая часть числа, например: = 

INT(234.45) 
PRODUCT() Произведение чисел в указанном диапа-

зоне ячеек, например: = 

PRODUCT(А1:С20; В25; А30) 
ROUND(x, y) Округление значения до указанного числа 

знаков, например, округлить до сотен: = 

ROUND(2345.45.–2) 
SIGN(x) Определение знака числа, например (–1 

для отрицательных и 1 для положитель-

ных): = SIGN(–2345.45) 

Л
о
ги

ч
ес

к
и

е 

IF(x,y,z) Проверка заданного условия и присвоение 

значения ячейке: если условие истинно – 
значение 1, иначе значение 2:= IF 
(Е12>G12; значение 1;значение 2) 

AND(x,y) Вычисляет значение 1, если заданы ис-

тинные значения логических аргументов, 

иначе – 0, например: = AND(А4>3; В3<3) 
OR(x,y) Вычисляет значение 0, если заданы ис-

тинные значения любого логического ар-

гумента, иначе – 1, например: = OR 
(А2>3; D3<=4) 

NOT(x) Вычисляет значение 0, если задано истин-

ное значение логического аргумента, ина-

че – 1, например: = NOT( D4>2) 
 

Категория Функция Назначение 
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Л
о
ги

ч
ес

к
и

е 

DEFINED(x) Определяет значение в ячейке. 

FALSE Логическая константа ложь, которой со-

ответствует число 0. 
TRUE Логическая константа истина, которой 

соответствует число 1. 
DEFINED(x) Определяет значение в ячейке. 

 
ЗАДАНИЯ 
 

1. Создайте таблицу (табл. 2), вычислите средний и суммарный 

балл успеваемости. 
2. Создайте две копии таблицы. Отсортируйте таблицы. Одну ко-

пию –  по возрастанию значений столбца «Ф.И.О.». Вторую – по 

убыванию значений столбца «Суммарный балл успеваемости». 
 

    Таблица 2 
Успеваемость студентов 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ. 

1. Создать таблицу с помощью команды Таблица – Вставить, вве-

сти данные, приведенные в таблице. 
 При добавлении строк (столбцов) и объединении (разбивке) 

ячеек использовать соответствующие команды меню Таблица. 

Ф. И. О. 
Оценки по 
предметам 

Суммарный балл 
успеваемости 

Иванов. П. А. 4 5 3 12 
Арбузов И. И. 4 5 5 14 
Сидоров П. П. 5 5 5 15 
Николаев А. А. 3 5 3 11 
Федоров И. А. 3 4 5 12 
Лазарева Л. В. 4 4 3 11 
Средний балл 
успеваемости 

3,83 4,67 4 12,5 
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 Для столбца «Суммарный балл» и «Средний балл успеваемо-

сти» произвести вычисления, воспользоваться командой Таб-

лица – Формула (использовать таблицу 1). 
2. Для сортировки используйте команду Таблица  – Сортировка 

или значок «Сортировка» на панели инструментов,  
предварительно поставив курсор в любую  ячейку 

таблицы со значением.
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Работа 2.4. Вычисления в таблицах 
 
ЗАДАНИЕ 1 
Создайте таблицу сложной структуры (табл.1) используя ко-

манды объединения и разбивки ячеек, вычислите значения 

столбцов «Всего», «Итого» и строк «Итого», «Средний», «Мак-

симальный», «Минимальный»  объем продаж. 
Таблица 1 

Объем продаж на внутреннем и внешнем рынках, тыс.руб. 
             

№ 

П/П 
НАИМЕНОВАНИЕ 

ТОВАРА 

 
ВНУТРЕННИЙ РЫ-

НОК 
 

ВНЕШНИЙ 

РЫНОК 

И
Т

О
Г

О
 

I 
пол. 

II 
пол. В

се
го

 
I 

пол. 
II 

пол. В
се

го
 

1. Печь СВЧ 150 200 350 300 300 600 950 
2. Телевизор 850 1020 1870 - - - 1870 
3. Пылесос 1350 1400 2750 720 850 1570 4320 
4. Кофемолка 345 344 689 769 32 801 1490 
5. Миксер 2345 463 2808 34 456 490 3298 

Итого 5040 3427 8467 1823 1638 3461 11928 
Средний  

 
 

1693,4  692,2 2385,6 
Максимальный 2808 1570 4320 
Минимальный 350 490 950 

 
ЗАДАНИЕ 2 
 
Создайте таблицу 2, итоговые показатели вычислите по фор-

мулам.  
         

МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ 
1. Для создания таблицы 1 и 2 с помощью команды Таблица – 
Вставить введите необходимые данные. 
2. При добавлении строк (столбцов) и объединении (разбивке) ячеек 
использовать соответствующие команды меню Таблица. 
3. Для выбора направления текста нажать ПКМ  и 

выбрать соответствующее направление. 
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4. Для вычисления воспользоваться командой Таблица  – Формула  
 

Таблица 2 
Успеваемость студентов инженерно–экономического факультета 

УГГУ 
 

СВЕДЕНИЯ ОБ УСПЕВАЕМОСТИ СТУДЕНТОВ ИНЖЕНЕРНО–

ЭКОНОМИЧЕСКОГО  ФАКУЛЬТЕТА УГГУ 

№
 п

.п
. 

Г
р
у

п
п

а 

У
ч

еб
н

ая
 д

и
сц

и
п

л
и

н
а 

С
р

ед
н

и
й

 б
ал

л
 

В
се

го
 с

д
ав

ал
о
 

О
тл

и
ч
н

о
 

Х
о
р
о

ш
о
 

У
д

о
в
л
ет

в
о
р

и
те

л
ьн

о
 

Н
еу

д
о

в
л
ет

в
о
р
и

те
л
ьн

о
 

Н
ея

в
к
и

 

У
ч

еб
н

ая
 д

и
сц

и
п

л
и

н
а 

С
р

ед
н

и
й

 б
ал

л
 

В
се

го
 с

д
ав

ал
о
 

О
тл

и
ч
н

о
 

Х
о
р
о

ш
о
 

У
д

о
в
л
ет

в
о
р

и
те

л
ьн

о
 

Н
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в
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и
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л
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Н
ея

в
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  I семестр II семестр 

1 3 

Э
к
о
н

о
м

и
ч

ес
к
ая

 

П
р
и

к
л
ад

н
о

е 
п

р
о

-

гр
ам

м
н

о
е 

о
б

ес
п

е-

ч
ен

и
е 

3.8 32 12 10 6 3 1 

Э
к
о
н

о
м

и
ч

ес
к
ая

 

П
р
и

к
л
ад

н
о

е 
п

р
о

-

гр
ам

м
н

о
е 

о
б

ес
п

е-

ч
ен

и
е 

4.4 32 12 10 6 3 1 

2 2 3.5 27 7 9 6 3 2 3.4 20 6  5 2 0 

3 1 3.4 28 9 8 3 5 3 3.9 23 9 8 3 5 5 

4 4 3.5 29 8 8 8 3 2 3.5 29 8 4 6  4 

 Итого  116 36 35 23 14 8 Итого 104 35 12 20 10 10 
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Работа 2.5. Создание резюме по шаблону 
 

ЗАДАНИЕ 
 
Подготовить резюме, используя специальный шаблон. 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ. 
Создать новый документ MS Word – Файл – Создать. Выбрать 

в Области Задач шаблоны на моем компьютере. В диалоговом окне 

Шаблоны открыть вкладку Другие документы – выбрать шаблон, 

например Стандартное резюме. 
 

 
 
Введите в поля шаблона требуемую информацию о себе 
Ниже приведен пример резюме. 
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Екатеринбург, ул. Строителей,  д. 20, кв. 45 
тел. 8 915 275–17–22, ivano@mail.ru 

Алексей  Сергеевич  Иванов 

Цель 
Участие в конкурсе на получение стипендии 

академика Ферсмана 

Краткая харак-

теристика пре-

тендента 

2002–2005 Уральский государственный 

горный университет  г. Екатеринбург  
Студент инженерно экономического факуль-

тета 
 Первое место на Республиканской олим-

пиаде по программированию среди сту-

дентов ВУЗов(2008). 
 Первое место на Республиканской олим-

пиаде по математике среди студентов 

ВУЗов(2007). 
 Публикации трех научных статей в рефе-

рируемых журналах. 
 Выступление на пяти Международных 

математических конференциях 
 2001 Золотая медаль Москва 

 Международная олимпиада по математи-

ке. 
 Губернаторская стипендия лучшему сту-

денту. 
 2000 Серебряная медаль Пекин 

 Международная олимпиада по математи-

ке. 
  Студент года. 

Образование 
1991–2002 Школа – лицей № 13 Екатерин-

бург 

 Школа – лицей окончена с золотой меда-

лью. 
 Класс с углубленным изучением матема-

тики и информатики. 

Увлечения 
 Компьютеры, путешествия, чтение. 
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Работа 2.6 Создание отчета о проделанных лабораторных рабо-

тах 
Результат выполнения каждой лабораторной работы должен 

быть сохранен в файле с именем, отражающем номер лабораторной 

работы.  
Текст файла по каждой лабораторной работе должен содер-

жать: номер работы, название работы, задания, краткие методиче-

ские указания и результат выполнения. 
Отчет по оформлению должен быть близок к данным методи-

ческим указаниям. 
 
ЗАДАНИЕ 
 
1. Объединить последовательно файлы всех работ в один файл с 

именем «Отчет …( далее  фамилии студентов)». 
2. Вставить колонтитулы для каждой работы, содержащие номер 
работы, номер страницы. 
3. В начало отчета вставить титульный лист и оглавление. 

 
МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

1. Объединение файлов: открыть файл с 1–й лабораторной ра-

ботой, поставить курсор в конец файла, выполнить команду Встав-

ка – Файл – открыть папку с файлами по лабораторным работам, 

выбрать файл по 2–й работе – Вставить. Повторить эти действия, 

вставив все файлы. Выполнить команду Файл – Сохранить как – 
указать Вашу папку и новое имя объединенного файла « Отчет 

(Фамилии студентов)». 
2. Вставка колонтитулов: поставьте курсор в конец работы; 

вставьте разрыв: Вставка – Разрыв – Новый раздел со следующей 

страницы; перейдите на начало работы, скопируйте её название; 

выполните команду Вид – Колонтитулы; вставьте название работы 

в область колонтитула и номера страниц; отожмите кнопку меню 

колонтитулов «Как в предыдущем»; закройте колонтитул. Повто-

рите все действия для каждой работы. 
3. Вставка оглавления. Убедитесь, что названия всех лабора-

торных работ имеют одинаковый  стиль форматирования, напри-

мер, «Заголовок 1». Поставьте курсор в начало документа и  вы-
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полните команду Вставка – Ссылка – Оглавления и указатели, вы-

берите вид оглавления. 
4. Наберите титульный лист. 
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Пример титульного листа. 
Федеральное агентство по образованию 

ГОУ ВПО « Уральский государственный горный университет» 

 

Кафедра информатики 

 

 

 

 

 

ОТЧЕТ 

по лабораторным работам 

по дисциплине « Прикладное программное обеспечение» 

 

 

 

Выполнил: Иванов И.И. 

Группа: ПРМ–16–1 

Проверил: Тимухина В.В. 

 

 

 

 

Екатеринбург – 2016 
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ТАБЛИЧНЫЙ ПРОЦЕССОР Excel 
Общие принципы создания и оформления расчетной таблицы. 

Создание расчетной таблицы 
Основой таблицы Excel является ячейка. Адрес ячейки опре-

деляется именем столбца и номером строки, на пересечении кото-

рых находится ячейка, например, А1, В15. Интервал ячеек  опреде-

ляется адресом левой верхней ячейки и правой нижней В2:D4.  
Таблица создается на рабочем листе. Контекстное меню ярлы-

ка рабочего листа содержит команды работы с рабочим листом. Ра-

бочие листы можно добавлять, копировать, перемещать, переиме-

новывать, удалять. Удаленный лист восстановить нельзя. 
1. Ввод данных в ячейки таблицы. 
Два вида данных: константы и формулы.  
Константы: числовые, текстовые, даты/время, логические, значения 

ошибок. 
Ввод  данных: выберите ячейку, введите информацию, нажмите 
Enter. Старое значение в ячейке сотрется, вводимая информация 

отражается в строке формул. Курсор ( по умолчанию) переместится 

вниз. 
ПРИ ВВОДЕ ЧИСЕЛ. Вид вводимого числа зависит от формата 

ячейки: обычный, числовой, дробный, процентный, денежный, экс-

поненциальный (по умолчанию – обычный). Число прижимается к 

правой стороне ячейки. 
ПРИ ВВОДЕ ТЕКСТА. Если вводимый длинный текст не помеща-

ется в ячейке, то он перекрывает другие ячейки, но принадлежит 

той ячейке, в которую вводится. Для размещения текста в ячейке 

можно изменить ширину ячейки или набрать текст в ячейке в не-

сколько строк Формат – Ячейки–вкладка Выравнивание – перено-

сить по словам. 
2. Автозаполнение ячеек. 
Используется команда Правка – Заполнить. Автозаполнением 

можно заполнить ряды дат, времени, прогрессия: арифметическая 

(например, номер по порядку) или геометрическая. 
3. Ввод формул. 
Формула вводится одновременно в строку формул и в ячейку. 

Формула начинается с символа = (равно), и может содержать кон-

станты, адреса ячеек, знаки арифметических действий и функции. 

Константы и знаки арифметических  действий вводятся с клавиату-
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ры, адреса ячеек указываются щелчком мыши, функции вводятся с 

использованием  Мастера функций. 
Функции – ранее определённые формулы, они имеют такой синтак-

сис: Имя_Функции (аргументы). Имя выбирается из списка функ-

ций, аргументами могут быть адреса ячеек, константы, либо выра-

жения. Аргумент может отсутствовать, но скобки обязательны. 
4. Выделение фрагментов таблицы. 
Выделение строк – провести указателем мыши, при нажатой левой 

клавиши,  по номерам соответствующих строк. 
Выделение столбцов – провести указателем мыши по именам 

столбцов. 
Выделение интервала ячеек – провести указателем мыши от верх-

него левого угла интервала до правого нижнего угла. 
5. Редактирование: вырезать, копировать, вставить, удалить, 

удалить лист и т.д. 
Команды редактирования применимы к ячейке, интервалу ячеек 

или к рабочему листу. Для выполнения этих команд необходимо 

выделить фрагмент (интервал) ячеек и из меню Правка выбрать со-

ответствующую команду. 
6. Добавление (удаление) строк, столбцов, ячеек. 
Добавление: команда Вставка – Строки (Столбцы, Ячейки).  
Удаление: Выделить нужный интервал Правка – Удалить. 
При добавлении и удалении ячеек таблица может деформироваться.  
7. Форматирование чисел, текста, шрифта, обрамление и  за-

ливка ячеек цветом. 
Используется команда Формат – Ячейки и соответствующая 

вкладка. Для форматирования чисел – вкладка Число. Например, 
для задания нужного количества знаков после запятой: команда 
Формат– Ячейки –вкладка Число – формат Числовой – число зна-

ков после запятой. Для ввода текста в ячейку в несколько строк: 
Формат – Ячейки – вкладка Выравнивание – переносить по словам. 
8. Построение графиков и диаграмм. 
Выделить столбцы данных с названиями. Обратиться к Мастеру 
диаграмм, шаг 1 –выбрать тип диаграммы, шаг 2 – исходные дан-

ные уже выделены до вызова мастера,  шаг 3– указать параметры 

диаграммы, шаг 4 – указать место размещения диаграммы: на ра-

бочем листе или на отдельном листе. 
9. Работа с таблицей как с базой данных: сортировка, фильтра-

ция, форма ввода данных, промежуточные итоги. 
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Эти действия выполняются командами меню Данные. Для ра-

боты с этими командами необходимо:  
1. «Шапка» таблицы должна находиться в одной строке. 
2. Таблица должна быть отделена от строки названия и строки ито-

гов пустой строкой. 
3. Слева и справа от таблицы не должно быть никаких данных. 
 4. Курсор поставить в любую ячейку таблицы. 

 Сортировка – перестановка строк таблицы по возрастанию 

или убыванию значений выбранного столбца.  
Команда Данные – Сортировка – выбрать столбец – вид сортиров-

ки ( по убыванию или по возрастанию).   
 Фильтрация – выборка строк таблицы, удовлетворяющих 

условию.  
Команда Данные  – Фильтр – Автофильтр – задать условие.  

 Добавление исходных данных:  
Команда Данные  – Форма – введите данные в поля формы. 

 Промежуточные итоги можно получить на предварительно 

отсортированной таблице по тому параметру, по которому нужно 

подвести итоги. 
Команда  Данные – Итоги – указать имя столбца, по которому  бы-

ла проведена сортировка, выбрать операцию и отметить столбцы, 
по которым подводить итоги. 
10. Таблицы подстановки. 

Позволяет использовать  формулу, введенную в одну ячейку, 
рассчитать данные целой таблицы. Существуют таблицы с одной  
(для функций с одной переменной)  или двумя ячейками подста-

новки (для функций с двумя переменными). Таблицу нужно подго-

товить определенным образом. С одной ячейкой подстановки:  
1. Ввести исходные данные в столбец (или строку);  
2. Ввести формулу, которая будет содержать ссылку на ячейку 

подстановки над столбцом, где будет результат.  
3. Затем выделить интервал ячеек, включающий исходные данные, 

ячейку с формулой и будущий результат и выполнить команду 
Сервис – Таблица подстановок – сослаться на адрес ячейки вво-

да. 
 
11. Сводные таблицы. 
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Позволяют из большой таблицы сделать выборки. Используется 

Мастер Сводных таблиц. Команда: Данные  – Сводная таблица. 
Указать источник данных, место расположения сводной таблицы, 

указать поля и  данные,  по которым нужно получить сводку.  
12. Специальные инструменты: подбор параметра, поиск ре-

шения. 
Позволяют найти оптимальное (наилучшее) решение. При подборе 

изменяется один параметр. Команда – Сервис – Подбор параметра 
–  указать ячейку с искомым параметром и изменяющуюся ячейку.  

При поиске решения можно изменять много параметров. Для чего 

необходимо записать математическую постановку задачи, опреде-

лив целевую функцию и ограничения, подготовить таблицу и вы-

полнить команду Сервис – Поиск решения – задать все параметры. 

Если Поиска решения нет в меню, его нужно подключить Сервис – 
Надстройки – Поиск решения. 
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Работа 3.1. Основные приемы работы: ввод данных и формул, 

форматирование таблицы, построение графиков 
 

ЗАДАНИЕ 1 
 
Создать таблицу под названием «Анализ показателей производ-

ства» и построить графики. 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
 
Поместите курсор в ячейку А1 
и наберите «Анализ показате-

лей производства», нажмите 

Enter, затем в ячейке А2 – «По-

казатели производства». 
o Далее, перемещая курсор, 

заполните ячейки данными. 
o  Название месяца введите 

автозаполнением: в ячейке А4 

наберите слово «Январь», уста-

новите курсор в правый ниж-

ний угол ячейки А4 на маркер 
заполнения, нажмите ЛКМ и 

протащите до ячейки А15. 
o Для того чтобы вычислить 

проценты необходимо факти-

ческие показатели производ-

ства разделить на плановые. 

Формула начинается со знака = и мышкой указываются адреса яче-

ек. 
o Для вычисления квартального показателя используем Автосум-

мирование  или функцию =СУММ( ). Не забудьте, что в квартал 

входит три месяца. 
o Для построения диаграммы 1 выделите ячейки А3:А15, затем, 

нажав кнопку Ctrl, выделите ячейки С3:С15,  вставка - нажмите 
значок  диаграмма – Линейчатая с группировкой. На вкладке Ра-

бота с диаграммой – макет – название диаграммы, введите назва-

ния. Для построения  диаграммы 2 выделите интервал ячеек 
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А16:В19, выберите вставка -  гистограмма с группировкой, на 

вкладке Работа с диаграммой – макет – Таблица данных - Допол-

нительные параметры таблицы данных. 
o Обрамите таблицу, используя команду Формат – Ячейки – Гра-

ница. 
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ЗАДАНИЕ 2 
 

1. Составьте электронную таблицу, вычисляющую количество 

выпавших осадков. 

2. Постройте гистограмму «Количество выпавших осадков». 
Вставка - гистограмма с группировкой, в которой по годам отраже-

но «Итого», «Макс. за год», «Миним. за год», «Среднее за год». 
«Среднее за год» и «Миним. За год» построить.  
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Работа 3.2. Мастер функций 
 

Задание 1 
 
Рассчитать комиссионную ставку для торговых агентов. Она 

зависит от объема продаж. Если объем продаж свыше 100 тыс.руб., 
то комиссионная ставка равна 6%, если не превышает 100 тыс.руб., 
то комиссионная ставка равна 5%. 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ. 
Для решения данной задачи 

нужно воспользоваться 

функцией Если. 
Синтаксис любой функции 

имеет имя и аргументы – Имя 

функции (аргументы). 
Все функции объединены в 

категории. Функция ЕСЛИ 

относится к категории логи-

ческие и имеет следующий 

синтаксис: Если. (проверяе-

мое условие; величина, возвращаемая в случае, если данное условие 

выполняется; 
 величина, возвращаемая при невыполнении данного условия). 
Для работы с функциями используют Мастер функций . Он со-

стоит из двух шагов: выбор Имени функции и задание аргументов. 
Выделите ячейку, в которой вы собираетесь разместить результат 

выполнения функции ЕСЛИ, например С4.  
1. Щелкните на кнопке  Мастер функций  из списка «Категория» 
выберите «Логические»,  в следующем окне выберите функцию 

ЕСЛИ.  
2. В диалоговом окне «Аргументы функции» в поле 

Лог_выражение введите проверяемое условие, например 
В4>100000, считая, что объем продаж содержится в ячейке В4.   
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3. В поле Значение_если_истина введите величину, которая будет 

возвращена, если окажется, что заданное условие выполняется. 

Например, если нужно задать 6 % комиссионных для тех, у кого 

объем продаж превышает 100 тыс.руб., в это поле нужно ввести 

В4*0,06. 
4. В поле Значение_если_ложь введите величину, которая будет 

возвращена, если окажется, что заданное условие не выполняется. 

Например, если нужно задать 5 % комиссионных для тех, у кого 

объем продаж не превышает 100 тыс.руб., в это поле нужно ввести 

В4*0,05. Щелкните кнопку ОК. Excel внесет функцию в рабочую 

таблицу и будет помещать результаты ее выполнения в выделен-

ную ячейку. (Примечание: Если оставить пустым поле Значе-

ние_если_ложь, то при невыполнении заданного условия Excel воз-

вратит не число, а слово «Ложь».) 
5. Вид функции в ячейке С4 приведен в строке формул: 

=ЕСЛИ(В4>100000;В4*0,06;В4*0,05). Чтобы рассчитать комисси-

онные для всех других работников скопируйте данную формулу 
одним из известных методов. Например, протащив маркер заполне-

ния с ячейки С4 до ячейки С12.  
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ЗАДАНИЕ 2 
 
Скопируйте рассчитанную таблицу и рассчитайте новые ко-

миссионные ставки для торговых агентов. 
Если  объем продаж выше 130 тыс.руб. – задать 10 % комиссион-

ных, для тех, у кого объем продаж превышает 100 тыс.руб., но 

меньше 130 тыс.руб. – 5 % комиссионных, для тех, у кого объем 

продаж не превышает 100 тыс.руб. – 3 % комиссионных. 
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Работа 3.3. Автозаполнение, абсолютные  и относительные 

ссылки. 
 

ЗАДАНИЕ 
 

Создать электронную таблицу учета платы за квартиру соглас-

но образцу. 
1. Все заголовки столбцов должны быть выровнены по центру, как 

по горизонтали, так и по вертикали, при определении формата 

ячейки, примите опцию переноса слов. Отформатируйте таблицу 
по образцу. 

2. Столбец «№ квартиры» – автозаполнение с 10 (шаг 1). Форомат: 

курсив, по центру. 
3.  Столбец «Фамилия квартиросъемщика» формат: по левому краю. 
4. Столбец «Площадь» – автозаполнение с 70 (шаг – 0,5), формат: 

курсив, по центру 
5. Столбец «Сумма»: для каждой квартиры умножается значение из 

графы «Площадь» (с относительным адресом) на значение из 

ячейки «Тариф» (с абсолютным адресом). 
6. Столбец «Дата оплаты» – автозаполнение с 10 марта (шаг 1), 

каждая последующая квартира произвела оплату на день позже 

предыдущей. 
7. Столбец «Просрочка»: если оплата была произведена до срока 

оплаты включительно, то автоматически ставиться 0 (нуль); если 

позже срока, то должно подсчитываться количество дней про-

срочки («Дата оплаты» относительный адрес – «Срок оплаты» 
абсолютный адрес). Формат: курсив, по центру. 

8. Столбец «Штраф»: для каждой квартиры умножается значение из 

графы «Пени за 1 день» (абсолютный адрес) на значение из гра-

фы «Просрочка». Формат « денежный», целый. 
9. Столбец «Итого»: суммируется значение из граф «Сумма» и 

«Штраф», формат «денежный», целый. 
10. В конце ведомости подсчитать: среднюю площадь, минималь-

ную сумму, максимальную просрочку, максимальный штраф, 

итого, используя соответствующие функции. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
1. Для форматирования столбцов использовать правую клавишу 

мыши (ПКМ): Формат ячеек – вкладка Выравнивание. 
2. Автозаполнение  ячеек: Правка – Заполнить – Прогрессия– 

Арифметическая (ряды даты), либо  введите значение в первую 

и вторую ячейки, выделите их  и протяните ЛКМ, зацепив маркер 

заполнения, либо введите значение в первую ячейку (для дат) и 

протяните маркер. 
3.  При вычислениях используйте в ссылках (адреса ячеек) относи-

тельные и абсолютные адреса. Относительный адрес при копиро-

вании формул изменяется: при копировании по столбцу в адресах 

ячеек изменяется номер строки; при копировании по строке в ад-

ресах ячеек изменяется имя столбца. Абсолютные адреса при ко-

пировании не изменяются! Абсолютный адрес  устанавливают 

клавишей F4, например, для «Штрафа» = $C$4*F6.  
Относительный адрес – С4, абсолютный адрес – $C$4, смешанные 

адреса – $C4 и C$4. 
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4. Для вычисления формул используйте Мастер функций. Для 

поля «Просрочки» используется функция ЕСЛИ. Синтаксис и 

правило использования функции см. в лабораторной работе 3.2. 

Например, = ЕСЛИ(E6 <= $C$3;0;E6 – $C$3). 
5. Для вычисления параметров: «Средняя площадь», «Минимальная 

сумма», «Максимальная просрочка», «Максимальный штраф», 
«Итого» используйте функции: (СРЗНАЧ(аргументы), 
СУММ(аргументы), МИН(аргументы), МАКС(аргументы). Ввод 

функций в формулы осуществляйте Мастером функций. 
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Работа 3.4. Создание примечаний, числовое форматирование 
 
ЗАДАНИЕ 
 
Сформировать на рабочем листе ведомость «Расчет заработной 

платы работников научно–проектного отдела «Альфа». 
 

 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ 
1. В ячейку А2 поместить название ведомо-

сти 
2. В ячейки А3:К3 ввести названия полей ве-

домости: № п/п…Выплата.  
3. К шапке ведомости – к каждому столбцу – 
создать скрытые примечания. 
Примечания создаются командой Вставка – Примечание (также 

можно использовать панель инструментов Рецензтрование, которая 

добавляется командой Вид – Панели Инструментов – 
Рецензирование).  

Тексты Примечаний по столбцам: 
№ п/п – номер работника отдела; 
Фамилия И. О. – заносятся все фамилии работающих в научно–

проектном отделе; 

ПРИМЕЧАНИЕ 
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Должность – занимаемая должность на момент заполнения ведо-

мости; 
Тарифная ставка – денежный эквивалент занимаемой должности; 
Стаж – вносится целое число отработанных лет на момент запол-

нения ведомости; 
k – коэффициент за стаж работы; 
Надбавка за стаж – денежный эквивалент за стаж работы; 
Итого – начисление заработной платы с учетом тарифной ставки и 

стажа работы; 
Процент налога – определяет процент отчислений в бюджет; 
Удержать – денежный эквивалент отчислений в бюджет; 
Выплата  – сумма, предназначенная к выдаче. 
4. При расчетах в ведомости учитывать следующее: 
Коэффициент k присваивается из следующего расчета: 0,1 – отра-

ботано до 5 лет включительно, 0,2 – от  5 до 10 лет включительно,     

0,25 – от 10 до 15 лет включительно,   0,3 – свыше 15 лет. Формула 

для ячейки F4: 
 
 
Надбавка за стаж – произведение тарифной ставки на k,   
G4     
Формат числа для ячейки G4: Формат – Ячейки –вкладка Число, из 

списка Числовые форматы выбрать Все форматы и в поле Тип 
ввести формат  
Итого – сумма Тарифной ставки и Надбавки за стаж 
 (H4=D4 + G4).  Формат числа аналогичен предыдущему.  
 Процент налога – учитывает, что : 2 % – начисление (по Итого) 
составляет до 7000 р. включительно, 10 % – более 7000 р. до 10000 

р. включительно, 20 % – более 10000 р. до 25000 р. включительно, 

35 % – превышающие 25000 р. Пример формулы для I4: 
 

Формат числа (I4) – Процентный. 
Удержать – произведение  Итого на Процент налога.  Формат 

пользовательский, аналогичный ячейкам столбцов D, G,H:  
Выплата – разность между Итого и Удержать. 
5. Подсчитайте Всего к выдаче, используя Автосуммирование. 
6. Объедините ячейки в соответствии с образцом Формат – Ячей-

ки – вкладка Выравнивание – Объединить ячейки. 
7. Обрамите таблицу Формат – Ячейки – вкладка  Граница. 
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8. Отформатируйте текстовую информацию по образцу Формат – 
Ячейки – вкладка Шрифт. 

Результат решения задачи 
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Работа 3.5. Вычисления с использованием функций, формати-

рование графиков 
ЗАДАНИЕ 
1. Дайте название рабочему листу «Зарплата». 
2. Создайте таблицу, заполнив шапку и значения столбцов при-

веденными в таблице данными: «№ », «Фамилия И.О.», «Оклад», 

«Дети». 
3. Вычислите по формулам значения в первых ячейках столбцов: 

«Уральский коэффициент», «З/плата с уральским коэф.», «С начала 

года», «Налоги», «Сумма на руки». 
4. Скопируйте полученные формулы в остальные ячейки соот-

ветствующих столбцов. 
5.  Вычислите итоговые значения и скопируйте их в соседние 

ячейки этих строк. 
6.  Отформатируйте таблицу в соответствии с приведенным ви-

дом. 
7. Постройте столбиковую диаграмму рассчитанной «Зарплаты 

за сентябрь». 
 A B C D E F G H I 
1 Сентябрь 2006 г. 

2 № Фамилия И.О. Оклад 
Уральс

кий 

коэф. 

З/плата 

с урал. 

коэф. 

С начала 

года 
Дети Налоги 

Сумма на 

руки 

3 1 Иванов И.И. 3500 525,00 4025,00 36225,00 2 523,25 3501,75 
4 2 Петров С.П. 2300 345,00 2645,00 23805,00 2 343,85 2301,15 
5 3 СидоровМ.А. 1800 270,00 2070,00 18630,00 1 269,10 1800,90 
6 4 РешетовА.М. 3800 570,00 4370,00 39330,00 1 568,10 3801,90 
7 5 Акимов В.С. 2400 360,00 2760,00 24840,00 2 358,80 2401,20 
8 6 Нифонтова 

Е.И. 
1500 225,00 1725,00 15525,00 0 224,25 1500,75 

9 7 Семенова И.В. 2100 315,00 2415,00 21735,00 1 313,95 2101,05 
10 8 Власова Л.Р. 2600 390,00 2990,00 26910,00 2 388,70 2601,30 
11 9 Леонтьев Д.Е. 320 48,00 368,00 3312,00 0 0,00 368,00 
12 10 Якунин В.П. 3100 465,00 3565,00 32085,00 2 463,45 3101,55 
13  Всего 23420 3513,00 26933,00 242397,00 13 3453,45 23479,55 
14  Среднее 2342 351,30 2693,30 24239,70 1 345,35 2347,96 
15  Мах 3800 570,00 4370,00 39330,00 2 568,10 3801,90 
16  Мin 320 48,00 368,00 3312,00 0 0,00 368,00 
          
  Налоговый вычет 400      
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
1. Ввод формул. Формула начинается со знака =. Адреса ячеек 

со значениями, участвующими в вычислениях, указываются 

щелчком мыши. Для выбора функций используется команда 

Вставка – Функции или Мастер функций  fx. 
2. Формулы для вычислений: 

  «Уральский коэф.» составляет 15 % от оклада. «Ураль-

ский коэф.»=0,15* «Оклад».  
  «З/плата с уральским коэф.» = «Оклад» + «Уральский ко-

эф.».  
  Начисления заработной платы накопительным итогом за 

девять месяцев с начала года. «С начала года»  = З/плата с урал. 

коэф.* кол. месяцев. В данном примере количество месяцев 

равно 9. 
  «Налоги». Если «З/плата с уральским коэф.» меньше, чем 

налоговый вычет, в нашем случае это 400 рублей, то налог бу-

дет равен 0. Если начисления «С начала года», меньше или 

равны 15000руб., то налог равен – («З/плата с уральским ко-

эф.» – «Налоговый вычет» – 300* «Дети»)*0,13; в противном 

случае «З/плата с уральским коэф.» *0,13.  
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Адрес ячейки D18 – «Налоговые вычеты» необходимо задать 
в виде абсолютной ссылки – $D$18,  которая задается функ-

циональной клавишей F4. 
  «Сумма на руки» = «З/плата с уральским коэф.» – 

«Налоги». 
  Вычисления формул итоговых строк: Мастер функций – 

Категории – Статистические – найдите нужную функцию 

(СУММ( ), СРЗНАЧ( ), MAX( ), MIN( )). Введите диапазон яче-

ек с данными для вычисления значений функций. 
  Скопируйте формулы в соответствующие строки. 

3. Построение графика по данным, расположенным не в сосед-

них столбцах: выделить диапазон ячеек, данные которых бу-

дут располагаться по оси Х (столбец «Фамилия И.О.»), нажать 

клавишу.Ctrl и не отпуская ее, выделить диапазон ячеек, дан-

ные которых будут располагаться на оси Y (столбец «Сумма 

на руки»). Далее обычные действия: Вызвать Мастер постро-

ения диаграмм, выбрать Тип диаграммы и ее вид. Ввести Па-

раметры диаграммы, задать Размещение диаграммы. 
4. Отформатировать график (изменение его оформления). Выде-

лить нужный фрагмент графика, вызвать контекстное меню 
(КМ), выбрать Формат – изменить значения параметров: 

шрифт, вид и толщину линий, вид стрелок и т.д.   
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Работа 3.6. Использование сложных функций 
ВАРИАНТ 1 
 
ЗАДАНИЕ 
 
1. Введите название рабочего листа – «Автошкола  «Автолайн». 
2. Наберите «шапку» ведомости, заполните значение столбцов: 

«№» – автозаполнением; «Фамилия инструктора» – 13 – ю фамили-

ями, «Число курсантов» разбить на два столбца, в столбце «Циф-

рой» ввести числовое значение с клавиатуры. 
3. В первую ячейку столбца «Прописью» введите формулу, ис-

пользуя, Мастер формул. Если число цифрой равно 0, то прописью 

«Нуль», если – 1, то «Один», если – 2, то прописью «Два», если – 3, 
то прописью «Три», если – 4, то «Четыре», если – 5, то «Пять». 
4. Скопируйте формулу во все ячейки столбца. 
5. В отдельной таблице подсчитайте количество оценок. 
6. По результатам этой таблицы постройте две диаграммы – Ги-

стограмму со значениями и Круговую (в процентном формате). 
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МЕ-

ТО-

ДИ-

ЧЕ-

СКИЕ УКАЗАНИЯ 
1. Ввод формулы с использованием функции ЕСЛИ. Мастер 

функций  – функция ЕСЛИ. Синтаксис функции: ЕСЛИ (Условие; 

Действие «истина»; Действие «ложь») 
В приведенном ниже примере формула анализирует содержимое 

ячейки D4 – цифровое число курсантов для инструктора Абакумо-

ва. 
=ЕСЛИ(D4=5;"Пять";ЕСЛИ(D4=4;"Четыре";ЕСЛИ(D4=3;"Три";

ЕС-

ЛИ(D4=2;"Два";ЕСЛИ(D4=1;"Один";ЕСЛИ(D4=0;"Нуль";"Ошибка 

ввода")))))). 
2. Для подсчета количества групп используется функция СЧЁ-

ТЕСЛИ: 
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СЧЁТЕСЛИ (Диапазон ячеек, в которых ведется подсчет; Условие). 
Например, для «Пять» формула = СЧЁТЕСЛИ (D4:D16;"=5"). 

 

 
 

3.  Круговая диаграмма строится для  столбца «Количество 

групп», выбирается соответствующий вид диаграммы. Надписи за-

даются в окне «Параметры диаграммы» на вкладке «Подписи дан-

ных». 
 
ВАРИАНТ 2 
 
ЗАДАНИЕ 
 
1. Измените название рабочего листа – «Экзаменационная ведо-

мость». 
2. Наберите «шапку» ведомости, заполните значение столбцов: 

«№» – автозаполнением; «Фамилия И. О.» – любыми 10 – ю фами-

лиями», «№ зачетной книжки» и числовое значение оценки введите 

с клавиатуры. 
3. В первую ячейку столбца «Прописью» введите формулу, исполь-

зуя, мастер формул. Если числовая оценка равна 2, то прописью 

«Неудовлетворительно», если – 3, «Удовлетворительно», если – 4, 
то «Хорошо», если – 5, то «Отлично», если – «н/я», то «Неявка» 
4. Скопируйте формулу во все ячейки столбца. 
5. В отдельной табличке подсчитайте количество оценок. 
6. По результатам этой таблицы  постройте кольцевую диаграмму. 
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Методические указания аналогичны варианту 1. 
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 Работа 3.7. Команды сортировки и фильтрации 
 

ЗАДАНИЕ 
 
1. Наберите в MS Excel таблицу с выделенными значениями 

(кроме значений в колонках «% жилого фонда» и «Стоимость 1 кв. 
м.), оформите и отформатируйте по указанному образцу. 
 

 

 
 
2. Вычислите «% жилого фонда» и «Стоимость 1 кв. м.». 
3. Определите Итоговые и Средние показатели. 
4. Примените Автофильтр и выполните следующие действия: 
 выделите все однокомнатные квартиры и перенесите их на 

лист 2; 
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 выделите все двухкомнатные квартиры и перенесите их на 

лист 3; 
 выделите все трехкомнатные квартиры и перенесите их на 

лист 4; 
 выделите все четырехкомнатные квартиры и перенесите их на 

лист 5; 
5. Переименуйте  указанные в п.4 рабочие листы следующим об-

разом: «1–комнатные», «2–комнатные» и т. д. 
6. На листах  2 – 5 вычислите показатели, указанные в п.3. 
7. Отсортируйте: 1–комнатные квартиры – по возрастанию сто-

имости 1 кв. м.; 2–комнатные квартиры – по возрастанию стоимо-

сти квартиры; 3–комнатные квартиры – по убыванию жилого мет-

ража. 
8. На листе 1 отфильтруйте квартиры с жилым метражом более 

30 м и стоимостью 1 кв. м менее 2 тыс.руб., результат скопируйте 

на лист 6. 
9. На листе 1 найдите: самую дорогую квартиру; самую боль-

шую по общему метражу; имеющую самую низкую стоимость; с 

самым высоким процентом жилого фонда. 
10. Найденные квартиры скопируйте на лист 7. 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
1. Для определения итоговых  и средних  показателей  восполь-

зуйтесь функциями СУММ(аргумент) и СРЗНАЧ(аргумент). 
При  фильтрации и сортировке данных в таблице поставьте курсор 

в любую ячейку таблицы и выполните соответствующую команду. 
2. Сортировка выполняется командой Данные – Сортировка. 
Выберите столбец, по которому осуществляется сортировка и па-

раметр 
 
 
 
 

 
 
 
 
3. Фильтрация осуществляется командой Данные – Фильтр – 
Автофильтр. Выберите параметр фильтрации или задайте Условие. 
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Задание условия фильтрации 
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Работа 3.8. Подбор параметра на примере решения уравнения 
 

ЗАДАНИЕ 
 

Решите уравнение своего варианта, используя команду «Под-

бор параметра». 
Решить уравнение, значит найти значение аргумента (Х), при кото-

ром функция (Y) принимает значение равное нулю, т. е пересекает 

ось Х. 
 

№ 

вари–

анта 
Уравнение 

№ 

вари–

анта 
Уравнение 

1 Х3–2,92х2+1,435х+0,7911=0 6 Х3–0,12х2+1,4775х+0,191 =0 
2 Х3–2,56 х2+1,325 х+4,395 =0 7 Х3–0,77х2+0,251х+0,016=0 
3 Х3–2,84х2+5,6064х+14,766=0 8 Х3–0,88х2+0,399х+0,03 =0 
4 Х3–1,41х2+5,472х+7,380=0 9 Х3–0,78х2+0,826х+0,1467=0 
5 Х3–0,85х2+0,4317х+0,0439=0 10 Х3–2,28х2+1,9347х+3,907=0 

 
Пример решения уравнения: ах3+bx2+cx+d=0 при a = 1; b = – 2,92; 
c = 1,435; d = 0,7911 на интервале  изменения  Х [–10;10]  с шагом 

изменения Х равном 1. 
1. Создайте таблицу изменения Х в заданном интервале и вычис-

лите Y по заданной формуле 

(=$C$2*A2^3+$D$2*A2^2+$E$2*А2+$F$2) . Коэффициенты a, b, c, 
d заданы абсолютным адресом. 

2. Выделите интервал ячеек А1:В22  и постройте график функции 
(тип графика «Точечный»). Назовите его «Исходный график функ-

ции». Скопируйте график при нажатой клавише Ctrl и потяните его 

мышью. Переформатируйте копию графика, изменив диапазон для 

Х [–3, 3] и Y [–5, 5]. Это позволит увидеть точки пересечения функ-

ции с осью аргумента. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
1. Найти интервалы, на которых существуют корни уравнения. 

Это интервалы изменения аргумента, на концах которых функция 

изменяет знак. Для наглядности определения интервалов нужно по-

строить график функции. Для этого создайте таблицу, в которой 

выполните следующие действия. 
 Протабулируйте аргумент: введите значения аргумента в 

некотором диапазоне, например, от –1 до 1 или от –10 до 10 с ма-

лым шагом изменения (ячейки А2:А22). 
 Протабулируйте функцию. Вычислите значения функции 

для всех значений аргумента (ячейки В2:В22). 
 Постройте график. 
 Визуально определите интервалы аргумента, в которых 

функция меняет знак. На каждом из этих интервалов имеется свой 

корень. 
 Если по первоначальному графику трудно определить точ-

ки пересечения графика с осью Х, то график необходимо перефор-

матировать. Команды выбирайте в контекстном меню соответству-

ющего объекта. Указатель мыши поместите на ось графика, вызо-

вите КМ Формат оси – вкладка Шкала установите для оси Х мак-

симум 3, минимум –3, для Y максимум 5, минимум –5. На графике 
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посмотрите точки пересечения функции с осью Х. Это будут корни 

уравнения. 
 Для определения точных корней выделите ячейки, напри-

мер D6:D8, в них поместите примерные значения корней (взятые с 

графика или из таблицы). В диапазон ячеек Е6:Е8 поместите фор-

мулы для вычисления функций (скопируйте из соответствующих 

ячеек таблицы, принадлежащих этим же строкам). 
  Выполните команду Сервис – Подбор параметра – Уста-

новить в ячейке Е6 (введите ссылку на ячейку, содержащую функ-

цию) – Значение 0 – Изменяя значение ячейки D6 (введите ссылку 

на ячейку, содержащую аргумент). Повторите эти действия. В 

ячейках Е6:Е8 установятся значения функции 0, в ячейках D6:D8 
значения корней. 

Работа 3.9.  Работа с массивами и матрицами 
При работе с матрицами используются специальные формулы: 

МУМНОЖ(аргументы) – умножение матриц; МОБР(аргументы) – 
вычисление обратной матрицы; МОПРЕД(аргументы) – вычисляет-

ся определитель матрицы; ТРАСП(аргументы) –транспонирование 

матрицы. 
Для получения численных результатов с использованием данных 

функций следует:  выделить диапазон ячеек для вывода результата, 

ввести формулу в строку формул и нажать одновременно клавиши 

<Ctrl>+<Shift>+<Enter>. 
ЗАДАНИЕ  1 
 
 Подсчитать в заданном двумерном массиве количество отри-

цательных элементов. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ 

1. Заполните ячейки А4:D6 необходимыми значениями. 
2. В ячейку F4 введите формулу;    
 
ЗАДАНИЕ 2 
 
 Решить систему линейных уравнений BXA 2 , где значения со-

ответствующих матрицы и вектора–столбца имеют вид:  











411

723
A , 










2

3
B . Алгебраический вид системы: 

22
2
221

2
21

12
2
121

2
11

bxaxa

bxaxa




. 

 
 
 
 
 
 
 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ 
Можно перемножить только те матрицы, у которых количество 

строк матрицы 2 равняется количеству столбцов матрицы 1. Для 

решения системы уравнений нужно вычислить обратную матрицу 

коэффициентов А и умножить на столбец свободных элементов. 
В ячейку F11 введите формулу, используя мастер функций:  
 
 
ЗАДАНИЕ 3 

Решить систему уравнений BXA  , если  






















681

4125

012

A ,  


















1

7

3

B . 

Запишите систему в алгебраическом виде. 
 
ЗАДАНИЕ 4 
 
Заданы четыре матрицы А, В, С и D одинаковой размерности, со-

держащие по 3 строки и по 4 столбца. Вычислить результирующую 

матрицу DCBAE  2)cos(5 . 
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Вычислите результирующую матрицу F= 3A+B+2C–D, проверьте 

результат.  
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ 
1. На рабочий лист поместите данные соответствующих матриц  

А, В, С и D. 
2. Используя команду Вставка – Объект – Тип объекта , поме-

стите на лист формулу 

DCBAE  2)cos(5 . 
3. Выделите диапазон  ячеек для результата, установите указатель 

мыши в строку формул, вве-

дите формулу:  
 и нажмите клавиши  Ctrl+Shift+Enter. 
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4. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ФУНКЦИЙ EXCEL  

Работа 4.1. Определение места числа в списке,  функция РАНГ 
 

ЗАДАНИЕ 
 

 Сформировать и заполнить отчетную ведомость работы 

сети компьютерных клубов по форме: 
 

 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
 В ячейку А1 ввести название ведомости. 
 В ячейки А3 : Н3 ввести название полей ведомости. 
 В поле «Клуб» – строки «Альтаир»… «Блиндаж», «Итого». 
 Вычислить «Суммарную выручку» по каждому клубу исполь-

зуя функцию Сумм(аргументы). При вводе функций пользо-

ваться Мастером функций 
 Определить «Место», для этого используется функция  Ранг 

(аргументы). 
Данная функция возвращает ранг числа в списке чисел. Ранг 

числа – это его величина относительно других значений в спис-

ке. (Если список отсортировать, то ранг числа будет его позици-

ей) . 
Синтаксис: Ранг(число;ссылка;порядок) 
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Число – это число, для которого определяется ранг; ссылка – это 

массив или ссылка на список чисел (нечисловые значения в 

ссылке игнорируются); порядок – это число, определяющее спо-

соб упорядочения (0 – ранг 1 у максимального числа ; любое 

число – ранг 1 у минимального числа). 
Например, в ячейке F4 формула  опреде-

ляет ранг числа в ячейке Е4 среди чисел столбца Е4:Е13. 
 Вычислить «Среднюю выручку» по каждому клубу, используя 

функцию =Срзнач(аргументы) . 
 Вычислить общие итоги, используя функцию 

Сумм(аргументы). 
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Работа 4.2.  Определение частоты попадания числа в заданный 

интервал. Функция ЧАСТОТА 
 

ЗАДАНИЕ 
 
Составить отчет торговой сети 

Менеджер торговой сети магазинов имеет значения выручки 

за три летних месяца по шести магазинам. Необходимо составить 

отчетную ведомость по результатам деятельности за этот период с 

простейшей обработкой данных. 
 

 
 
Создайте таблицу, в которой заполните исходной информацией 

столбцы: «Магазин», «Июнь», «Июль», «Август» (кроме итоговой 

строки), и вычислите: 
1. Суммарную и среднюю выручку каждого из магазинов за от-

четный период. 
2. Итоговую выручку всех магазинов за каждый месяц отчетного 

периода. 
3. Место, которое занимает каждый из магазинов в суммарном 

объеме выручки. 
4. Процентную долю каждого из магазинов в суммарном объеме 

выручки. 
5. Количество  магазинов, имеющих суммарную выручку до 

1000 млн. руб., от 1000 до 1500 млн. руб., от 1500 до 2000 млн. 
руб. и свыше 2000 млн. руб. 

 
МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

1. «Суммарная выручка» по магазинам и «Итого» по месяцам 

определяется с использованием функции СУММ(диапазон 
ячеек). Запишите формулу в ячейку Е3 и скопируйте по 
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столбцу для всех магазинов. Запишите аналогичную формулу 

в ячейку В9 и скопируйте итог по строке для каждого месяца 

и суммарной выручке. 
2. «Место» магазина среди остальных определяется функцией 

РАНГ (адрес ячейки для значения которой определяется ме-

сто; диапазон ячеек). Для первого магазина в ячейке F3 запи-

сана формула =РАНГ(Е3;$Е$3 :$Е$8) 
3. «Средняя выручка» вычисляется с использованием функции  

= СРЗНАЧ (диапазон ячеек). Вид формулы в ячейке G3  
     = СРЗНАЧ(В3:D3). 
4. Доля объема выручки магазина в общей выручки. «Процент» 

= «Суммарная выручка» магазина / Итоговая «Суммарная вы-

ручка». Вид формулы в ячейке Н3 =Е3/$Е$9. 
5. Скопируйте формулы из диапазона ячеек Е3:Н3 в соседние 

ячейки по указанным столбцам. 
6. Определение количества магазинов, попавших в заданный ин-

тервал по значению «Суммарной выручки» основано на ис-

пользовании массива формул с функцией ЧАСТОТА (диапазон 

ячеек значений; диапазон ячеек граничных значений). Для мас-

сива формула вводится не в одну ячейку, а в выделенный диа-

пазон. Выделите диапазон J3:J6, введите в него формулу  = 
ЧАСТОТА(Е3:Е8;I3:I5). Завершить ввод формулы нажатием 

комбинации клавиш Ctrl + Shift + Enter. 
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Работа 4.3. Текстовые функции и функции даты и времени 
 
ЗАДАНИЕ 
 
Разработать рабочую книгу «Список сотрудников». Она должна включать следующие рабочие 

листы: Лист 1– Список сотрудников, лист 2 – Возраст и стаж работы, лист 3– Анкетные данные. 
1. Измените название 1 рабочего листа  – «Список сотрудников». 
2. Создайте таблицу 1 и заполните её данными. 
                                                       Список сотрудников                                                            Таблица 1 

№ 

п/п 
Фамилия Имя Отчество 

Место 
 работы 

Должность 
Дата  

рождения 
Город Улица Дом 

Квар– 
   тира 

Оклад 
Дата  

поступления 
1 Вольская Анна Дмитриевна ЦКТ инженер 03.12.1979 Екатеринбург Декабристов 12 3 13000,00 01.01.1998 
2 Ермаков Леонид Викторович ИНФ ассистент 12.06.1980 Екатеринбург Фрунзе 1 125 10000,00 28.10.1985 
3 Заяц Виктор Сергеевич АКТ доцент 05.08.1960 Екатеринбург Мельникова 4 67 20000,00 30.10.1984 
4 Аванова Алла Борисовна ЭГП ассистент 09.09.1978 Екатеринбург Щорса 7 89 15000,00 25.08.1990 
5 Игнатович Валерий Иванович ОПИ профессор 10.05.1952 Екатеринбург Декабристов 12 23 11000,00 11.03.1977 
6 Котов Сергей Сергеевич ИНФ инженер 18.02.1980 Екатеринбург Фурманова 34 46 10500,00 19.01.2002 
7 Михайлова Екатерина Михайловна ИНФ лаборант 23.04.1980 Екатеринбург Гоголя 2 135 5000,00 20.08.2000 
8 Мороз Александр Петрович АКТ доцент 29.05.1960 Екатеринбург Чапаева 78 12 20000,00 30.06.1985 
9 Никонова Светлана Ивановна ЭГП ассистент 13.12.1984 Екатеринбург Пушкина 36 67 12000,00 29.08.2005 

10 Петрашевич Елена Юрьевна ЦКТ инженер 19.06.1975 Екатеринбург Щербакова 29 89 13000,00 16.05.2000 
11 Петров Юрий Алексеевич ЦКТ уч.мастер 17.07.1974 Екатеринбург Белинского 30 20 10000,00 01.01.1999 
12 Сергейчик Иван Матвеевич ОПИ доцент 07.07.1972 Екатеринбург Крауля 40 50 20000,00 01.03.2002 
13 Степаненко Любовь Михайловна ЭГП доцент 06.08.1960 Екатеринбург Токарей 19 27 20000,00 16.08.1980 
14 Уланович Алексей Владимирович ЭГП ассистент 01.01.1987 Екатеринбург Заводская 25 15 14000,00 12.12.2005 
15 Уткин Петр Ильич АКТ профессор 03.11.1949 Екатеринбург Татищева 58 78 25000,00 08.12.1985 
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3. Перейдите на лист 2, назовите его «Возраст и стаж работы» и 

создайте таблицу 2, которая создается по таблице 1 (с  листа 

«Список сотрудников») с использование формул. 
4. Посчитайте средний, максимальный и минимальный возраст со-

трудников. 
 

       Возраст и стаж работы                        Таблица 2 
   Стаж работы 

№ Фамилия И.О. Возраст Годы Месяцы 
1 Вольская А.Д. 27 08  11 
2 Ермаков Л.В. 26 21  2 
3 Заяц В.С. 46 22  1 
4 Аванова А.Б. 28 16  4 
5 Игнатович В.И. 54 29  9 
6 Котов С.С. 26 04  11 
7 Михайлова Е.М. 26 06  4 
8 Мороз А.П. 46 21  5 
9 Никонова С.И. 22 01  3 
10 Петрашевич Е.Ю. 31 06  7 
11 Петров Ю.А. 32 07  11 
12 Сергейчик И.М. 34 04  9 
13 Степаненко Л.М. 46 26  4 
14 Уланович А.В. 19 01  0 
15 Уткин П.И. 57 21  0 

 Среднее 35   
 Максимум 57   
 Минимум 19   

 
5. Перейдите на лист 3, назовите его «Анкетные данные» и создайте 
таблицу 3 по данным таблицы 1 (с  листа «Список сотрудников») с 

использование формулы с последующим копированием ее во все 

ячейки столбца. 
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                                                                           Анкетные данные                                                              Таблица 3 
№ Анкетные данные 
1 Вольская Анна Дмитриевна, 03.12.1979 г.р., Место проживания:  г.Екатеринбург, ул.Декабристов, д.12, кв.3 
2 Ермаков Леонид Викторович, 12.06.1980 г.р., Место проживания:  г.Екатеринбург, ул.Фрунзе, д.1, кв.125 
3 Заяц Виктор Сергеевич, 05.08.1960 г.р., Место проживания:  г.Екатеринбург, ул.Мельникова, д.4, кв.67 
4 Аванова Алла Борисовна, 09.09.1978 г.р., Место проживания:  г.Екатеринбург, ул.Щорса, д.7, кв.89 
5 Игнатович Валерий Иванович, 10.05.1952 г.р., Место проживания:  г.Екатеринбург, ул.Декабристов, д.12, кв.23 
6 Котов Сергей Сергеевич, 18.02.1980 г.р., Место проживания:  г.Екатеринбург, ул.Фурманова, д.34, кв.46 
7 Михайлова Екатерина Михайловна, 23.04.1980 г.р., Место проживания:  г.Екатеринбург, ул.Гоголя, д.2, кв.135 
8 Мороз Александр Петрович, 29.05.1960 г.р., Место проживания:  г.Екатеринбург, ул.Чапаева, д.78, кв.12 
9 Никонова Светлана Ивановна, 13.12.1984 г.р., Место проживания:  г.Екатеринбург, ул.Пушкина, д.36, кв.67 
10 Петрашевич Елена Юрьевна, 19.06.1975 г.р., Место проживания:  г.Екатеринбург, ул.Щербакова, д.29, кв.89 
11 Петров Юрий Алексеевич, 17.07.1974 г.р., Место проживания:  г.Екатеринбург, ул.Белинского, д.30, кв.20 
12 Сергейчик Иван Матвеевич, 07.07.1972 г.р., Место проживания:  г.Екатеринбург, ул.Крауля, д.40, кв.50 
13 Степаненко Любовь Михайловна, 06.08.1960 г.р., Место проживания:  г.Екатеринбург, ул.Токарей, д.19, кв.27 
14 Уланович Алексей Владимирович, 01.01.1987 г.р., Место проживания:  г.Екатеринбург, ул.Заводская, д.25, кв.15 
15 Уткин Петр Ильич, 03.11.1949 г.р., Место проживания:  г.Екатеринбург, ул.Татищева, д.58, кв.78 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
1. При создании таблицы 2 используются  функции категории 

Дата и время и Текстовые – Мастера функций fx. 
 Столбец «Фамилия И.О.» может быть заполнен двумя способами: 
 а) с использованием текстовых функции Сцепить() и Левсимв(). 
Сцепляются «Фамилия» и левые символы имени и отчества с точкой, 
например: 
 =Сцепить('Списоксотрудников'!B3; 
" ";Левсимв('Список сотрудников'!С3;1); 
"."; Левсимв('Списоксотрудников' !D3;1);".";) 
 б) С использованием символа сцепления – &, выполняя те же дей-

ствия, что и в 1–м пункте дополнительно включая пробелы, напри-

мер: 
='Списоксотрудников'!B3&""&Левсимв('Списокcотрудников'!C3;1)
&"."&Левсимв ('Список сотрудников'!D3;1)&"." 
 Столбец «Возраст»  =Сегодня() – 'Список сотрудников'!G3)  
формируется по столбцу «Дата рождения» 
 Столбец «Годы» =Сегодня() – ('Список сотрудников'!M3)  
формируется по столбцу «Дата поступления» 
 Столбец «Месяцы»=Месяц(D4–1)  

2. Все формулы копируются с помощью маркера заполнения.  
3. Вычисление формул итоговых строк: – Мастер функций fx –

Категории – Статистические – функции Срзнач(), Мах(), Мин(). 
 4. При создании таблицы 3 применяется формула с использова-

нием символа сцепления (&): «Фамилия», «Имя», «Отчество», пере-

ведённой в текст «Дата рождения», символов «г.р., Место прожива-

ния : г. », «Город», «ул.», «Улица», «д.», «Дом», «кв.», «Квартира», 

например: 
='Список сотрудников'!B3&" "&'Список сотрудников'!C3& 
" " &'Список сотрудников'!D3 &", "& 
Текст('Список сотрудников'!G3;"ДД.ММ.ГГГГ")& 
" г.р., Место проживания: г."& 'Список сотрудников'!H3& 
", ул."&'Список сотрудников'!I3&", д."&'Список сотрудников'! J3& 
", кв."&'Список сотрудников'!K3. 

или используется функция Cцепить (), например: 
  =Cцепить('Список сотрудников'!B3;" ";'Список сотрудников'!C3; 
"  ";'Список сотрудников'!D3;","; 
ТЕКСТ('Список сотрудников'!G3;"ДД.ММ.ГГГГ"); 

Формат 
ячеек  

установить 
ГГ 

Формат ячеек – числовой 
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" г.р., Место проживания : г.";'Список сотрудников'!H3; 
", ул.";'Список сотрудников'!I3;",";" Д.";'Список сотрудников'!J3;","; 
" кв.";'Список сотрудников'!K3) 
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Работа 4.4. Экономические расчеты с использованием финансо-

вых функций 
 

ЗАДАНИЕ 1 
 
 Расчет амортизационных отчислений. 
Приобретено оборудование стоимостью 100000 руб. Продолжитель-

ность эксплуатации оборудования – 8 лет. Остаточная стоимость – 
12000 руб. Рассчитать величину амортизационных отчислений за 

каждый (любой) год эксплуатации. 
  
 
 
 
 
 
 
Рис. 1. Расчет амортизационных отчислений с использованием функ-

ции АПЛ.  
 
Определить величину ежегодной амортизации оборудования для 

условий своего варианта. Исходные данные и таблицу результатов 

представить на рабочем листе Excel. 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
Для расчета амортизационных отчислений необходимо знать 

три параметра: начальная стоимость имущества; остаточная стои-

мость по окончании эксплуатации; продолжительность эксплуатации. 
Расчет амортизационных отчислений может быть произведен с 

использованием различных методик. В зависимости от этого могут 

быть применены и различные функции Excel. 
В простейшем случае амортизация разносится равномерно на 

каждый год эксплуатации имущества. При этом для расчета величи-

ны амортизационных отчислений используют функцию АПЛ.  
Синтаксис функции: АПЛ(Нач_стоим;Ост_стоим;Время), 
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где Нач_стоим – начальная стоимость имущества; Ост_стоим – 
остаточная стоимость имущества; Время – продолжительность экс-

плуатации. 
Функция АПЛ вводится в формулу с использованием Мастера функ-

ций. Ниже приведено окно задания аргументов данной функции. 
 

 
 

Варианты заданий 
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ЗАДАНИЕ 2 
 

Расчет суммы вклада (либо величины займа) 
1. Рассчитать будущую сумму вклада в размере 1000 руб., внесенного 

на 10 лет с ежегодным начислением 10 %  (рис. 2). Будущую сумму 

вклада при тех же условиях, но с ежегодным пополнением 1000 
руб.(рис. 3). 
 

 
 
Рис. 2.  Расчет величины вклада без пополнений 
 

 
 
Рис. 3.  Расчет величины вклада с пополнением 
 
2. Рассчитать будущую сумму вклада при ежемесячном внесении 200 

руб. в течение 8 лет с ежегодным начислением 6%. Начальный вклад 

равен 0 (рис. 4). 
 

 
Рис. 4.  Расчет величины вклада при регулярном пополнении с нуле-

вой начальной суммой  
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3. Расчет величины возможного займа. Требуется рассчитать, какую 

сумму можно занять на 8 лет под 6 % годовых, если есть возможность 

выплачивать ежемесячно по 200 руб.  
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ. 
Во всех примерах использована функция БС (будущая стои-

мость).  
• Эта функция вычисляет будущую величину вклада, который об-

разуется в результате единовременного вложения и/или регулярных 

периодических вложений под определенный процент.  
• Эту же функцию можно использовать для вычисления возмож-

ной величины займа под определенный процент, при определенных 

регулярных периодических выплатах по погашению займа.  
Синтаксис функции: БС(Ставка; Кпер; Плт; Пс; Тип), 

где  Ставка – процентная ставка за период; Кпер – период времени 

или количество платежей; Плт – выплата, производимая в каждый 

период; Пс – первоначальный размер вклада. Если аргумент опущен, 

он полагается равным 0 (будущая стоимость займа, например, равна 

0); Тип – число 0 или 1, обозначающее, когда должна производиться 

выплата. 0 или опущен – в конце периода, 1 – в начале периода. 
При создании формулы следует устанавливать одинаковую размер-

ность периода для процентной ставки и числа платежей. Например, 

если платежи производятся один раз в год, то и процентная ставка 

должна быть дана в годовом исчислении, а если платежи производят-

ся ежемесячно, то должна быть задана месячная процентная ставка. 
Все аргументы, означающие денежные средства, которые должны 

быть выплачены, представляются отрицательными числами; денеж-

ные средства, которые должны быть получены, представляются по-

ложительными числами. 
При создании формулы не обязательно указывать все аргументы 

функции. Вместо отсутствующего аргумента в строке формул должна 

быть точка с запятой. 
 Примеры использования функции БС приведен на рис. 2 – 4. 
Функцию вводить с помощью  Мастера функций, она относится к ка-

тегории финансовых функций. 
 
ЗАДАНИЕ 3 
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Расчет стоимости инвестиции. 
1. Рассчитать величину вложения под 10 % годовых, которое будет 

ежегодно в течение 10 лет приносить доход 1000 руб. (рис. 1.). 
 
  
 
 
 
 
Рис. 1. Расчет стоимости инвестиции по известному ежегодному до-

ходу  
Результат вычисления получается отрицательным (–6 144,57 руб.), 

поскольку эту сумму необходимо заплатить (инвестировать). 
2. Рассчитать величину вложения под 10 % годовых, которое через 10 

лет принесет доход 10000 руб. (рис. 2). 
 

 
 
 
 
 
 
Рис. 2.  Расчет стоимости инвестиции по известному итоговому дохо-

ду 
Результат вычисления получается отрицательным (–3855,43 руб.), по-

скольку эту сумму необходимо заплатить (инвестировать). 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
В данных расчетах можно использовать функцию ПС– (перво-

начальная стоимость). Эта функция вычисляет для текущего момента 

времени необходимую величину вложения под определенный про-

цент, для того чтобы в будущем единовременно получить и/или пе-

риодически получать заданную сумму (доход).  
Синтаксис функции: ПС(Ставка; Кпер; Плт; Бс; Тип), 

где Ставка – процентная ставка за период; Кпер – общее число пла-

тежей или срок выплат; Плт – выплата, производимая в каждый пе-

риод; Бс – значение будущей стоимости или остатка средств после 

последней выплаты. Если аргумент опущен, он полагается равным 0. 
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Тип – число 0 или 1, обозначающее, когда должна производиться вы-

плата. 0 или опущен – в конце периода, 1 – в начале периода. 
Примеры использования функции ПС приведены на рис. 1,2. Функ-

цию вводить с помощью Мастера функций, она относится к катего-

рии финансовых функций. 
 
ЗАДАНИЕ 4 
 
Расчет размера  платежей. 
1. Рассчитать величину ежемесячного вложения под 6 % годовых, ко-

торое через 12 лет составит сумму вклада 50000 руб. (рис. 3). Или при 

тех же условиях, но с начальным вкладом 10000 руб. (рис.4). 
 
 
  
 
 
 
 
 
Рис. 3. Расчет ежемесячных платежей без начального вклада. 
 
  
 
 
 
 
 
 
Рис. 4.  Расчет ежемесячных  платежей с начальным вкладом. 
 
Результаты вычислений получаются отрицательными, поскольку эти 
суммы необходимо выплачивать. 
2. Рассчитайте платежи по займу. Например, необходимо рассчитать 

величину ежемесячной выплаты по займу в 50000 руб. под 6 % годо-

вых на 12 лет. Используйте ту же функцию. 
МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

Для данных расчетов используется функция ПЛТ – платёж. 
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 Функция ПЛТ вычисляет размер периодических выплат, необ-

ходимых для погашения займа, полученного под определенный про-

цент, за определенный срок. Эту же функцию можно использовать 

для вычисления величины регулярных вложений под определенный 

процент, необходимых для достижения определенной величины 

вклада за определенный срок. 
Синтаксис функции: ПЛТ(Ставка; Кпер; Пс; Бс; Тип), значения ар-

гументов смотри задания 2,3. 
Примеры использования функции ПЛТ приведены на рис. 3,4. Функ-

цию вводить с помощью Мастера функций, она относится к катего-

рии финансовых функций. 
 
ЗАДАНИЕ 5 
 

Расчет продолжительности платежей. 
Рассчитать количество ежемесячных платежей для погашения 

займа в 10000 руб., полученного под 10 % годовых, при условии еже-

месячной выплаты 200 руб. (рис. 5). 
  
 
 
 
 
 
 
Рис. 5.  Расчет количества платежей или длительности периода вы-

плат. 
Результат вычисления – 42 ежемесячные выплаты. 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
Для расчета используют функцию КПЕР – количество периодов. 
Функция КПЕР вычисляет количество периодических выплат, 

необходимых для погашения займа, полученного под определенный 

процент. Эту же функцию можно использовать для вычисления коли-

чества периодических вложений под определенный процент, необхо-

димых для достижения определенной величины вклада. 
Синтаксис функции КПЕР(Ставка; Плт; Пс; Бс; Тип), значения ар-

гументов смотри задания 2,3. 
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Пример использования функции КПЕР приведены на рис.9.  

Функцию вводить с помощью Мастера функций, она относится к ка-

тегории финансовых функций 
 
ЗАДАНИЕ 6 
 
Расчет платежей по займу (кредиту). Платеж, вычисляемый функ-

цией ПЛТ, состоит из двух частей: Основной платеж – это часть пла-

тежа (ПЛТ), идущая на погашение основного долга (кредита), вычис-

ляется функцией ОСПЛТ. Другая часть платежа идет на погашение 

процентов по кредиту и вычисляется функцией ПРПЛТ. 
Определить величину платежа по кредиту, долю основного платежа и 

долю погашения процентов за четвертый год, если выдана ссуда раз-

мером 1 000 000 000 сроком на 5 лет под 12 % годовых. 
 
 

 
 
Рис. 6. Расчет размера платежа и доли, идущей на погашения долга и 

процентов 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ 
Используются функции: ПЛТ, ОСПЛТ ПРПЛТ.  
Напомним, функция ПЛТ рассчитывает ежегодный равный пла-

теж по кредиту. 
Синтаксис: ПЛТ(Ставка; Кпер; Пс; Бс; Тип). 

Функция ОСПЛТ возвращает величину платежа в погашение ос-

новной суммы долга. 
Синтаксис функции: ОСПЛТ (Ставка; Период; Кпер; Пс; Бс). 
 Функция ПРПЛТ возвращает величину платежа в погашение 

суммы процентов. 
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Синтаксис функции: ПРПЛТ(Ставка; Период; Кпер; Пс; Бс). 
Период — период, для которого требуется найти платежи (должен 

находиться в интервале от 1 до Кпер); остальные аргументы см. зада-

ния 2, 3. 
Выше приведен пример использования описанных функций.  

Функции вводить с помощью Мастера функций, они относятся к ка-

тегории финансовых функций. 
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Работа 4.5. Использование функции  ПЛТ (платеж) в финансовых 

расчетах 
 

ЗАДАНИЕ 1 
 
Рассчитать 20–летнюю ипотечную ссуду со ставкой 10 % годовых 

при начальном взносе 25 % и ежемесячной (ежегодной) выплате. 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ 
Для вычисления величины постоянной периодической выплаты 

ренты (например, регулярных платежей по займу) при постоянной 

процентной ставке используется функция ПЛТ (Ставка; Кпер; Бс; 

Пс; Тип). 
 

 
Расчетные формулы: 
Цена=Цена(1–Первый взнос); 
Срок погашения ссуды(мес.)= Срок погашения ссуды(лет) *12; 
Периодические выплаты(мес.) =ПЛТ(% ставка/12; Срок погашения 

ссуды(мес.); – Размер ссуды); 
Периодические выплаты(год) =ПЛТ(% ставка; Срок погашения ссу-

ды(год); – Размер ссуды); 
Общая сумма выплат(мес.) = Срок погашения ссуды(мес.) * 
 * Периодические выплаты(мес.); 
Общая сумма выплат(год) = Срок погашения ссуды(год) * 
*Периодические выплаты(год); 
Общая сумма комиссионных(мес.)=Общая сумма выплат(мес.) –  
– Размер ссуды; 
Общая сумма комиссионных(год)=Общая сумма выплат(год)– 
 –Размер ссуды. 
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Результат расчета 
 

 
 
ЗАДАНИЕ 2 
 

На приобретение автомобиля в банке взят кредит на сумму 

50000 руб. на 4 года под 15 % годовых. По условиям кредитного до-

говора выплаты будут производиться в начале каждого месяца. 
Определить размер ежемесячной выплаты по кредиту.  
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
1. Необходимо выбрать одну временную единицу измерения для 

аргументов — Ставка – % ставка и Кпер – срок кредита. Так как по 

условиям договора выплаты будут производиться ежемесячно, необ-

ходимо задать эти аргументы применительно к одному временному 

периоду — месяцу. Поэтому Ставка в пересчете на 1 месяц равна  15 
% / 12 = 1,25 %. Кпер = 4*12=48.  
 

 
 

2. Основная сумма кредита Пс = 50000 руб.  
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3. Тип = 1, так как ежемесячная выплата будет производиться в нача-

ле месяца.  
4. Размер ежемесячного платежа по кредиту вычисляется по формуле 

с использованием функции = ПЛТ((Ставка;Кпер;Пс;Бс;Тип). В ре-

зультате вычисления появится отрицательное значение: –1374,36 руб. 

(это означает, что деньги выплачиваются заемщиком). 
В данном случае в формуле присутствует аргумент Бс, значение 

которого равно 0. Его нельзя опускать, так как значение следующего 

за ним аргумента Тип равно 1. Если бы они оба были равны 0, их 

можно было бы не вносить в формулу.  
Интересный нюанс. Если бы вы погашали этот кредит не в нача-

ле, а в конце каждого месяца, рассчитанная сумма увеличилась на 

17,18 руб. и составила 1391,54 руб. Это при условии, что значение ар-

гумента Тип=0.  
 
ЗАДАНИЕ 3 
 

Решено открыть накопительный депозитный вклад сроком на 3 

года. Предложенные банком условия депозита гарантируют получе-

ние 7,5 % годовых. При открытии депозита 1 июля 2008 года был 

внесен первый взнос в размере $1000. Все последующие пополнения 

депозита решено делать в начале каждого следующего месяца. Рас-

считать какой должна быть сумма ежемесячного взноса, чтобы 

через 3 года иметь сбережений на сумму $10000.  
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
1. Используем для расчета ПЛТ(Ставка;Кпер;Пс;Бс;Тип). В данном 

случае в формуле будет использован еще и аргумент Бс, определяю-

щий будущую сумму накоплений с учетом начисленных процентов к 

моменту окончания депозита.  
2. Ставка = Ставка/12. 
3. Кпер=Кпер*12–1 – здесь вычтен первый месяц, в счет которого 

был внесен начальный вклад ($1000).  
4. Пс ( первоначальная сумма) имеет отрицательное значение (–1000). 
Это значит, что данная сумма была внесена вкладчиком, а не получе-

на им.  



4. Использование функций Excel 

 91 

5. Бс (будущая стоимость) имеет положительное значение (+10000), 

так как накопленная сумма будет получена вкладчиком по окончании 

действия депозита.  
6. Размер платежа = ПЛТ( Ставка; Кпер: Пс;Бс; Тип) 
 
 
 
 
 
 
 
 
Как видите, для накопления $10000 в течение 3–х лет нужно ежеме-

сячно вносить на 7,5 % депозит по $223,20 при условии, что началь-

ный взнос составил $1000.  
7. Если бы вы решили первое пополнение сделать не 1 августа, а 31 

августа, т. е. в конце месяца и все последующие пополнения делать в 

последний день месяца, то аргумент Тип имел бы значение 0.  
 
 
 
 
 
 
В этом случае размер ежемесячного вклада по сравнению с первым 

вариантом увеличился на $1,39 и Плт составил –224,59$.  
8. Пополнение без сдачи. Полученное значение ежемесячного взноса 

— $223,20 — неудобно для реальных расчетов в банке при пополне-

нии депозитного вклада. Проще вносить $200 или $220 и пополнять 

депозит, что называется, «без сдачи». Но если вы хотите накопить та-

кую же сумму ($10000) и на тех же условиях, то придется пересмот-

реть размер первичного взноса.  
Воспользуемся для этого механизмом Сервис – Подбор параметра. В 

окне Подбор параметра введите адрес ячейки, в которой рассчитана 

функция ПЛТ, в поле Значение — число –220 (обязательно со знаком 

«минус»), в поле Изменяя значение ячейки — ссылку на ячейку, в ко-

торой внесена сумма первичного взноса (А4), и нажмите ОК. Новая 

сумма первичного взноса — $1100,85.  
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Внимание! В функцию ПЛТ должно быть введено значение аргумен-

тов Ставка и Кпер  приведенные к месяцам. 

 
 
ЗАДАНИЕ 4 
 

Открыт накопительный депозитный вклад сроком на 1 год. 

Предложенные банком условия депозита гарантируют получение  
12 % годовых. При открытии депозита 1 января 2008 года был внесен 

первый взнос в размере 25000 руб. Все последующие пополнения де-

позита решено делать в начале каждого следующего месяца. Рассчи-

тать какой должна быть сумма ежемесячного взноса, чтобы через 

1 год иметь сбережения на сумму100000 руб. 
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ЗАДАНИЕ 5 
 
Выполнить самостоятельно.  

При открытии накопительного депозитного вклада сроком на 5 

лет банк предложил условия депозита гарантирующие получение 
 15 % годовых. При открытии депозита 31 декабря 2008 года был вне-

сен первый взнос в размере 5000 руб. Все последующие пополнения 

депозита решено делать в конце каждого следующего месяца. Рас-

считать какой должна быть сумма ежемесячного взноса, чтобы 
через 5 лет иметь сбережения на сумму 300000 руб. 
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Работа 5.1. Построение графика функции на заданном диапазоне 

изменения аргумента. 
ЗАДАНИЕ 

1. Постройте график функции )2( xCosaxZ   интервал х[1;5], 
Δх=0,5 
Создайте таблицу: Х изменяйте в заданном интервале, а – любое чис-

ло, например 2, вычислите Z по заданной формуле. Назовите график: 
)2( xCosaxZ  .  

2. Постройте график функции соответствующий вашему варианту. 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
1. Протабулируйте аргумент Х: введите начальное значения аргу-

мента 1, затем следующее значение аргумента 1,5, выделите эти 

две ячейки и протяните маркер заполнения до конечного значения 

Х=5. 
2. Вычислите значения функции для всех значений аргумента. Адрес 

коэффициента а – задайте абсолютным адресом. 
3. Постройте график функции: выделите диапозон ячеек значений 

аргумента и функции с «шапкой» – МАСТЕР ДИАГРАММ – 
Тип графика –Точечный. 

4. Задайте параметр: Параметры диаграммы – Название и т.д. 
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ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ 
1 

btt

att
tY




 2   

 интервал t[2;4], Δt=0,2 

7 )(2 axarctgZ x     
интервал х[–1;1], Δх=0,2 

2 
1

2






axe

abx
Y    

интервал х[–1;1], Δх=0,2  

8 )2( xbSinaxeS ax    
 интервал х[1;2], Δх=0,1 

3 )2( xCosaxZ a    
интервал х[1;5], Δх=0,5 

9 axxCosY  )(   
интервал х[0,85;2,35], Δх=0,15 

4 xe
a

x
SinY 








   

 интервал х[–1;1], Δх=0,2 

10 )( 2axSinbS    
интервал х[–1;1], Δх=0,2 

5 )3( xSinbaxZ   
 интервал х[1;2], Δх=0,1 

11 2atetbZ    
интервал t[–1;1], Δt=0,2 

6 1  xeY bx  
  интервал х[–1;1], Δх=0,2 

12 2

2
x

x

a
f


  

интервал х[–1;1], Δх=0,2 

 

Работа 5.2. Построение графика сложной функции. 
ЗАДАНИЕ 

Построить график функции  
 















 

1,3sin2

10,cos2

0,13
2

2

xприx

хприex

xприxx

y x  при х[–2;1.5] 

 
МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

1. Создайте таблицу из столбцов Х и У.  
2. Столбец Х заполните автозаполнением: введите начальное значе-

ние Х = – 2, затем второе значение Х= –1,5. Выделите эти ячейки и 

зацепив мышью за маркер заполнения протяните до получения ко-

нечного значения Х=1,5. 
3. Столбец У значениями вычисленной функции. 
 Если х<0, то функция вычисляется по формуле 213 xxy  ,  
если х>1, то функция вычисляется по формуле  xy 3sin2 ,  
иначе (то есть при 0 < х < 1 ) функция вычисляется по формуле 

  xexy 2cos2  . 
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4. То есть формула для вычисления функция формируется с исполь-

зованием функции  
ЕСЛИ. В ячейке В2 формула:  
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ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ 
 

1 

 

 




























1,sin5,02

1;0,
1

2
1

0,
1

1

2

2

2

xx

x
x

x

x
x

xx

y
     

При х[–1,7;1,5] 

6 

   

 

























1,3sin21

1;0,cos2

0,
1

1

3
1

2

2

2

xx

xx

x
x

x

y
 

При х[–1,5;1,5] 

2 

   
 













































0,1

0;1,
2

cos1
1ln2

1,
1

1

5

3

4
2

2

xbx

x
x

x
x

x
xx

x

y  

При х[–2;2], b=1,2  

7 

 





























1,
1

3

1;0,
1

2

0,3
1

x
x

x

x
x

x
x

xx

y   

При х[–1,8;1,8] 

3 

   
 













































0,1

0;1,
2

cos1
1ln2

1,
1

1

5

3

4
2

2

xbx

x
x

x
x

x
xx

xa

y
 

При х[–2;2], a=1,5 

8 

 

 




























1,3sin2

1;0,
1

1

0,
1

1
2

xx

x
x

x

x
x

x

y   

При х[–2;1,8] 

4 
   
 















 

1,3sin2

1;0,cos2

0,13
2

2

xx

xex

xxx

y x   

При х[–2;1.5] 

9 

 

 




























1,3sin2

1;0,
1

1

0,
1

1
2

xx

x
x

x

x
x

ax

y
 

При х[–2;1,8], Δх=0,1; а=2 
5 

   
 















 

1,3sin2

1;2,cos2

0,13
2

2

xax

xex

xxx

y x   

При х[–2;1,5], а=2 

10 
   
 















 

1,2cos3

0;2,sin

0,1
3

2

xax

xex

xxаx

y x   

При х[–2;1,5], а=2 
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Работа 5.3. Графическая интерпретация данных. 
ЗАДАНИЕ  

Часто по результатам экспериментальных работ или по результатам 

расчетов требуется построить графики для данных, которые графиче-

ски несопоставимы (например: числа 1000 и 0,001). Для того, чтобы 

совместить несопоставимые данные на одном графике в Ехcel есть 

тип графика с двумя осями ( т.е. для чисел порядка 1000 будет одна 

ось, а для чисел порядка 0,001 – другая) 

Используя, мастер диаграмм постройте графики типа точечный. При 

построении графиков установите все возможные параметры в диало-

говом окне 3 шага «Параметры диаграммы»: Заголовки; Оси; Линии 

сетки; Легенду; Подписи данных; таблицу данных. 

1. Рассчитайте значение функции У1=Х2, У2=Х3, У3=Х4 , для измене-

ния аргумента Х от –1 до 1, с шагом 0,1. 

2.  Рассчитайте  значение функции У4=Х2
2, для изменения аргумента 

Х2 от –5 до 5 с шаг. 1. 

3.  Рассчитайте  значение функции У5=Х3
2 для изменения аргумента 

Х3 от 1 до 10, с шаг. 1.  

4. Построить совмещенные графики У1, У2, У3 = F(х) на отдельном 

листе, добавьте на него графики У4, У5 = F(х), используя две оси для 

значений Y и X. 

 
МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

1. При расчете значений аргументов Х, Х2 ,Х3 используйте автоза-

полнение: введите в 1 ячейку начальное значение  и во 2 ячейку сле-

дующее значения аргумента, выделите эти две ячейки и пртяните за 

маркер заполнения до конечного значения. 
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2. Для создания диаграммы: МАСТЕР ДИАГРАММ вкладка Не-

стандартные – Графики (2 оси). 

3. Добавить на существующий график новый (по одному новому 

графику): выделить график, в меню ДИАГРАММА (или Кон-

текстное Меню) – Исходные данные – вкладка Ряд – Добавить – 

(перейти на таблицу) и последовательно указать адреса ячеек: имя 

ряда; диапозон аргумента Х и диапозон функции У.  

4. Для создания второй оси: в меню ДИАГРАММА (или Кон-

текстное Меню) –Параметры диаграммы – вкладка Оси – Вспомо-

гательные оси . 

5. Подписи второй оси создаются: в меню ДИАГРАММА (или 

Контекстное Меню) – Исходные данные – вкладка Ряд – Добавить 

– указать адреса соответствующих ячеек. 

 
 
 

 
Расчетная таблица 
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Работа 5. 4. Построение функции заданной уравнением в поляр-

ных координатах. (Трехлепестковая роза). 
 
ЗАДАНИЕ.  
Построить график функции, заданный уравнением в полярных коор-

динатах:  = а sin(3). 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ. 
1. Рассчитать координаты  точек графика в декартовых координатах. 

Формулы для расчета:  
Дать пояснения к вычислению Х и У 
 

Координата Ячейка Значение 
фи А2 От 0 до 70 с шагом 0,05 
ро В2  
X D2  
Y E2  

 
Рассчитанные значения: 

 
2 По значениям Х и У построить 

график. Тип графика точечный. 
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Построенный график: 
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Работа 5.5. Построение  поверхности  

Общие указания 
Работа по построению поверхности второго порядка  предпола-

гает использование следующей методики: 
1. Подготовить диапазон изменения значений функции по двум коор-

динатам, расположив изменения одной координаты вдоль некото-

рого столбца вниз, а другой – вдоль прилегающей строки вправо. 
2. Ввести на пересечении строки и столбца координат необходимую 

формулу для построения поверхности   воспользоваться маркером 

автозаполнения для ее копирования на всю область построения по-

верхности. 
 
ЗАДАНИЕ 
Построить поверхность, заданную функцией  Z=Х2 – 2e0,2У У2    , 
при изменении Х на интервале [–1;1] с шагом  0,1 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
 

1. Задать изменение аргумента Х в столбце А от –1 с шагом 0,1 до 

значения 1 автозаполнением. 
2. Задать изменение аргумента У в строке (в примере это строка 1) 
от 1 с шагом 0,1 до значения 1 автозаполнением. 
3. Ввести в ячейку В2 (в примере) формулу функции 

 На ячейки аргументов Х и У задаются 

смешанные ссылки: для Х ($A2) фиксируется столбец А( клавишей 

F4 добавляется знак $ к букве А), для У (B$1) фиксируется строка 1 ( 
клавишей F4 добавляется знак $ к цифре 1). 
4. Скопировать формулу на весь диапозон ячеек изменения Х и У. 
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5. Построить график поверхности. Выделить подготовленные дан-

ные, обратится к МАСТЕРУ ДИАГРАММ – Тип графика – По-

верхность. 
6. Постройте поверхность, соответствующую Вашему варианту. 
 

-1

-0
,6

-0
,2

0
,2

0
,6 1

-1

-0,1

0,8

-2,5

-2,0

-1,5

-1,0

-0,5

0,0

0,5

1,0Z

Х

У

График поверхности

0,5-1,0

0,0-0,5

-0,5-0,0

-1,0--0,5

-1,5--1,0

-2,0--1,5

-2,5--2,0
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ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ 
 

 
№ вари– 

анта 
Уравнение 

1 Z = X2–Y2 при X, Y є [–1;1] 
2 Z = 3X2–2sin2(Y) Y2 при X, Y є [–1;1] 
3 Z = 5X2cos2(Y)–2Y2 eY при X, Y є [–1;1] 
4 Z = 2X2cos2(X)–2Y2 при X, Y є [–1;1] 
5 Z = 2e2XX2–2Y4 при X, Y є [–1;1] 
6 Z=Х2 – 2e0,2 У2   при X, Y є [–1;1] 
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Работа 5.6. Построение сферы. 

Общие указания 
Работа по построению поверхности второго порядка (случай, 

когда третья координата входит в уравнение поверхности в квадрате) 

предполагает использование следующей методики: 
1. Подготовить диапазон изменения функции по двум координа-

там, расположив изменения одной координаты вдоль некоторого 

столбца вниз, а другой – вдоль прилегающей строки вправо. 
2. Ввести на пересечении координат необходимую формулу для 

построения поверхности   воспользоваться маркером автозаполнения 

для ее копирования на всю область построения поверхности. 
3. В формуле следует учесть поправку на положительные и отри-

цательные значения квадратного корня на данной области определе-

ния. 
4. Выделить подготовленные данные и воспользоваться МАСТЕ-

РОМ ДИАГРАММ (тип диаграммы – Поверхность). 
5. Отформатировать полученную поверхность. 
ВНИМАНИЕ! 
Требуется учесть следующую особенность – в диапазоне изменения 

функции необходимо дублировать значения координат. 
 

ЗАДАНИЕ 
1. Построить сферу: X2  + Y2 + Z2 = 1 

 
МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

1. Преобразовать уравнение к виду:    221 YXZ   
2. Подготовьте диапазон области определения функции в соответ-

ствии с таблицей. В диапазон B5:B46 вводятся значения Х от –1 до 1 

с шагом 0,1,  причем каждое значение дублируется последовательно 

дважды. Аналогично вводятся значения У в диапазон ячеек С4:AR4 
от –1 до 1 с шагом 0,1. 
3. В диапазон A6:A47 добавить повторяющиеся числа 2 и 3 (для 

использования в формуле). 
4. Формула для вычисления функции Z в ячейке С5: 
5. =КОРЕНЬ(1–$B5*$B5–C$4*C$4)*ЕСЛИ(ОСТАТ($A5;2)=0;1;–1) 
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(Пояснить вторую часть формулы) 
6. Воспользоваться маркером автозаполнения для копирования 

формулы на всю область построения поверхности. 
7. Выделить диапазон ячеек В4:AR46, обратится к МАСТЕРУ 
ДИАГРАММ – Тип графика – Поверхность. 
8. Отформатировать полученную сферу. 

 
Расчетная таблица. 
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6. МАКРОСЫ В EXCEL 

Работа 6.1. Создание макросов 
Макросы – средства, позволяющие создавать код программ на VBA 
(Visual Basic for Application) без программирования, записывая в мак-

рос любые действия, которые можно выполнить в EXCEL. 
 
ЗАДАНИЕ. 
 

1. Создайте семь макросов: 
Макрос1 – Создайте новый рабочий лист, переименуйте его, присво-

ив имя «Новый» 
Макрос2 – Создайте столбец значений X в диапазоне чисел от –3 до 

3 с шагом 0,5 
Макрос3 – Создайте столбец значений Y, вычислив по формуле 

Y=5Х3+2 
Макрос4 – Постройте график функции 
Макрос5 – Найдите корень уравнения 
Макрос6 – Удалите лист 
Макрос7 – Закрыть 
 

2. Создайте форму, расположив на ней семь кнопок. 
 

 
 

3. Подключите к кнопкам ранее созданные макросы. Запустите 

программу на выполнение. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ. 

1. Выполните первое задание без записи макросов. 
2. Создание Макросов: СЕРВИС–Макрос–Начать запись – введите 

имя макроса, выполните нужные для построения макроса коман-

ды, Остановите запись макроса. Имена макросам назначаются 

произвольно, но лучше, если имя макроса будет отражать его дей-

ствие, например для нашего задания: Новый, Х,У, График, Корни, 

Удалить. 
3. Просмотреть коды Макросов: СЕРВИС–Макрос–Макрос–

выберите имя макроса – ВОЙТИ просмотреть Макрос можно, пе-

рейдя в редактор VBA–Alt+F11 или СЕРВИС–Макрос–Редактор 

VBA – откройте папку Модулей, выберите нужный макрос. 
4. Создание Формы: Перейдите в редактор VBA, выполните команду 

INSERT–UserForm 
4.1. На панели инструментов «Элементы Управления» выберите 

«Кнопку», курсор переместите в область формы и отрисуйте мышью 

кнопку. 
4.2. Введите для кнопки название, изменив её свойство 

Caption(надпись). 
4.3. Аналогично создайте все семь кнопок. Кнопки можно скопиро-

вать: выделите кнопку, нажмите клавишу Ctrl, удерживая её перета-

щите кнопку столько раз сколько нужно копий. 
4.4. Отредактируйте текст на каждой кнопке, изменив свойство Cap-
tion для каждой кнопки. 
5.  Подключение макроса к кнопке Формы: Дважды щелкните мышью 

по кнопке. Система переведет Вас в среду редактора кода, куда авто-

матически поместит две строки процедуры обработки данной кнопки. 
       Private Sub CommandButton1_Click()  
 
       End Sub 
Поместите между этими строками имя вызываемого Макроса. 
Например. 

Private Sub CommandButton1_Click()  
 Х’ Вызов Макроса Х, который создает столбец Х. 

End Sub 
Таким образом подключите все Макросы к кнопкам. 
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5. Макрос Новый при каждом выполнении добавляет рабочий лист с 

новым, следующем номером.  
Sub Новый() 
' Новый Макрос 
' Макрос записан 27.07.2008  
    Sheets("Лист1").Select’ Лист1 выделить 
    Sheets.Add’ Добавить лист 
    Sheets("Лист4").Select’Этот лист выделить 
    Sheets("Лист4").Name = "Новый"’ Добавленному листу присво-

ить имя «Новый» 
    Range("A1").Select’Выделить ячейку А1, для дальнейших дей-

ствий. 
End Sub 
В Макросе добавляется лист 4, но при повторном применении Мак-

роса добавится лист с другим номером и это вызовет ошибку выпол-

нения Макроса, поэтому его нужно отредактировать так, чтобы не 

указывать конкретный номер листа. 
Sub Новый() 
    Sheets("Лист1").Select 
    Sheets.Add 
    ActiveSheet.Name = "Новый" Активному листу присвоить имя 

«Новый» 
End Sub 
6. Для закрытия Формы применить метод  UserForm1.Hide 
7. Для вызова формы на выполнение: выполните команду RUN–Run 
Sub/User Form (F5). 
    Нажимая последовательно  на соответствующие кнопки, проверьте 

работу макросов. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Результат выполнения задания 
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7. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ 
Задача оптимизации состоит в выборе из некоторого множества 

допустимых решений,  то, которое удовлетворяют целевой функции. 

Целевая функция это зависимость показателя эффективности от зна-

чений искомых параметров. В качестве показателя эффективности 

используются такие величины как прибыль, затраты и т.д. При этом 

на параметры допустимого решения накладываются ограничения, 

связанные с реальной технологией. Они выражаются в виде матема-

тических ограничений, чаще имеющих вид неравенства. 
Решение задачи оптимизации состоит из нескольких этапов: 
1.Формализация задачи – математическая постановка задачи. 

• Целевая функция: 
Z=F(X1, X2,…… Xn)min (max, заданной величине) – это минимум 

потерь или максимум прибыли. 
X1, X2,…… Xn– искомые параметры влияющие на целевую функ-

цию. 
• Ограничения для X1, X2,…… Xn  обычно условия неравенства    

2. Для решения используются методы: линейного программирования; 

симплекс метод. Эти методы реализованы в Excel в виде инструмента 

– Поиск решения. 

Работа 7.1. Задача о планировании производства 
ЗАДАНИЕ 

Фирма производит изделия, назовём их  А, В, С.  Для  их произ-

водства  используются  три типа комплектующих изделий: компл.1, 

компл.2, компл.3.  
Известно: Расход каждого типа комплектующего  для каждого ви-

да изделия, цена каждого вида изделия, запасы каждого типа ком-

плектующих (приведены в таблице). 

Комплектующие 
Нормы расхода комплектующих 

на изделия, ед. 
Запасы 

комплектующих, 

ед. А В С 
Компл.1 20 50 10 5000 
Компл.2 20  40 4000 
Компл.3 20 10 10 4000 
Цена изделия, 

руб 
500 700 550  
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 Определить сколько нужно произвести изделий  различного вида, 

чтобы получить максимальную прибыль, если использовать весь за-

пас комплектующих 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
1. Математическая постановка задачи. 

Пусть Х1, Х2, Х3 количество выпускаемых изделий А, В, С. 
• Целевая функция – доход от продажи изделий 

Z=500 Х1+ 700 Х2+ 550 Х3max 
• Ограничения: 

По расходу комплектующих. Их расход должен быть меньше 

или равен запасам. 
20 Х1+50 Х2+10 Х35000 – ограничение по компл.1. 
20 Х1+40 Х34000  – ограничение по компл.2. 
20 Х1+10 Х2+10 Х34000 – ограничение по компл.3. 

 По количеству выпускаемой продукции. 
Х10; Х20; Х30  –количество выпускаемых изделий не может 

быть отрицательным. 
Х1; Х2; Х3 – целое – выпускаемые изделия неделимые (целые). 

2. По исходным данным и математической постановке задачи со-

здается таблица для решения. 
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В ячейки В10:D10 Excel выведит найденные количества изделий А, 

В, С. 
Целевая функция – это сумма произведений  Количества изделий и 

Цены изделий, т.е. в ячейке В11 формула 

=СУММПРОИЗВ(B8:D8;B10:D10). 
Правая часть ограничения по расходу комплектующих записана в 

ячейках Е5:Е7. Формула, например, в ячейке Е5 имеет вид 

=СУММПРОИЗВ(B5:D5;$B$10:$D$10). Эту формулу скопировать в 

ячейки Е6:Е7. 
3. Решение задачи средствами Excel.   
Установите курсор в ячейку В11 и выполните команду СЕРВИС – 
Поиск решения. 
В диалоговом окне «Поиск решения»: 
 

 
 
 В поле «Установить целевую ячейку» адрес ячейки В11. 
 В поле «Равной» установить на максимальное значение. 
 В поле «Изменяя ячейки» дать ссылку на ячейки с искомыми 

Х1, Х2, Х3, то есть на ячейки В10:D10. 
 В поле «Ограничения» добавим ограничения нажав на кнопку 

ДОБАВИТЬ. В появившемся диалоговом окне указать, например, 

для ограничения по комплектующим в левом поле адреса ячеек с 

расходами комплектующих, в правом поле адреса ячеек с запасами 

комплектующими, в средем поле из списка выбрать соответству-

ющий знак логического отношения – ДОБАВИТЬ.  
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Таким образом задать все ограничения. Далее в окне «Поиск реше-

ния» нажать на  кнопку ПАРАМЕТРЫ и установить флажок на оп-

ции Линейная модель. Затем Выполнить. 
 В итоге получим  результат оптимизации. 
 

 
 
Выводы: Из данного запаса комплектующих можно изготовить из-

делий вида А – 180 шт., изделий типа В – 26 шт., изделий типа С – 
10 шт. Комплектующие 1 и 2 типов будут израсходованы полно-

стью, 3 комплектующего останется 40 ед. При этом при реализации 

изделий будет получен  максимально возможный доход 113700 
рублей. 
 

Работа 7.2. Задачи для самостоятельного решения 
Решить ниже приведенные задачи, используя Поиск решения. 
ЗАДАЧА 1 

В одной из туристических фирм, на Черноморском побережье в каж-

дом заезде запланирован пеший поход в горное селение, находящееся 

на высоте 2,5 км от моря. В селение ведут три тропы, две из которых 

имеют вторую категорию сложности, а третья – четвертую катего-
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рию. Для четвертой категории сложности требуется специальное ме-

дицинское заключение и, таким образом, сужается круг участников 

похода. Для похода по второй категории сложности требуется 1 со-

провождающий на 10 отдыхающих; для похода по четвертой катего-

рии сложности требуется 1 сопровождающий на 5 отдыхающих. Сто-

имость похода для каждого отдыхающего по второй категории слож-

ности равен 200 руб. в день, а по четвертой – 350 руб. Для похода по 

первому маршруту требуется 6 дней, по второму – 5; а для похода по 

четвертой категории сложности – 2 дня. В одном из заездов в поход 

пожелало пойти 54 человека. После мед. проверки, в случае выхода 

похода по четвертой категории сложности остался 21 человек. Опре-

делите выбор маршрутов при условии максимальной финансовой вы-

годы для туристической фирмы, если фирма имеет пять туристиче-

ских имнструкторов. 
 

ЗАДАЧА 2 
Озеро можно заселить двумя видами рыб: А и В. Средняя масса рыбы 

вида А равна 2 кг, а вида В – 1 кг. В озере имеется два вида пищи  Р1 

и Р2. Средние потребности одной рыбы вида А составляют 1 ед. кор-

ма Р1 и 3 ед. корма Р2 в день. Аналогичные потребности для рыбы 

вида В составляют 2 ед.  и 1 ед. Ежедневный запас пищи поддержива-

ется на уровне 500 ед. Р1 и 900 ед. Р2. Как следует заселить озеро ры-

бами, чтобы максимизировать общую массу рыб? 
 

ЗАДАЧА 3 
Имеется четыре типа железорудных концентратов с содержанием же-

леза Fei ( i = 1, 2, 3, 4) и содержанием серы Si (i=1, 2, 3, 4). Необходи-

мо составить шихту для окомкования так, чтобы содержание в ней 

серы было минимальным, а содержание железа Femin ≤ Fe ≤ Femax. 

Исходные данные: 
Плановое задание: Femax =63%; Femin =61%.  
Содержание железа в концентратах Fe1 = 62%; Fe2 = 60%; Fe3 = 63%; 
Fe4 = 64%.  
Содержание серы в концентратах S1 =0,3%; S2 =0,2%; S3 =0,4%; S4 

=0,2%; 
Дополнительные ограничения Х1 = 0,1; Х2 ≥ 0,2. 
Указание: количество каждого типа концентрата в шихте определять 

в долях единицы. 
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8. РЕШЕНИЕ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ЗАДАЧ СРЕДСТВАМИ 

OFFICE 

Работа 8.1. Документ «Обогатительная задача».  
 
ЗАДАНИЕ 
1. Загрузите WORD. Пуск – Программы – Microsoft Office – Mi-
crosoft Word. 
2. Выведите на экран Панели Инструментов (ПИ) «Стандартная», 

«Форматирования» (если их нет). Добавьте на ПИ 

«Форматирования» кнопки «нижний и верхний индекс». 
3. Кнопками ПИ «Форматирования» установите: шрифт –

, выравнивание по ширине, межстрочный интер-

вал  1,5. 
4. Установите размеры полей: верхнее и нижнее – 2 см, левое 3 см, 

правое 1,5 см.  
5. Наберите 1–4 абзацы приведенного текста «Обогатительная за-

дача». 
6. Вставьте Надпись, наберите внутри его текст, с параметрами 

форматирования: высота 16; жирный курсив, с выравниванием по 

центру, граница с тенью. 
7. Наберите последующий текст с формулами. Однострочные 

формулы набирайте символами, остальные, используя редактор фор-

мул. 
8. Поместите курсор в месте расположения рисунка и создайте ри-

сунок схемы. 
 

Обогатительная задача. 
На обогатительную фабрику поступает руда, характеризуемая ко-

личеством Qp и качеством – массовой долей полезного компонента в 

руде. В результате обогащения руда разделяется на два продукта 

концентрат и отходы (или на несколько продуктов в зависимости от 

типа руды, например полиметаллические руды, содержат несколько 

извлекаемых компонентов, поэтому в результате обогащения получа-

ется несколько концентратов). 
Концентрат характеризуется количеством QK и качеством –

массовой долей полезного компонента в концентрате. 
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Отходы (на технологическом жаргоне отходы называются «хво-

сты») характеризуется количеством Qх и качеством –массовой долей 

полезного компонента в отходах. 
Процессы обогащения подчиняются законам материального ба-

ланса, суть которого заключается в следующем: 
 
 
 
 

 
Закон материального баланса 

можно пояснить на примере про-

стой схемы: 
p  k  x  – выход соответствен-

но руды (он всегда равен 100%), 

концентрата и хвостов. 
Уравнения материального баланса: 

x  100 ;                                  (1) 

      )100(100                (2) 
Из уравнений материального баланса определяется выход хвостов 

  100x  выход концентрата 100*



 




  (3) и извлечение 




   (4) 

Количество концентрата kpk QQ  , количество отходов 

)100( kpx QQ   
Обычно результаты расчета технологического баланса сводятся в 

таблицу. 
 
 
9. В этом же документе создайте таблицу, заполните её информа-

цией и отформатируйте: установите соответствующие шрифты, об-

рамление и заливку. В «шапке» выравнивание по центру. Обрамление 

и заливку осуществите кнопками ПИ «Границы и заливка». 
 
 
 
 

Результат технологического баланса 
 

                                                Руда: , Qp p 

 
Обогащение 

 
 
Концентрат: , Qk k       Хвосты: , Qx k 

 

Сколько продукта вошло в операцию обогащения, 
Столько же должно выйти из операции обогащения. 
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Наименование 

продукта 
Выход Количество 

продукта 
Массовая доля 

полезного компонента 

Концентрат k  Qk  

Отходы 

(хвосты) 
100– k  Qx  

Руда 100 Qp  
 
10. Предъявите работу преподавателю и оформите отчет. 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
1. Вывод на экран ПИ. Подключить панели инструментов – ВИД – 
Панели Инструментов –отметьте нужные панели, для добавления 

кнопок на ПИ выполните далее  Настройка – вкладка Команды – ка-

тегория Формат – найдите нужную кнопку и мышью перетащите на 

ПИ. 
2. Установить размеры полей ФАЙЛ – Параметры страницы –

вкладка Поля –… 
3. Ввод символов, отсутствующих на клавиатуре ВСТАВКА – Сим-

вол …мышью выбираете символ, затем кнопка ЗАКРЫТЬ. 
4. Ввод индексовь – «нажимаете» мышью кнопку «индекс»    на 

ПИ и вводите нужный символ, затем кнопку «отжимаете». 
5. Вставить Надпись – ВСТАВКА – Надпись или  кнопка  
6. Обвести границу – выделить объект  – ФОРМАТ – Границы и за-

ливка – вкладка Границы – Тень – Тип линии – Цвет и др. 
7. Ввод формул ВСТАВКА – Объект – Мicrosoft Equation и далее 

используя ПИ редактора формул, выбираете соответствующие кноп-

ки со структурами формул или символов. Формула создается как 

единое целое. Выйти из редактора – (1ЩЛЧК) вне окна формулы, 

вернуться к набору или исправлению формулы (2ЩЛЧК) на формуле. 
8. Создать рисунок  ВСТАВКА – Объект – Рисунок Мicrosoft и за-

тем, используйте инструменты ПИ Рисования: линия; толщина ли-

ний, вид стрелок; надпись; цвет и др. Текст набирается только в 

Надпись. Завершите рисунок командами Восстановить границы  
рисунок, Обтекать текстом, Закрыть. 
9. Создание таблицы – кнопка «Нарисовать таблицу» или команду 

ТАБЛИЦА – Добавить таблицу…, укажите число строк и столбцов. 
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Заполнение таблицы – обычный ввод текста. Перемещение по табли-

це – (ЩЛЧК) мышью или клавиша Tab. 
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Работа 8.2. Расчет материального баланса при обогащении с ис-

пользованием  EXCEL. 
ЗАДАНИЕ 1 
1. Создайте таблицу «1. Исходные данные». В «шапке» таблицы 

ячейки «№ секции», «Руда», «Концентрат», «Отходы» объедините. 

Текст в них выровняйте по центру. Введите числовые данные в стол-

бец «№ смены» Автозаполнением, в столбцы «Мас.доля, %» и «Ко-

личество, т/час» как приведено в таблице. 
2. Обрамите таблицу и залейте по приведенному образцу. 
 

 
3. Скопируйте таблицу «1. Исходные данные», назовите копию «2. 
Результаты расчета». 
4. В ячейки D17, F17, G17, H17, J17, K17  введите формулы (по пра-

вилам Excel), начиная с ячейки F17 «Выход» концентрата 

100*



 




 , G17 «Извлечение» концентрата 




  , J17 «Выход» 

отходов   100x , K17 «Потери» с отходами kх   100 , D17 «Коли-

чество концентрата» kpk QQ  , H17 «Количество отходов» kpотх QQQ  , 
где 
– количество руды, т/ч;  Qp– масс. доля руды, %;  Qk– количество 

концентрата, т/ч; – масс. доля  концентрата, %; k– выход концентр-

ата, %; k– извлечение концентрата, %; Qk– количество отходов, т/ч; 

– масс. доля отходов руды, %; x– выход отходов, %; x– потери c 
отходами, %;  
6. Скопируйте формулы из ячеек D17, F17:Н17, J17:K17 в нижележа-

щие до строки 24 
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9. Оформите строку Итоги. В ячейку 

В25 – введите формулу  iср QQ , используя функцию 

СУММ(В17:В24), затем скопируйте её  в ячейки D25, Н25. В ячейку 

С25 введите формулу   iiiср QQ /)(  , используя функцию СУММ-

ПРОИЗВ(В17:В24;С17:С24) и СУММ(В17:В24), затем скопируйте 

формулу в ячейки Е25, I25. В ячейки F25:G25, J25, К25 скопируйте 

формулы из вышестоящих ячеек. 
10. Постройте круговую диаграмму и 
график, с двумя осями ординат, оформите её соответствующими 

надписями. 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
 
 Объединить ячейки: ФОРМАТ – Ячейки – вкладка Выравни-

вание – Объединить ячейки – Выравнивание по центру; 
 Обрамление и заливка: ФОРМАТ – Ячейки – вкладка Грани-

ца, вкл. Вид; 
 Копирование: ПРАВКА – Копировать, курсор в ячейку А15, 

ПРАВКА – Вставить; 
 Ввод формул: наберите =, мышью указывайте адреса нужных 

ячеек, вводите знаки арифметических действий, скобки и функ-

ции, используя МАСТЕР ФУНКЦИЙ. 
 Копирование формул: выделите фрагмент, мышью зацепите 

Маркер заполнения и переместите до нужной ячейки. 
 Построение графиков. Выделите диапазон ячеек с исходными 

данными с шапкой таблицы, включите Мастер Диаграмм , 
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на вкл. Параметры введите название диаграммы, выберите ме-

сто размещения. 
 Построение графика с двумя осями. Выделите диапазон ячеек с 

данными для построения первого графика (диаграммы) 

(D17:D24), – МАСТЕР ДИАГРАММ – Тип Диаграмм – Ги-

стограмма – Далее – вкладка Ряды – Добавить (переключитесь 

на таблицу) –в поле Имя установите ссылку на ячейку Е16 , в 

поле Значения – укажите диапазон ячеек Е17:Е24. Нажмите 

кнопку  НАЗАД – вкладка Нестандартные,  выберите График 

Гистограмм 2, вновь перейдите на вкладку ряды и добавьте 

аналогично данные для построения других графиков – ДАЛЕЕ – 
вкладка Параметры –введите название графика и Осей – ДА-

ЛЕЕ –Выберите место расположения. 
 Для редактирования и форматирования диаграммы или её фраг-

ментов выделите её, а затем используйте команды меню 

ДИАГРАММА или команды Контекстного меню (КМ).   
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ЗАДАНИЕ 2 
1. Загрузить файл с таблицы «обогатительная задача» 
2. Изменить значение в таблице «массовая доля в руде», посмот-

рите как изменился результат 
3. Переместите графики на отдельные листы; переименуйте  рабо-

чие листы с графиками. 
4.  Таблицу «Результаты расчета» скопировать на другой рабочий 

лист, присвоив имя этому рабочему листу «Сортированный» 
5. Добавте в начало таблицы столбцы «Дата», «Смена». 
6. Отделите заголовок от таблицы пустой строкой. 
7. Добавьте перед Итоговой строкой 10 пустых строк. 
8.  Добавте 7 новых записей в таблицу используя встроенную 

Форму. 
9.  Скопируйте новую таблицу с листа «Сортированный» на новый 

рабочий лист, присвоив ему имя «Фильтрованный».  
10. На листе «Сортированный» отсортируйте таблицу, выбрав 

первым параметром сортировки «количество руды» по возрас-

танию и вторым параметром «массовую долю в руде» по убыва-

нию. 
11. На листе  «Фильтрованный» отфильтруйте таблицу, вводя 

только записи для тех смен, в которые «извлечение» больше 

65% и меньше 80%; окрасте записи одним цветом; отмените ав-

тофильтр.  
12. На листе «Сортированный» подведите промежуточные 

итоги  для каждой смены: 1, 2 и 3, подсчитав суммы для полей: 

количество руды, концентрата и отходов. 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
 Для перемещения графика на отдельный лист, выделите график 

и используйте  Контекстное меню–Рамещение–Отдельный 

лист  
 Для переименования листа Контекстное меню ярлыка рабочего 

листа–Переименовать 
 Для вставки строк/столбцов ВСТАВИТЬ – Строки/Столбцы. 
 Для добавления новой  записи. Поставьте курсор в любую за-

полненную ячейку таблицы и выполнить ДАННЫЕ–Форма–

Добавить – ввести данные в соответствующие поля, аналогич-

ные тем, что в таблице. 
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 Сортировка данных в таблице. Поставьте курсор в любую за-

полненную ячейку таблицы и выполните ДАННЫЕ –

Сортировать – по возрастанию/по убыванию 
 При фильтровании таблицы поставьте курсор в любую запол-

ненную ячейку таблицы и выполнить ДАННЫЕ –Фильтрация 

– задать условие фильтрации. 
 При подведение промежуточных итогов таблица должна быть 

отсортирована по соответствующему полю. Поставьте курсор в 

любую заполненную ячейку таблицы и выполнить ДАННЫЕ– 
Итоги, укажите поле при изменении которого нужно подводить 

итоги, расположение итоговой строки, математическое действие 
(сумма) и выбрать имена полей: «количество руды», «количе-

ство концентрата», «количество отходов».  
 

Таблица рабочего листа «Сортированный» с промежуточными 

итогами.  
Итоговая строка над данными. 
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Таблица рабочего листа «Фильтрованный».  
Цветом выделены строки, удовлетворяющие условию. 
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Работа 8.3. Рабочая книга расчета заработной платы. 
 
ЗАДАНИЕ 
 
Разработать рабочую книгу расчета Заработной Платы. 
Она должна включать следующие Рабочие листы: 
Лист1 – Общий, Лист2 – Январь, Лист3 – Февраль, Лист4 –Март 
Лист Общий содержит таблицы: «Исходные данные» и «Итоговые 

данные»  – информацию об итоговых показателях за расчитанные ме-

сяцы. 
Листы Январь, Февраль и Март содержат расчетную информацию 

о Заработной плате коллектива сотрудников. 
Порядок выполнения работы: 

1. Переименуйте лист1, присвоив ему имя Общий. Для этого 

щелкните ярлык Лист1 и в Контекстном меню (КМ) выберите 

команду Переименовать, введите новое имя «Общий». 
2. Создайте табличку, приведенную ниже. Заполните столбец Ме-

сяц Автозаполнением: введитев ячейку Январь и потяните за 

маркер заполнения 
3. Обрамите таблицу и залейте первые строку и столбец, используя 

кнопки ПИ или команды ФОРМАТ – Ячейки…–Рамка (Вид). 
При редактировании таблицы используйте команды меню 

Правка, Вставка. 
4. Перейдите на Рабочий Лист2, переименуйте его в Январь и вы-

полните на нем расчеты в соответствии с последующими указа-

ниями. Проверьте результаты расчетов по заданию. 
5. Скопируйте рабочий лист Январь, переименуйте копию в Фев-

раль и выполните на нем действия (редактирование) в соответ-

ствии с последующими указаниями. Проверьте результаты рас-

четов по заданию. 
6. Скопируйте рабочий лист Февраль, переименуйте копию в Март 

и выполните на нем действия (редактирование) в соответствии с 

последующими указаниями. Проверьте результаты расчетов по 

заданию. 
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7. На листе «Общий» создайте таблицу «Итоговые данные». За-

полните столбец Месяц автозаполнением. Названия 2,3,4 столб-

цов заполняйте как формулы, беря соответствующие значения 

из таблиц Листов Январь, Февраль, Март 
 
 

8. Измените в листах Февраль, Март данные в столбце 

Кол.отработанных дней. Посмотрите результат в Итоговой таб-

лице. 
9. Измените размер Мин.зарплаты, посмотрите результат в Итого-

вой таблице. 
10. Исследуйте различные ячейки с помощью инструментов 

панели Зависимости: 
Влияющие ячейки, Зависимые ячейки, Окно информации, в кото-

ром выведите все сведения о ячейке. 
 
Рабочий лист «Январь». Порядок выполнения работы. 
1. Создайте таблицу. Приведенную ниже. Для этого: 

столбец «№» заполните автозаполнением как арифметическую 

прогрессию – через КМ или Правка – Заполнить – Прогрессия 
или используя маркер заполнения. 
столбец «ФИО» заполните автозаполнением, предварительно 

создав Список Пользователя СЕРВИС – Параметры – Списки, 

кнопка Добавить, в окно Элементы списка ввести Фамилии. 

Вставить список в таблицу – набрать первое ФИО и потянуть 

маркер вниз. 
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столбцы «Разряд», «Тариф.коэф», «Раб.дни» – данные отно-

сящиеся к конкретному работнику  заполняются числами приве-

денными в таблице. 
При заполнении столбца «Тариф.коэф» проверьте установку 

СЕРВИС – Параметры – Првка – Фиксированный десятич-

ный  формат при вводе  – разрядов –2 
Значение других столбцов и строки «Итого» вычисляются. 

2. Вычислить значения полей для первой строки: «Зар.пл.»– заро-

ботанная плата; «Зар.пл. с РК» – Зарплата с районным коэффи-

циентом; «Зар.пл. итогом» – это зарплат наращенным итогом с 

начала года; «Налог»,  «Начислено» – это «Зар.пл. с РК» минус 

«Налог». 
«Зар. пл.» = (Тариф.коэф. * Раб.дни * Мин.Зар.пл) / 

Кол.рабочих дней в месяце; например  в ячейке F3 формула  
=D3*E3*Общий!$C$4/Общий!$B$4. 
«Зар. пл. с РК» = 1,15 * Зар.пл.; формула в G3  =1,15*F3. 
«Зар. пл. итогом» за Январь  = Зар. пл. с РК; формула в Н3 

=G3. 
 «Налог»  = Если Зар. пл. итогом <12000, то Налог = 0,13 * Зар. 

пл. с РК, иначе Налог = 0,2 * Зар. пл. с РК; формула в I3    
=ЕСЛИ(H3<12000;0,13*G3;0,2*H3). 
«Начислено»  = Зар. пл. с РК – Налог; формула в J3 =G3–I3. 

3. Скопировать формулы из интервала ячеек первой строки табли-

цы в интервалы второй – пятой строк таблицы используя Мар-

кер заполнения. 
4. Вычислить итоговые показатели, используя кнопку Автосум-

мирования  или МАСТЕР ФУНКЦИЙ. 
 

Рабочий лист Январь 
 

 
 
5. Подготовьте рабочий лист Февраль. 
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Рабочий лист «Февраль». Порядок выполнения работы. 
1. Проверьте значения в поле «Раб. Дни» для каждого работника.  
2.Скорректируйте формулы в столбцах: «Зар. пл.» и «Зар. пл. 

итогом» = Зар. пл. с РК за январь + Зар. пл. с РК за февраль;   
Зар. пл. =D3*E3*Общий!$C$5/Общий!$B$5 
Зар. пл. итогом =G3+Январь!G3 
3. Скопируйте скорректированные формулы вниз по соответству-

ющему столбцу. 
В остальных столбцах формулы остаются неизменными. Проверь-

те это, активизируя различные ячейки и анализируя вид формулы. 
4. Подготовьте рабочий лист Март. 

 
Рабочий лист Февраль 

 

 
 

Рабочий лист Март. Порядок выполнения работы. 
1. Откорректируйте формулы в ячейках «Зар. пл.» и «Зар. пл. 

итогом». К последней прибавьте Зар. пл. с РК за январь и фев-

раль; 
Зар. пл. =D3*E3*Общий!$C$6/Общий!$B$6 
Зар. пл. итогом =G3+Январь!G3+Февраль!G3 
 

Рабочий лист Март 
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ВВЕДЕНИЕ 
  

Система управления базами данных  
СУБД (система управления базами данных) является универсальным 

программным инструментом создания и обслуживания баз данных и 

приложений пользователя в самых разных предметных областях. СУБД 

обеспечивает создание, многоаспектный доступ к данным и использование 

одних и тех же данных различными задачами и приложениями пользователей.  
СУБД поддерживаются различные модели данных. Модель данных – это 

метод (принцип) логической организации данных, используемый СУБД. 

Наиболее известными являются иерархическая, сетевая и реляционная модели.  
В СУБД для персональных компьютеров (настольных СУБД) 

поддерживается преимущественно реляционная модель, которую отличает 

простота и единообразие представления данных простейшими двумерными 

таблицами.   
Основной логической структурной единицей манипулирования данными 

является строка таблицы – запись. Структура записи определяется составом 

входящих в неё полей. Совокупность полей записи соответствует логически 

связанным реквизитам, характеризующим некоторую сущность предметной 

области.  
Типовыми функциями СУБД по манипулированию данными являются 

выборка, добавление, удаление, изменение данных.  
• Выборка данных – выборка записей из одной или нескольких 

взаимосвязанных таблиц в соответствии с заданными условиями.  
• Добавление и удаление данных – добавление новых записей в таблицы 

и удаление существующих.  
• Изменение данных – изменение значений данных в полях 

существующих записей.  
Данные из одной или нескольких взаимосвязанных таблиц могут 

подвергаться обработке. К операциям обработки относятся, например, расчеты 

в пределах каждой записи, группировка записей в соответствии с заданным 
критерием группировки и обработка записей выделенных групп с помощью 

статистических функций, таких как суммирование, определение 

максимального, подсчет числа записей в группе и т. п.  

СУБД Асcess включает разнообразные и многочисленные относительно 

автономные инструментальные средства, ориентированные на создание 

объектов базы данных и приложений пользователя.  
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• Разнообразие мастера в режиме ведения диалога с пользователем 

позволяют создавать объекты и выполнять разнообразные функции 

по реорганизации объектов базы данных и приложений пользователя.  

• Средства программирования СУБД включают язык запросов SQL, 
язык макрокоманд и язык объектно-ориентированного 

программирования для приложений Microsoft Visual Basic for 
Applications (VBA).   

• Средства графического конструирования позволяют создавать 

объекты базы данных и объекты приложения с помощью 

многочисленных графических элементов, не прибегая 

непосредственно к программированию. Среди многочисленных 

средств графического конструирования и диалоговых средств Access 

следует выделить средства для создания:  

• таблиц и схем баз данных, отображающих их связи;  
• запросов выборки, отбирающих и объединяющих данные нескольких 

таблиц в виртуальную таблицу, которая может использоваться во 

многих задачах приложения;  

• запросов на изменение данных базы;  
• экранных форм, предназначенных для ввода, просмотра и обработки 

данных в диалоговом режиме;  
• отчетов, предназначенных для ввода, просмотра и вывода на печать 

данных из базы и результатов их обработки в удобном для 

пользователя виде.  
  
Реляционная база данных  
База данных является организованной на машинном носителе 

совокупностью взаимосвязанных данных и содержит сведения о различных 

сущностях одной предметной области: реальных объектах, процессах, 

событиях или явлениях.  
Реляционная база данных представляет собой множество 

взаимосвязанных двумерных таблиц – реляционных таблиц, называемых также 

отношениями, в каждой из которых содержаться сведения об одной сущности 

автоматизируемой предметной области.  
Логическую структуру реляционной базы данных образует совокупность 

реляционных таблиц, между которыми установлены логические связи.  
В таблицах базы должны сохраняться все данные, необходимые для 

решения задач предметной области, причем каждый элемент данных должен 

храниться в базе только в одном экземпляре. Для создания таблиц, 
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соответствующих реляционной модели данных, используется процесс, 

называемый нормализацией данных. Нормализация – это удаление из таблиц 

повторяющихся данных путем их переноса в новые таблицы, записи которых 

не содержат повторяющихся значений.  
Структура реляционной таблицы определяется составом полей. Каждое 

поле отражает определенную характеристику сущности. Для поля указывается 

тип и размер элементарного данного, размещаемого в нем, и ряд др. свойств. 

Содержимое поля отображается в столбце таблицы. Столбец таблицы содержит 

данные одного типа.  
Содержание таблицы заключено в её строках, однотипных по структуре, 

каждая строка таблицы содержит данные о конкретном экземпляре сущности и 

называется записью.  
Для однозначного определения (идентификации) каждой записи таблица 

должна иметь уникальный (первичный) ключ. По значению ключа таблицы 

отыскивается единственная запись в таблице. Ключ может состоять из одного 

или нескольких полей таблицы. Значение уникального ключа не может 

повторяться в нескольких записях.  
Логические связи между таблицами дают возможность объединять 

данные из разных таблиц. Связь каждой пары таблиц задается одинаковыми 

полями в них – ключом связи. Таким образом, обеспечивается рациональное 

хранение недублированных данных и их объединение в соответствии с 

требованиями решаемых задач.  
В нормализованной реляционной базе данных связь двух таблиц 

характеризуется отношениями записей типа «один-к-одному» (1:1) или «один-
ко-многим» (1:М). Отношение 1:1 предполагает, что каждой записи одной 

таблицы соответствует одна запись другой таблицы. Отношение типа 1:М 

предполагает, что каждой записи первой таблицы соответствует много записей 

во второй, но каждой записи второй таблицы соответствует только одна запись 

в первой.  
Для двух таблиц, находящихся в отношении типа 1:М, связь 

устанавливается по уникальному ключу таблицы, представляющей в 

отношении сторону «один», – главной таблицы в связи. Во второй таблице, 

представляющей в отношении сторону «многие» и называемой подчиненной, 
этот ключ связи может быть либо частью уникального ключа, либо не входить 

в состав ключа. В подчиненной таблице ключ связи называется ещё внешним 

ключом.  
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Схема данных  

В СУБД Access процесс создания реляционной базы данных включает 

создание схемы данных. Схема данных наглядно отображает логическую 

структуру базы данных: таблицы и связи между ними, а также обеспечивает 

использование установленных в ней связей при обработке данных.  

Для нормализованной базы данных, основанной на одно-многозначных и 

однозначных отношениях между таблицами, в схеме данных для связей таких 

таблиц по первичному ключу или уникальному индексу главной таблицы 

могут устанавливаться параметры связной целостности.  
При поддержании целостности взаимосвязанных данных не допускается 

наличия записи в подчиненной таблице, если в главной таблице отсутствует 

связанная с ней запись. Соответственно при первоначальной загрузке базы 

данных, а также корректировке, добавлении и удалении записей система 

допускает выполнение операции только в том случае, если она не приводит к 

нарушению целостности. Связи, определенные в схеме данных, автоматически 

используются для объединения таблиц при разработке многотабличных форм, 

запросов, отчетов, существенно упрощая процесс их конструирования. В схеме 

связи могут устанавливаться для любой пары таблиц, имеющих одинаковое 

поле, позволяющее объединять эти таблицы. Объекты Access  
База данных Access включает следующие сохраняемые в одном 

accdbфайле объекты:  

• таблицы, запросы, схемы данных, непосредственно имеющие 

отношение к базе данных;  
• формы, отчеты, макросы и модули, называемые объектами 

приложения.  
Формы и отчеты предназначены для типовых процессов обработки 

данных: просмотра, обновления, поиска по заданным критериям, получения 

отчетов. Эти объекты приложений конструируются из графических элементов, 

называемых элементами управления. Основные элементы управления служат 

для отображения полей таблиц, являющихся источниками данных объекта.  
Для автоматизации доступа к объектам и их взаимодействия 

используется программный код. Только с помощью программного кода 

получается полноценное приложение пользователя,  функции которого 

доступны через меню, панели инструментов и формы. Для создания 

программного кода служат модули на языке VBA и макросы.  
Каждый объект и элемент управления имеет свои свойства, определяя 

которые можно настраивать их. С каждым объектом и элементом управления 

связывается набор событий, которые могут обрабатываться макросами или 
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процедурами обработки событий на VBA, входящими в состав модулей форм, 

отчетов.  
Объекты представлены в области навигации окна базы данных Access. 

Все операции по работе с объектами и приложениями начинаются в этом окне.  
• Таблицы создаются пользователем для хранения данных об одной 

сущности – одном информационном объекте модели данных предметной 

области. Таблица состоит из полей (столбцов) и записей (строк). Каждое 

поле содержит одну характеристику информационного объекта 

предметной области. В записи собраны сведения об одном экземпляре 

информационного объекта. База данных Access может включать до 32768 

объектов (в том числе формы, отчеты и т. д.). Одновременно может 

открываться до 2048 таблиц.  

• Запросы. Запросы на выборку служат для выборки нужных данных 

из одной или нескольких связанных таблиц. Результатом выполнения 

запроса является виртуальная таблица. В запросе можно указать, какие 

поля исходных таблиц следует включить в запись таблицы запроса и как 

отобрать нужные записи. Таблица запроса может быть использована с 

другими таблицами базы при обработке данных. Запросы на изменение 

позволяют обновлять, удалять или добавлять данные в таблицы, а также 

создавать новые таблицы на основе уже существующих.  

• Схема данных определяет, с помощью каких полей таблицы 

связываются между собой, как будет выполняться объединение данных 

этих таблиц, нужно ли проверять связную целостность при добавлении и 

удалении записей, изменение ключей таблиц. Схемы данных в области 

навигации в окне базы данных отображаются только в проектах Access, 

работающих с базами данных сервера. Для отображения схемы данных в 

базах данных Access используется команда Схема данных, размещенная 

на вкладке ленты Работа с базами данных в группе Отношения.  
• Формы являются основным средством создания диалогового 

интерфейса приложения пользователя. Форма может создаваться для 

работы с электронными документами, сохраняемыми в таблицах базы 

данных. Вид таких документов может соответствовать привычному для 

пользователя бумажному документу. Форма используется для разработки 

интерфейса по управлению приложением. Включаемые в форму 

процедуры обработки событий позволяют управлять процессом 

обработки данных в приложении. Такие процедуры хранятся в модуле 

формы. В формы могут вставляться рисунки, диаграммы, звуковые 

фрагменты, видео. Возможна разработка форм с набором вкладок, с 
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каждой из которых связано выполнение той или иной функции 

приложения.  

• Отчеты предназначены для формирования на основе данных базы 

выходных документов любых форматов, содержащих результаты 

решения задач пользователя, и вывода их на печать. Как и формы, 

отчеты могут включать процедуры обработки событий. Использование 

графических объектов позволяет дополнять данные отчета 

иллюстрациями. Отчеты обеспечивают возможность анализа данных при 

использовании фильтрации, агрегирования и представления данных 

источника в различных разрезах.  Макросы являются программами, 

состоящими из последовательностей макрокоманд, которые 

выполняются по вызову или при наступлении некоторого события в 

объекте приложения или его элементе управления. Макросы данных 

выполняются при наступлении некоторого события в исходных 

таблицах. Макросы позволяют автоматизировать некоторые действия в 

приложении пользователя. Создание макросов осуществляется в 

диалоговом режиме путем выбора нужных макрокоманд и задания 

параметров, используемых ими при выполнении.  
• Модули содержат процедуры на языке Visual Basic for Applications. 
Могут создаваться процедуры-программы, процедуры-функции, которые 

разрабатываются пользователем, и процедуры для обработки событий.   
  
Интерфейс пользователя Access  
Для Access 2013 разработан интерфейс пользователя, упрощающий 

доступ к многочисленным функциональным возможностям в процессе 

создания и работы с объектами базы данных и приложений пользователя.  
Основу этого интерфейса составляют ленты и область навигации. 

Собранные на одной ленте команды четко соответствуют задачам, 

выполняемым в Access, что позволяет легко находить нужную команду.  
Основные элементы интерфейса пользователя в Access 2013:  

• страницы, предназначенные для управления файлами баз данных. 

Стартовая страница отображается при запуске Access и позволяет 

открыть существующие файлы баз данных или создать новые. В 

процессе работы доступны страницы, открываемые при щелчке на 

цветном значке Файл.  
Они содержат команды для сохранения, сжатия и восстановления базы 

данных, определения параметров и ряд др.;  
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• лента – широкая полоса, расположенная в верхней части окна 

Access. Она содержит стандартные вкладки с группами наиболее часто 

используемых команд, контекстные вкладки, которые появляются только 

тогда, когда их использование допустимо, и панель быстрого доступа – 
небольшую панель инструментов, на которую можно добавить нужные 

команды. Лента является основой интерфейса пользователя и 

обеспечивает быстрый доступ к набору команд, применимых к 

выполняемым в базе данных в текущий момент работам;  

• коллекция (галерея) – элемент интерфейса, который не просто 

отображает команды, а показывает набор результатов выполнения этих 

команд с отображением внешнего вида вариантов выбора;  

• диалоговые окна могут выводиться при выполнении команд для 

уточнения операции и передачи параметров. В некоторых группах 

вкладок ленты имеются кнопки вызова диалоговых окон;  

• контекстное меню вызывается щелчком правой кнопкой мыши на 

элементе объекта. Содержит команды, зависящие от контекста – 
элемента объекта, с которым работает пользователь, или выполняемой 

задачи;  панель быстрого доступа – единственная панель 

инструментов, предусмотренная в интерфейсе. Она обеспечивает доступ 

одним нажатием кнопки к наиболее часто используемым командам. Это 

панель настраивается в соответствии с предпочтениями пользователя;  

• область навигации расположена в левой части окна. В ней 

отображаются объединенные в группы объекты базы данных;  
• вкладки документов – таблицы, запросы, формы, отчеты и макросы 

отображаются на вкладках в рабочем пространстве окна Access – окне 

документов;  

• строка состояния – полоса в нижней части окна программы, в 

которой отображаются сведения о состоянии объекта и располагаются 

кнопки, позволяющие изменить режим его представления;  

• мини-панель инструментов – прозрачный элемент, подключенный 

к объекту, который появляется над выбранным текстом и позволяет 

легко отформатировать его;  

• панель сообщений – это единственное средство вывода всех 

предупреждений системы безопасности. Отображается, когда в 

открываемой базе данных имеется любое потенциально опасное 

выполняемое содержимое.  
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 1   

Создание таблиц базы данных «Реализация товаров»  
  

Создать базу данных для учета реализации товаров со складов. 

Организовать хранение информации в создаваемой базе данных с помощью 

четырех таблиц: «Товары», «Фирмы», «Склады» и «Продажи».  
  
Этапы проектирования базы данных:  
1. Исследование предметной области и формулировка основных 

допущений (накладываемых условий). На этом этапе составляется список всех 

форм и отчетов, которые могут быть затребованы пользователями вашей БД.   
2. Анализ данных. Составить перечень всех элементов данных, 

входящих в формы и отчеты, и сгруппировать их в таблицы БД.   
3. Установить, какие взаимосвязи существуют между элементами 

данных. Определить первичные и вторичные (внешние) ключи отношений. 

Организовать поля данных в таблицах.  
Создать базу данных «Реализация товаров», при условии, что на одном 

складе может храниться только один вид товара.   
  

Создание файла базы данных Access  
  

Для создания файла новой локальной базы данных щелкните в области 

создания базы данных стартового окна Access на элементе Пустая база 

данных (рис. 1.1). В открывшемся окне введите имя файла в поле Имя файла 
– например, Реализация товаров.  

Щелчком по кнопке Создать, завершите процесс создания пустого файла 

новой базы данных. В результате по умолчанию откроется окно созданной 

базы данных с пустой таблицей с именем Таблица1 в режиме таблицы (рис. 

1.2).  
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Рис. 1.1. Определение имени и местоположения файла новой базы данных  
  
Так как создание таблиц будет происходить при помощи конструктора 

таблиц, поэтому закройте таблицу при помощи щелчка по значку «Закрыть».  
  

  
Рис. 1.2. Таблица1 в режиме таблицы  

  

Задание 1. Создание таблицы базы данных «Реализация товаров»  
Рассмотрим последовательность действий при создании таблиц. Для 

этого начнем создание таблицы «Товар» с определения её структуры в режиме 

конструктора таблиц. На вкладке ленты Создание в группе Таблицы 
выполним команду Конструктор таблиц (рис. 1.3).  

  

  
Рис. 1.3. Лента с открытой вкладкой Создание  

  
В окне конструктора Таблица1 определим все поля таблицы «Товар». 

Для каждого поля таблицы «Товар» определим Имя поля, Тип данных.   
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Рис. 1.4. Таблица «Товары» в режиме «Конструктор»  

  
Теперь определим первичный ключ таблицы. Выделим поле «Код 

товара», щелкнув кнопкой мыши на области маркировки, слева от имени поля, 

и нажмем кнопку Ключевое поле на вкладке ленты Конструктор в группе 

Сервис. Признаком установки ключа является изображение ключа слева от 

имени поля  .  
Сохраним созданную структуру таблицы и присвоим имя новой таблице – 

«Товар». Для этого выполним команду Сохранить на Панели быстрого доступа 

или на вкладке ФАЙЛ. В окне Сохранение введем имя таблицы.  
При сохранении таблицы происходит обновление файла базы данных, в 

которую помещается созданная таблица. Таблица «Товар» появиться в списке 

объектов Таблицы в области навигации открытой базы данных «Реализация 

товаров».  
  
После сохранения структуры таблицы переходите ко второму этапу 

создания таблицы – созданию записей. Для этого переключитесь в режим 

таблицы нажатием кнопки Режим на ленте конструктора или выбором 

нужного режима при открытии списка данной кнопки (рис. 1.5).  
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Рис. 1.5. Выбор режима представления таблицы  
  

Как и в режиме конструктора, в режиме таблицы можно удалить столбец. 

При этом следует помнить, что удаляются все данные столбца, и отменить 

удаление невозможно. Удаление поля первичного ключа в режиме таблицы 

невозможно. Для этого необходимо использовать режим конструктора.  
  

Открыть таблицу для ввода исходных данных. Установить курсор в 

первую строку таблицы и ввести исходные данные. Ввод данных в каждое поле 

таблицы завершать нажатием клавиши  Enter. По окончании ввода данных при 

необходимости увеличить ширину полей. Записать таблицу «Товар» на диск.  
  

  
  

Рис. 1.6. Таблица «Товары» в режиме таблицы  
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Задание 2. Создание таблицы «Фирмы»  
Для поля Телефон следует задать маску ввода: (# # #) # # # - # # - # #  
  

  
Рис. 1.7. Таблица «Фирмы» в режиме «Конструктор»  

  

  
Рис. 1.8. Таблица «Фирмы» в режиме таблицы  

  
Задание 3. Создание таблицы «Склады»  
  

  
  

Рис. 1.9. Таблица «Склады» в режиме «Конструктор»  
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Рис. 1.10. Таблица «Склады» в режиме «Таблицы»  

  

Задание 4. Создание таблицы «Продажи»  

1. Ввести в первой строке имя поля: Дата продажи и выбрать для 

него тип Дата/время.  
2. Сформировать поле Код фирмы и выбрать для него числовой тип.  
3. Указать в качестве источника данных для поля Код фирмы список 

кодов фирмы, внесенных в поле с таким же названием в таблицу «Фирмы», 

рис. 1.11.  
4. Не переводя курсор со строки Код фирмы, щелкнуть мышью по 

закладке Подстановка.   
5. Щелкнуть мышью по слову Поле в строке Тип элемента 

управления, а затем – по появившейся при этом кнопке Раскрыть список.   
6. Выбрать щелчком мыши из раскрывшегося списка строку Поле со 

списком.   
7. Щелкнуть мышью по незаполненному полю в строке Источник 

строк, а затем – по появившейся при этом кнопке Раскрыть список.   
8. Щелчком мыши выбрать строку с названием таблицы «Фирмы».  

  
Рис. 1.11. Окно таблицы с подстановкой в режиме «Конструктора»  
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Рис. 1.12. Окно таблицы с выбором источника строк  

  
Рис. 1.13. Окно таблицы «Продажи» в режиме «Конструктора»  

  

  
Рис. 1.14. Таблица «Продажи» в режиме «Таблицы»  

Задание 5. Создание схемы данных  
Создание схемы данных начинается с выполнения команды Схема 

данных в группе Отношения на вкладке ленты Работа с базами данных. В 

результате выполнения этой команды открывается окно схемы данных и 

диалоговое окно Добавление таблицы, в котором осуществляется выбор 

таблиц, включаемых в схему (рис. 1.15).  
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Рис. 1.15. Вкладка ленты Работа с базами данных  

  
В окне Добавление таблицы отображаются все таблицы и запросы, 

содержащиеся в базе данных. Выберем вкладку Таблицы и с помощью кнопки 

Добавить разместим в окне Схема данных все ранее созданные таблицы базы 

данных «Реализация товаров». При создании связей в схеме данных 

используется проект структуры реляционной базы данных, в котором показаны 

все одно-многозначные связи таблиц. Реализуются связи с помощью 

добавления в связанные таблицы общих полей, называемых ключом связи.  

На рис. 1.16 в созданной схеме данных БД «Реализация товаров» все 

связи отмечены символами 1 или ∞. Это свидетельствует о том, что одно-
многозначные связи установлены правильно (по простому и составному 

ключу).  
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Рис. 1.16. Схема данных БД «Реализация товаров»  
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 2  

Работа с простыми запросами  

Конструирование запросов на выборку с условием отбора  
  

Задание 1. Выбрать товар по его наименованию  

1. Для создания запроса в окне базы данных выберите вкладку ленты 

– Создание и в группе Запросы нажмите кнопку Конструктор запросов.  

2. В окне Добавление таблицы выберите таблицу «Товар» и 

нажмите кнопку добавить. Выбранная таблица будет отображена в области 

схемы данных запроса. Закройте окно Добавление таблицы, нажав кнопку 

Закрыть. На ленте появляется и автоматически активизируется новая вкладка 

Работа с запросами / Конструктор, на которой цветом выделен тип 

создаваемого запроса – Выборка.  

3. В окне конструктора (рис. 2.1) последовательно перетащите из 

списка полей таблицы «Товар» поля Наименование, Марка и Цена в столбцы 

бланка запроса в строку Поле. Для этого необходимо щелкнуть двойным 

щелчком на имени поля таблицы в схеме данных запроса.  
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Рис. 2.1. Окно конструктора запроса на выборку  
  

4. Запишите в строке Условия отбора наименование товара – 
Тахеометр. Используемое в выражении текстовое значение вводится в двойных 

кавычках, которые добавляются автоматически.  
5. Выполните запрос, щелкнув по кнопке Выполнить ! или на кнопке 

Режим  в группе Результаты. На экране откроется окно запроса в режиме 

таблицы с записью из таблицы «Товар», отвечающий заданным условиям (рис. 

2.2). Дайте ему имя 2_По наименованию Тахеометр.  
  

  
Рис. 2.2. Просмотр запроса в режиме «Таблицы»  

  
Задание 2. Выбрать товары, цена которых менее 100 000 руб. и более  

20 000 руб., и количество больше или равно 9  
1. Создайте новый запрос в режиме конструктора, добавьте таблицу 

«Товар». В окне конструктора последовательно перетащите из списка полей 

таблицы «Товар» в бланк запроса поля (рис. 2.3).  

  
Рис. 2.3. Окно конструктора запроса на выборку с логическими  

операциями в условии отбора  
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2. Запишите Условия отбора, как показано в бланке запроса. Между 

условиями, записанными в одной строке, выполняется логическая операция 

AND. Между условиями, записанными в разных строках, выполняется 

логическая операция OR.  
3. Выполните запрос. Дайте ему имя 2_Цена_количество (рис. 2.4).  

  

  
Рис. 2.4. Просмотр запроса в режиме «Таблицы»  

  

Задание 3. Выбрать скидки, равные 10, за заданный период (после 25 

января 2018 г.) (рис. 2.5, 2.6)  

  
Рис. 2.5. Окно конструктора запроса на выборку  

с логическими операциями в условии отбора  
  

  
Рис. 2.6. Просмотр запроса в режиме «Таблицы»  
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Вычисляемые поля в запросах  
  

В запросе, как и в таблице, для каждой записи могут производиться 

вычисления с числовыми, строковыми значениями или со значениями дат с 

использованием данных из одного или нескольких полей. Результат 

вычисления образует в таблице запроса новое вычисляемое поле (рис. 2.7).  
  

  
Рис. 2.7. Запрос с вычисляемым полем  

  
Задание 4. В таблице «Товар» вычислить Цену с НДС, при ставке НДС 35 %  

1. Создайте в режиме конструктора запрос на выборку для таблицы 

«Товары». Перетащите в бланк запроса поля Наименование, Марка, Номер 

склада, Количество, Цена (рис. 2.8).  
  

  
Рис. 2.8. Построитель выражений  
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2. Для подсчета цены с учетом НДС создайте после поля Цена 

вычисляемое поле Цена с НДС (с правой стороны) при помощи построителя.  

3. Вызовите построитель выражений, нажав кнопку Построитель  
в группе Настройка запроса ленты «Конструктор». Курсор мыши должен 

быть установлен предварительно в ячейке ввода выражения.  
4. В левой верхней части окна Построитель выражений (см. рис. 

2.8) выберите свою базу данных «Реализация товаров со складов», далее 

выберите таблицу «Товары», на которой построен запрос. Справа отобразится 

список её полей. Последовательно выбирайте нужные поля и операторы, 

двойным щелчком вставляя в выражение. Выражение сформируется в верхней 

части окна. Обратите внимание – построитель перед именем поля указал имя 

таблицы, которой оно принадлежит, и отделил его от имени поля 

восклицательным знаком.  
5. Слово «Выражение» удаляйте, иначе оно выдает, синтаксическую 

ошибку.  
Полученный запрос «4_Цена с НДС» в режиме «Таблицы» изображен на рис. 2.9.  

  

  
Рис. 2.9. Просмотр запроса «4_Цена с НДС» в режиме «Таблицы»  

  
Задание 5. В вычисляемых полях и условиях отбора можно использовать 

встроенные функции. Необходимо выбрать количество продаж, в заданном 

месяце  
1. Создайте в режиме конструктора запрос на выборку по таблице 

«Продажи».  
2. Создайте вычисляемое поле Заданный месяц (в правой) пустой 

ячейке строки, записав туда одно из выражений: a  Format([Продажи]![Дата 

продажи];"mmmm") – эта функция возвратит полное название месяца;  
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b  или Format([Продажи]![Дата продажи];"mm") – эта функция 

возвратит номер месяца;  
3. Для отбора продаж в заданном месяце, в вычисляемом поле в 

строку Условие отбора введите название месяца, например, – Январь, или 

номер месяца, например, 1, в соответствии с параметром в функции Format 

(рис. 2.10, 2.11).  
  

  
Рис. 2.10. Запрос с функцией выделения из даты полного   

названия месяца в вычисляемом поле  
  

  
Рис. 2.11. Просмотр запроса «5_Заданный месяц» в режиме «Таблицы»  
  

Параметры в запросах  
  

При решении практических задач удобнее вводить выражение в условие 

отбора в процессе выполнения запроса в диалоге с пользователем, не переходя 

в режим конструктора. Обеспечить такой диалог можно с помощью параметра 

запроса. Имя параметра запроса задается в строке Условие отбора в 

квадратных скобках. При выполнении запроса это имя появиться в диалоговом 

окне Введите значение параметра.  
  
Задание 6. Скопируйте запрос «5_Заданный месяц» и переименуйте его в 

«6_Параметрический запрос»  
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1. Замените в условии отбора рассмотренного запроса название 

месяца Январь на имя параметра – [Название месяца].  

2. Выполните запрос. Открывшееся диалоговое окно (рис. 2.12) 

позволит ввести значение параметра запроса – Название месяца.  

3. Введите Январь и получите результат.  

 
Рис. 2.12. Диалоговое окно ввода значения параметра  

  
Параметры запроса могут быть использованы не только в выражениях 

условий отбора, но и для ввода значений операндов в вычисляемых полях.  

  
Задание 7. Создайте в режиме конструктора запрос на выборку для 

таблицы «Товар»  

Перетащите в бланк запроса поля Наименование и Цена. Для увеличения 

цены на заданный процент в вычисляемое поле запишите выражение с 

параметром запроса [На сколько процентов увеличить?]/100 (рис. 2.13).  
  

  
Рис. 2.13. Использование параметра в выражении вычисляемого поля  
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Задание 8. Скопируйте запрос «7_На сколько % увеличить» и 

переименуйте его в «8_Проценты» (рис. 2.14)  

  
Рис. 2.14. Использование параметра в выражении вычисляемого поля «Проценты»  

  
После выполнения предыдущего запроса в таблице отображается 

результат вычисления с использованием введенного значения параметра. 

Однако значение параметра при этом не выводится. Для отображения в 

таблице запроса введенного значения параметра дополните запрос ещё одним 

вычисляемым полем, в котором запишите выражение:   

Проценты: "На  " & [На сколько процентов увеличить?] & "%".  
Теперь в таблице запроса появится поле «Проценты», в котором будет 

записано, например, при вводе 35 – На 35 % (рис. 2.15).  

  

  
Рис. 2.15. Просмотр запроса «8_Проценты» в режиме «Таблицы»  

  

Групповые операции в запросах  
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Групповые операции позволяют выделить группы записей с 

одинаковыми значениями в указанных полях и вычислить итоговые данные для 

каждой из групп по др. полям, используя одну из статистических функций. 

Статистические функции применимы к полям с типом данных Числовой, 

Денежный, Дата и время.  

  

Задание 9. Запрос с функцией Sum  

Определите суммарное количество и цену каждого из товаров.  

1. Создайте в режиме конструктора запрос на выборку из таблицы 

«Товары».  

2. Из списка таблицы перетащите в бланк запроса поле 

«Наименование». По этому полю будет производиться группировка записей 

таблицы.  

3. Перетащите в бланк запроса поля «Количество» и «Цена», по 

которым будет подсчитываться суммарное количество каждого из товаров.  

4. Выполните команду Итоги из группы Показать или Скрыть. В 

бланке запроса появится новая строка Групповая операция со значением 

Группировка во всех полях запроса.  

5. В столбцах «Количество» и «Цена» замените слово Группировка 
на функцию Sum. Для этого вызовите раскрывающийся список и выберите эту 

функцию (рис. 2.16).  

  

  
Рис. 2.16. Запрос с группировкой по коду товара и суммированием  количества 

и цены в группе  
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6. Для отображения результата запроса (рис. 2.17) щелкните по 

кнопке Выполнить  в группе Результаты.  

  

  
Рис. 2.17. Результат подсчета суммарного количества и цены  

  

Задание 10. Запрос с функцией Count  

Определите, сколько раз продавался товар по коду фирмы.  

1. Создайте в режиме конструктора запрос на выборку из таблицы 

«Продажи».  

2. Из списка таблицы перетащите в бланк запроса поле «Код 

фирмы». По этому полю будет производиться группировка записей таблицы.  

3. Перетащите в бланк запроса поле «Количество», по которому 

будет происходить подсчет числа товаров с одинаковыми номерами фирм.  

4. Выполните команду Итоги из группы Показать или Скрыть. В 

бланке запроса появится новая строка Групповая операция со значением 

Группировка во всех полях запроса.  

5. В столбце «Количество» замените слово Группировка на 

функцию Count. Для этого вызовите раскрывающийся список и выберите эту 
функцию  

(рис. 2.18).  

  
Рис. 2.18. Запрос для подсчета количества товара по коду фирмы  
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6. Сохраните запрос под именем «10_Число продаж по коду 

фирмы». Результат запроса показан на рис. 2.19.  
  

  
Рис. 2.19. Результат подсчета количества товара по коду фирмы   

  

Задание 11. Запрос с отображением строки итогов по столбцу  
Строка итогов используется для быстрого расчета и отображения в 

столбце таблицы или запроса в режиме таблицы таких значений, как итоговая 

сумма, среднее, минимальное и максимальное, количество значений.  
1. Для добавления строки итогов в таблицу запроса откройте запрос 

«1_По наименованию тахеометр» в режиме таблицы. На вкладке ленты 

Главная в группе Записи выполните команду Итоги. В таблице отобразится 

строка Итог.  
2. В строке Итог нажмите кнопку раскрывающегося списка в столбце 

«Цена», для которого требуется выполнить расчет, и выберите в списке Сумма 

(рис. 2.20).   
  

  
Рис. 2.20. Результат отображения строки итогов с расчетом суммы по столбцу  

  

3. Для того, чтобы скрыть строку итогов, повторно выполните 

команду Итоги.  
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 3   

Работа с многотабличными запросами  
  

Многотабличный запрос позволяет сформировать записи результата 

путем объединения взаимосвязанных записей из таблиц базы данных и выбора 

из них нужных полей и записей. Многотабличный запрос часто осуществляет 

объединение данных, которые на этапе проектирования были разделены на 

множество таблиц, отвечающих требованиям нормализации.  
При конструировании многотабличного запроса важнейшим условием 

является правильное представление о том, как идет объединение записей 

таблиц при формировании результата.  
Рассмотрим технологию конструирования многотабличного запроса на 

выборку для расчета разности количества товаров и количества проданных 

товаров.  
  

Задание 1. Запрос с вычисляемым полем «Остаток»  
1. Создайте в режиме конструктора запрос на выборку для таблиц 

«Товары» и «Продажи». Перетащите в бланк запроса из таблицы «Товары» 

поля «Наименование», «Марка», «Количество», и из таблицы «Продажи» 

поле «Количество».  
2. Для подсчета разности количества товаров создайте после поля 

«Количество», вычисляемое поле «Остаток» (с правой стороны), при помощи 

построителя (рис. 3.1).   

  
Рис. 3.1. Построитель выражений  

  

3. Вызовите построитель выражений, нажав кнопку Построитель  
в группе Настройка запроса ленты «Конструктор». Курсор мыши должен 

быть установлен предварительно в ячейке ввода выражения (рис. 3.2).  
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Рис. 3.2. Запрос с вычисляемым полем  

4. В левой части окна Построитель выражений выберите свою базу 

данных «Реализация товаров со складов», далее выберите таблицу 
«Товары». Справа отобразится список её полей. Выберите поле «Количество» 

и знак минус, двойным щелчком вставляя в выражение. Снова выберите 

таблицу «Продажи» и поле «Количество» (рис. 3.3).  
  

  
Рис. 3.3 Результат запроса «Остаток по количеству»  

  

5. Слово «Выражение» удаляйте, оно выдает, синтаксическую 

ошибку.  
  

Задание 2. Формирование запроса об увеличении цены на 15 % в феврале 

месяце  
1. Создайте в режиме конструктора запрос на выборку для таблиц 

«Товары» и «Продажи». Перетащите в бланк запроса из таблицы «Продажи» 

поле «Дата продажи», а из таблицы «Товары» поля «Наименование», 

«Марка», «Номер склада», «Количество», «Цена».  
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2. Создайте новое поле «Новая цена». Для этого создайте после поля 

Цена, вычисляемое поле «Новая Цена» (с правой стороны) при помощи 

построителя.   

3. Вызовите построитель выражений, нажав кнопку Построитель  
в группе Настройка запроса ленты «Конструктор». Курсор мыши должен 

быть установлен предварительно в ячейке ввода выражения. В окне 

«Построитель выражений» выбрать «Элементы выражений», в нем найти 

название своей базы данных, затем Таблицы «Товары» и в поле «Категории 

выражений» выбрать «Цена», а с клавиатуры набрать «*1,05».  
4. В поле «Дата продажи» введите условие отбора >=01.02.2018 (рис. 

3.4).  
  

  
Рис. 3.4. Запрос «Новая цена» в режиме конструктора  

5. Сохранить запрос с именем «Новая цена» (рис. 3.5).  
  

  
Рис. 3.5. Результат запроса «Новая цена»  

  

Задание 3. Создание запроса о товарах на складе в г. Екатеринбурге  
(рис. 3.6, 3.7)  
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Рис. 3.6. Запрос «Склад в Екатеринбурге» в режиме Конструктора  

  

  
Рис. 3.7. Результат запроса «Склад в Екатеринбурге»  

  

Задание 4. Создание запроса о товарах в феврале, с вычисляемым полем  
«Сумма» и отображения строки итогов с расчетом суммы по этому столбцу 

(рис. 3.8, 3.9)  
  

  
Рис. 3.8. Запрос «Стоимость» в режиме Конструктора  
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Рис. 3.9. Результат запроса «Стоимость» и итог с расчетом суммы по столбцу  

  
Задание 5. Создание запроса из четырех таблиц (рис. 3.10, рис. 3.11)  
  

  
Рис. 3.10. Реляционный запрос в режиме Конструктора  

  

  
Рис. 3.11. Результат сложного запроса   

  

Запросы на изменение  
  

К запросам на изменение относятся запросы на обновление данных в 

записях таблицы базы, на добавление и удаление записей из таблицы, а также 

запросы на создание таблицы из записей, сформированных в нем.  
  
Задание 6. Создать запрос на обновление таблицы «Товары». Увеличьте 

цену товара на 20 %:  
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1. Создайте запрос на выборку, путем отбора соответствующих 

полей. Присвойте ему имя «17_Обновление».  
2. Откройте этот запрос в режиме Конструктора. Выполните команду 

Запрос – Обновление – Введите в строке «Обновление» выражение для 

новых значений [Цена]*1,2 (рис. 3.12). Закройте запрос. У запроса изменится 

вид значка. Проверьте правильность его выполнения (рис. 3.13).  
  

  
Рис. 3.12. Запрос на обновление в режиме Конструктора  

  
  

  
  
  

Рис. 3.13. С правой стороны 

результат  
 обновления таблицы  

  
  
  
  

Задание 6. Создать запрос на создание новой таблицы «18_Создание 

таблицы»:   
1. Создайте запрос на выборку по всем таблицам путем отбора 

нужных полей. Присвойте ему имя и проверьте правильность его выполнения.  

2. В области навигации выделите названный запрос и с помощью 

команды контекстного меню откройте его в режиме Конструктора.   

3. Преобразуйте этот запрос на выборку в запрос на создание 

таблицы, выполнив команду Создание таблицы в группе Тип запроса на 
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вкладке Конструктора, или выбрав команду контекстного меню запроса Тип 

запроса – Создание таблицы.  

4. В окне Создание таблицы введите имя создаваемой таблицы 

«Объединенная» (рис. 3.14).  

5. Для того чтобы просмотреть, какие записи будут помещены в 

новую таблицу, щелкните по кнопке Режим на ленте Конструктора запросов в 

группе Результаты.  

6. Выполните запрос. Откроется окно сообщений с запрашиваемым 

разрешением (рис. 3.15). Подтвердите согласие на создание новой таблицы. 

После этого таблицу можно увидеть в списке таблиц области навигации (рис. 

3.16).  
  

  
Рис. 3.14. Определение имени таблицы, создаваемой в запросе  

  

  
Рис. 3.15. Окно сообщений  
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Рис. 3.16. Результат запроса на создание новой таблицы  

  

Задание для самостоятельной работы  
  

1. По таблице «Товары» сформировать запрос по наименованию 

товаров на букву Т.  

2. По таблице «Товары» сформировать запрос на выборку товаров, 

цена которых более 100 000 рублей и количество больше или равно 5.  

3. По таблице «Продажи» сформировать запрос на выборку товаров, 

скидки которых равны 5, за период меньше или равный 02 февраля 2018 г.  

4. По таблице «Товары» сформировать запрос с вычисляемым полем, 

вычислить цену с НДС, при ставке 18 %.  

5. Создать параметрический запрос, в котором выдавалось бы 

сообщение «Введите наименование товара».  

6. По таблице «Товары» сформировать запрос с вычисляемым полем, 

об увеличении цены на 10 % в январе месяце.  

7. По таблице «Товары» сформировать запрос с вычисляемым полем, 

вычислить сумму за январь.  

8. По таблице «Товары» сформировать запрос с вычисляемым полем, 

найти увеличение количества нивелиров в 2 раза.  

9. Создать новую таблицу, состоящую из таблиц «Продажи» и 

«Фирмы», с полями на ваш выбор (поле – количество обязательно).  

10. По новой созданной таблице создать запрос на обновление 

количества товара в 3 раза.  
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 4  

Работа с формами  
  

Формы являются основой разработки диалоговых приложений 

пользователя с базой данных. Работая с формой, пользователь может 

добавлять, удалять и изменять записи таблиц, получать расчетные данные. 

Форма состоит из элементов управления, которые отображают поля таблиц и 

графические элементы, не связанные с полями таблиц. Элементы управления 

предназначены для разработки макета формы: размещение полей таблиц и 

запросов, надписей, внедряемых объектов (рисунков, диаграмм), вычисляемых 

полей, кнопок, выполняющих печать и открывающих др. объекты или задачи.  

Однотабличная форма предназначена для загрузки, просмотра и 

корректировки данных одной таблицы. Источником данных такой формы 

служит единственная таблица. Она может быть создана одним щелчком мыши 

с помощью команд автоматического создания формы: Форма, Разделенная 

форма или Несколько элементов, размещенных на вкладке Создание в 

группе Формы (рис. 4.1).  
  

  
Рис. 4.1. Команды группы формы на вкладке ленты Создание  

  
Задание 1. Создать однотабличную форму «Товары для ввода, 

просмотра и корректировки данных» таблицы «Товары». Чтобы 

источником записей формы стала таблица «Товары», выберите её в области 

навигации и выполните команду форма на вкладке Создание. Эта команда 

обеспечит автоматическое создание формы на основе только выбранной 

таблицы (рис. 4.2).  
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Рис. 4.2. Форма, полученная по команде Форма, для работы с таблицей «Товары»  

  

Условное форматирование элементов управления  
  

Для изменения внешнего вида элемента управления в форме, в 

зависимости от одного или нескольких условий используйте условное 

форматирование.  
  

Задание 2. Изменить в форме «Товары» цвет денежных значений в поле 

«Цена» на красный, заливку на желтый, шрифт жирный, когда они 

оказываются выше заданной величины, например, 100 000 руб.  
1. Выберите поле Цена, в котором нужно произвести изменения. На 

вкладке ленты Формат в группе Форматирование элементов управления 
выберите команду Условное форматирование. Откроется диалоговое окно 
Диспетчер правил условного форматирования (рис. 4.3).  
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Рис. 4.3. Окно с пустым списком правил форматирования  
2. Чтобы создать первое правило условного форматирования 

щелкните по кнопке Создать правило.  
3. В окне Новое правило форматирования выберите тип правила и 

сформируйте описание правил, согласно которым будет производиться 

заданное форматирование поля.  
4. В первом поле со списком выберите пункт Значения поля, во 

втором выберите тип сравнения – больше и введите постоянное значение в 

третье поле – 100000, не используя знака денежных единиц.  

5. Выберите начертание шрифта, цвет и другие параметры 

форматирования. Нажмите кнопку ОК (рис. 4.4).  

  

  
Рис. 4.4. Окно определения условий форматирования  

  

Задание 3. Создать однотабличную форму «Склады». Для создания 

выбрать таблицу «Склады», использовать команду Форма, автоматически 

будет создана форма, содержащая встроенную подчиненную таблицу 

«Товары». Источником записей главной формы будет таблица «Склады». 

Такое поведение команды Форма вызвано тем, что таблица «Склады» имеет 

подчиненную таблицу «Товары», с которой она находиться в отношении 1:∞, 

и эта связь определена в схеме данных (рис. 4.5).  
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Рис. 4.5. Форма по таблице «Склады» с встроенной подчиненной «Товары»  

Создание разделенной формы  
  

Разделенная форма позволяет синхронно отображать данные одного 

источника в двух представлениях: в режиме формы и в режиме таблицы.  
  

Задание 4. Создать однотабличную разделенную форму для работы с 

данными таблицы «Продажи». Выберите таблицу «Продажи» в области 

навигации и выполните команду Разделенная форма на вкладке ленты 

Создание в группе Формы. Эта команда обеспечит автоматическое создание 

формы на основе только одной выбранной таблицы. Созданная форма 

отобразится в режиме макета (рис. 4.6).  
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Рис. 4.6. Разделенная форма «Продажи»  

  

Многотабличные формы  
  

Многотабличная форма создается для работы с данными нескольких 

взаимосвязанных таблиц. Источником данных такой формы является 

многотабличный запрос. При этом форма может быть простой, отображающей 

одну запись в столбик, или ленточной, отображающей все записи в табличном 

виде с надписями в заголовке формы. Для такой формы могут быть 

использованы команды Форма или Несколько элементов.   
Многотабличная форма может быть составной: состоять из главной 

формы и одной или нескольких подчиненных включаемых форм.  
  
Задание 5. Создать составную форму воспользовавшись реляционным 

запросом. Выберите запрос «16_реляционный запрос» в области навигации и 

выполните команду Форма на вкладке Создание. Эта команда обеспечит 

автоматическое создание формы на основе выбранного запроса (рис. 4.7). В 

режиме Конструктора можно изменить заголовок.  
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Рис. 4.7. Составная форма  

  

Создание многотабличной формы с помощью мастера  
  

Основным средством создания многотабличной формы можно считать 

мастер форм, который, запросив у пользователя сведения о включаемых в 

форму полях из нескольких взаимосвязанных таблиц и запросов, создает 

составную или одиночную форму.  
  

Задание 6. С помощью мастера создайте форму для работы с данными о 

продажах товаров  
Для вызова мастера форм выполните на вкладке ленты Создание в 

группе Формы команду Мастер форм. Отобразится окно мастера Создания 

форм, представленное на рис. 4.8.  
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Рис. 4.8. Выбор таблиц и полей для создаваемой формы  
Если предварительно в области навигации не была выбрана таблица 

«Продажи», выберите её в раскрывающемся списке Таблицы и запросы 

диалогового окна мастера. Затем отберите из списка Доступные поля, в нашем 

случае все, кроме поля «Скидки» (рис. 4.9).  
  

  
Рис. 4.9. Выбранные поля таблицы «Продажи» для создаваемой формы  

  
Переходим к выбору полей из таблицы «Товары». Перетаскиваем все 

поля, кроме поля Код товара. После выбора полей для обеих таблиц и нажатия 

кнопки Далее в окне создание форм в списке Выберите тип представления 

данных надо выделить имя таблицы Продажи и щелкнуть по кнопке «Далее» 

(рис.  
4.10).  
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Рис. 4.10. Выбор вида представления данных  

В следующем диалоговом окне предоставляется возможность выбрать 

внешний вид формы и нажать кнопку «Готово» (рис. 4.11).  

  
Рис. 4.11. Выбор вида формы в один столбец  
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Рис. 4.12. Форма, открытая для просмотра, корректировки и ввода данных  

Одиночная многотабличная форма  
  

Одиночную форму, включающую поля из нескольких связанных таблиц, 

позволяет быстро построить инструмент Пустая форма. Выполните команду 

Пустая форма на вкладке ленты Создать в группе Формы. Откроется пустая 

форма в режиме макета и отобразится область Список полей. В списке 

перечислены все таблицы базы данных, и предоставляется возможность 

открыть список полей каждой из них (рис. 4.13). Чтобы добавить поле в форму, 

щелкните на нем двойным щелчком или перетащите его в форму. Для 

отображения каждого поля Access создает в форме соответствующий элемент 

управления и привязывает его к полю. Кроме того, для элемента управления 

создается присоединенная надпись.  
  

  
Рис. 4.13. Область Список полей при создании одиночной формы  

  
Задание 7. Создать одиночную многотабличную форму для просмотра 

всех данных базы. Выполните команду Пустая форма. В области Список 

полей откройте список полей таблицы «Продажи», щелкнув знак «Плюс» 
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рядом с её именем. Добавьте в форму необходимые поля (Дата продажи, Код 

фирмы, Код товара, Количество, Скидки). Далее последовательно добавляйте 

поля из таблицы «Товары» (Наименование, Марка, Цена), затем из таблицы 

«Склады» (Номер склада, Телефон, Адрес, Заведующий) и из таблицы 

«Фирмы поля» – (Название, Адрес, Телефон, Контактное лицо, Должность). 

Сохранить форму под именем «Общие данные».  
  

     
Рис. 4.14. Форма «Общие данные», созданная с помощью  

инструмента Пустая форма  
Задание 8. Создать одиночную форму с помещенной в неё гистограммой  
Для этого откройте таблицу «Товары». В группе Импорт и связи на 

вкладке Внешние данные выберите на ленте Экспорт в таблицу Excel (рис. 

4.15).  
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Рис. 4.15. Окно экспорта таблицы «Товары» на лист Excel   

  

Выберите место назначения для экспорта таблицы «Товары», для этого 

нажмите на кнопку Обзор, выберите соответствующую папку (рис. 4.16, 4.17).  
  

  
Рис. 4.16. Окно выбора места назначения для экспорта таблицы «Товары»  
  

  
Рис. 4.17. Таблица «Товары» в Excel, экспортируемая из Access  
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Построение гистограммы по колонкам «Наименование» и «Цена» (рис. 

4.18).  
  

  
Рис. 4.18. Гистограмма, соответствующая таблице «Товары»  

  
Скопируйте гистограмму в Excel. В Access выполните команду Пустая 

форма на вкладке ленты Создать в группе Формы. В режиме «Конструктор» 

произвести вставку гистограммы. Сохранить форму под названием 

Гистограмма (рис. 4.19).  
  

  
Рис. 4.19. Форма «Гистограмма»  
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Задание для самостоятельной работы  
  

1. Изменить в форме «Товары» цвет денежных значений в поле «Цена» на 

зеленый, заливку на светло-зеленый, начертание шрифта – жирный курсив, когда 

они оказываются меньше или равны 80000 руб.  
2. Создать форму «Фирмы» с подчиненной «Продажи».  

ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 5  

Работа с отчетами  
  

Средства Access по разработке отчетов предназначены для 

конструирования макета отчета, в соответствии с которым осуществляется 

вывод данных из определенного источника записей в виде выходного 

печатного документа.  
Отчет может создаваться с помощью Мастера или в режиме 

Конструктора отчетов.   
  

Задание 1. Выберем в области навигации таблицу «Фирмы», данные из 

которой будут источником записей отчета. На вкладке ленты Создание в 

группе Отчеты выполнить команду Отчет.  
Access создаст отчет и отобразит его в режиме макета (рис. 5.1). В отчете 

будут представлены все записи таблицы «Фирмы». Размещение полей 

таблицы – источника записей отчета – в разделах отчета представлено на рис. 

5.2.  
  

  
Рис. 5.1. Отчет в режиме «Макета»  
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Рис. 5.2. Разделы однотабличного отчета в режиме Конструктора  

  
В режиме макета легко привести созданный отчет в соответствие с 

заданными требованиями. Измените название отчета на «Контакты». Для этого 

выполните двойной щелчок на нем и введите новое название. Выделите макет 

отчета и измените заливку, размер шрифта, выбрав его на вкладке Главная в 

группе Форматирование текста или на вкладке Формат в группе Шрифт. 

Для изменения параметров страницы выполняйте команды соответствующей 

вкладки ленты. Пунктирной линией в отчете отмечена граница полей 

страницы. Отображение этой линии регулируется кнопкой Показать поля на 

вкладке ленты Параметры страницы. Для выбора размеров полей страницы 

может быть использована коллекция, отображаемая при нажатии кнопки Поля. 

На этой же вкладке можно выбрать размер бумаги, ориентацию страницы и ряд 

др. параметров (рис. 5.3).   
  

  
Рис 5.3. Отформатированный отчет в режиме Макета   
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Задание 2. Выберем в области навигации форму Продажи товаров, 
данные из которой будут источником записей отчета. На вкладке ленты 

Создание в группе Отчеты выполнить команду Отчет. Для группировки 

данных по дате продажи выполним команду Группировка, сортировка и 

итоги. Выберем для предлагаемого уровня группировки поле «Дата 

продажи». Откроем список, щелкнув на параметре по кварталам, и выберем 
по месяцам. Для закрытия списка щелкните на любом месте за его пределами 

(рис. 5.4, 5.5).  

 
 Рис. 5.4. Выбор для поля с датой группировки по месяцам    

  
Рис 5.5. Форма с датой группировки по месяцам   

  

Задание для самостоятельной работы  

  
Создать отчет по таблице «Объединенная», изображенного на рис. 5.6.  
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Рис. 5.6. Результат отчета  

    

ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 6  

Создание главной кнопочной формы  

с использованием макросов  

  

Использования макросов для автоматизации управления реакцией 

приложения на действия пользователя в формах или отчетах позволяет 

создавать полноценные интерактивные приложения без написания кода VBA.  
Макрос (от слова «макрокоманда») – программа, состоящая из 

последовательности макрокоманд. Макрокоманда – это инструкция, 

ориентированная на выполнение определенного действия над объектами 

Access и их элементами.  
Например, макрокомандой можно открыть форму, отчет, напечатать 

отчет, запустить на выполнение запрос, применить фильтр, присвоить значение 

и т. д.  
  
Задание 1. Создать главную форму управления приложением, в которой 

будут представлены:  
• элементы для кнопочных форм запросов и гистограмма;  
• макросы для таблиц и отчетов;  
• макрос, с помощью которого будет закрыта база данных.  
  
1. Выполним команду Пустая форма на вкладке ленты Создать в 

группе Формы, режим «Конструктор» (рис. 6.1).  
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Рис. 6.1. Пустая форма в режиме «Конструктор» с элементами управления  
  
2. Расположим в области Формы элемент Надпись, поместим в него 

название Реализация товаров со складов (рис. 6.2). Форматирование шрифта 

в надписях и кнопках осуществляется для выделенного объекта, при помощи 

Инструмента конструктора форм, в объекте Формат. Сохраним форму под 

именем «Главная форма».  
  

  
Рис. 6.2. Использование элемента управления Надпись  

  

Создание макроса осуществляется в диалоговом режиме и сводится к 

записи в окне конструктора макроса последовательности макрокоманд, для 

которых задаются аргументы. Каждому макросу присваивается имя. При 

выполнении макроса макрокоманды выполняются последовательно в порядке 

их расположения. При этом используются объекты или данные, указанные в 

аргументах макрокоманд.  
Создание макроса начинается с выполнением команды Макрос на 

вкладке ленты Создание в группе Макросы и код. В результате выполнения 

команды открывается окно макроса и каталог макрокоманд (рис. 6.3).  
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Рис. 6.3. Окно конструирования макроса с Каталогом макрокоманд  

  

3. Создадим первый макрос Таблицы, при выполнении которого 

откроются четыре таблицы: «Продажи», «Склады», «Товары» и «Фирмы». 

Сохраним его под именем Таблицы (рис. 6.4).  

  
Рис. 6.4. Блок конструирования Макроса «Таблицы»  

4. Создадим второй макрос, при выполнении которого откроется 

отчет «Продажи товаров» (рис. 6.5). Сохраним его под именем Отчет.  
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Рис. 6.5. Создание макроса ОткрытьОтчет  

  

5. Создадим третий макрос, при выполнении которого откроется 

отчет «Продажи товаров» (рис. 6.6). Сохраним под именем Выход.  
  

  
Рис. 6.6. Создание макроса ЗакрытьБазуДанных  

  

Создание управляющих кнопок на экране  
  

1. Создадим кнопки: Таблицы, Отчет и Выход из БД. Расположим в 

области Главной формы три кнопки с ранее созданными макросами. Для 

размещения кнопок предусмотрим, чтобы все действия осуществлялись при 

нажатой кнопке «Использовать мастера». Переместим элемент управления 

Кнопка на форму, появится окно для создания кнопок. Выберем категорию: 

Разное, затем – действия: Выполнить макрос, нажмем кнопку Далее (рис. 

6.7).   
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Рис. 6.7. Окно создания кнопок при работе с Макросами  

2. Выберем соответствующий макрос (рис. 6.8). Разместим текст на 

кнопке.  

  
Рис. 6.8. Окно выбора макроса  

  

3. В тексте напишем название Таблицы и выполним действия, 

указанные по кнопке Далее (рис. 6.9).  
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Рис. 6.9. Размещение текста на кнопке  

  

4. Таким образом, создадим все кнопки, которые будут открываться с 

помощью макросов (рис. 6.10).  
  

  
Рис. 6.10. Главная форма в режиме Макета  

5. Расположим в области Главной формы три кнопки: Составная 

форма, Общие данные и Гистограмма. Переместим элемент управления 

Кнопка на форму, появится окно для создания кнопок. Выберем категорию: 

Работа с формой, действия: Открыть форму, нажмем кнопку Далее (рис. 

6.11).   
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Рис. 6.11. Окно создания кнопок при работе с формами  

  
6. Выберем соответствующую форму (рис. 6.12).   
  

  
Рис. 6.12. Окно выбора формы  

  
Поместим текст на кнопке (рис. 6.13). В тексте напишем название 

Гистограмма и выполним действия, указанные по кнопке Далее.  Таким 

образом, создадим все кнопки, которые будут открываться с помощью Форм.  
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Рис. 6.13. Размещение текста на кнопке  

  
7. Для создания картинки воспользуемся элементом управления 

«Рисунок».  
8. По завершению разработки приложения, сохраним и закроем 

форму. Затем откроем и проверим работоспособность всех её элементов (рис. 

6.14).  
  

  
Рис. 6.14. Управляющая форма в режиме «Формы»  
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ВАРИАНТЫ  ЗАДАНИЙ ДЛЯ ПРАКТИЧЕСКОЙ РАБОТЫ  
  

Указания к выполнению работы  

  
• Создать логическую модель базы данных: для заданной 

предметной области, представленной в виде перечня реквизитов, 

сформировать таблицы, определить в них ключевые поля, описать имена, 

типы и свойства полей и создать связи между таблицами.  
• Создать формы для ввода данных в таблицы (простая и сложная 

формы). Заполнить таблицы. Каждая таблица должна содержать не менее 7 

строк.  
• Создать запросы по пунктам вариантов задания.  
• Создать кнопочную форму для вызова созданных объектов.  

Варианты заданий  
  

Вариант № 1  
Исходные данные:  
• Рабочие: табельный номер, фамилия, имя, отчество, дата 

рождения.  
• Цеха: наименование цеха, категория производства (основное, 

управление, вспомогательное).  
• Движение по службе: должность, оклад, тип работы (штатный, 

совместитель, почасовик). o Вычислить общую сумму выплат за месяц по 

выбранному цеху, а  
также среднемесячный заработок этого цеха.  

o Создать ведомость для начисления заработной платы рабочих  
этого цеха.  

  
Вариант № 2 
Исходные данные:  
• Сотрудники: фамилия, имя, отчество, дата рождения, дата 

поступления на работу  
• Оплата труда: должность, оклад  
• Отделы: номер отдела, фамилия сотрудника Определить: o 

 возраст сотрудников (количество полных лет) при поступлении  
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на работу и на текущее время; o  количество сотрудников 

заданного отдела младше 30 лет; o  минимальный 

размер оклада.  
• Создать таблицу, которая содержит сведения о 5-и самых 

высокооплачиваемых сотрудниках фирмы.  
  
Вариант № 3  
Исходные данные:  

Работники: фамилия, имя, отчество, цех.  
• Изделия: наименование изделия, категория изделия (А, В, С), 

стоимость изготовления.  
• Итоги: шифр сборщика, количество изготовленных изделий по 

категориям.  
Рассчитать: o  общее количество изделий 

каждой категории;  
o общее количество изделий, собранных всеми рабочими заданного цеха;  
• Создать ведомость для начисления заработной платы рабочих 

заданного цеха. Определить средний размер заработной платы работников 

этого цеха.  
  
Вариант № 4  
Исходные данные:  
• Абоненты: фамилия, имя, отчество, телефон, дата установки.  
• Расценки: тип заказа (по городу, область, Украина, Европа, …), 

цена 1 мин. разговора.  
• Заказ: телефон вызова, вызываемый пункт, время в минутах.  
o Рассчитать общее количество телефонов, установленных начиная с 

заданного года по сегодняшний день. Выдавать по вводимой фамилии абонента 

номер его телефона. o Создать таблицу, которая содержит фамилии 

задолжников и их  
телефоны.  

  
Вариант № 5  
Исходные данные:  
• Поставка: поставщик, дата поставки,  объем поставки.  
• Игрушки: артикул, наименование, цена, нижняя и верхняя 

возрастные границы.  
• Чеки: номер чека, дата продажи, сумма.  
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o Определить стоимость наиболее дорогой игрушки и ее наименование. По 

введенному значению A, B и X, выводить названия игрушек, которые по 

стоимости не превышают X и подходят ребенку от A до B лет. o Создать 

таблицу, которая содержит следующую информацию:  
наименование игрушек, которые подходят детям от 1 до 3 лет и их 

цены.  
  
Вариант № 6  
Исходные данные:  
• Студенты: фамилия, имя отчество студента; код группы, дата 

рождения.  
• Предметы: наименование предмета, категория предмета 

(фундаментальный, профессионально-ориентированный, на выбор), тип 

аттестации (зачет, экзамен).  
Журнал: оценки по 5 экзаменам, признак участия в общественной  

работе. o Определить общее число активистов в списке.  
o Создать таблицу, которая содержит сведения о начислении  

стипендии студентам заданной группы. Рассчитать размер стипендии 

по следующему алгоритму: студенту, который получил все оценки 

«5» и активно принимает участие в общественной работе, назначается 

повышенная стипендия – доплата 50 %; студенту, который получил 

«4» и «5», назначается обычная стипендия – ее необходимо задать; 

студенту, который получил одну оценку «3», но активно занимается 

общественной работой, также назначается обычная стипендия; другим 

студентам стипендия не назначается.  
  
Вариант № 7  
Исходные данные:  
• Авторы: фамилия, имя отчество, название книги.  
• Книги: год издания, количество экземпляров.  
• Местоположение: шифр книги, номер стеллажа, номер шкафа, 

номер полки. o Определить общее количество книг в коллекции, а также число 

книг заданного года издания. По заданному автору и названию книги выдать 

информацию о местонахождении книги. o Создать таблицу, которая содержит 

информацию о книгах за- 
данного автора, которые находятся в коллекции.  

  
Вариант № 8  
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Исходные данные:  
• Группа: факультет, шифр группы, фамилия куратора, должность.  
• Студент. Фамилия студента, шифр группы, номер зачетной 

книжки, дата рождения, дата поступления.  
• Результаты сессии: оценки по 5-и экзаменам и результаты сдачи 

5 зачетов («З» – зачет, «Н» – незачет). o Вычислить средний балл, полученный 

каждым студентом за- 
данной группы, и средний балл этой группы по каждому предмету. 

Определить общее количество задолженностей (по экзаменам и 

зачетам в сумме) каждого студента заданной группы и общее число 

студентов-должников той же группы.  
o Создать таблицу, которая содержит сведения о неуспевающих  

студентах: группу, фамилия и количество задолженностей.  
  
Вариант № 9 
Исходные данные:  
• Рейсы: номер рейса, пункт назначения, время вылета, время 

прибытия, стоимость билета.  
Самолеты: шифр самолета, марка, количество посадочных мест, 

срок службы.  
• Билеты: дата вылета, количество свободных мест в самолете.  

Определить: o  номера рейсов и время отправления самолетов в 

заданный го- 
род; o  по заданному городу и времени отправления наличие свобод- 
ных мест на рейс; o общее количество рейсов через сутки в заданный 

город.  Создать таблицу, которая содержит номера рейсов и время 

отправления самолетов в заданный город.  
  
Вариант № 10 
Исходные данные:  
• Поставка: артикул обуви (артикул начинается с буквы Ж – для 

женской обуви, М – для мужской, Д – для детской обуви, например:  Д0321), 
наименование, объем поставки.  

• Обувь: цвет, стоимость.  
• Наличие: размер, количество.  

Определить:  
o стоимость обуви заданного артикула, и какие размеры есть в  
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наличии; o  общее количество пар детской обуви, имеющейся в 

магазине, и  
ее суммарную стоимость.  

• Создать таблицу, которая содержит информацию обо всех 

моделях женской обуви.  
  
Вариант № 11 
Исходные данные:  
• Игроки: фамилия, имя, отчество, год рождения, название 

футбольного клуба.  
• Футбольный клуб: название клуба, фамилия директора, фамилия 

главного тренера.  
• Результаты: шифр игрока, число заброшенных им шайб, число 

сделанных им голевых передач, заработанное штрафное время. o Вычислить 
общее число шайб, забитых хоккеистами каждой ко- 

манды, и суммарное штрафное время. o Создать таблицу, которая 

содержит фамилии шести лучших  
игроков, и сумму очков каждого игрока (голы + передачи).  

  
Вариант № 12  
Исходные данные:  
• Студенты: фамилия, имя, дата рождения дата поступления.  

Выбор дисциплины: код студента, наименование пяти дисциплин 

(выбираемая дисциплина отмечается символом «1», иначе – пробел).  
• Успеваемость: средний балл, наличие задолженности.  

o Вычислить количество слушателей каждой дисциплины. Опре- 
делить число слушателей заданной дисциплины, у которых средний 

балл превышает заданный. o Создать таблицу, которая содержит 

фамилию, группу и сред- 
ний балл всех слушателей заданной дисциплины. Если число их 

превысит заданное, то отобрать студентов, которые имеют более 

высокий средний балл успеваемости.  
  
Вариант № 13 
Исходные данные:  
• Рейсы: номер поезда, станция назначения, время отправления, 

время прибытия, стоимость билета в вагоны каждого вида отдельно.  
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• Поезда: количество посадочных мест в купейных вагонах, 

плацкартных, количество мест в вагоны повышенной комфортности.  
• Билеты: дата отправления, номер поезда, наличие билетов в 

вагоны каждого вида отдельно.  
Определить:  

o количество свободных мест в купейные вагоны поезда с задан- 
ным номером; o  количество поездов, которые отправляются к 

заданной станции  
назначения.  

• Создать таблицу, содержащую информацию о поездах, которые 

отправляются к заданной станции в заданном интервале времени (временной 

интервал задать двумя значениями, например, 13:00 и 18:30).  
  
Вариант № 14 
Исходные данные:  
• Сотрудники: табельный номер фамилия, имя, отчество, дата 

рождения, дата поступления на работу.  
• Отделы: номер отдела, количество сотрудников, фамилия 

начальника.  
• Движение по службе: должность, оклад, тип работы (штатный, 

совместитель, почасовик). o Рассчитать стаж работы всех сотрудников; 

средний стаж работы сотрудников заданного отдела; количество сотрудников с 

окладом ниже заданного. o Создать таблицу, которая содержит список 

сотрудников пен- 
сионного возраста (на сегодняшний день) с указанием стажа работы.  

o Определить разницу в стаже работы женщин и мужнин пенси- 
онного возраста.  
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Вариант № 15 
Исходные данные:  
• Пациенты: фамилия, имя, отчество, пол, дата рождения, 

местожительство (город).  
• Палата: количество мест в палате.  
• Учет: дата поступления, диагноз поступления, уточненный 

диагноз, дата выписки, если выписался).  
Определить: o  количество иногородних граждан, 

прибывших в клинику; o  количество пациентов с 

заданным диагнозом; o  количество пациентов 

пенсионного возраста.  
• Создать таблицу, которая содержит список пациентов старше 

заданного возраста с заданным диагнозом.  
  
Вариант № 16  
Исходные данные:  
• Пассажир: фамилия, шифр багажа.  
• Багаж: количество вещей, вес.  
• Учет: дата сдачи, время сдачи, номер секции, номер стойки.  

Определить: o  общий средний вес 

одной вещи;  
o багаж, у которого средний вес одной вещи отличается  

не больше чем на 0,3 кг от общего среднего веса одной вещи; o 

количество пассажиров, которые имеют больше 2 вещей.  Создать таблицу, 
содержащую информацию о багаже, вес которого превышает заданный.  

  
Вариант № 17 
Исходные данные:  
• Компания: наименование компании, дата создания компании, 

фамилия директора, номинал акции.  
• Курс: дата, продажа, покупка.  
• Учет: количество проданных акций, количество купленных акций.  

Определить: o среднее количество проданных и купленных акций; o 

максимальное различие между курсом продажи и покупки акций; 

o суммарное количество акций, проданных всеми фирмами, и об- 
щую сумму, на которую они проданы.  

• Создать таблицу, которая содержит наименование фирмы и 

стоимость проданных акций.  
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Вариант № 18   
Исходные данные:  
• Заказчик: фамилия, адрес, телефон.  
• Ремонт: номер заказа, наименование оборудования, вид ремонта, 

стоимость.  
• Учет: фамилия мастера, дата начала ремонта, дата окончания 

ремонта.  
Определить: o  суммарную стоимость всех 

заказов; o  количество заказов на ремонт 

заданного вида; o  минимальная стоимость 

ремонта.  
• Создать таблицу, которая содержит сведения о 

продолжительности ремонта заказов, оформленных весной: номер заказа, 

фамилия заказчика, наименование оборудования, продолжительность заказа.  
  
Вариант № 19  
Исходные данные:  
• Абоненты: фамилия, имя, отчество, телефон, дата установки.  
• Расценки: код города, стоимость 1 минуты разговора.  
• Заказ: дата разговора, телефон вызова, вызываемый пункт, 

продолжительность в минутах. Определить: o максимальную стоимость 

разговора; o суммарную стоимость всех разговоров; o общее количество 

разговоров в город с заданным кодом.  Создать таблицу, которая содержит 

сведения о стоимости разговоров, которые состоялись в интервале между 

двумя заданными датами.  
  
Вариант № 20 
Исходные данные:  
• Товары: шифр товара, наименование товара, категория (А, В, С), 

страна-производитель.  
• Поставка: дата поставки, поставщик (наименование фирмы), 

объем, оптовая цена.  
• Учет: дата продажи, розничная цена,  количество проданного 

товара.  
o По заданному шифру товара выдавать информацию о нем.  

Определить: o  суммарную прибыль от продажи 

всех товаров;  
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o наименование товаров, продаваемых по наивысшей и наиболее  
низкой цене.  

• Создать таблицу, которая содержит наименование товара и 

суммарную выручку.  
  

Вариант № 21 
Исходные данные:  
• Продукция: номер цеха изготовителя,  наименование изделия  

• Стоимость: код изделия, себестоимость  
• Учет: дата изготовления, количество изготовленных  изделий, 

цена.  
Определить: o  суммарное различие между себестоимостью и 

ценой всех изго- 
товленных изделий; o общее количество изделий, изготовленных до 

заданной даты; o цену изделия по заданному наименованию.  
• Создать таблицу, которая содержит сведения о товарах, 

изготовленных в заданном цехе.  
  
Вариант № 22 
Исходные данные:  
• Рабочие: фамилия, имя, отчество, дата рождения, дата поступления 

на работу, номер цеха.  
• Расценки: разряд, стоимость одного часа.  
• Учет: дата, количество отработанных часов.  

Определить: o  среднее количество часов, 

отработанных за день; o  максимальную 

стоимость одного часа; o  по заданной дате 

количество отработанных часов.  
• Создать таблицу, которая содержит следующие сведения о 

работниках заданного цеха: o  фамилия работника; o  суммарная 

стоимость отработанного им времени.  
  
Вариант № 23   
Исходные данные:  
• Клиенты: фамилия, адрес, телефон.  
• Заказ: номер заказа, наименование изделия, фамилия мастера.  
• Учет: дата приема, дата выполнения заказа, стоимость заказа.  
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Определить: o  количество заказов, выполненных мастером с 

заданной фа- 
милией; o  стоимость самого дорого 

заказа; o  среднюю стоимость 

заказов.  
• Создать таблицу, которая содержит фамилию клиента, номер 

заказа и продолжительность его выполнения.  
  
Вариант № 24  
Исходные данные:  
• Импортеры: фирма-импортер, страна, наименование товара.  
• Поставка: шифр товара, объем партии в штуках, стоимость 1 

штуки в условных единицах.  
• Учет: дата поставки, дата получения, подтверждение приема 

партии. Определить: o суммарный объем товаров, импортированных заданной 

страной;  
o суммарную стоимость партии товара по заданному шифру; o 

 минимальную стоимость товара.  
• Создать таблицу, которая содержит сведения о стоимости товаров, 

импортированных заданной страной. Таблица должна содержать наименование 

товара и суммарную стоимость партии.  
  
Вариант № 25 
Исходные данные:  

• Рабочие: фамилия, имя, отчество, дата рождения, дата поступления 

на работу,  номер цеха.  

• Оплата: разряд, оплата за изготовление одной качественной 

детали.  

• Учет: дата, количество изготовленных деталей, количество 

бракованных деталей. Определить: o общее количество бракованных деталей, 

изготовленных всеми  

мастерами заданного цеха; o сумму штрафа за каждую бракованную 

деталь, которая состав- 

ляет 20 % от оплаты за качественную работу; o фамилию мастера, 

который изготовил максимальное количе- 

ство качественных деталей.  
• Создать таблицу, которая содержит сведения об оплате труда 

рабочих. Таблица должна содержать фамилию рабочего, номер цеха и сумму к 
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выплате с учетом штрафа и налога (налог составляет 15 % от стоимости 

оплаты).  
  

Вариант № 26 
Исходные данные:  

• Отделение: номер отделения, фамилию заведующего, номер 

корпуса, этаж.  

• Лечение: шифр болезни, продолжительность.  

• Оплата: диагностика, стоимость 1 дня лечения, затраты на 

лекарство.  

• Суммарная стоимость: отработанного им времени.  

Определить: o  по названию болезни затраты 

на лекарство; o  среднюю стоимость 1 дня 

лечения;  

o рассчитать суммарную стоимость лечения каждой болезни,  

включая затраты на лекарство.  
• Создать таблицу, которая содержит сведения о стоимости лечения 

в заданном отделении.  

  
Вариант № 27  

Исходные данные:  

• Книги: наименование книги, фамилия автора, издательство, год 

издания, тираж.  

• Магазины: шифр книги, номер магазина, цена.  

• Учет продаж:  код продажи, продано, остаток.  

Определить: o  количество проданных книг в 

заданном магазине; o  суммарную стоимость всех 

непроданных книг; o  среднюю цену одной книги.  

• Создать таблицу, которая содержит суммарную стоимость книг, 

проданных каждым магазином.  

  

Вариант № 28 
Исходные данные:  

• Детали: наименование детали, цех-изготовитель  

• Изготовление: шифр материала, шифр детали, затрата материала 

на 1 деталь.  



 

72  

  

• Учет: дата изготовления, количество изготовленных деталей, 

количество брака.  

Определить: o  для всех деталей суммарные затраты 

материала на брак; o  количество качественных деталей; o 

 деталь, на которую тратится более всего материала.  

 Создать таблицу, которая содержит шифр детали и процент 

брака.  

  
Вариант № 29 
Исходные данные:  
• Лекарство: название лекарства, категория (антибиотик, 

жаропонижающее, витамины, противовоспалительное, антидепрессант), дата 

изготовления, дата истечения срока.  
• Стоимость: шифр лекарства, код аптеки, цена за 1 упаковку.  
• Продажа: количество проданных упаковок, остаток.  

Определить: o  суммарное количество упаковок лекарства, 

проданных всеми  
аптеками и принадлежащее заданной категории. 

o  стоимость всех непроданных упаковок; 

o  среднюю стоимость лекарства.  
• Создать таблицу, которая содержит информацию о просроченных 

лекарствах: номер аптеки, название, категория и дату истечения срока.  
Вариант № 30  

Исходные данные:  

• Продавцы: табельный номер, фамилия, имя, отчество, дата 

рождения.  

• Товары: шифр товара, тип товара, сложность продажи (средняя, 

высокая);  

• Журнал регистрации: количество проданных товаров по дням 

недели  

(понедельник, вторник, ..., суббота); Определить: o общее количество товаров, 

проданных каждым продавцом; o фамилия продавца, который продал 

наибольшее число товаров, и определить день, когда он достиг 

наивысшей производительности труда.  

• Создать таблицу, которая содержит следующую информацию: 

фамилия продавца и общее количество товаров, проданное им за неделю.  
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ЧАСТЬ I. ПОНЯТИЕ ППП 

ТЕМА 1.1 ВВЕДЕНИЕ В ПРЕДМЕТ. ПОНЯТИЕ ППП 

Цели и задачи дисциплины 
• Изучение основных принципов, используемых в разработке интегрированных 

программных продуктов.  

• Изучение структуры, состава и назначения компонентов интегрированного ПО, а 

также средств организации взаимодействия между компонентами и 

инструментальных средств расширения функциональности.  

• Формирование навыков работы со средствами автоматизации решения прикладных 

задач.  

• Формирование навыков использования встроенных средств разработки.  

• Требования к уровню освоения дисциплины 

• В результате изучения дисциплины студенты должны: 

• знать принципы построения прикладных информационных систем  

• уметь использовать современные программные средства для обработки 

разнородной информации;  

• уметь автоматизировать процесс решения прикладных задач с помощью 

встроенных языков программирования;  

• иметь представление о современном состоянии и тенденциях развития рынка 

прикладного ПО.  

Основные понятия и определения 
Информационная система (ИС) - организационно упорядоченная совокупность 

документов (массивов документов) и информационных технологий, в том числе с 

использованием средств вычислительной техники и связи, реализующих информационные 

процессы. Информационные системы предназначены для хранения, обработки, поиска, 

распространения, передачи и представления информации. 

Автоматизированная (информационная) система (АС) - совокупность программных 

и аппаратных средств, предназначенных для хранения и/или управления данными и ин- 
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формацией и производства вычислений и управляемая человеком-оператором (в этом главное 

отличие автоматизированной системы от автоматической). 

Многоуровневое представление ИС - модель представления информационной системы в 

виде совокупности взаимосвязанных уровней, разделенных по функциональному назначению 

(рис. 1). 

 

Рис. 1. Многоуровневое представление информационных систем. 

Аппаратное обеспечение ИС - комплекс электронных, электрических и механических 

устройств, входящих в состав информационной системы или сети.  

Программное обеспечение (ПО) — совокупность программ и данных, предназначенных 

для решения определенного круга задач и хранящиеся на машинных носителях.  

Программа — последовательность формализованных инструкций, представляющих 

алгоритм решения некоторой задачи и предназначенная для исполнения устройством 

управления вычислительной машины. Инструкции программы записываются при помощи 

машинного кода или специальных языков программирования. В зависимости от контекста 

термин «программа» может относится к исходным текстам, при помощи которых записывается 

алгоритм, или к исполняемому машинному коду.  

Программист - специалист, занимающийся разработкой и проверкой программ. 

Различают системных и прикладных программистов.  

Пользователь - человек, принимающий участие в управлении объектами и система ми 

некоторой предметной области и являющийся составным элементом автоматизированной 

системы. 
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Прикладное программное обеспечение - программное обеспечение, ориентированное на 

конечного пользователя и предназначенное для решения пользовательских задач.  

Прикладное ПО состоит из:  

• отдельных прикладных программ и пакетов прикладных программ, предназначенных 

для решения различных задач пользователей;  

• автоматизированных систем, созданных на основе этих пакетов.  

Пакет прикладных программ - комплект программ, предназначенных для решения задач 

из определенной проблемной области. Обычно применение пакета прикладных программ 

предполагает наличие специальной документации: лицензионного свидетельства, паспорта, 

инструкции пользователя и т.п.  

Классификация программного обеспечения 
Любая классификация подразумевает выбор некоторого группировочного признака (или 

нескольких), на основании которого и производится отнесение объектов к тому или иному 

классу. Так, при классификации программного обеспечения по способу распространения можно 

выделить следующие категории список не полный): 

• Commercial Software - коммерческое (с ограниченными лицензией возможностями на 

использование), разрабатываемое для получения прибыли.  

• Freeware - свободное ПО, распространяемое без ограничений на использование, 

модификацию и распространение.  

• Shareware - условно-бесплатное ПО, с частичными ограничениями при работе в 

ознакомительном режиме (например, определенное количество запусков программы).  

• Abandonware - «заброшенное» ПО, поддержка которого непосредственным 

разработчиком прекращена, но продолжается третьими лицами (например, партнерами 

или энтузиастами).  

• Adware - ПО, в код которого включены рекламные материалы. Такое ПО 

распространяется бесплатно, но для отключения рекламных блоков необходима оплата.  

• Careware - «благотворительное» ПО, оплату за которое разработчик (или распро 

странитель) просит переводить на благотворительные нужды.  

При классификации программного обеспечения по назначению в качестве критерия 

используют уровень представления ИС, на который ориентирована та или иная программа.  

Соответственно выделяют следующие классы ПО:  
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1. Системное ПО - решает задачи общего управления и поддержания работоспособности 

системы в целом. К этому классу относят операционные системы, менеджеры загрузки, 

драйверы устройств, программные кодеки, утилиты и программные средства защиты 

информации.  

2. Инструментальное ПО включает средства разработки (трансляторы, отладчики, 

интегрированные среды, различные SDK и т.п.) и системы управления базами данных 

(СУБД).  

3. Прикладное ПО - предназначено для решения прикладных задач конечными 

пользователями.  

Прикладное ПО - самый обширный класс программ, в рамках которого возможна 

дальнейшая классификация, например, по предметным областям. В этом случае 

группировочным признаком является класс задач, решаемых программой. Приведем несколько 

примеров: 

• Офисные приложения - предназначены для автоматизации офисной деятельности 

(текстовые редакторы и процессоры, электронные таблицы, редакторы презентаций и 

т.п.)  

• Корпоративные информационные системы - бухгалтерские программы, системы 

корпоративного управления, системы управления проектами (Project Management), 

инструменты автоматизации документооборота (EDM-системы) и управления архивами 

документов (DWM-системы)  

• Системы проектирования и производства - системы автоматизированного 

проектирования (САПР, CAD/CAM-системы), системы управления технологическими  

(SCADA) и производственными (MES) процессами  

• Научное ПО - системы математического и статистического расчета, анализа и 

моделирования  

• Геоинформационные системы (ГИС)  
• Системы поддержки принятия решений (СППР)  

• Клиенты доступа к сетевым сервисам (электронная почта, веб-браузеры, передача 

сообщений, чат-каналы, клиенты файлообменных сетей и т.п.)  

• Мультимедийное ПО - компьютерные игры, средства просмотра и редактирования 

аудио- и видеоинформации, графические редакторы и вьюеры, анимационные редакторы 

и т.п.  
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С точки зрения конечного пользователя такая классификация оправданна и наглядна, для 

разработчика же более значимым фактором является структура прикладной программы, в 

общем случае состоящей из нескольких компонентов. Назначение этих компонентов, связи 

между ними и способность к взаимодействию определяют интеграцию прикладного ПО. Чем 

теснее связаны программные компоненты, тем выше степень интеграции.  

В зависимости от степени интеграции многочисленные прикладные программные 

средства можно классифицировать следующим образом1:  

1. отдельные прикладные программы;  

2. библиотеки прикладных программ;  

3. пакеты прикладных программ;  

4. интегрированные программные системы.  

Отдельная прикладная программа пишется, как правило, на некотором высокоуровневом 

языке программирования (Pascal, Basic и т.п.) и предназначается для решения конкретной 

прикладной задачи. Такая программа может быть реализована в виде набора модулей, каждый 

из которых выполняет некоторую самостоятельную функцию (например, модуль 

пользовательского интерфейса, модуль обработки ошибок, модуль печати и т.п.).  

При этом доступ к функциям модулей из внешних программ невозможен. 

Библиотека представляет собой набор отдельных программ, каждая из которых решает 

некоторую прикладную задачу или выполняет определенные вспомогательные функции 

(управление памятью, обмен с внешними устройствами и т.п.). Библиотеки программ 

зарекомендовали себя эффективным средством решения вычислительных задач. Они 

интенсивно используются при решении научных и инженерных задач с помощью ЭВМ.  

Условно их можно разделить на библиотеки общего назначения и специализированные 

библиотеки.  

Пакет прикладных программ (ППП) - это комплекс взаимосвязанных программ, 

ориентированный на решение определенного класса задач. Формально такое определение не 

исключает из числа пакетов и библиотеки программ, однако у ППП, как отдельной категории, 

есть ряд особенностей, среди которых: ориентация на решение классов задач, 

унифицированный интерфейс, наличие языковых средств.  

                                                      
1 Следует отметить отсутствие безусловных границ между перечисленными формами прикладного программного 

обеспечения 
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Интегрированная программная система - это комплекс программ, элементами которого 

являются различные пакеты и библиотеки программ. Примером служат системы 

автоматизированного проектирования, имеющие в своем составе несколько ППП различного 

назначения. Часто в подобной системе решаются задачи, относящиеся к различным классам или 

даже к различным предметным областям. 

Понятие пакета прикладных программ 
Итак, пакет прикладных программ (ППП) – это комплекс взаимосвязанных программ для 

решения определенного класса задач из конкретной предметной области. На текущем этапе 

развития информационных технологий именно ППП являются наиболее востребованным видом 

прикладного ПО. Это связано с упомянутыми ранее особенностями ППП. Рассмотрим их 

подробней: 

• Ориентация на решение класса задач. Одной из главных особенностей является 

ориентация ППП не на отдельную задачу, а на некоторый класс задач, в том числе и 

специфичных, из определенной предметной области. Так, например, офисные пакеты 

ориентированы на офисную деятельность, одна из задач которой - подготовка 

документов (в общем случае включающих не только текстовую информацию, но и 

таблицы, диаграммы, изображения). Следовательно, офисный пакет должен 

реализовывать функции обработки текста, представлять средства обработки табличной 

информации, средства построения диаграмм разного вида и первичные средства 

редактирования растровой и векторной графики.  

• Наличие языковых средств. Другой особенностью ППП является наличие в его составе 

специализированных языковых средств, позволяющих расширить число задач, 

решаемых пакетом или адаптировать пакет под конкретные нужды. Пакет может 

представлять поддержку нескольких входных языков, поддерживающих различные 

парадигмы. Поддерживаемые языки могут быть использованы для формализации 

исходной задачи, описания алгоритма решения и начальных данных, организации 

доступа к внешним источникам данных, разработки программных модулей, описания 

модели предметной области, управления процессом решения в диалоговом режиме и 

других целей. Примерами входных языков ППП являются VBA в пакете MS Office, 

AutoLISP/VisualLISP в Autodesk AutoCAD, StarBasic в OpenOffice.org  
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• Единообразие работы с компонентами пакета. Еще одна особенность ППП состоит в 

наличии специальных системных средств, обеспечивавших унифицированную работу с 

компонентами. К их числу относятся специализированные банки данных, средства 

информационного обеспечения, средства взаимодействия пакета с операционной 

системой, типовой пользовательский интерфейс и т.п.  

•  

ТЕМА 1.2 СТРУКТУРА И ОСНОВНЫЕ КОМПОНЕНТЫ ППП 
Несмотря на разнообразие конкретных пакетных разработок, их обобщенную 

внутреннюю структуру можно представить в виде трех взаимосвязанных элементов1 (рис. 2):  

1. входной язык (макроязык, язык управления) - представляет средство общения 

пользователя с пакетом;  

2. предметное обеспечение (функциональное наполнение) - реализует особенности 

конкретной предметной области;  

3. системное обеспечение (системное наполнение) - представляет низкоуровневые 

средства, например, доступ к функциям операционной системы.  

 

Рис. 2. Структура ППП. 

Входной язык - основной инструмент при работе пользователя с пакетом прикладных 

программ. В качестве входного языка могут использоваться как универсальные (Pascal, Basic и 
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т.п.), так и специализированные, проблемно-ориентированные языки программирования (Cobol 

- для бизнес-приложений, Lisp - списочные структуры данных, Fortran и MathLAB - 

математические задачи и т.п.).  

Развитый пакет может обладать несколькими входными языками, предназначенными для 

выполнения различных функций в рамках решаемого класса задач. Так, например, в пакете 

OpenOffice.org поддерживаются языки StarBasic, Python, JavaScript и Java. StarBasic является 

основным входным языком, предназначенным для автоматизации работы с пакетом, для этого 

языка имеется интегрированная среда разработки и встроенный отладчик. Скрипты на языках 

Python и JavaScript загружаются и исполняются из внешних файлов. На Java (через SDK и 

функции API OpenOffice) можно создавать модули расширения и полнофункциональные 

приложения-компоненты.  

Входные языки отражают объем и качество предоставляемых пакетом возможностей, а 

также удобство их использования. Таким образом, именно входной язык является основным 

показателем возможностей ППП. Однако стоит отметить, что в современных пакетах 

обращение пользователя к языковым средствам обычно происходит косвенно, через 

графический интерфейс.  

Предметное обеспечение отражает особенности решаемого класса задач из конкретной 

предметной области и включает:  

• программные модули, реализующие алгоритмы (или их отдельные фрагменты) 

прикладных задач;  

• средства сборки программ из отдельных модулей.  

Наиболее распространено в настоящее время оформление программных модулей в виде 

библиотек, подключаемых статически или динамически. В зависимости от использованного 

разработчиками подхода к проектированию и реализации ППП такие библиотеки содержат 

встроенные классы и описания их интерфейсов (при использовании объектно-

ориентированного программирования). При использовании парадигмы структурного 

программирования в библиотечных модулях содержатся процедуры и функции, 

предназначенные для решения некоторых самостоятельных задач. В обоих случаях библиотеки 

связаны с другими модулями пакета лишь входной и выходной информацией.  

Системное обеспечение представляет собой совокупность низкоуровневых средств 

(программы, файлы, таблицы и т.д.), обеспечивающих определенную дисциплину работы 
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пользователя при решении прикладных задач и формирующих окружение пакета. К 

системному обеспечению ППП относят следующие компоненты:  

• монитор - программа, управляющая взаимодействием всех компонентов ППП;  

• транслятор(ы) с входных языков - для ППП характерно использование 

интерпретируемых языков;  

• средства доступа к данным - драйверы баз данных и/или компоненты, представляющие 

доступ через унифицированные интерфейсы (ODBC, JDBC, ADO, BDE и т.п.);  

• информационно-справочный модуль - предоставляет функции поддержки, среди 

которых информационные сообщения, встроенная справочная системы и т.п.  

различные служебные программы, выполняющие низкоуровневые операции (автосохранение, 

синхронизация совместно используемых файлов и т.д.)  

Приведенная логическая структура ППП достаточна условна и в конкретном ППП может 

отсутствовать четкое разделение программ на предметное и системное обеспечение. Например, 

программа планирования вычислений, относящаяся к прикладному обеспечению, может 

одновременно выполнять и ряд служебных функций (информационное обеспечение, связь с 

операционной системой и т.п.).  

Кроме того, одни и те же программы в одном пакете могут относиться к предметному 

обеспечению, а в другом - к системному. Так, программы построения диаграмм в рамках 

специализированного пакета машинной графики естественно отнести к предметному 

обеспечению. Однако те же программы следует считать вспомогательными и относящимися к 

системному обеспечению, например, в пакете решения вычислительных задач. 

 

ТЕМА 1.3 ЭВОЛЮЦИЯ ППП. ПРИМЕРЫ СОВРЕМЕННЫХ ППП 

Этапы развития ППП 
Первые ППП представляли собой простые тематические подборки программ для 

решения отдельных задач в той или иной прикладной области, обращение к ним выполнялось с 

помощью средств оболочки ОС или из других программ. Современный пакет является сложной 

программной системой, включающей специализированные системные и языковые средства. В 

относительно короткой истории развития вычислительных ППП можно выделить 4 основных 

поколения (класса) пакетов. Каждый из этих: классов характеризуется определенными 
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особенностями входящих состав ППП компонентов - входных языков, предметного и 

системного обеспечения.  

Первое поколение 

В качестве входных языков ППП первого поколения использовались универсальные 

языки программирования (Фортран, Алгол-60 и т.п.) или языки управления заданиями 

соответствующих операционных систем. Проблемная ориентация входных языков достигалась 

за счет соответствующей мнемоники в идентификаторах. Составление заданий на таком языке 

практически не отличалось от написания программ на алгоритмическом языке.  

Предметное обеспечение первых ППП, как правило, было организовано в форме 

библиотек программ, т.е. в виде наборов (пакетов) независимых программ на некотором 

базовом языке программирования (отсюда впервые возник и сам термин «пакет»). Такие ППП 

иногда называют пакетами библиотечного типа, или пакетами простой структуры.  

В качестве системного обеспечения пакетов первого поколения обычно использовались 

штатные компоненты программного обеспечения ЭВМ: компиляторы с алгоритмических 

языков, редакторы текстов, средства организации библиотек программ, архивные системы и т.д. 

Эти пакеты не требовали сколько-нибудь развитой системной поддержки, и для их 

функционирования вполне хватало указанных системных средств общего назначения. В 

большинстве случаев разработчиками таких пакетов были прикладные программисты, которые 

пытались приспособить универсальные языки программирования к своим нуждам.  

Второе поколение 

Разработка ППП второго поколения осуществлялась уже с участием системных 

программистов. Это привело к появлению специализированных входных языков на базе 

универсальных языков программирования. Проблемная ориентация таких языков достигалась 

не только за счет использования определенной мнемоники, но также применением 

соответствующих языковых конструкций, которые упрощали формулировку задачи и делали ее 

более наглядной. Транслятор с такого языка представлял собой препроцессор (чаще всего 

макропроцессор) к транслятору соответствующего алгоритмического языка.  

В качестве модулей в пакетах этого класса стали использоваться не только программные 

единицы (т.е. законченные программы на том или ином языке программирования), но и такие 

объекты, как последовательность операторов языка программирования, совокупность данных, 

схема счета и др.  
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Существенные изменения претерпели также принципы организации системного 

обеспечения ППП. В достаточно развитых пакетах второго поколения уже можно выделить 

элементы системного обеспечения, характерные для современных пакетов: монитор, 

трансляторы с входных языков, специализированные банки данных, средства описания модели 

предметной области и планирования вычислений и др.  

Третье поколение 

Третий этап развития ППП характеризуется появлением самостоятельных входных 

языков, ориентированных на пользователей-непрограммистов. Особое внимание в таких ППП 

уделяется системным компонентам, обеспечивающим простоту и удобство. Это достигается 

главным образом за счет специализации входных языков и включения в состав пакета средств 

автоматизированного планирования вычислений.  

Четвертое поколение 

Четвертый этап характеризуется созданием ППП, эксплуатируемых в интерактивном 

режиме работы. Основным преимуществом диалогового взаимодействия с ЭВМ является 

возможность активной обратной связи с пользователем в процессе постановки задачи, ее 

решения и анализа полученных результатов. Появление и интенсивное развитие различных 

форм диалогового общения обусловлено прежде всего прогрессом в области технических 

средств (графическая подсистема ЭВМ и средства мультимедиа, сетевые средства). Развитие 

аппаратного обеспечения повлекло за собой создание разнообразных программных средств 

поддержки диалогового режима работы (диалоговые операционные системы, диалоговые 

пакеты программ различного назначения и т. д.).  

Прикладная система состоит из диалогового монитора - набора универсальных 

программ, обеспечивающих ведение диалога и обмен данными, и базы знаний об области. 

Информация о структуре, целях и форма диалога задает сценарий, в соответствии с который 

монитор управляет ходом диалога. Носителями процедурных знаний о предметной области 

являются прикладные модули, реализующие функции собственной системы. Таким образом, 

создание прикладной системы сводится к настройке диалогового монитора на конкретный 

диалог, путем заполнения базы знаний. При этом программировать в традиционном смысле 

этого слова приходится лишь прикладные модули, знания о диалоге вводятся в систему с 

помощью набора соответствующих средств - редактора сценариев. Логично требовать, чтобы 

редактор сценариев также представлял собой диалоговую программу, отвечавшую 
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рассмотренным выше требованиям. Благодаря готовому универсальному монитору 

программист может сосредоточиться на решении чисто прикладных задач, выделение же 

знаний о диалоге в сценарий обеспечивает в значительной степени необходимая гибкость 

программного продукта.  

Большое внимание в настоящее время уделяется проблеме создания «интеллектуальных 

ППП». Такой пакет позволяет конечному пользователю лишь сформулировать свою задачу в 

содержательных терминах, не указывая алгоритма ее решения. Синтез решения и сборка 

целевой программы производятся автоматически. При этом детали вычислений скрыты от 

пользователя, и компьютер становится интеллектуальным партнером человека, способным 

понимать его задачи. Предметное обеспечение подобного ППП представляет собой некоторую 

базу знаний, содержащую как процедурные, так и описательные знания. Такой способ решения 

иногда называют концептуальным программированием, характерными особенностями которого 

является программирование в терминах предметной области использование ЭВМ уже на этапе 

постановки задач, автоматический синтез программ решения задачи, накопление знаний о 

решаемых задачах в базе знаний.  

 

Краткий обзор некоторых ППП 
Для иллюстрации ранее рассмотренных материалов приведем несколько примеров 

современных пакетов прикладных программ из различных предметных областей. Учитывая, что 

постоянно появляются новые версии программных продуктов, здесь будут рассматриваться не 

возможности конкретных версий, а лишь основные структурные компоненты, входящие в 

состав того или иного пакета.  

Autodesk AutoCAD 

Основное назначение ППП AutoCAD - создание чертежей и проектной документации. 

Современные версии этого пакета представляют существенно большие возможности, среди 

которых построение трехмерных твердотельных моделей, инженерно-технические расчеты и 

многое другое. 

Первые версии системы AutoCAD, разрабатываемой американской фирмой Autodesk, 

появились еще в начале 80-х годов двадцатого века, и сразу же привлекли к себе внимание 

своим оригинальным оформлением и удобством для пользователя. Постоянное развитие 

системы, учет замечаний, интеграция с новыми продуктами других ведущих фирм сделали 
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AutoCAD мировым лидером на рынке программного обеспечения для автоматизированного 

проектирования.  

Языковые средства 

В основе языковых средств ППП AutoCAD - технология Visual LISP, базирующаяся на 

языке AutoLISP (подмножество языка LISP) и используемая для создания приложений и 

управления в AutoCAD. Visual LISP представляет полное окружение, включающее:  

• Интегрированную среду разработки, облегчающую написание, отладку и сопровождение 

приложений на AutoLISP  

• Доступ к объектам ActiveX и обработчикам событий  

• Защиту исходного кода  

• Доступ к файловым функциям операционной системы  

• Расширенные функции языка LISP для обработки списочных структур данных.  

Для разработчиков совместимых приложений в AutoCAD включена поддержка  

ObjectARX. Это программное окружение представляет объектно-ориентированный интерфейс 

для приложений на языках C++, C# и VB.NET и обеспечивает прямой доступ к структурам БД, 

графической подсистеме и встроенным командам пакета. 

Кроме того, в AutoCAD имеется поддержка языка Visual Basic for  

Applications (VBA), что позволяет использовать этот пакет совместно с другими приложениями, 

в частности, из семейства Microsoft Office. 

Предметное обеспечение 

К предметному обеспечению пакета в первую очередь относятся функции построения 

примитивов - различных элементов чертежа. Простые примитивы - это такие объекты как 

точка, отрезок, круг (окружность) и т.д. К сложным примитивам относятся: полилиния, 

мультилиния, мультитекст (многострочный текст), размер, выноска, допуск, штриховка, 

вхождение блока или внешней ссылки, атрибут, растровое изображение. Кроме того, есть 

пространственные примитивы, видовые экраны и пр. Операции построения большей части 

примитивов могут быть выполнены через пользовательский интерфейс, все - через команды 

языка.  

Высокоуровневые средства представлены расширениями и приложениями AutoCAD для 

конкретных предметных областей. Например в машиностроении используется Autodesk 
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Mechanical Desktop - предназначенный для сложного трехмерного моделирования, в том числе 

валов и пружин. Для проектирования деталей из листовых материалов предназначена система 

Copra Sheet Metal Bender Desktop (разработчик - Data-M Software GmbH). Моделирование 

динамики работы механизмов может выполняться в системе Dynamic Designer (Mechanical 

Dynamics). В числе известных архитектурных и строительных приложений можно отметить 

системы АРКО (АПИО-Центр), СПДС GraphiCS (Consistent Software), ArchiCAD. Для 

проектирования промышленных объектов может использоваться система PLANT-4D (СЕА 

Technology). Это лишь некоторые из областей использования AutoCAD.  

Системное обеспечение 

Среди системного обеспечения следует отметить основной формат файлов AutoCAD 

.dwg, который стал стандартом «де факто» для прочих САПР.  

К системному же обеспечению относятся типовые и специализированные библиотеки 

деталей и шаблонов, использование которых позволяет существенно ускорить процесс 

проектирования. Здесь же упомянем требования отраслевых и государственных стандартов, 

которым должны соответствовать чертежи и спецификации. 

Конфигурация и настройки различных режимов AutoCAD устанавливаются через т.н. 

системные переменные. Изменяя их значения можно задавать пути к файлам, точность 

вычислений, формат вывода и многое другое. 

Adobe Flash 

Adobe (ранее Macromedia) Flash - это технология и инструментарий разработки 

интерактивного содержания с большими функциональными возможностями для цифровых, 

веб- и мобильных платформ. Она позволяет создавать компактные, масштабируемые 

анимированные приложения (ролики), которые можно использовать как отдельно, так и 

встраивая в различное окружение (в частности, в веб-страницы). Эти возможности 

обеспечиваются следующими компонентами технологии: языком Action Script, векторным 

форматом .swf и видеоформатом .flv, всевозможными flash-плейерами для просмотра и 

редакторами для создания.  

Рассмотрим интегрированную среду Adobe Flash как основное средство создания flash-

приложений. При этом отметим, что языковые и системные средства относятся не только к 

этому пакету, а к технологии в целом. 
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Язык ActionScript 

ActionScript — объектно-ориентированный язык программирования, который добавляет 

интерактивность, обработку данных и многое другое в содержимое Flash-приложений. 

Синтаксис ActionScript основан на спецификации ECMAScript (сюда же относятся языки 

JavaScript и JScript). Библиотека классов ActionScript, написанная на C++, представляет доступ 

к графическим примитивам, фильтрам, принтерам, геометрическим функциям и пр.  

ActionScript как язык появился с выходом 5 версии Adobe (тогда еще Macromedia) Flash, 

которая стала первой программируемой на ActionScript средой. Первый релиз языка назывался 

ActionScript 1.0. Flash 6 (MX). В 2004 году Macromedia представила новую версию ActionScript 

2.0 вместе с выходом Flash 7 (MX 2004), в которой было введено строгое определение типов, 

основанное на классах программирование: наследование, интерфейсы и т. д. Также Macromedia 

была выпущена модификация языка Flash Lite для программирования под мобильные 

телефоны. ActionScript 2.0 является не более чем надстройкой над ActionScript 1.0, то есть на 

этапе компиляции ActionScript 2.0 осуществляет некую проверку и превращает классы, методы 

ActionScript 2.0 в прежние прототипы и функции ActionScript 1.0. 

В 2005 году вышел ActionScript 3.0 в среде программирования Adobe Flex, а позже в 

Adobe Flash 9. 

ActionScript 3.0 (текущая версия на момент подготовки этого материала) представляет, 

по сравнению с ActionScript 2.0 качественное изменение, он использует новую виртуальную 

машину AVM 2.0 и дает взамен прежнего формального синтаксиса классов настоящее 

классовое (class-based) Объектно-ориентированное программирование. ActionScript 3.0 

существенно производительней предыдущих версий и по скорости приблизился к таким языкам 

программирования, как Java и C++. 

С помощью ActionScript можно создавать интерактивные мультимедиа-приложения, 

игры, веб-сайты и многое другое. 

Системное обеспечение 

ActionScript исполняется виртуальной машиной (ActionScript Virtual Machine), которая 

является составной частью Flash Player. ActionScript компилируется в байткод, который 

включается в SWF-файл. 
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SWF-файлы исполняются Flash Player-ом. Flash Player существует в виде плагина к веб-

браузеру, а также как самостоятельное исполняемое приложение. Во втором случае возможно 

создание исполняемых exe-файлов, когда swf-файл включается во Flash Player. 

Для создания и просмотра видеофайлов в формате flv используются программные 

кодеки, поддерживающие этот формат. 

Прикладное обеспечение 

К прикладному обеспечению в рамках технологии Flash относятся средства создания 

роликов в форматах .swf, .flv и .exe. Основным инструментом является среда среда Adode Flash, 

включающая различные средства для создания и редактирования мультимедийного 

содержания, в т.ч. видео- и аудиофайлов, интегрированную среду разработки на ActionScript и 

множество дополнительных функций упрощения процесса создания роликов. 

Пакет MatLab 

MatLab (сокращение от англ. «Matrix Laboratory») — пакет прикладных программ для 

решения задач технических вычислений, и язык программирования, используемый в этом 

пакете. По данным фирмы-разработчика, более 1000000 инженерных и научных работников 

используют этот пакет, который работает на большинстве современных операционных систем, 

включая GNU/Linux, Mac OS, Solaris и Microsoft Windows. 

Язык MatLab 

MATLAB как язык программирования был разработан Кливом Моулером (англ. Cleve 

Moler) в конце 1970-х годов. Целью разработки служила задача использования программных 

математических библиотек Linpack и EISPACK без необходимости изучения языка Фортран. 

Акцент был сделан на матричные алгоритмы. 

Программы, написанные на MATLAB, бывают двух типов — функции и скрипты. 

Функции имеют входные и выходные аргументы, а также собственное рабочее пространство 

для хранения промежуточных результатов вычислений и переменных. Скрипты же используют 

общее рабочее пространство. Как скрипты, так и функции не компилируются в машинный код, 

а сохраняются в виде текстовых файлов. Существует также возможность сохранять так 

называемые pre-parsed программы — функции и скрипты, приведенные в вид, удобный для 

машинного исполнения и, как следствие, более быстрые по сравнению с обычными.  
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Системное обеспечение 

Язык MATLAB является высокоуровневым интерпретируемым языком 

программирования, включающим основанные на матрицах структуры данных, широкий спектр 

функций, интегрированную среду разработки, объектно-ориентированные возможности и 

интерфейсы к программам, написанным на других языках программирования. Имеются 

интерфейсы для получения доступа к внешним данным, клиентам и серверам, общающимся 

через технологии Component Object Model (COM) или Dynamic Data Exchange (DDE), а также 

периферийным устройствам, которые взаимодействуют напрямую с MATLAB. Многие из этих 

возможностей известны под названием MATLAB API.  

Встроенная среда разработки позволяет создавать графические интерфейсы пользователя 

с различными элементами управления, такими как кнопки, поля ввода и другими. С помощью 

компонента MATLAB Compiler эти графические интерфейсы могут быть преобразованы в 

самостоятельные приложения. 

Для MATLAB имеется возможность создавать специальные наборы инструментов (англ. 

toolbox), расширяющие его функциональность. Наборы инструментов представляют собой 

коллекции функций, написанных на языке MATLAB для решения определенного класса задач. 

Прикладное обеспечение 

MATLAB предоставляет удобные средства для разработки алгоритмов, включая 

высокоуровневые с использованием концепций объектно-ориентированного 

программирования. В нем имеются все необходимые средства интегрированной среды 

разработки, включая отладчик и профайлер.  

MATLAB предоставляет пользователю большое количество (несколько сотен) функций 

для анализа данных, покрывающие практически все области математики, в частности: 

• Матрицы и линейная алгебра — алгебра матриц, линейные уравнения, собственные 

значения и вектора, сингулярности, факторизация матриц и другие.  

• Многочлены и интерполяция — корни многочленов, операции над многочленами и их 

дифференцирование, интерполяция и экстраполяция кривых и другие.  

• Математическая статистика и анализ данных — статистические функции, 

статистическая регрессия, цифровая фильтрация, быстрое преобразование Фурье и 

другие.  
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• Обработка данных — набор специальных функций, включая построение графиков, 

оптимизацию, поиск нулей, численное интегрирование (в квадратурах) и другие.  

• Дифференциальные уравнения — решение дифференциальных и дифференциально-

алгебраических уравнений, дифференциальных уравнений с запаздыванием, уравнений с 

ограничениями, уравнений в частных производных и другие.  

• Разреженные матрицы — специальный класс данных пакета MATLAB, использующийся 

в специализированных приложениях.  

В составе пакета имеется большое количество функций для построения графиков, в том 

числе трехмерных, визуального анализа данных и создания анимированных роликов, функции 

для создания алгоритмов для микроконтроллеров и других приложений. 

 

ЧАСТЬ II. ППП MS OFFICE 
ТЕМА 2.1 СТРУКТУРА И СОСТАВ MS OFFICE. ОСНОВНЫЕ 

ПРИЛОЖЕНИЯ 

Структура MS Office и назначение компонентов 
ППП Microsoft Office - это совокупность программных средств автоматизации 

офисной деятельности. В состав пакета входит множество приложений, каждое из 

которых предназначено для выполнения определенных функций и может быть 

использовано автономно и независимо от остальных. Весь набор офисных приложений 

можно разделить на основные и дополнительные. 

Основные компоненты Microsoft Office 

Список и назначение основных компонентов, входящих в состав Microsoft Office 

приведен в таб. 1.  

Таблица 1. Основные компоненты Microsoft Office 

Название приложения Функциональное назначение приложения 

Microsoft Word  Текстовый процессор 

Microsoft Excel  Табличный процессор 

Microsoft PowerPoint  Система подготовки презентаций 

Outlook  Система управления персональной информацией 
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Microsoft Access  Система управления базами данных 

Microsoft Binder  Система управления подшивками 

Microsoft FrontPage  Система управления Web-узлами 

Microsoft PhotoDraw  Графический редактор 

Microsoft Publisher  Настольная издательская система 

Microsoft Project  Система управления проектами 

Microsoft Team Manager  Система управления персоналом 

Дополнительные компоненты MS Office 

Кроме основных компонентов, в семейство Microsoft Office входит большое 

количество вспомогательных приложений, которые устанавливаются (или не 

устанавливаются) вместе с основными. Ими можно воспользоваться из основных 

приложений или вызвать независимо. В таб. 2 перечислены некоторые из 

вспомогательных приложений. 

Таблица 2. Некоторые вспомогательные приложения Microsoft Office 

Название 

приложения 
Функциональное назначение приложения 

Microsoft Query  Интерпретатор запросов к внешним базам данных 

Microsoft Organization 
Chart  Программа рисования блок-схем 

Microsoft WordArt Программа создания фигурных текстов 

Microsoft Equation Редактор математических формул 

Microsoft Map  Программа отображения данных на географических картах 

Microsoft Graph  Программа построения диаграмм 

Microsoft Photo Editor Графический редактор 

Microsoft Draw Средство рисования 

Microsoft Find Fast  Служба индексации документов 

Microsoft Extended 
Finder  

Средство поиска документов в папках файловой системы и 

электронной почты 

Microsoft Script Editor Редактор сценариев 

Microsoft ClipArt Коллекция картинок и клипов 
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Панель Microsoft Office  Средство быстрого доступа к приложениям Office 

Кроме основных и вспомогательных приложений, могут быть установлены и 

использованы различные расширения (надстройки). Их можно условно разделить на три 

группы: 

1. Самостоятельные приложения, разработанные фирмой Microsoft, которые 

являются компонентами семейства Microsoft Office, но формально не входят в 

состав пакета. Примерами являются приложения Microsoft Project и Microsoft Team 

Manager.  

2. Надстройки над компонентами Microsoft Office, разработанные фирмой Microsoft 

и представляющие собой дополнительные функции. Как правило, надстройки 

оформляются не в виде готовых к выполнению программ, а в виде документов 

специального типа: шаблонов, рабочих книг, библиотек динамической компоновки 

(DLL) и т.п.  

3. Приложения третьих фирм, разработанные для пользователей Microsoft Office. В 

этот класс попадают как продукты сторонних фирм, так и собственные разработки 

пользователей. Сюда можно отнести средства распознавания текстов (OCR), 

автоматического перевода текста, средства управления большими массивами 

документов (перечисленные задачи не реализованы или слабо развиты в самом 

пакете MS 

Office).  

Приведенный перечень основных компонентов носит условный характер, 

поскольку состав пакета зависит от следующих факторов: 

1. Устанавливаемый комплект (или редакция) пакета. Пакет выпускается в 

нескольких редакциях, и состав приложений в разных редакциях различен.  

2. Источник установки. Установка может быть выполнена с компакт-диска или с 

сетевого сервера. Наборы файлов, которые устанавливаются на компьютер, 

существенно различаются.  

3. Операционная система. Microsoft Office может работать под управлением 

различных ОС: MS Windows и Mac OS. Эти операционные системы могут иметь 

разные версии и модификации, что также влияет на состав устанавливаемых 

компонентов.  
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4. Наличие на компьютере в момент установки предшествующих версий. Некоторые 

компоненты старых версий автоматически включаются в состав обновляемой 

версии Microsoft Office (если они уже установлены на компьютере).  

5. Параметры, заданные при установке. В случае так называемой выборочной (т.е. 

по выбору пользователя) установки, можно указать несколько десятков 

независимых параметров, влияющих на состав пакета.  

Несмотря на большое число различных приложений в составе пакета, все они в 

совокупности образуют единое целое. Для каждого из приложений MS Office характерно 

наличие следующих отличительных признаков: 

1. совместимость по данным;  

2. унифицированный интерфейс;  

3. единые средства программирования.  

Документы Microsoft Office 
Единица данных самого верхнего уровня структуризации в Microsoft Office 

называется документом. 

Документы классифицируются по типам в зависимости от того, какого сорта 

информация в них хранится. Как правило, документы разных типов обрабатываются 

разными приложениями Microsoft Office. Основные типы документов, с которыми 

работают программы Microsoft Office, перечислены в таб. 3. 

Таблица 3. Основные типы документов Microsoft Office 

Название Расширение Приложение Краткое описание 

Документ .doc Word 

Основной тип документов Word. Содержит 

форматированный текст, т.е. текст с 

дополнительной информацией о шрифтах, 

отступах, интервалах и т.п., а также рисунки, 

таблицы и другие элементы 

Рабочая 

книга 
.xls Excel 

Основной тип документов Excel. Содержит 

данные различных типов: формулы, диаграммы и 

макросы 

База данных .mdb Access 

Основной тип документов Access. Содержит как 

собственно базу данных, то есть совокупность 

таблиц, так и соответствующие запросы, 

макросы, модули, формы и отчеты 
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Презентация .ppt PowerPoint 

Основной тип документов PowerPoint. Содержит 

презентацию, состоящую из набора слайдов, 

заметок выступающего, раздаточных материалов 

и другой информации 

Публикация .pub Publisher 
Основной тип документов Publisher. Как и Word, 

содержит форматированный текст, рисунки, 

таблицы и т.п. 

План 

проекта 
.mpp Project 

Основной тип документов Project. Содержит 

календарный план проекта, описание задач, 

ресурсов и их взаимосвязи 

Исходя из вышесказанного, можно сделать следующий вывод: входящие в состав 

пакета MS Office приложения способны тесно взаимодействовать при решении 

прикладных задач; они создают единую информационную среду и позволяют 

обмениваться объектами. Документы Microsoft Office являются частными примерами 

объектов. Поэтому Microsoft Office является документо-ориентированным пакетом 

(средой). 

Программная среда 
Основным средством разработки приложений в MS Office является комплексное 

решение на основе языка Visual Basic, а именно - Visual Basic for Application (VBA). Эта 

технология включает макрорекордер, интерпретатор Visual Basic, интегрированную среду 

разработки с встроенным отладчиком, библиотеки времени выполнения (runtime library) и 

библиотеки типов, представляющие объекты пакета. Эти средства позволяют расширять 

функциональность пакета и адаптировать его к решению специализированных задач. 

Интерфейс MS Office 
Приложения Microsoft Office имеют унифицированный интерфейс, суть которого 

заключается в следующем: сходные функции имеют одинаковое обозначение (название 

команды или значок на кнопке), а несходные функции имеют различные обозначения.  

В большей степени унификация коснулась интерфейсов таких приложений, как 

Microsoft Word, Microsoft Excel и Microsoft PowerPoint.  

Одним из достоинств пакета Microsoft Office является последовательное 

использование графического интерфейса пользователя (Graphical User Interface, GUI), 

представляемого операционной системой и различных элементов управления. Как 
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правило, отдельные элементы группируются в более крупные конструкции, такие как 

окна, панели инструментов, меню. Рассмотрим характеристику каждой из этих групп. 

Оконный интерфейс 

Оконный интерфейс - такой способ организации пользовательского интерфейса 

программы, когда каждая интегральная часть располагается в окне — собственном 

субэкранном пространстве, находящемся в произвольном месте «над» основным экраном. 

Несколько окон одновременно располагающихся на экране могут перекрываться, 

находясь  

«выше» или «ниже» друг относительно друг  

В MS Office использует окна четырех типов: 

• окно приложения; 

• окно документа; • диалоговое окно; 

• форма. 

Панели инструментов 

Панели инструментов - это элементы пользовательского интерфейса, на которых 

могут располагаются такие элементы управления, как кнопки быстрого вызова и 

раскрывающиеся списки. Панели инструментов разных приложений могут содержать 

кнопки, сходные по функциям и внешнему виду, что упрощает освоение интерфейса 

Microsoft Office. 

Панели инструментов могут быть: 

• пристыкованными вдоль границы окна приложения; 

• плавающими, т.е. находится в любой части окна приложения; 

• представленными в отдельных окнах; в этом случае форму и размеры панели 

инструментов можно менять произвольно. 

Меню 

Меню представляет доступ к иерархическим спискам доступных команд. 

Результатом выбора команды из меню может быть: 

• непосредственное выполнение некоторого действия; 

• раскрытие еще одного меню; 
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• раскрытие диалогового окна или формы. 

Меню интерфейса Microsoft Office, кроме строки меню любого приложения, можно 

разделить (по способу перехода к ним) на раскрывающиеся и контекстные (или 

всплывающие).  

Элементы управления 

Элементы управления - это объекты оконного интерфейса, реализующие типовые 

операции с интерфейсом: щелчок мышью, выбор из списка, выбор вариантов, прокрутка и 

т.п. К элементам управления относятся следующие: кнопки, текстовые поля (или поля 

ввода), флажки, переключатели, списки и раскрывающиеся списки, полосы прокрутки, 

палитры, счетчики и прочие, специфичные для некоторых приложений или условий. 

ТЕМА 2.2 ВВЕДЕНИЕ В ОФИСНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 
Офисное программирование — это процесс разработки приложений, 

предназначенных для автоматизации офисной деятельности с использованием 

специализированных пакетов (MS Office, OpenOffice.org или подобных).  

Офисное программирование имеет ряд особенностей, отличающих его от 

программирования в общем смысле:  

• цели разработки;  

• область применения;  

• макроязык; 

• среда разработки;  

• поддержка объектно-ориентированного программирования.  

Рассмотрим эти особенности на примере MS Office. 

Цели разработки 
В офисной среде программный проект неразрывно связан с документом, хранится 

как часть документа и не может существовать независимо от него. Документ, а не 

программа, является целью разработки. 

Стандартные возможности среды по работе с документами велики. Однако 

возможность изменить типовой документ, снабдив его дополнительными функциями – это 

одна из важнейших задач офисного программирования. Для ее решения офисная среда 

представляет совокупность библиотек классов, которые составляют каркас (Framework) 
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текстовых документов, электронных таблиц, презентаций, баз данных и приложений на 

основе этих документов. Всякий раз, когда создается новый документ, его каркас 

составляют объекты библиотек, заданные по умолчанию. Этот каркас можно существенно 

изменить, добавив в документ новые свойства. Расширение каркаса не требует от 

программиста значительных усилий – достаточно включить в него необходимые 

библиотеки классов. 

Область применения 
Область применения офисного программирования широка – от настройки 

отдельных документов до решения задач автоматизации офисной деятельности масштаба 

предприятия, в т.ч. ориентированных на совместную работу в глобальной сети. 

Visual Basic for Application 
Visual Basic для приложений (Visual Basic for Application, VBA) – это инструмент 

разработки приложений, который позволяет создавать программные продукты, решающие 

практически все задачи, встречающиеся в среде Windows. Эти продукты можно 

использовать, например, для оформления документов (подготовки текстов) или анализа 

данных таблиц (электронных таблиц). VBA – уникальное приложение, поскольку оно 

встраивается в другое приложение и расширяет его функциональные возможности.  

Visual Basic for Application (VBA) - стандартный макроязык пакета Microsoft Office, 

предназначенный для расширения функциональных возможностей приложения в котором 

используется.  

С помощью VBA можно: 

• создать собственное диалоговое окно и придать ему требуемый внешний вид;  

• создать макросы, расширяющие функциональные возможности приложения, в 

которое встроен VBA;  

• изменить меню приложения Microsoft Office;  

• управлять другим приложением Microsoft Office или принадлежащими ему 

данными;  

• объединить данные из нескольких приложений Microsoft Office в одном документе;  

• автоматически создавать или изменять страницы Web, совместно используя 

приложения Microsoft Office и VBA. 
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Для разработчика доступны следующие инструменты и средства, которые 

используются при создании проекта VBA: 

• отладка приложений без предварительной компиляции;  

• средства Win32 API;  

• SQL и объекты доступа к данным для управления данными и извлечения их из 

внешних источников данных, таких как Microsoft SQL Server;  

• построение и проверка элементов интерфейса непосредственно в среде разработки 

VBA (Integrated Development Environment, IDE);  

• связывание программ и процедур с событиями, которые возникают в приложениях 

VBA. 

Среда разработки 
Среда приложений Office ориентирована в первую очередь на пользователей, а не 

на программистов и в ней можно создавать документы без всякого программирования. 

Поэтому программист обычно начинает работать с документами не на пустом месте, а с 

их заготовками, созданными пользователями, т.е. и сам программист может выступать в 

роли пользователя. Средства совместной работы над документами Office обеспечивают 

одновременную работу программистов и пользователей. 

Среда MS Office предлагает два способа создания программ, отличающихся 

подходом к процессу: использование макрорекордера и ручное кодирование (на языке 

VBA). Эти подходы ориентированы на разные категории: непосредственно пользователей 

и программистов соответственно. 

Макрорекордер (MacroRecorder) – это программный инструмент, записывающий 

действия пользователя при работе с документами и приложениями, с сохранением записи 

в виде макроса -исходного кода на языке VBA. При вызове сохраненного макроса 

воспроизводится вся сохраненная последовательность действий. 

Макрорекордер представляет возможность создания программного проекта или, по 

крайней мере, его отдельных компонентов автоматически, без программирования. Для 

записи и воспроизведения макроса не требуется специальных знаний, поэтому 

пользователь может самостоятельно создавать программы (макросы), в общем случае 

даже не представляя себе, как они работают. 
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Для программиста макрорекордер полезен тем, что позволяет создавать фрагменты 

программы автоматически, тем самым увеличивая скорость разработки и уменьшая время 

отладки. 

Интегрированная среда разработки на VBA (Visual Basic Environment, VBA) - 

встроенное в MS Office средство для написания, тестирования и отладки приложений на 

VBA. Среда VBA представляет все возможности для создания законченных офисных 

приложений, включая средства визуального проектирования пользовательского 

интерфейса. VBA ориентирована на использование программистами для разработки 

офисных приложений (это отнюдь не означает, что пользователи не могут применять 

VBA). 

 
Поддержка ООП 

Разработка приложений для MS Office тесно связана с парадигмой объектно-

ориентированного программирования. Все документы (более того, сами компоненты 

пакета) в MS Office - суть объекты, наделенные собственными наборами свойств 

(характеристик объекта), методов (подпрограмм управления свойствами) и событий 

(подпрограмм, обрабатывающих изменения состояния объекта в результате некоторых 

действий). Соответственно, для обеспечения более полной интеграции с пакетом, входной 

язык (VBA) также поддерживает ООП.  

Все объекты приложения MS Office образуют иерархическую структуру, которая 

определяет связь между ними и способ доступа. Такая структура называется объектной 

моделью (object model). За рамки объектной модели выходят, но также могут 

использоваться в офисных приложениях, внешние объекты, поддерживающие технологии 

DDE, OLE/ActiveX и ряд других.  

В объектно-ориентированную концепцию удачно вписывается технология 

визуального программирования. Все отображаемые элементы графического интерфейса, 

такие как формы, элементы управления, меню и панели инструментов являются 

объектами, наделенными набором свойств и методов и способными реагировать на 

события (например, щелчки мыши, нажатия клавиш и т.п.). При визуальном подходе не 

требуется программного задания (хотя это и возможно) их основных свойств (например, 

ширина или высота, цвет фона и т.п.). Эти свойства можно задать при помощи мыши 

(например, ширину и высоту формы путем операции "перетаскивания" маркеров) или 
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установить их в окне свойств (название формы, цвет фона формы и т. д.). Таким образом, 

визуальное программирование делает проектирование интерфейса программы более 

наглядным и быстрым. При этом сохраняется возможность управлять всеми объектами и 

программно. 

Преимущества офисного программирования 
Преимущества, которые получает конечный пользователь, использующий 

программируемые офисные документы: 

• Пользователь получает документы, обладающие новыми функциями и способные 

решать задачи, характерные для проблемной области пользователя.  

• Пользователь находится в единой офисной среде независимо от того, с каким 

документом он работает в данный момент и какой программист разрабатывал этот 

документ.  

• Большинство доступных при работе с документами функций являются общими для 

всех документов, поскольку их предоставляет сама офисная среда. Единый стиль 

интерфейса разных документов облегчает работу с ними.  

• Пользователь сам, не будучи программистом, способен создавать простые виды 

программируемых офисных документов, постепенно совершенствуясь в этой 

деятельности.  

Преимущества, которые получает программист, работающий в Office: 

• В распоряжении программиста находится мощная интегрированная среда. Для него 

эта среда представлена в виде совокупности хорошо организованных объектов, 

доступных в языке программирования и по принципу работы ничем не 

отличающихся от встроенных объектов языка или объектов, создаваемых самим 

программистом.  

• Большинство повседневных задач становятся для него простыми, – чтобы их 

решить, зачастую достаточно стандартных средств.  

• Там, где стандартных средств не хватает, где у документа должны появиться новые 

функциональные возможности, где необходимо создать документ по заказу, 

вступает в силу язык программирования – VBA, существенная особенность 

которого – возможность работы с объектами любого из приложений Office.  
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• Офисное программирование позволяет применять на практике идеи компонентного 

программирования. Компонентный подход предполагает взаимодействие 

компонентов, создаваемых в разных программных средах, на разных языках, на 

разных платформах и находящихся на разных машинах. Работа с компонентами 

(DLL, ActiveX, AddIns, ComAddIns) является неотъемлемой частью офисного 

программирования.  

 

ТЕМА 2.3 МАКРОСЫ. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МАКРОРЕКОРДЕРА 

Макросы 
Независимо от используемых операционной системы и программных приложений 

MS Office пользователь часто выполняет одни и те же последовательности команд для 

многих рутинных задач. Вместо повторения последовательности команд каждый раз, 

когда необходимо выполнить какую-либо задачу, можно создать макрос (macro), который 

вместо пользователя будет выполнять эту последовательность. Термин macro произошел 

от греческого слова, означающего расширенный или растянутый.  

Макрос – это программа (в контексте офисного программирования - созданная 

автоматически), состоящая из списка команд, которые должны быть выполнены 

приложением. 

Основными преимуществами использования макросов являются: 

• повышение точности и скорости работы, поскольку компьютеры лучше 

приспособлены для выполнения повторяющихся задач, чем человек;  

• при выполнении макросов обычно нет необходимости в присутствии человека-

оператора; в случае, если макрос очень длинный и выполняет операции, 

требующие значительного времени (например, поиск в базе данных и сортировка), 

пользователь может переключиться на другое приложение. 

Макрос служит для объединения нескольких различных действий в одну 

процедуру, которую можно легко вызвать. Этот список команд состоит в основном из 

макрокоманд, которые тесно связаны с приложением, в котором создается макрос – т.е. с 

командами Word, Excel или других приложений Microsoft Office. 

Можно выделить три основные разновидности макросов: 
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1. Командные макросы – это наиболее распространенные макросы, обычно 

состоящие из операторов, эквивалентным тем или иным командам меню или 

параметрам диалоговых окон. Основным предназначением такого макроса является 

выполнение действий, аналогичных командам меню – т.е. изменение окружения и 

основных объектов приложения.  

2. Пользовательские функции – работают аналогично встроенным функциям 

приложения. Отличие этих функций от командных макросов состоит в том, что они 

используют значения передаваемых им аргументов, производят некоторые 

вычисления и возвращают результат в точку вызова, но не изменяют среды 

приложения.  

3. Макрофункции – представляют сочетание командных макросов и пользовательских 

функций. Они могут использовать аргументы и возвращать результат, подобно 

пользовательским функциям, а также могут изменять среду приложения, как и 

командные макросы. Чаще всего эти макросы вызываются из других макросов, и 

активно используются для модульного программирования.  

Поддержка макросов позволяет порой обойтись вообще безо всякого 

программирования: достаточно включить автоматическую запись выполняемых 

пользователем действий и в результате получить готовый макрос, а затем назначить ему 

кнопку на панели инструментов или новую команду меню, которые будут использоваться 

для вызова. Простые макросы удается создавать, не написав вручную ни одной строки 

программного кода.  

Для разработки же серьезных приложений приходится программировать. 

Таким образом, различают 2 способа разработки макроса: 

• автоматическое создание, с использованием макрорекордера; 

• написание макроса "с нуля", используя язык программирования VBA. 

Отметим, что возможен и комбинированный подход: фрагменты будущей 

программы записываются автоматически, а затем они корректируются и дополняются 

"рукописным" кодом.  

Для записи макросов из приложений Microsoft Office используется макрорекордер. 

Это встроенный инструмент, который фиксирует все действия пользователя, включая 

ошибки и неправильные запуски. При выполнении макроса интерпретируется каждая 
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записанная макрорекордером команда точно в такой последовательности, в которой 

пользователь выполнял их во время записи. 

Для записи макроса в приложении Microsoft Office можно использовать меню 

"Сервис/Макрос/Начать запись" или выбрать кнопку "Записать макрос" на панели 

инструментов Visual Basic. До начала записи нужно указать имя макроса и определить, где 

он будет храниться и как будет доступен. Затем выполнить действия, которые требуется 

сохранить в макросе. Для завершения записи нужно на панели инструментов "Остановка 

записи" щелкнуть кнопку "Остановить запись".  

Для выполнения макроса необходимо:  

1. Установить курсор в место вставки выполнения макроса.  

2. Выбрать пункт меню "Сервис/Макрос/Макросы".  

3. В появившемся диалоговом окне "Макрос" выбрать имя нужного макроса и 

выбрать "Выполнить". 

Чтобы просмотреть код записанного макроса, надо выбрать меню 

"Сервис/Макрос/Макросы". В появившемся диалоговом окне выбрать имя нужного 

макроса и щелкнуть кнопку "Изменить". Исходный код указанного макроса будет 

загружен в окно редактора Visual Basic.  

Структура записанного макроса 
Макросы, создаваемые макрорекордером MS Office, сохраняются в специальной 

части файла данных, называемой модулем. Модуль VBA содержит исходный код 

программы на языке VBA. Фактически макрос является подпрограммой (а точнее, 

процедурой) VBA. Записанный макрос имеет строго определенную структуру. Ниже 

представлен исходный код простого макроса, созданного в Microsoft Word. 

Листинг 1. Пример макроса 

Sub Hello() 

' Макрос изменяет размер, начертание шрифта, выравнивание абзаца и  

' выводит надпись в активный документ MS Word  

'  

Selection.Font.Size = 24 

Selection.Font.Bold = wdToggle 

Selection.ParagraphFormat.Alignment = wdAlignParagraphCenter 
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Selection.TypeText Text:="Hello, World!" 

End Sub 

В общем виде структуру кода макроса можно представить следующим образом2: 

Sub имяМакроса () 

' текст комментария 

Оператор1 

Оператор2 ... 

ОператорN 
End Sub 

Каждый макрос VBA начинается с ключевого слова Sub, за которым следует имя 

макроса. Строку, содержащую ключевое слово Sub и имя макроса, называют строкой 

объявления (declaration) макроса. За именем макроса всегда следуют пустые круглые 

скобки (т.к. макрос является процедурой VBA без параметров).  

За строкой объявления макроса следуют строки комментариев. Комментарий 

(comment) – это строка в макросе VBA, которая не содержит инструкций, являющихся 

частью этого макроса. Каждая строка комментария начинается с символа апострофа ( ' ). 

Комментарии содержат имя макроса и текст, который был введен пользователем в 

текстовое поле "Описание" ("Description") диалогового окна "Запись макроса" ("Record 

Macro") в момент записи этого макроса.  

Сразу за объявлением макроса следует тело макроса (body). Каждая строка в теле 

макроса состоит из одного или более операторов VBA. Оператор VBA (statement) – это 

последовательность ключевых слов и других символов, которые вместе составляют одну 

полную инструкцию для VBA. Макрос VBA состоит из одного или нескольких 

операторов. 

Конец макроса выделяется ключевой строкой End Sub, завершающей тело макроса. 

 
ТЕМА 2.4 СРЕДА РАЗРАБОТКИ VBA 

Visual Basic for Application (VBA) – это система программирования, которая 

используется как единое средство программирования во всех приложениях Microsoft 

                                                      
2 Локализованные версии пакета MS Office позволяют использовать в макросах символы национальных 

алфавитов (например, в идентификаторах). Однако не следует пользоваться этой сомнительной 
возможностью во избежании сложностей с отладкой и портированием приложений на VBA.  
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Office. Всякая система программирования включает в себя, по меньшей мере, три 

составные части:  

1. Язык (или языки) программирования.  

2. Среду разработки, т.е. набор инструментов для написания программ, 

редактирования, отладки и т.п.  

3. Библиотеку (или библиотеки) стандартных программ, т.е. набор готовых программ 

(процедур, функций, объектов и т.д.), которые можно использовать как готовые 

элементы при построении новых программ.  

Для создания офисных приложений в MS Office имеется интегрированная среда 

разработки (Integrated Development Environment, IDE) с унифицированным интерфейсом. 

VBA IDE – это набор инструментов разработки программного обеспечения, таких как 

редактор Visual Basic (Visual Basic Editor, VBA), средства отладки, средства управления 

проектом и т.д.  

Вызов VBA IDE из любого приложения выполняется через комбинацию клавиш 

Alt+F11 или меню "Сервис/Макрос/Редактор Visual Basic".  

Структура VBA 
VBA – это стандартное интерфейсное окно, содержащее меню, панели 

инструментов, другие окна и элементы, которые применяются при создании проектов 

VBA. Общий вид окна редактора Visual Basic представлен на рис. 3.  
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Рисунок 3. Окно редактора Visual Basic 

Основными (открывающимися по умолчанию) являются три окна: окно проекта, 

окно свойств и окно редактирования кода. Краткое описание этих и некоторых других 

компонентов VBA приведено в таб. 4. Все они доступны через команды, представленные в 

меню "Вид".  

Таблица 4. Назначение компонентов VBA  

Наименование окна Описание 

Project (Проект) 
Предназначено для отображения всех открытых проектов, а также их 

составляющих: модулей, форм и ссылок на другие проекты  

Toolbox (Панель 

элементов)  Содержит элементы управления для конструирования форм 

UserForm Используется для создания форм путем размещения на них элементов  
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Наименование окна Описание 

 управления 

Code (Программа) 

Предназначено для просмотра, написания и редактирования 

программы на языке VBA. Поскольку среда разработки является 

многооконной, то для каждого модуля проекта можно открыть 

отдельное окно 

Properties (Свойства) 
Отображает свойства выделенных объектов. В этом окне можно 

задавать новые значения свойств формы и элементов управления 

Object Browser  
(Просмотр объектов) 

Отображает классы, свойства, методы, события и константы 

различных библиотек объектов. Используется для быстрого 

получения информации об объектах 

Immediate (Проверка) 
Предназначено для быстрого выполнения вводимых в него 

инструкций. В данном окне также выводятся результаты выполнения 

вводимых инструкций 

Locals (Локальные 

переменные) Автоматически показывает все переменные данной процедуры 

Watches 
(Контрольные 

значения) 

Применяется при отладке программ для просмотра значений 

выражений 

Характеристики компонентов VBA 

Окно проекта (Project) 

Проект – это совокупность всех программных модулей, связанных с документом 

Microsoft Office. Окно Project (Проект) предназначено для быстрого получения 

информации о различных составляющих проекта.  

Проект может содержать модули следующих видов: 

• Объекты основного приложения. Проекты VBA выполняются совместно с другими 

приложениями. Приложение, в котором разрабатывается и выполняется проект 

VBA, называется основным.  

• Модули форм. В VBA имеется возможность создавать пользовательские формы, 

предназначенные для ввода или вывода данных, а также процедуры обработки 

событий, возникающие в этих формах.  
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• Модули кода. Модульность - один из основных принципов парадигмы 

структурного программирования. Каждый модуль, как правило, содержит 

подпрограммы, сход- 

ные по назначению. Небольшие модули проще отлаживать и использовать 

повторно. В частности, в VBA имеются средства импорта/экспорта готового кода.  

• Модули классов. VBA позволяет создавать и использовать собственные объекты. 

Описание объектов включается в модули класса. Каждый модуль класса содержит 

полную информацию об одном типе объекта. 

С помощью окна проекта можно добавить или удалить какой-либо объект из 

проекта. Модули кода добавляются в проект командой "Вставить/Модуль". Формы 

создаются командой "Вставить/UserForm", а модули класса командой "Вставить/Модуль 

класса".  

Окно проекта можно использовать также для быстрой навигации по формам 

проекта и программному коду. Для этого необходимо выбрать в контекстном меню 

соответственно команды "Объект" или "Программа".  

Окно свойств (Properties) 

Список свойств выделенного объекта выводится в окне Properties (Свойства). Для 

того чтобы выделить объект, необходимо с помощью окна проекта выбрать форму и 

перейти в режим конструктора, используя команду "View Object". Свойства объекта 

можно упорядочить в алфавитном порядке (Alphabetic (По алфавиту)) или по категориям 

(Categorized (По категориям)), выбрав соответствующую вкладку. Предусмотрена также 

возможность получения быстрой справки по какому-либо свойству объекта. Для этого 

достаточно установить курсор на нужное свойство и нажать клавишу F1.  

Окно просмотра объектов(Object Browser) 

Окно Object Browser (Просмотр объектов) предназначено для просмотра объектов, 

доступных при создании программы. Точнее, в этом окне отображаются не сами объекты, 

а структура соответствующего класса объектов. Окно просмотра объектов может 

использоваться для поиска метода или свойства объекта.  
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Окно Code (Окно редактирования кода)  

Окно Code (Программа) представляет собой текстовый редактор, предназначенный 

для написания и редактирования кода процедур приложения. Это окно появляется на 

экране, например, при создании нового модуля. Код внутри модуля организован в виде 

отдельных разделов для каждого объекта, программируемого в модуле. Переключение 

между разделами выполняется путем выбора значений из списка "Object" ("Объект"), 

который находится в левом верхнем углу окна. Каждый раздел может содержать 

несколько процедур, которые можно выбрать из списка "Procedure" ("Процедура") в 

правом верхнем углу.  

Интеллектуальные возможности редактора кода:  

1. При написании кода пользователю предлагается список компонентов, логически 

завершающих вводимую пользователем инструкцию.  

2. На экране автоматически отображаются сведения о процедурах, функциях, 

свойствах и методах после набора их имени.  

3. Автоматически проверяется синтаксис набранной строки кода сразу после нажатия 

клавиши Enter. В результате проверки выполняется выделение определенных 

фрагментов текста:  

• красным цветом – синтаксические ошибки; • синим цветом – 

зарезервированные ключевые слова;  

• зеленым цветом – комментарии. 

4. Если курсор расположить на ключевом слове VBA, имени процедуры, функции, 

свойства или метода и нажать клавишу F1, то на экране появится окно со 

справочной информацией об этой функции. 

Окно редактирования форм (UserForm) 

Для создания диалоговых окон, разрабатываемых приложений VBA, используются 

формы. Редактор форм является одним из основных средств визуального 

программирования. При добавлении формы в проект (команда "Insert" – "UserForm" 

("Вставить" – "UserForm")) на экран выводится незаполненная форма с панелью 

инструментов Toolbox (Панель элементов).  

Используя панель инструментов Toolbox (Панель элементов) из незаполненной 

формы конструируется требуемое для приложения диалоговое окно. Размеры формы и 
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размещаемых на ней элементов управления можно изменять. Также окно редактирования 

форм поддерживает операции буфера обмена. Кроме того, команды меню "Format" 

("Формат") автоматизируют и облегчают процесс выравнивания элементов управления 

как по их взаимному местоположению, так и по размерам.  

Окна отладочной информации 

Окно Immediate (Проверка) позволяет ввести инструкцию и выполнить ее. При этом 

инструкция должна быть записана в одну строку, директивы которой будут выполнены 

после нажатия клавиши Enter. Данное окно можно использовать для быстрой проверки 

действий, выполняемой той или иной инструкцией. Это позволяет не запускать всю 

процедуру, что удобно при отладке программ.  

Окно Locals (Локальные переменные) автоматически отображает все объявленные 

переменные текущей процедуры и их значения.  

Окно Watches (Контрольные значения) применяется при отладке программ для просмотра 
значений выражений. 
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1. СТАТИКА  

1.1.  Основные понятия статики 

Статика представляет раздел теоретической механики, в котором осве-

щаются условия равновесия тел под действием систем сил. 

Материальной точкой называют простейшую модель материального 

тела, размерами которого можно пренебречь и которое можно принять за гео-

метрическую точку, имеющую массу, равную массе тела. Совокупность мате-

риальных точек называется системой материальных точек. Если система ма-

териальных точек такова, что движение каждой точки зависит от положения и 

движения остальных точек системы, то система называется механической си-

стемой материальных точек. Любое материальное тело представляет собой 

механическую систему материальных точек. Если точки системы связаны меж-

ду собой так, что расстояния между любыми двумя точками не изменяются, то 

система называется неизменяемой системой, а тело – абсолютно твердым 

телом.  

Силой в механике называют меру механического действия одного мате-

риального объекта (например, твердого тела) на другой. Единицей измерения 

силы в системе СИ является ньютон (Н). Совокупность сил, действующих на 

механическую систему (в частности, на твёрдое тело), называют системой сил. 

Если система сил, приложенная к твердому телу, оставляет его в состоя-

нии покоя или равномерного прямолинейного движения, то такая система сил 

называется  уравновешенной, или системой сил, эквивалентной нулю.  

Если одну систему сил, действующих на твердое тело или материальную 

точку, можно заменить другой системой, не изменяя при этом состояния покоя 

или движения, в котором находится тело или материальная точка, то такие две 

системы сил называются эквивалентными. Если система сил эквивалентна 

одной силе, то эта сила называется равнодействующей данной системы сил. 
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Основные виды связей и их реакции 

Всякое твердое тело, которое может занимать произвольное положение в 

пространстве, называется свободным. Если на тело наложены внешние связи, 

стесняющие (ограничивающие) свободу его перемещений, то тело является не-

свободным. Сила, с которой данная связь действует на тело, препятствуя его 

перемещениям, называется реакцией связи. Всякое несвободное твердое тело 

можно рассматривать как свободное, если освободить тело от связей и заме-

нить действие связей их реакциями. Реакция связи направлена в сторону, 

противоположную тому направлению, вдоль которого связь препятствует 

перемещению тела. 

Опора тела на гладкую 

плоскость (поверхность) без 

трения. Реакция R


 абсолютно 

гладкой поверхности приложена 

в точке касания и направлена 

перпендикулярно к общей  каса-

тельной соприкасающихся по-

верхностей (рис. 1.1, а). Такая реакция называется нормальной реакцией.  

Брус с гладкой поверхностью (рис. 1.1, b), опирающийся в точке В на 

гладкий пол и в точке А на ребро (точечную опору), имеет реакциями опор  BR


 

– реакцию пола и  AR


 – реакцию ребра (точечной опоры). Реакции приложены 

к брусу и направлены по нормалям к поверхности пола и поверхности бруса. 

Цилиндрический шарнир и подвижная опора (каток).  Цилиндриче-

ский шарнир (на рис. 1.2, а обозначен буквой А) представляет собой устрой-

ство, которое допускает  поворот тела в плоскости, перпендикулярной оси 

шарнира (например, цилиндрическая втулка, надетая на неподвижный ци-

линдр).  

 

 

Рис. 1.1. Реакция опоры:  

а – тела произвольной конфигурации на гладкую по-
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Реакция цилиндрического шарнира AR


 лежит в плоскости, перпендику-

лярной оси шарнира. При решении задач неизвестную по величине и направле-

нию реакцию цилиндрического шарнира представляют в виде составляющих,  

AX


, AY


, направленных вдоль координатных осей (см. рис. 1.2, а). Величина ре-

акции AR


 определяется по формуле: 22
AAA YXR  , где  AX


, AY


 – составля-

ющие реакции. 

 

Реакция BR


 опоры на каток (подвижной опоры) (рис. 1.2, b) перпендику-

лярна опорной поверхности.  

На рис. 1.2, с показаны реакции связей мостовой конструкции с цилин-

дрической шарнирной опорой и подвижной опорой (катком). Реакция цилин-

дрического шарнира в точке А изображена в виде разложения на взаимно пер-

пендикулярные составляющие AX


, AY


, реакция BR


 катка в точке В  перпенди-

кулярна наклонной плоскости, на которой стоит каток. 

Гибкая связь и жесткий 

невесомый стержень. Связь в 

виде гибкой нерастяжимой нити 

(каната, троса) препятствует уда-

лению тела от точки подвеса. 

(рис. 1.3, а). Реакция связи T


, 

 
Рис. 1.2. Реакции шарнирных опор: 

а – цилиндрический шарнир;  b – каток; с – мостовая конструкция  с цилин-
дрической шарнирной опорой и опорой на каток 

 

Рис. 1.3. Реакция гибкой  нити  
и невесомого стержня 
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равная натяжению нити,  приложена к телу и направлена вдоль нити в сторону 

противоположную направлению, вдоль которого нить препятствует перемеще-

нию тела  

Если опорой тела служит невесомый стержень с шарнирами на концах, 

то реакция прямолинейного стержня приложена к телу и направлена вдоль 

стержня. Направление реакции стержня противоположно направлению, по ко-

торому стержень препятствует перемещению тела.  

Реакции невесомых стержней, удерживающих балку, изображённую на 

рис. 1.3, b,  направлены исходя из предположения, что балка может переме-

щаться вниз. При этом стержни АD и ВЕ сжаты, а стержень СК растянут.  

Сферический шарнир. Связь в виде сферического шарнира не позволяет 

перемещать тело в пространстве, но допускает  

поворот в пространстве вокруг неподвижной 

точки. Реакция сферического шарнира  может 

иметь любое направление в пространстве.  При 

решении задач реакцию изображают ее состав-

ляющими. На рис. 1.4 реакция AR


 сферическо-

го шарнира  А разложена на составляющие AAA ZYX


,,  по направлениям коор-

динатных осей. Величина реакции сферического шарнира определяется по 

формуле: 222
AAAA ZYXR  . 

Подшипник и подпятник. Подшипник 

представляет собой цилиндрический шарнир 

(рис. 1.5, подшипник В). Его реакция может иметь 

любое направление в плоскости, перпендикуляр-

ной оси шарнира. При решении задач реакция 

подшипника раскладывается на две составляю-

щие. Например, на рис. 1.5 реакция BR


 подшип-

 
Рис. 1.5. Реакции  

подшипника  и подпятника 
 

 
Рис. 1.4. Реакция  

сферического шарнира 
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ника В разложена на составляющие BB YX


, , параллельные координатным осям. 

Величина реакции подшипника определяется по формуле: 22
BBB YXR  . 

Подпятник является цилиндрическим шарниром с упором. В задачах ре-

акция подпятника обычно изображается векторами AAA ZYX


,, , представляю-

щими разложение силы реакции подпятника по заданным направлениям коор-

динатных осей (см. рис. 1.5, подпятник А). Величина реакции подпятника 

определяется по формуле: 222
AAAA ZYXR  . 

Проекция силы на ось и на плоскость 

Проекция силы на ось есть алгебраическая величина, равная произве-

дению модуля силы на косинус угла между силой и положительным направле-

нием оси. Если этот угол острый, проекция положительна, если тупой – отри-

цательна. Если сила перпендикулярна оси, её проекция на ось равна нулю.  

Проекции сил F


, Q


, P


, изображённых на рис. 1.6, а, на ось x: 

cosαFFx  ,   1cosαQQx   =  cosQ ,   cos90PPx  = 0. 

 

Проекцией силы на плоскость называется вектор, заключённый между 

проекциями начала и конца силы G


 на эту плоскость.  

На рис. 1.6, b вектор xyG


 является проекцией силы G


 на плоскость xy. По 

величине  cosGGxy , где   – угол между направлением силы G


 и её проек-

 

Рис. 1.6. Проекция силы на ось и на плоскость: 
а – проекция силы на ось; b – проекция силы на плоскость 
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ции xyG


. Проекции силы G


 на оси  xyz:  cosxyx GG   = coscosG , 

 sinxyy GG   = sincosG , sinθGGz  . 

1.2.  Система сходящихся сил. Условия равновесия 

Для равновесия  пространственной  системы сходящихся сил  необхо-

димо и достаточно, чтобы суммы проекций всех сил на каждую из трёх осей 

прямоугольной системы координат были равны нулю: 

Fkx  0, Fky  0,  kzF  0, 

где F Fkx ky, , kzF – проекции всех сил на координатные оси. 

Для равновесия плоской системы сходящихся сил  необходимо и до-

статочно, чтобы суммы проекций всех сил на каждую из двух осей прямо-

угольной системы координат, расположенной в плоскости действия сил, были 

равны нулю:  kxF 0,  Fky  0, где F Fkx ky, – проекции всех сил на коорди-

натные оси.  

Примеры решения задач на равновесие сходящейся системы сил 

Задача 1. Каток весом 20 кН удерживается на гладкой наклонной плос-

кости тросом, который одним концом закреплён 

на поверхности шара, а другим – на вертикальной 

стене (рис. 1.7). Угол наклона троса к вертикаль-

ной стене  = 120. Угол наклона плоскости к го-

ризонту  = 45. Определить силу давления катка 

на плоскость и натяжение троса. 

Решение 

При равновесии на каток действуют сила тяжести 

P , реакция троса 


N  и  

реакция  опоры 

R . Линии действия всех сил находятся в одной плоскости и 

пересекаются в центре шара. Направления реакций показаны на рис. 1.8. 

 
 

Рис. 1.7. Равновесие шара  
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Условия равновесия плоской сходящейся системы сил: 

Fkx  0, Fky  0. 

Проведя оси координат, как показано на   

рис. 1.8, выразим условия равновесия в виде системы  

уравнений: 

 kxF 045cos30cos   RN ;  

Fky  N R Pcos cos60 45 0    . 

Подставляя в уравнения исходные данные задачи,  

найдем: N = 14,64 кН, R = 17,93 кН.  

Натяжение троса равно модулю его реакции. Сила давления катка на 

плоскость равна реакции опоры гладкой плоскости, но направлена в противо-

положную сторону. 

 Задача 2. Кронштейн состоит из невесомых стержней АС и ВС, скреп-

ленных друг с другом и с вертикальной стеной 

шарнирами, как показано на  рис. 1.9. Стержень ВС  

горизонтален, стержень АС составляет с горизонта-

лью угол β  = 60º. К шарниру С прикреплены два 

троса, удерживающие грузы 1 и 2 весом 1G  = 10 кН 

и 2G  = 12 кН. Трос, удерживающий груз 1, верти-

кален, а другой перекинут через блок D так, что 

угол наклона участка троса CD к вертикали α  = 60º. Определить реакции 

стержней ВС и АС. 

Решение 

Рассмотрим равновесие узла С, в котором закреплены стержни и тросы. 

На узел С действуют реакции 1T


 и 2T


 тросов, натянутых грузами 1 и 2, и реак-

ции 1N


 и 2N


 стержней ВС и АС (рис. 1.10). Модули реакций тросов 1T


 и 2T


  

равны весу грузов: 11 GT  , 22 GT  . 

 
Рис. 1.8. Силы,  

действующие на каток,  
при его равновесии 

 

Рис. 1.9. Равновесие  
кронштейна 
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Плоская система сил ( 1T


, 2T


, 1N


, 2N


) является сходящейся. Условия рав-

новесия: Fkx  0, Fky  0. Проведя оси ко-

ординат xCy , как показано на рис. 1.10, и 

определяя проекции сил на оси, получим си-

стему уравнений: 

030cos60cos 221   TNN ; 

060cos0cos3 212   TTN . 

Подставим в уравнения исходные дан-

ные задачи. С учётом того, что 11 GT  = 10 кН, 22 GT  = 12 кН, найдём  значе-

ния реакций: 1N  = 12,7 кН, 2N  = – 4,62 кН. Отрицательная величина 2N  озна-

чает, что вектор 2N


 реакции стержня АС направлен в противоположную сто-

рону.  

Задача 3. Груз весом Р = 20 кН поднимается стержневым краном АВС 

посредством каната, перекинутого через блоки В и 

D (рис. 1.11). Блок В установлен  в месте шарнирно-

го соединения невесомых стержней АВ и ВС, блок 

D укреплён так, что участок троса DВ составляет с 

вертикалью угол 60β  . Стержни АВ и ВС соеди-

нены со стенками шарнирами. Конец троса, несу-

щий груз Р, переброшен через блок Е и на отрезке 

ВЕ составляет с вертикалью угол 30 . Прене-

брегая трением в блоке и размерами блока В, определить усилия в стержнях АВ 

и ВС при равновесии груза. 

Решение 

Рассмотрим равновесие блока В вместе с отрезками нити ВE и ВD.  Осво-

бодим блок В от связей и заменим их реакциями.   

 

Рис. 1.10. Силы,  
действующие на узел С  

при его равновесии 

 

Рис. 1.11. Равновесие  
стержневой конструкции 
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Рассматривая блок и отрезок нити как одно целое, можно не учитывать 

силы взаимного давления нити и блока. На блок 

действует реакция T


 нити ВD, приложенная в 

точке D, численно равная весу груза Р, реакция 

T 


нити ВE, приложенная в точке Е и также 

численно равная весу груза Р и реакции стерж-

ней 1N


, 2N


 (см. рис. 1.12). 

Пренебрегая размерами блока, можно 

считать систему сил сходящейся. Проведём ко-

ординатные оси, как показано на рис. 1.12, и 

выразим условия равновесия плоской сходящейся системы сил в виде системы 

уравнений: 

 kxF 060cos30cos2   TTN ; Fky  030cos60cos1   TTN . 

Решая полученную систему уравнений с учётом, что PTT   = 20 кН, 

получим: 1N  = 7,32 кН, 2N  = 27,32 кН. 

Задача 4. Шахта ориентируется в верти-

кальной плоскости с помощью несвободного 

проволочного отвеса СВDР,  натянутого грузом 

весом Р = 50 Н (рис. 1.13).  

Определить натяжения частей отвеса СВ, 

ВD, DР и натяжения оттяжек ВА и DE, если угол 

отклонения оттяжки ВС от горизонтали 60α  , 

а отклонение средней части отвеса ВD от верти-

кали 4β  . Весом проволоки отвеса пренебречь.  

Решение  

Рассмотрим равновесие узла D, в котором сходятся три силы – реакция S


 

средней части отвеса, реакция ET


 оттяжки DE и реакция PT


 отвеса на участке 

 

Рис. 1.12. Силы, 
действующие на блок В, 

при его равновесии 

 

Рис. 1.13. Схема отвеса 
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DP, равная весу груза PTP   (рис. 1.14). Выберем оси координат xDy , как по-

казано на рис. 1.14, и составим уравнения равновесия узла D:  

Fkx  086cos  ETS  ;  Fky  0cos4  PTS  . 

Из второго уравнения с учётом, что натяжение отвеса на участке DP 

PTP  = 50 Н, находим натяжение S  на сред-

нем участке отвеса: 
4cos

PT
S   = 50,12 Н. Из 

первого уравнения находим натяжение 

ET  = 86cosS  = 3,49 Н.  

Теперь рассмотрим равновесие узла В, на 

который действуют реакция AT


 оттяжки ВА, 

реакция CT


 верхней части отвеса ВС и реакция 

S 


 средней части отвеса. Вектор силы S 


 про-

тивоположен направлению вектора S


: SS


 , 

а численно (по принципу равенства действия и противодействия) они равны 

SS   (см. рис. 1.14). Выберем оси координат xBy , как показано на рис. 1.14, и 

составим уравнения равновесия узла В: 

Fkx  06cos860cos  AC TST  ;    Fky  0cos430cos   STC . 

Находим натяжение отвеса на верхнем участке ВС и натяжение AT  от-

тяжки ВА: 




30cos

cos4S
TC


 =57,73 Н;   6cos860cos STT CA    = 32,36 Н. 

Задача 5. Груз Р = 20 кН удерживается двумя стержнями АС, АD одина-

ковой длины и цепью АВ, скреплённых в точке А, так, что  плоскость треуголь-

ника АDС горизонтальна (рис. 1.15). Цепь ВА отклонена от вертикальной стены 

на угол 60β   и расстояние СЕ = ED. Трос закреплён одним концом в точке А, 

а другой его конец, несущий груз, переброшен через блок К так, что отрезок 

 

Рис.1.14. Силы, действующие 
в узлах В и D при равновесии 

отвеса 
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троса АК находится в плоскости, параллельной плоскости стены, и составляет с 

горизонтом угол 03α  . Крепления 

стержней шарнирные. Углы у оснований 

стержней 60 CDADCA . Опреде-

лить реакции стержней и натяжение цепи. 

Весами стержней пренебречь. 

Решение 

Рассмотрим равновесие узла А. 

Освобождаем узел от связей, заменяя дей-

ствие связей реакциями.  Реакции стерж-

ней DS


 и CS


 направлены по стержням, 

реакция цепи BS


 направлена вдоль линии натянутой цепи (рис. 1.16). Реакция 

троса T


 направлена вдоль троса по линии АК 

и численно равна весу груза: PT  . Направ-

ления реакций выбраны в предположении, 

что стержни  и цепь растянуты. 

 Выберем систему координат, как пока-

зано на рис. 1.16. На узел А действует про-

странственная сходящаяся система сил.  

Условия равновесия пространственной 

сходящейся системы сил Fkx  0, Fky  0, 

 kzF  0, где F Fkx ky, , kzF – проекции всех 

сил на координатные оси. Составляем урав-

нения равновесия: 

Fkx   30cos60cos60cos TSS DC   = 0; 

Fky   30cos0cos30cos3 BDC SSS   = 0;    kzF  0cos60cos6 TSB   = 0. 

 

Рис. 1.16. Силы, действующие 
на узел А, при его равновесии 

Рис. 1.15. Конструкция  
пространственного  

кронштейна 
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Решая эту систему, находим TSB   = Р = 20 кН; CS  = – 27,32 кН; 

DS = 7,32 кН. Знак минус величины CS  показывает, что реакция стержня АС 

имеет обратное направление. Натяжение цепи равно модулю реакции BS


. 

Задача 6. Подъёмное устройство (рис. 1.17) состоит из двух стержневых 

опор DB и DA и растяжки DC, со-

единённых в точке D. В точке D к 

устройству прикреплена верти-

кальная нить, удерживающая груз 

весом Р = 50 кН. 

Определить реакцию стерж-

невых опор и усилие в растяжке 

подъёмного устройства, если 

крепления стержней шарнирные, угол 120DEC , AЕ = ЕB, DЕ  = ЕC, а  углы 

в основании опор 60 DBADAB . 

Решение 

Рассматриваем равновесие узла D. Освобождаем узел от связей, заменяя 

действие связей реакциями. Реакции стержней AS


, BS


, CS


 направлены по 

стержням, реакция нити T


, числен-

но равная весу тела, направлена 

вдоль нити (рис. 1.18).  Направление 

реакций выбрано в предположении, 

что все стержни растянуты.  

На узел D действует про-

странственная сходящаяся система 

сил. Выберем систему координат 

Oxyz , как показано на рис. 1.18, и 

составим уравнения  равновесия.  Заметим, что при определении проекции си-

 

Рис. 1.17. Конструкция подъёмного устройства 

 

Рис. 1.18. Силы, действующие на узел D, 
при его равновесии 
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лы AS


 на оси координат следует вначале получить её проекции AxS


 на ось Ox  

и AzyS


 – на плоскость Oyz , а затем найти проекции  силы AzyS


 на оси Oy  и Oz . 

На рис. 1.18 показана последовательность вычисления проекций силы AS


 на 

оси координат: 60cosAAx SS  , 60cosAzyAy SS  =  0cos60cos3AS , 

0cos3AzyAz SS  = – 03cos2
AS . Определение проекций силы BS


 производится 

аналогично. Сила CS


 расположена в плоскости Oyz  и имеет своими проекция-

ми 30cosCCy SS  , 60cosCCz SS  . В результате уравнения равновесия узла D 

принимают вид  

Fky   0cos60cos3AS +  0cos60cos3BS + 30cosCS  = 0; 

Fkx  60cosAS  – 60cosBS  = 0; 

 kzF – 03cos2
AS  – 03cos2

BS  60cosCS  – Т = 0. 

Решая систему, получим: 50 BA SS  кН,  CS = 50 кН. 

Отрицательные значения AS  и BS  означают, что реакций стержней АD и 

DВ направлены в противоположную сторону. В результате стержни АD и DВ 

сжаты, а стержень DС растянут. 

1.3.  Произвольная плоская система  сил 

Система сил, расположенных в одной плоскости, называется плоской 

системой сил. 

Алгебраическим моментом )(FMO


 силы 


F  относительно центра О, или 

просто моментом силы 

F относительно центра,  называют взятое с соответ-

ствующим знаком произведение модуля силы 

F  и кратчайшего расстояния h 

от   центра до линии действия силы (рис. 1.19, а): FhFM O )(


.  Величину h 

называют плечом силы. Единица измерения момента – Н·м. Момент считается 

положительным, если сила 

F  стремится повернуть тело вокруг центра в 
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направлении против хода часовой стрелки, и отрицательным – в обратном слу-

чае.  

На рис. 1.19, b показаны знаки моментов сил 

F  и 


Q  относительно центра 

О: 2)( FhFM O 


, 1)( QhQM O 


. Момент силы R


 относительно центра О ра-

вен нулю: 0)( RM O


, так как плечо силы равно нулю. 

Парой сил, или просто парой (рис.1.19, с), называют систему двух рав-

ных по модулю сил, параллельных, направленных в противоположные стороны 

и не лежащих на одной прямой. Плечом пары называют кратчайшее расстоя-

ние между линиями действия ее сил. Алгебраическим моментом пары сил,  или 

моментом пары, называют взятое со знаком плюс или минус произведение 

модуля одной из сил пары и плеча пары. Правило знаков такое же, как и для 

момента силы. Пара сил, показанная на рис. 1.19, с, имеет плечо  h и момент М: 

hFM 1  = hF2 .  Поскольку пара сил характеризуется только ее моментом, на 

схемах пару часто изображают дуговой 

стрелкой, показывающей направление пово-

рота твердого тела под действием пары 

(см. М на рис. 1.19, с). 

Жесткая заделка. Такая связь 

(рис. 1.20) препятствует не только линейным 

перемещениям тела, но и повороту. Реакция жесткой заделки состоит из силы  

 
 

Рис. 1.19. Схемы к вычислению момента силы: 
а, b – момент силы относительно центра; с – момент пары сил  

 
Рис. 1.20. Реакция жесткой заделки 
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Рис.1.21. Применение 
теоремы Вариньона 

 

Рис. 1.22. Нагрузка,  
равномерно распреде-

лённая по прямой 

реакции AR


  и пары сил с моментом AM . Силу реакции жесткой заделки AR


 

изображают ее составляющими AX


 и AY


,    направленными вдоль координат-

ных осей (см. рис. 1.20). Величина силы  реакции AR


  определяется по форму-

ле: 22
AAA YXR  . 

При вычислении моментов сил часто применяют теорему Вариньона о 

том, что момент равнодействующей системы сил относительно любого центра 

равен сумме моментов всех сил этой системы относительно того же центра. На 

рис. 1.21 показана схема применения теоремы Вари-

ньона. Силу F


 раскладываем на составляющие 1F


, 

2F


, направленные вдоль координатных осей так, что 

имеет место равенство 21 FFF


 . Численно состав-

ляющие 1F


 и 2F


 равны проекциям силы F


 на коор-

динатные оси: cosα1 FF  , sinα2 FF  . Для каждой из 

составляющих находим плечи 1h  и 2h относительно 

центра О. Тогда (с учётом знаков) момент силы F


 относительно центра О: 

)()()( 21 FMFMFM OOO


  = 2211 hFhF  . 

Распределённая нагрузка. Силы, приложенные непрерывно вдоль неко-

торой поверхности, называются распределенны-

ми. Распределённая нагрузка характеризуется ин-

тенсивностью q. Интенсивность нагрузки, равно-

мерно распределённой вдоль прямой, измеряется в 

Н/м. На рис. 1.22 приведена плоская система сил,  

равномерно распределённых вдоль прямой. Рав-

нодействующая Q


 сил, равномерно распределённых вдоль прямой, приложена 

в середине отрезка действия распределённой нагрузки и по модулю равна про-
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Рис. 1.23. Равновесие балки 

изведению интенсивности нагрузки на длину её действия: qaQ  , где  а – дли-

на отрезка действия распределённой нагрузки. 

Основная форма условий равновесия плоской системы сил.  Для рав-

новесия   плоской системы сил  необходимо и достаточно, чтобы суммы проек-

ций всех сил на каждую из двух осей прямоугольной системы координат, рас-

положенной в плоскости действия сил, были равны нулю и сумма моментов 

сил относительно любого центра, находящегося в плоскости действия сил, бы-

ла равна нулю: 

   kxF 0,  Fky  0,   )( kA FM


0,  

где F Fkx ky, – проекции всех сил на координатные оси; )( kA FM


 – моменты всех 

сил относительно произвольно выбранного центра  А. 

 

Примеры решения задач на равновесие произвольной плоской 
системы сил 

 

Задача 7. Однородная балка АB весом Р = 100 кН прикреплена к стене 

шарниром А (рис.1.23). Балка удерживается под углом 60 к вертикали при по-

мощи троса, прикреплённого к балке в точ-

ке В, перекинутого через блок D и несуще-

го груз Q. Участок троса DB образует с вер-

тикалью угол 30. В точке С к балке под-

вешен груз G весом G = 200 кН. Опреде-

лить вес груза Q, удерживающий балку в 

равновесии, и реакцию шарнира А, прене-

брегая трением в блоке, если расстояние BABC 25,0 . 

Решение 

Объектом равновесия является балка АВ. На балку действуют сила тяже-

сти P


, приложенная в середине отрезка АВ, реакция шарнира А, представлен-
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Рис. 1.24. Внешние силы и реакции 
связей при равновесии балки 

  

ная в виде двух составляющих AX


 и AY


, направленных вдоль координатных 

осей, реакция 1T


 нити, удерживающей груз Q, и реакция 2T


 нити, удерживаю-

щей груз G. Направления сил и реакций связей показаны на рис. 1.24. 

Силы – 1T


, 2T


, P


, AX


, AY


,  действующие на балку, составляют произ-

вольную плоскую систему. Условия равновесия произвольной плоской систе-

мы сил: 

  0kxF ;   0kyF ;   0)( kA FM


. 

Выберем систему координат хАу, как показано на рис. 1.24.  

Первые два уравнения равновесия 

имеют вид  

 kxF = 60cos1TX A   = 0;  

 kyF = PTTYA  21 0cos3   = 0. 

Выберем центром точку А и будем 

вычислять моменты сил относительно это-

го центра. Обозначим (для удобства запи-

си) длину AB . Условие равновесия бал-

ки в форме равенства нулю суммы момен-

тов сил относительно центра А имеет вид  

 )( kA FM


=   30cos
2

1
30cos

4

3
21 PTT   = 0. 

Подставим данные из условия задачи, с учётом, что реакция нити, удер-

живающей груз Q,  по модулю равна весу этого груза: QT 1 , а реакция нити, 

удерживающей груз G, численно равна весу груза G: GT 2 .  

Получим систему уравнений:  

0,5 QX A  = 0,  300866,0  QYA  = 0,  2,173Q  = 0. 

Решая систему, найдём   Q = 173,2 кН,  AX = – 86,6 кН, AY = 150,01 кН. 
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Задача 8. Рама АСЕ (рис. 1.25, а) в точке А закреплена на цилиндриче-

ской шарнирной опоре, а в точке В поддерживается вертикальным невесомым 

стержнем ВК. На раму действуют: пара сил с моментом М = 8 кН·м, сила F


, 

равная по модулю F = 10 кН, приложенная в точке D под углом 60 к раме, и 

равномерно распределенная на отрезке АВ нагрузка интенсивностью q =2 кН/м. 

В точке Е под прямым углом к отрезку СЕ рамы прикреплен трос, перебро-

шенный через блок и несущий груз  Р = 20 кН.  

Пренебрегая весом балки, определить  реакцию шарнира А и реакцию  

стержневой опоры ВК, если  а = 2 м. 

Решение 

Рассмотрим равновесие рамы АСЕ.  Выбираем систему координат xAy, 

например,  как показано на рис. 1.25, b.  

Заменяем действие связей их реакциями. Изображаем реакцию AR


 шар-

нира А двумя ее составляющими AX


 и AY


, направленными, соответственно, 

вдоль горизонтальной оси Аx и вертикальной Аy. Реакция BR


 невесомой 

стержневой опоры ВК приложена в точке В и направлена вдоль стержня ВК. 

Действие груза Р на раму изображается реакцией троса T


, модуль которой ра-

 
 

Рис. 1.25. Равновесие рамы: 
а – конструкция и нагрузка рамы; b – внешние силы и реакции связей при  

равновесии рамы 
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вен весу груза PT  . Заменяем распределенную нагрузку  её равнодействую-

щей 

Q . Сила 


Q  приложена в середине отрезка АВ и численно равна:  

Q qa = 22 = 4 кН. На рис. 1.25, b показано направление внешних сил и реак-

ций при равновесии рамы. Направление реакции стержневой опоры ВК выбра-

но в  предположении, что стержень сжимается.  

При равновесии рамы АСЕ действующие на неё силы составляют уравно-

вешенную произвольную плоскую систему сил ( ,, FQ


 ,,, BAA RYX


T


, М) ~ 0. 

Условия равновесия имеют вид    0kxF ;   0kyF ;   0)( kA FM


.  Вычисляя 

проекции сил на оси Аx, Аy, первые два уравнения из условий равновесия полу-

чим в виде: 

 kxF 030cos  TFX A
 ;     kyF 060cos  FRQY BA .      (1.1) 

При составлении третьего уравнения моменты сил будем вычислять от-

носительно центра А. В этом случае линии действия сил AX


 и AY


, составляю-

щих реакцию шарнира А, проходят через центр А, плечи сил равны нулю, и, 

следовательно, моменты этих сил относительно данного центра равны нулю: 

0)( AA XM


, 0)( AA YM


.  

При определении момента силы 

F  удобнее воспользоваться теоремой 

Вариньона.  С этой целью представим вектор силы 

F  как равнодействующую 

двух сил 

F1 и 


F2 , параллельных осям Аx и Аy: 21 FFF


  (см. рис. 1.25, b). Ве-

личины сил 

F1 и 


F2  определяются как проекции силы F на оси координат: 

F F1 30 cos  , F F2 60 cos  . По теореме Вариньона момент силы 

F  относи-

тельно центра А  равен сумме моментов сил 

F1 и 


F2  относительно того же цен-

тра А:  aFaFFMFMFM AAA 2)()()( 2121 


.  

В результате уравнение равновесия в форме моментов имеет вид 

 )( kA FM


 = 0230cos260cos5,0  aTaFaFMaRaQ B
 .   (1.2) 
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Рис. 1.26. Конструкция рамы 

Подставляя в уравнения равновесия (1.1), (1.2) численные значения из 

условий задачи, получим систему уравнений относительно неизвестных 

BAA RYX ,, . Решая эту систему, найдем: AX = 28,66 кН; AY = 59,66 кН; BR           

= – 60,66 кН.  

Отрицательное значение величины BR  означает, что фактическое направление  

реакции BR


 стержневой опоры ВК  противоположно направлению, показанно-

му на рис. 1.25, b, т. е. стержень  ВК  растягивается. Реакция шарнирной опоры 

А – сила AR


 – находится как геометрическая (векторная) сумма сил AX


 и AY


. 

Величина реакции 22
AAA YXR  = 22 66,5966,28  = 66,18 кН. 

Задача 9. Прямоугольная рама АВСЕD 

(рис. 1.26) в точке  А закреплена жёсткой за-

делкой. В точке Е к раме прикреплена нить, 

составляющая угол 60º к горизонту. Другой 

конец нити, переброшенный через невесомый 

блок, несёт груз весом Р = 15 кН. На раму 

действуют: пара сил с моментом  М = 12 кН·м, сила F


, равная по модулю 

F = 10 кН, приложенная в точке С под углом 30 к горизонтальному участку 

рамы ВЕ, и равномерно распределенная на отрезке ВС нагрузка интенсивно-

стью q = 2 кН/м. В точке D под углом  60 к горизонту на раму действует сила 

G


, численно равная  20 кН.  

Пренебрегая весом рамы, определить  реакцию жесткой заделки в точ-

ке А, если  размеры рамы: а = 2 м, b = 1 м,   с = 5 м. 

Решение  

Объектом  равновесия является рама АВСЕD. Связями в данной кон-

струкции являются жесткая заделка рамы в точке А и нить, натянутая грузом Р. 

Заменяем действие связей их реакциями. Изображаем реакцию жесткой задел-

ки в точке А в виде силы, которую представим двумя ее составляющими – AX


 и 
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Рис. 1.27. Внешние силы 
и реакции связей при равновесии 

рамы 

AY


, и парой сил  с моментом AM  (рис. 1.27). Реакция нити T


, приложенная к 

раме в точке Е, направлена вдоль нити и численно равна весу груза PT  . За-

меняем распределенную нагрузку  её рав-

нодействующей 

Q . Сила 


Q  приложена в 

середине отрезка АВ и численно равна:  

Q qa = 4 кН.  

Действующие на раму силы составляют 

уравновешенную произвольную плоскую 

систему сил: ( ,, FQ


,,, GYX AA


T


, М) ~ 0. 

Условия равновесия для такой системы 

сил:   0kxF ;   0kyF ;   0)( kA FM


.  

Выбираем систему координат  xAy, например,  как показано на рис. 1.27, 

и составляем уравнения равновесия: 

 kxF  =  60cos60cos30cos GTFX A   = 0;                         (3) 

 kyF  =  30cos30cos0cos6 GTFQYA   = 0.                      (4) 

Моменты сил будем вычислять относительно центра А. В этом случае 

моменты сил  AX


 и AY


  равны нулю: 0)( AA XM


; 0)( AA YM


. 

 При определении момента силы 

F  удобно воспользоваться теоремой 

Вариньона.  С этой целью представим вектор силы 

F  как равнодействующую 

двух сил xF


 и yF


, параллельных осям Аx и Аy: yx FFF


  (см. рис. 1.27). Ве-

личины сил xF


 и yF


 определяются как проекции силы 

F  на оси координат: 

30cosFFx  , 60cosFFy  . Плечо вектора силы xF


 относительно центра А 

равно с (как длина перпендикуляра, проведённого из центра А на линию дей-

ствия силы xF


), плечом силы  yF


 является расстояние а. По теореме Вариньона 
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момент силы 

F  относительно центра  А  равен алгебраической сумме момен-

тов сил xF


 и yF


 относительно того же центра: 

 aFcFFMFMFM yxyAxAA  )()()(


 = aFcF   60cos30cos .  

Аналогично вычисляем моменты сил G


 и T


: )(GM A


 = )(0cos3 baG  ; 

)(TM A


 = )(0cos30cos6 baTcT   . В результате уравнение моментов 

имеет вид:  

 )( kA FM


 = aFcF   60cos30cos )(0cos30cos6 baTcT   + 

+ )(0cos3 baG  – 
2

a
Q  – М + AM  = 0.                              (1.5) 

Подставляя в уравнения равновесия (1.3) – (1.5) численные значения из 

условий задачи, получим систему уравнений относительно неизвестных 

AAA MYX ,, ,  откуда найдём значения реакций: AX = 11,16 кН; AY = –21,31 кН; 

AM  = –70,73 Н·м. Знаки показывают, что составляющая AY


 силы реакции 

жёсткой заделки и момент реакции AM  направлены в противоположную сто-

рону.  Величина силы реакции жесткой заделки 22
AAA YXR  =  24,05 кН. 

 

Упражнения 
 

Упражнение  1.1 Упражнение  1.2 

 

 

 

Рис. 1.28. Задания для самостоятельного решения. Упражнения  1.1, 1.2  
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Упражнение  1.3 Упражнение  1.4 
 

 

 

 

 
Рис. 1.29. Задания для самостоятельного решения. Упражнения  1.3, 1.4  

 

1.4.  Равновесие систем  тел 

Связи, соединяющие части конструкции, называются внутренними в от-

личие от внешних связей, скрепляющих конструкцию с внешними телами, не 

входящими в данную конструкцию. 

Одним из способов решения задач на равновесие сил, действующих на 

сочленённую конструкцию, является разбиение конструкции на отдельные 

тела и составление уравнений равновесия для каждого из тел, входящих в кон-

струкцию. В уравнения равновесия будут входить только силы, непосредствен-

но приложенные к телу, равновесие которого рассматривается. При этом ре-

акции внутренних связей, приложенные к разным телам, будут попарно 

равны по модулю и противоположны по направлению. 

 

Примеры решения задач на равновесие систем тел 
 

Задача 10. Диск весом Q = 100 кН опирается на вертикальную стенку и 

на наклонную балку АВ. На диск действует сила F


, равная по величине 50 кН 

(рис. 1.30). Линия действия силы F


 проходит через центр диска под углом 30º 

к его вертикальному диаметру. 
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Рис. 1.31. Внешние силы 
 и реакции связей 

при равновесии диска 

 

Рис. 1.30. Равновесие составной 
конструкции 

Однородная балка АВ весом G = 80 кН закреплена в точке А шарнирно и 

удерживается под углом 60º к стене при по-

мощи вертикального троса, один конец ко-

торого закреплён на балке в точке В, а дру-

гой – переброшен через блок и несёт груз 

весом Р.  Определить давление диска на 

стенку и на балку, реакцию шарнира А и вес 

груза Р, удерживающий конструкцию в рав-

новесии, если длина балки АВ = 6 м, ради-

ус диска r = 1 м. 

Решение 

Объект равновесия включает балку и диск и представляет собой состав-

ную конструкцию. Опора диска на балку в точке D является внутренней связью 

конструкции. Рассмотрим равновесие диска и балки отдельно.  

Освобождаем диск от связей. На диск действует сила веса Q


, сила F


 и 

реакции N


 и R


 опор диска на стену в точке К и 

на балку в точке D (рис. 1.31). Силы, приложен-

ные к диску, составляют плоскую систему сходя-

щихся сил. Выберем систему координат, как по-

казано на рис. 1.31, и составим уравнения равно-

весия:  

 kxF  = NRF   60cos60cos  = 0;     (1.6)    

 kyF  = QRF   30cos30cos  = 0.     (1.7) 

Рассмотрим равновесие балки АВ (рис. 1.32). 

На балку действуют сила тяжести G


,  реакция шарнира А, (на рис. 1.32 

показано её разложение на составляющие AX


 и AY


), реакция нити T


, численно 

равная весу груза Р, и сила R


 давления диска на балку. Сила давления R


 про-
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Рис.1.33. Равновесие кронштейна 

как сочленённой конструкции 

 
 

Рис. 1.32. Силы, действующие  
на балку, при равновесии 

тивоположна реакции R


 опоры диска на балку и численно равна ей. Систе-

ма сил ( ,,, GYX AA


 T


, R


), действующих на 

балку, является произвольной плоской. Усло-

вия равновесия такой системы сил:   0kxF ; 

  0kyF ;    0)( kA FM


.  

Выберем оси, как показано на рис. 1.32, 

и составим уравнения равновесия, полагая 

точку А центром, относительно которого про-

изводятся вычисления моментов сил:   

   kxF = 60cosRX A  = 0,                                           (1.8)  

 kyF = TGRYA  0cos3  = 0,                                    (1.9) 

 )( kA FM


=   


30cos30cos
2

TGADR  = 0.                (1.10) 

Добавив к уравнениям (1.8) – (1.10) равновесия балки АВ уравнения (1.6), 

(1.7) равновесия диска с учётом, что RR  , получим систему пяти уравнений с 

пятью неизвестными. Подставляя данные из условия задачи и решая совмест-

ную систему, найдём: R = 165,47 кН; N = 107,74 кH; P = 95,26 кH; 

AX  = – 82,73 кН; AY = 128,03 кН.  

Сила давления диска на стену равна 

модулю реакции опоры N


 и направлена в 

противоположную сторону, сила давления 

диска на балку равна R


. 

Задача 11. Кронштейн состоит из гори-

зонтальной балки АD, прикрепленной к вер-

тикальной стене в точке А, и откоса ВС, со-

единённого с балкой АD в точке С под углом 

60º и прикреплённого к вертикальной стене в точке В (рис. 1.33). Все соедине-



 29

ния шарнирные. На конструкцию действуют сила 

F , приложенная в точке D 

под углом 30º к вертикали и равная по модулю F =10 кН, пара сил с моментом 

М = 8 кН·м и равномерно распределенная на отрезке ВК нагрузка интенсивно-

стью q = 3 кН/м. В точке К к балке ВС прикреплена нить, другой конец кото-

рой, переброшенный через невесомые блоки, несёт груз весом Р = 5 кН (см. 

рис. 1.33). 

Определить реакции шарниров А, В и С, если а = 2 м, b = 1 м, с = 3 м, а на 

отрезке KL нить натянута вертикально. 

Решение 

Рассмотрим равновесие каждой из составных частей конструкции – бал-

ки ВС и балки AD. Освобождаем балки от связей и заменяем их реакциями 

(рис. 1.34). 

 
На рис. 1.34, а показаны реакции внешних и внутренних связей балки 

ВС : реакция BR


 шарнира В, реакция нити T


, равная по величине весу груза, 

PT    и реакция CR


 внутреннего шарнира С. Реакции шарниров В и С пред-

ставлены в виде разложения на составляющие BX


, BY


 и CX


, CY


. Заменяем 

равномерную нагрузку равнодействующей силой Q


, приложенной в середине 

отрезка ВК (см. рис. 1.34, а) и численно равной BKqQ  = 
60cos

a
q   = aq 2 .  

 
Рис. 1.34. Равновесие элементов конструкции кронштейна: 

а - силы, действующие на балку ВС; b - силы, действующие на балку АD 
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Система сил ( ,Q


 ,, BB YX


,, CC YX


T


),  действующая на балку ВС, является 

произвольной плоской уравновешенной системой сил. Выберем оси координат 

xBy, как показано на рис. 1.34, а, и составим уравнения равновесия. При этом 

моменты сил будем вычислять относительно центра С: 

 kxF = CB XQX  30cos  = 0;                                    (1.11)   

 kyF = CB YTQY  60cos  = 0;                                  (1.12) 

 )( kC FM


 = 





  BKCKQTbbaYABX BB 2

1
)(  = 0,         (1.13) 

где 60)tg( baAB  ; bCK 2 ; BK
2

1
 = a . 

Рассмотрим равновесие балки АD (рис. 1.34, b). 

На балку действует сила F


, реакция AR


 шарнира А и реакция CR


 внут-

реннего шарнира С. Реакция CR


 равна по величине и противоположна по 

направлению реакции CR


. На рис. 1.34, b реакция AR


 представлена составля-

ющими AX


 и AY


, реакция CR


 – составляющими CX 


 и CY 


. При этом следует 

отметить: CC XX


 ; CC YY


 .  

 Выберем оси координат xАy как показано на рис. 1.34, b, и составим 

уравнения равновесия балки АD, вычисляя моменты сил относительно центра 

С: 

 kxF = 0cos6FXX CA   = 0;                                   (1.14)   

 kyF = 0cos3FYY CA  = 0;                                      (1.15) 

 )( kC FM


 = McFbaYA  0cos3)(  = 0.                      (1.16) 

Решая совместно систему уравнений (1.11) – (1.16) с учётом исходных данных 

задачи и равенства модулей сил CC XX   и CC YY  , находим:  

AX = 5,99 кН, AY  = 5,99 кН, CX  = 10,99 кН, CY  = – 14,65 кН; 

BX  = 0,6 кН, BY  = – 13,65 кН, 
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22
AAA YXR  = 8,47 кН, 22

CCC YXR  = 18,31 кН, 

22
BBB YXR  = 13,65 кН. 

Задача 12. Вертикальная балка АВ с горизонтальной перекладиной  LC 

закреплена в точке А с помощью жесткой за-

делки (рис. 1.35).  Наклонная балка ЕС с уг-

лом наклона к горизонту 60 точке  С шар-

нирно прикреплена к горизонтальной пере-

кладине LC балки АВ, а в точке Е опирается 

на каток установленный на горизонтальной 

поверхности. На конструкцию действуют 

равномерно распределенная на отрезках BL и 

DE нагрузка с одинаковой интенсивностью 

q = 2 кН/м, сила F


, приложенная в точке D  перпендикулярно балке  ЕС и рав-

ная по величине  F = 10 кН, и пара сил с моментом М = 5 кН·м. Определить ре-

акцию жесткой заделки А и реакции шарниров С и Е, если параметр a, опреде-

ляющий размеры конструкции, равен  a = 2 м. 

Решение 

Разделим систему на 

две части по шарниру С и 

рассмотрим равновесие  ба-

лок АВС и ЕС отдельно. 

 Рассмотрим балку АВС 

(рис. 1.36, а). Заменим рас-

пределенную нагрузку  экви-

валентной силой 1Q


, числен-

но равной Q1 = qa = 4 кН. На балку действует сила 1Q


, пара сил с моментом М и 

реакции связей – жёсткой заделки в точке А и шарнира С.   

 

Рис. 1.35. Равновесие  
сочленённой конструкции 

 
Рис. 1.36.  Равновесие элементов конструкции: 

a - силы и реакции связей, действующие на балку АВ; 
b - силы и реакции связей, действующие на балку СЕ  
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На рис. 1.36, а изображена реакция жесткой заделки в точке А в виде силы, 

разложенной на составляющие AX


, AY


, и пары с моментом MA . Реакция CR


 

шарнира С показана разложением на составляющие CX


, CY


. Силы образуют про-

извольную плоскую систему. 

 Введём систему координат, как показано на рис. 1.36, а, и составим 

уравнения равновесия балки, выбрав центром вычисления моментов сил точку А. 

 Имеем систему 

  CAkx XQXF 1 0;     CAky YYF 0;                   (1.17)   

  02
2

21 





  aXaYM

a
aQMFM CCAkA


.           (1.18) 

Рассмотрим теперь равновесие балки ЕС (рис. 1.36, b). Заменим распреде-

лённую нагрузку эквивалентной силой 

Q2 , приложенной в середине отрезка ЕD и 

равной 82
60cos

2  aq
qa

Q


кН. На балку действуют силы 

Q2 , 


F , реакция ER


 

подвижной опоры – катка Е и реакция CR


 шарнира С. На рис. 1.36, b реакция CR


 

показана в виде разложения на составляющие CX

 , CY


 . При этом силы CX


 , CY


  

направлены противоположно силам CX


, CY


 и равны им по модулю: CC XX  ; 

CC YY   (см. рис. 1.36, а, b).  

Действующие на балку ЕС силы образуют уравновешенную произвольную 

плоскую систему сил. Выберем систему координат, как показано на рис. 1.36, b, и 

составим уравнения равновесия, вычисляя моменты сил относительно центра С. 

Получим:  

  030cos60sin2 Ckx XFQF


 ,                                 (1.19)  

  030sin60cos2 CEky YFQRF  ,                            (1.20) 

  
















 030tg2

30cos

2
2

30cos

2
2






aRa

a
Qa

a
FFM EkC .     (1.21) 
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Подставим в совместную систему (1.17) – (1.21) исходные данные задачи 

и, воспользовавшись тем, что модули сил CX


, CY


 и CX

 ,  CY


  равны, найдём: 

AX = 11,59 кН;   AY = – 2,76 кН;   AM = 42,87 кН·м;  

CX = –15,59 кН;    CY = 2,76 кН;    ER = 11,76 кН.  

Полные величины сил реакции жесткой заделки и взаимного давления в 

шарнире С : 22
AAA YXR  = 11,91 кН; 22

CCC YXR  = 15,83 кН. 

 

Упражнения 

 
Упражнение  1.5 Упражнение  1.6 

 

  

 

Упражнение  1.7 Упражнение  1.8 

 

 

 

 
Рис. 1.37. Задания для самостоятельного решения. Упражнения  1.5 – 1.8  
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Рис. 1.38. Момент силы относительно 
оси 

1.5.  Произвольная пространственная система сил 
 

Моментом силы относительно оси называют момент вектора проекции 

этой силы на плоскость, перпендикулярную оси, относительно точки пересече-

ния оси с плоскостью. На рис. 1.38 по-

казано вычисление момента силы F


 

относительно оси z: 

hFFMFM xyxyOz  )()(


, 

где О – точка пересечения оси z с плос-

костью xy, перпендикулярной оси z; 

xyF


– вектор проекции силы F


 на плос-

кость xy; h – плечо силы xyF


 относительно центра О. Момент силы относитель-

но оси считается положительным, если при взгляде с положительного направ-

ления оси он создаёт вращение против хода часовой стрелки. 

Равновесие пространственной системы сил. Для равновесия простран-

ственной системы сил  необходимо и достаточно, чтобы суммы проекций всех 

сил на оси прямоугольной системы координат x, y, z были равны нулю и суммы 

моментов всех сил относительно тех же осей  также были равны нулю: 

Fkx  0;  kyF 0;  kzF 0; 

 )( kx FM


0;    )( ky FM


0;    )( kz FM


0, 

где F Fkx ky, , kzF – проекции всех сил на координатные оси; )( kx FM


, )( ky FM


, 

)( kz FM


 – моменты всех сил относительно выбранных осей, k = 1, 2, ... 

 

Примеры решения задач на равновесие пространственных систем сил 

 

Задача 13. Горизонтальный вал (рис. 1.39) закреплен в подпятнике С и 

подшипнике К. Вал имеет шкив В радиуса R и шкив D радиуса r. 
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Рис. 1 39. Равновесие вала 

Оба шкива перпендикулярны оси вала. Рукоять АЕ параллельна оси Сx. 

Нить, удерживающая груз Q, сходит со шкива D по касательной в точке L 

параллельно плоскости zCx, 

так что радиус шкива D, про-

ведённый в точку схода  ни-

ти, составляет с вертикаль-

ным диаметром угол 30º.  

На вал действуют силы: 

,F


 

P  и пара сил с моментом 

М. Сила 

F  находится в плос-

кости, параллельной zCy, и составляет угол  60 с направлением оси Cy. Сила 

P  приложена в нижней точке шкива В, параллельна плоскости zCx и составля-

ет угол  60 с направлением оси Cx. Определить вес удерживаемого груза Q  и 

реакции подшипника и подпятника, если  Р = 4 кН;  F = 2 кН;  М = 3 кН·м;  

R = 0,6 м;  r = 0,3 м;  а = 0,8 м;  b = 0,4 м. 

Решение 

Рассмотрим равновесие 

вала. На вал действуют активные 

силы 

F , 


P , пара с моментом М 

и реакции связей. Связями явля-

ются нить, натянутая грузом Q , 

подпятник С и подшипник К. 

Освобождаем вал от связей, за-

меняя их действие реакциями. 

Реакцию CR


 подпятника С рас-

кладываем на три составляющие: ,CX


 ,CY


 CZ


, направленные вдоль коорди-

натных осей (рис. 1.40). Реакция KR


 подшипника К лежит в плоскости, пер-

Рис. 1.40.  Активные силы и реакции связей, 
действующие на вал, при его равновесии 
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пендикулярной оси вала, и ее составляющими будут вектора KK ZX


, , направ-

ленные вдоль координатных осей x, z. Реакция нити 

T  направлена вдоль нити 

от точки L и по модулю равна весу груза Q.  

Активные силы и реакции связей составляют произвольную простран-

ственную уравновешенную систему сил. При составлении уравнений равнове-

сия изобразим вал вместе с действующими на него силами в проекциях на ко-

ординатные плоскости (рис. 1.41). 

 

На рис. 1.41, а показаны проекции вала и всех сил на плоскость zСx. Вы-

числяя моменты проекций сил относительно точки С, получим значения мо-

ментов этих сил относительно оси y. При вычислении моментов сил относи-

тельно оси x достаточно вычислить моменты проекций сил на плоскость zСy 

относительно точки С (рис. 1.41, b), а вычисляя  моменты проекций сил на 

 
Рис. 1.41. Вал и действующие на него силы в проекциях  

на координатные плоскости: 
а – вид вала в проекции на плоскость zСx с положительного конца оси y; 
b – вид вала в проекции на плоскость zСy с положительного конца оси x; 
с – вид вала в проекции на плоскость xСy с положительного конца оси z 
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плоскость xСy относительно точки С, получим значения моментов сил относи-

тельно оси  z (рис. 1.41, с).   

Величины проекций сил определяются равенствами: 1 cos30 ;P P 
  

2 cos60 ;P P    1 cos60 ;T T 
 2 cos30 ;T T 

 1 cos30 ;F F 
 .60cos2

FF   

Составляем уравнения равновесия: 

00cos360cos  CKkx XTXPF  ;  060cos  Cky YFF  ; 

00cos30cos60cos3   FZTZPF CKkz ; 

  )(2cos302cos60)( baPaZaTFM Kkx



 

0)2(2cos30  baF  ; 

  0cos60cos30)( MrTRPaFFM ky



; 

060cos  )(2cos602cos30)(  aFbaPaXaTFM Kkz



. 

Подставляя исходные данные задачи, получим систему шести уравнений 

с шестью неизвестными, решая которую, найдём: 

CX – 8,09 кН, CY 1 кН, CZ 4,65 кН, KZ 2,92 кН; 

KX  = – 10,02 кН, Т = 18,6 кН. 

Реакции подпятника и подшипника: 

222
CCCC ZYXR   = 9,4 кН, 22

KKK ZXR  = 10,44 кН. 

Вес удерживаемого груза Q равен реакции нити Т.  

Задача 14. Однородная прямоугольная плита (рис. 1.42) веса 25 кН при-

креплена к полу при помощи шарового шарнира А, подшипника В и удержива-

ется в вертикальном положении стержнем СО,  лежащим в плоскости, перпен-

дикулярной плоскости плиты так, что  COB  = 60º. В плоскости плиты на неё 

действуют пара сил с моментом М = 6 кН·м, сила 1F


, равная 1F  = 10 кH, при-

ложенная на верхней стороне плиты в точке Н под углом 30º к линии ЕС, и си-

ла 2F


, равная 2F  = 5 кН, приложенная в точке D параллельно стороне АВ. 
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Рис. 1.42. Равновесие плиты 

 

Рис. 1.43. Силы, действующие на 
плиту, при её равновесии 

В точке Е к плите прикреплён трос, на 

другом конце которого, перекинутым 

через блок К, подвешен груз весом  

Q = 20 кН. Отрезок троса ЕК перпенди-

кулярен плоскости плиты.  

Определить реакции шарнира А, 

подшипника В и реакцию стержня СО, 

если ширина плиты АВ = 3 м; высота     

АЕ = 2 м; ЕН = НС, СD = DB.  

Решение 

Рассмотрим равновесие плиты АВСЕ. На плиту действуют активные силы  

1F


, 2F


, сила тяжести плиты 

P , пара сил с моментом М и реакции связей. Свя-

зями являются пространственный шарнир А,  нить, натянутая грузом Q ,  под-

шипник В и невесомый стержень СО. 

Выберем систему координат, как 

показано на рис. 1.43. Освобождаем пли-

ту от связей, заменяя их действие реакци-

ями. Реакцию AR


 шарнира А раскладыва-

ем на три составляющие: AX


, AY


, AZ


, 

направленные вдоль координатных осей. 

Реакция нити T


 направлена вдоль нити 

параллельно оси Аx и равна весу груза 

QT  , реакция BR


 подшипника В расположена в плоскости, перпендикуляр-

ной оси Ay, и представлена в виде двух своих составляющих BX


, BZ


, реакция 

S


 невесомого стержня  СО направлена вдоль стержня. Направления активных 

сил и реакций связей показаны на рис. 1.43.  
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Рис. 1.44. Равновесие фрамуги 

Силы, действующие на плиту, и реакции связей составляют простран-

ственную уравновешенную систему сил. Составим уравнения равновесия:  

 kxF = 60cosSXTX BA  = 0; 

 kyF  = 0cos312 FFYA   = 0; 

 kzF  =  0cos360cos1 SZPFZ BA   = 0; 

 )( kx FM


= ABPAEFABF  5,00cos35,060cos 11
 + 

MABSABZBDF B  0cos32 = 0; 

 )( ky FM


 = CBSAET  60cos  = 0; 

 )( kz FM


= ECSABX B  60cos  = 0. 

Подставляя исходные данные задачи, получим систему уравнений, решая 

которую, найдём значения реакций: S = – 40 кН; BX = – 20 кН; BZ  = – 17,53 кН; 

AX = 20 кН;  AY  = – 3, 66 кН; AZ  = 12,89 кН. 

Задача 15. Прямоугольная фрамуга АСЕВ весом Р = 50 Н, закрепленная в 

точках А и В  цилиндрическими шарнира-

ми, открыта на угол 60º (рис. 1.44). На 

фрамуге в точке Н закреплена верёвка, 

другой конец которой, переброшенный 

через невесомый блок К, несёт груз Q. При 

этом линия верёвки НК  параллельна пря-

мой ЕD. На фрамугу действует сила F


, 

приложенная в верхнем углу в точке С 

перпендикулярно плоскости фрамуги и 

равная по величине F  = 15 Н. 

 Определить вес груза Q, необходимый для удержания фрамуги в равно-

весии и реакции цилиндрических шарниров А и В, если размеры фрамуги       

ВЕ = ВD = 2 м; АВ = 3 м; СН = НЕ. 
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Рис. 1.45. Активные силы и реакции  
при равновесии фрамуги 

Решение 

Рассмотрим равновесие фрамуги АВСЕ. Изображаем внешние активные 

силы: силу F


, силу тяжести фрамуги 

P , 

а также реакции связей. Связями явля-

ются два цилиндрических шарнира А и 

В (связь, аналогичная подшипнику) и 

нить, натянутая грузом Q . Выберем си-

стему координат Axyz, как показано на 

рис. 1.45. Освобождаем фрамугу от свя-

зей, заменяя их действие реакциями. Ре-

акции AR


 и BR


 шарниров А и В раскла-

дываем на взаимно перпендикулярные 

составляющие: AX


, AZ


 и BX


, BZ


 в 

плоскостях, перпендикулярных оси вращения фрамуги (ось Аy), реакция нити 

T


 направлена вдоль нити и равна весу груза QT  . Направления активных сил 

и реакций связей показаны на рис. 1.45.  

Силы, действующие на фрамугу, составляют уравновешенную простран-

ственную систему сил.  

Составим уравнения равновесия. При этом для удобства вычисления мо-

ментов сил относительно осей изобразим плоскости, перпендикулярные этим 

осям, с проекциями на них сил, действующих на фрамугу (рис. 1.46). Тогда 

моменты сил, действующих на фрамугу, например, относительно оси Ax опре-

деляются как моменты векторов проекций этих сил на плоскость zАy относи-

тельно точки А – пересечения оси Ax и перпендикулярной ей плоскости zАy 

(см. рис. 1.46, а). Аналогично при вычислении моментов сил относительно оси 

Аz достаточно вычислить моменты векторов проекций сил на плоскость xAy 

относительно точки A (см. рис. 1.46, b). 
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Значения моментов сил относительно оси  Аy получим, вычисляя  момен-

ты векторов проекций сил на плоскость zAx относительно точки A (см. 

рис. 1.46, с). 

Уравнения равновесия фрамуги имеют вид: 

 30cos60cos TFXX BA   = 0;  

 0cos60cos3 TFPZZ BA   = 0; 

 )( kx FM


= ABZABPABT Bz  5,05,0 = 

= ABZABPABT B  5,05,060cos  = 0; 

 )( ky FM


 =  60sin30cos5,0 ACTACFACP   = 0; 

 )( kz FM


 = ABTABX xB  5,0  = ABTABX B  5,030cos   = 0. 

Подставляя исходные данные из условия задачи и решая систему, найдём 

реакции шарниров фрамуги: 

BX  = 18,22 Н, BZ  = 14,41 Н, 22
BBB ZXR   = 23,31 Н; 

AX = 10,83 Н, AZ  = 27,41 Н, 22
AAA ZXR   = 29,47 Н. 

Вес груза, удерживающий фрамугу в равновесии, численно равен реак-

ции верёвки:  TQ   = 42,37 Н. 

 

Рис. 1.46. Фрамуга и действующие на неё силы в проекциях  
на координатные плоскости: 

а –  проекция на плоскость zАy со стороны положительного направления оси x;            
b – проекция на плоскость xAy со стороны положительного направления оси z; с – 

проекция на плоскость zAx со стороны положительного направления оси y 
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Задача 16. Горизонтальный коленчатый вал АD (рис. 1.47) закреплен в 

подпятнике А и подшипнике С. Вал имеет шкив радиуса r  и рукоять DH, пер-

пендикулярные оси вала. Рукоять DH 

образует угол 30º к направлению оси Аx. 

Колено вала расположено в горизон-

тальной плоскости хАy. Нить, удержи-

вающая груз Q, намотана на шкив и схо-

дит с него вертикально вниз. На вал дей-

ствуют силы ,F
 

P , G


 и пара сил с мо-

ментом М. Сила 

F  приложена в верхней 

точке вертикального диаметра шкива под углом 30 к направлению оси Аy и 

находится в плоскости zАy. Сила 

P  приложена в нижней точке Н рукояти па-

раллельно оси Аz. Сила G


 приложена в крайней точке К стойки колена вала 

под углом 60º к стойке и находится в плоскости, перпендикулярной оси вала. 

Пара сил с моментом М создаёт вращение вала вокруг оси Аy. 

Определить вес удерживаемого груза Q  и реакции подшипника и под-

пятника, если:  Р = 10 кН;  F = 12 кН;  

G  = 6 кН;  М = 3 кН·м;  r = 0,3 м;              

а = 0,8 м;  b = 0,4 м; с = 0,2 м. 

Решение 

Рассмотрим равновесие вала. 

На вал действуют активные силы – 

F , 


P , G


, пара сил с моментом М и 

реакции связей. Связями являются 

нить, натянутая грузом Q , подпятник 

А и подшипник С.  

Освобождаем вал от связей, заменяя их действие реакциями.  

 

Рис. 1.47. Равновесие вала 

 

Рис. 1.48. Силы и реакции, действующие 
на вал при равновесии 
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Реакцию подпятника А раскладываем на три составляю-

щие: AX


, AY


, AZ


, направленные вдоль координатных осей. Реакция подшип-

ника С лежит в плоскости, перпендикулярной оси вала, и также может быть 

разложена на составляющие CC ZX


, , направленные вдоль координатных осей 

Аx, Аz. Реакция нити 

T  направлена вдоль нити  и по модулю равна весу груза, 

QT  . Действие на вал активных сил и реакций связи показано на рис. 1.48.  

Указанные силы составляют произвольную пространственную уравно-

вешенную систему сил.  

Составим уравнения равновесия: 

 kxF  = CA XGX  60cos  = 0;  

 kyF  = 0cos3FYA   = 0; 

 kzF  = PTFZGZ CA   0cos60cos3  = 0. 

 )( kx FM


 = rFbbabFbabZabG yzCz  )()()(  – 

)()( abbabPbbabT  = 0; 

 )( ky FM


 = MPbTrcGz  30cos  = 0; 

 )( kz FM


 = )()( babXabG Cx   = 0,  

где значения проекций сил на оси 30cosGGz  ; 0cos6GGx  ; 60cosFFz  ; 

30cosFFy  .  

Подставляя исходные данные и решая систему, получим значения реак-

ций: 

CX  = 2,25 кН; CZ  = 13,57 кН; 22
CCC ZXR   = 15,58 кН; 

AZ  = 0,39 кН;  AY  = 10,39 кН; AX  = 0,75 кН; 222
AAAA ZYXR   = 10,42 кН. 

Вес удерживаемого груза равен реакции нити TQ   = 25,03 кН. 
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Упражнения 

 

Упражнение  1.9 Упражнение  1.10 

 

 
 
 

 

Упражнение  1.11 Упражнение  1.12 

 

 

 
 
 

 

Рис. 1.49. Задания для самостоятельного решения. Упражнения  1.9 – 1.12 
 
 

1.6.  Равновесие тел при наличии сил трения 
 

Трение скольжения. При наличии трения скольжения полная реакция R


 

шероховатой опоры  раскладывается на нормальную составляющую

N  опоры и 
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силу cтрF


 трения скольжения, направленную по касательной к поверхности в 

точке опоры. 

 В покое сила трения скольжения может принимать любые значения от 

нуля до некоторого предельного значения cтрF , называ-

емого предельной силой трения скольжения 

(рис. 1.50).  

Наибольший  угол 0 , который полная реакция 

шероховатой поверхности образует с нормалью к по-

верхности, называется предельным углом трения. 

Предельная сила трения численно равна произведению 

коэффициента трения на величину нормальной реакции опоры тела на поверх-

ность: NfF стр , где f – безразмерный коэффициент трения, определяемый 

экспериментально. 

 Изучение равновесия тел с учетом сил трения сводится к рассмотрению 

предельного равновесия, когда сила трения принимает предельное значение. 

Трением качения называется сопротивление, возникающее при качении 

одного тела по шероховатой поверхности другого. Реакция шероховатой опоры 

раскладывается на нормальную составляющую 

N  и силу трения качения ктрF


, 

направленную по касательной к поверхности качения. При этом за счёт не-

большого вдавливания в поверхность качения нормальная реакция опоры N


 

смещена в сторону от линии действия силы тяжести 

P


 так, что вместе с ней образует пару, противодей-

ствующую качению (рис. 1.51). В предельном по-

ложении равновесия тела смещение нормальной ре-

акции опоры максимально. Величина максимально-

го смещения k называется коэффициентом трения 

качения, измеряемого в единицах длины. Момент, 

 

Рис. 1.50. Реакция   
опоры с трением 

скольжения 

 

Рис. 1.51. Реакция опоры 
с трением качения 
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создаваемый парой ),( PN


, называется моментом трения качения kNM ктр . 

Максимальная сила трения качения ктрF


 определяется из условия, что в пре-

дельном положении равновесия момент трения качения равен моменту каче-

ния, создаваемого парой ( QF


,ктр ) (рис. 1.51).  

Если максимальная сила трения качения меньше предельной силы трения 

скольжения, движение представляет качение без скольжения. 
 

Примеры решения задач на равновесие тел с трением 

 

Задача 17. Груз Q  весом 50 Н удерживается нитью на шероховатой 

наклонной плоскости (рис.1.52). Один конец нити закреплен на грузе Q, а к 

другому, перекинутому через невесомый блок, 

подвешен груз весом Р. Отрезок нити АВ гори-

зонтальный. Угол наклона плоскости составля-

ет 30º к горизонту. Определить максимальное и 

минимальное значения веса груза Р, при кото-

рых груз Q может начать скольжение по плос-

кости без опрокидывания, если коэффициент трения скольжения между грузом 

Q и наклонной плоскостью  f = 0,4.   

Решение 

Рассмотрим равновесие груза Q при минимальном значении веса груза Р. 

На груз действуют сила тяжести Q


, реакция нити minT


  и реакция шероховатой 

поверхности наклонной плоскости, состоящая из нормальной реакции  наклон-

ной плоскости N


 и силы трения 1трF


(рис. 1.53, а). Особенностью задач на рав-

новесие призм является то, что точка приложения нормальной реакции не 

определена. В случае необходимости она находится из уравнений равновесия. 

 
Рис.1.52. Равновесие 

груза на наклонной плоскости 
с трением 
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Определим направление силы трения. Если вес уравновешивающего гру-

за Р имеет минимальное значение minP , то при его дальнейшем уменьшении 

груз Q начнёт двигаться вниз по наклонной плоскости. Таким образом, пре-

дельная сила трения 1трF


, обеспечивающая равновесие при минимальном зна-

чении веса груза Р, направлена вверх по наклонной плоскости (см. рис. 1.53, а).  

 

Выберем систему координат, как показано на рис. 1.53, и составим урав-

нения равновесия в виде проекций сил:  

 kxF = трmin 30cos60cos FTQ    = 0;    

 kyF =  60cos0cos3 minTNQ   = 0. 

  Полагая в первом уравнении NfF 1тр , решаем систему и находим ре-

акцию нити minT = 7,21 Н. Минимальное значение веса уравновешивающего 

груза равно реакции нити: minmin TP  = 7,21 Н. 

Рассмотрим равновесие груза Q при максимальном maxP  значении веса 

груза Р. На груз действует сила тяжести Q


, реакция нити maxT


 и реакция ше-

роховатой поверхности наклонной плоскости, состоящая, как и в первом слу-

чае, из нормальной реакции наклонной плоскости N


 и силы трения 2трF


 (см. 

рис. 1.53, b).  

 
Рис. 1.53. Силы, действующие на груз при равновесии: 

а – минимальный вес уравновешивающего груза; 
b – максимальный вес уравновешивающего груза 
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При определении направления силы трения заметим, что увеличение веса 

груза Р больше максимального вызывает движение груза Q  вверх по наклон-

ной плоскости. Тогда предельная сила трения 2трF


, действующая против воз-

можного движения, должна быть направлена вниз по наклонной плоскости 

(см. рис. 1.53, b). Уравнения равновесия груза Q: 

 kxF = 2трmax 30cos60cos FTQ    = 0;    

 kyF =  60cos0cos3 maxTNQ   = 0.    

Решаем систему, подставляя вместо силы трения её значение NfF 2тр , 

и находим максимальное значение веса груза Р: maxmax TP  = 63,54 Н.  

Таким образом, груз Q будет находиться в равновесии на наклонной 

плоскости, если вес уравновешивающего груза находится в пределах   

8,87 < Р < 48,87 Н. 

Задача 18. Цилиндрический каток радиуса r = 0,5 м, весом Р = 50 Н 

удерживается в равновесии на наклонной плоскости нитью, один конец кото-

рой закреплён в центре катка, а другой перекинут 

через блок и несёт груз весом Q (рис. 1.54). Коэф-

фициент трения качения катка кf  = 0,02 м. 

Наклонная плоскость составляет угол 30º с гори-

зонтом.  

Определить наименьшую и наибольшую  ве-

личину веса Q, при которых каток будет в равно-

весии. Найти наименьшее значение коэффициента трения скольжения cf , при 

котором в случае движения каток будет катиться без скольжения. 

Решение 

Рассмотрим равновесие катка при минимальном значении веса груза Q . 

На каток действует сила тяжести P


, реакции нити minQ


 и реакция шероховатой 

 

Рис. 1.54. Равновесие катка 
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поверхности наклонной плоскости R


, имеющая своими составляющими нор-

мальную реакцию поверхности N


 и силу трения качения ктр1F


 (рис. 1.55, а). 

Минимальный вес гру-

за minQ  удерживает каток от 

качения вниз по наклонной 

плоскости. В этом случае со-

ставляющие реакции шеро-

ховатой поверхности наклон-

ной плоскости приложены в 

точке К1, слева от нормально-

го к плоскости диаметра катка (см. рис. 1.55, а). Выбор точки приложения ре-

акции шероховатой поверхности основан на том, что пара ( N


, yP


) должна со-

здавать момент трения качения, противодействующий предполагаемому  дви-

жению.  

На каток действует плоская уравновешенная система 

сил ( minQ


, ктр1F


, N


, P


) ∞ 0. Выберем систему координат, как показано на 

рис. 1.55, а, и составим уравнения равновесия катка, где уравнение моментов  

сил составлено относительно точки К1:    

 kxF = ктр1min60cos FQP    = 0; 

 kyF = = NP  0cos3  = 0; 

 )(
1 kK FM


 = кmin 0cos360cos fPrQrP    = 0. 

Подставляем данные задачи и находим минимальное значение веса груза, 

при котором каток находится в равновесии minQ = 7,68 Н, величину нормаль-

ной реакции наклонной плоскости N  = 43,3 Н и значение силы трения качения, 

удерживающей каток в равновесии, ктр1F  = 17,32 Н. 

 
Рис. 1.55. Силы, действующие на каток, 

при равновесии: 
а – минимальный вес груза; b – максимальный вес груза 
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Рассмотрим равновесие катка при максимальном значении веса груза 

maxQ . Здесь нарушение предельного равновесия при увеличении веса груза Q 

вызывает движение катка вверх по наклонной плоскости. В таком случае точка 

приложения реакции опоры шероховатой поверхности (точка К2) расположена 

справа от нормального к плоскости качения диаметра катка (рис. 1.55, b). 

На каток действует плоская уравновешенная система 

сил ( maxQ


, ктр2F


, N


, P


) ∞ 0. Выберем систему координат, как показано на 

рис. 1.55, b. Уравнения равновесия катка, где уравнение моментов  сил состав-

лено относительно точки К2 имеют вид:    

 kxF = ктр2max60cos FQP    = 0; 

 kyF = NP  0cos3  = 0; 

 )(
2 kK FM


 = кmax 0cos360cos fPrQrP    = 0. 

Решая систему, получим: maxQ  = 42,32 Н;  N  = 43,3 Н; ктр2F  = 17,32 Н. 

Таким образом, на шероховатой поверхности каток находится в равнове-

сии, если вес уравновешивающего груза выбран в пределах 7,68 ≤ Q ≤ 42,32 Н. 

При любом движении (вверх или вниз) качение катка будет без скольже-

ния, если предельная сила трения скольжения cтрF  больше аналогичной силы 

трения качения: cтрF  > ктрF . Величина силы трения скольжения не зависит от 

направления движения: cccтр 3,43 fNfF  , где cf  – коэффициент трения 

скольжения. Величина силы трения качения также не зависит от направления 

движения: ктр2ктр1ктр FFF   = 17,32 Н. Таким образом, для определения 

требуемого коэффициента скольжения имеет место неравенство 43,3 f  > 17,32, 

откуда f  > 0,4. 
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Задача 19. Для подъёма и опускания грузов в выработках используется  

ступенчатый ворот с тор-

мозом, изображённый на 

рис. 1.56. Радиусы большой 

и малой ступенек барабана 

ворота R = 0,5 м и r = 0,2 м. 

Ворот тормозят, надавливая 

на конец А рычага АВ, со-

единённого цепью СD с 

концом D тормозного рычага ЕD с расположенной на нём тормозной колодкой. 

Коэффициент трения между тормозной колодкой и барабаном ворота  f = 0,4. 

На малой ступеньке барабана ворота навита верёвка, другой конец которой, пе-

реброшенный через невесомые неподвижный блок m и подвижный блок n, 

удерживает груз Q  весом 1 кН (см. рис. 1.56). Угол наклона к горизонту участ-

ка верёвки, соединяющей барабан с неподвижным блоком m, составляет 30º. 

Определить величину силы P


, уравновешивающей груз Q, и реакции 

шарниров О и Е, если вес ворота G = 140 Н, высота тормозной колодки 

d = 0,1 м, расстояния АВ  = 1 м, ВС  = 0,1 м; ЕD = 1,2 м; ЕК = 0,6 м. 

Решение 

Рассмотрим отдельно равновесие барабана ворота, тормозного рычага DE 

и рычага АВ (рис. 1.57).  

Для того; чтобы определить силу натяжения верёвки, прикреплённой к 

барабану, рассмотрим равновесие груза вместе с подвижным блоком n (см. 

рис. 1.57, а). На объект равновесия действует сила тяжести груза Q


 и реакции 

T

  и  T 


 двух ветвей верёвки, огибающей снизу блок n.  

Уравнения равновесия такой системы сил: 

0 QTT ;        блбл rTrT  , 

 

Рис. 1.56. Ворот с колодочным тормозом 
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где  моменты сил вычислены относительно центра блока; блr  – радиус блока n. 

Решая систему уравнений, получим: QTT 5,0 = 500 Н.  

Рассмотрим равновесие барабана. На барабан действуют: сила веса бара-

бана G


, сила  давления 

N  со стороны  рычага, направленная по радиусу бара-

бана, сила трения трF


, действующая по касательной к барабану в сторону, про-

тивоположную движению барабана при опускании груза, реакция OR


 шарнира 

О, представленная двумя составляющими OO YX


, , и реакция верёвки 

T ,  чис-

ленно равная модулю силы T

  (см. рис. 1.57, b).  

Силы, действующие на барабан, составляют уравновешенную произ-

вольную плоскую систему сил (G


, ,, OO YX


,T


N


, трF


) ~ 0. Составим уравнение 

моментов относительно точки О: 

0тр  RFTr ,  откуда с учётом TT  трF  = 200 Н. 

Величина силы N


 давления рычага на барабан находится из вида зави-

симости силы трения NfF тр , тогда 
f

F
N

тр  = 500 Н. 

Составим уравнения равновесия барабана в виде проекций сил на оси, 

выбранные, как показано на  рис. 1.57, b:  

030cosтр  TFXF Okx ;  

 
Рис. 1.57. Равновесие элементов конструкции ворота: 

а – равновесие груза; b – силы, действующие на  барабан; с – силы, действующие  
на тормозной рычаг DE; d – силы, действующие на рычаг АВ  



 53

060cos  GNTYF Oky
 . 

Решая систему, найдём  реакцию шарнира О: 

OX  = 233 Н; OY  = 390 Н; OR  = 22
OO YX   = 454,3 Н. 

Рассмотрим теперь равновесие тормозного рычага DE (см. рис. 1.57, c).  

На рычаг действуют сила 

N  давления со стороны барабана и сила тре-

ния трF 


, приложенные в точке касания тормозной колодки с барабаном, рав-

ные по величине и противоположные по направлению, соответственно, силам 

N


 и трF


. Кроме того, в точке D на рычаг действует сила S 


, под действием ко-

торой рычаг прижимается к барабану, и реакция шарнира Е, разложенная на 

составляющие EE YX


,  вдоль осей x, y. Уравнения равновесия рычага имеют 

вид: 

0тр  FXF Ekx ;     0 SNYF Eky ; 

  0трdFEKNDES)F(M kE


. 

Подставляя в систему данные из условия задачи, с учётом найденных 

значений трF   = трF  = 200 Н,  N   = N  = 500 Н, определим усилие S  , с которым 

тормозной рычаг прижимается к барабану, и реакцию шарнира Е:  

S   = 233,33 Н; EX  = –200 Н; EY  = – 266,67 Н; ER  = 22
EE YX   = 333,34 Н. 

Силу P


, необходимую для уравновешивания груза Q, найдём рассматри-

вая равновесие рычага АВ (см. рис. 1.57, d) . На рычаг действуют сила P


, реак-

ция цепи S


 и реакция шарнира В, показанная на рис. 1.57, d составляющими 

BB YX


, . 

Составим уравнение равновесия рычага в форме равенства нулю суммы 

моментов сил относительно точки В: 0 CBSABP . С учётом того, что мо-

дули сил S


 и S 


 равны, найдем P  = 23,3 Н. 
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Упражнения 

Упражнение  1.13 
Невесомый стержень АВ опирается в точках А и В на шеро-

ховатые поверхности – горизонтальный пол и вертикальную стену. 
Коэффициент трения между стержнем и полом и между стержнем 
и стеной f = 0,2. Угол наклона стержня к вертикальной стене 30°. 

В точке С к стержню подвешен груз Q. Стержень удерживается в 
равновесии горизонтальной нитью, прикреплённой в точке А и пе-
рекинутой через блок. К другому концу нити подвешен груз Р. В 
каких границах можно изменять вес груза Р, не нарушая равнове-
сия стержня? 

АВ = 3 м, АС = 2 м, Q = 200 Н. 
 

 

Упражнение  1.14 
Шкив О состоит из двух барабанов радиусов R 

и r. На барабаны навиты  верёвки, натянутые одинако-
выми грузами Q. К шкиву приложена пара сил с момен-
том М. Шкив затормаживается с помощью рычажного 
тормоза. Коэффициент трения между тормозной колод-
кой и шкивом f = 0,4. Определить силу P


, приложенную 

к рычагу тормозной колодки и уравновешивающую 
шкив. Найти реакцию шарнира А. 

а = b = 1 м; с = 0,1 м; Q = 100 Н; М = 120 Н·м; 
R = 0,6 м; r = 0,2 м. 

 
 

 

Рис. 1.58. Задания для самостоятельного решения. Упражнения № 1.13, 1.14 
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2. КИНЕМАТИКА ТОЧКИ И ТВЁРДОГО ТЕЛА 

2.1. Криволинейное движение точки 

Кривая, которую описывает движущаяся точка, называется траекторией 

точки. Движение точки может быть задано векторным, координатным или 

естественным способами. 

Координатный способ задания 

движения точки основан на том, что по-

ложение точки определяется ее коорди-

натами, заданными для каждого момента 

времени (рис. 2.1):   x x t ( ) , y y t ( ) , 

)(tzz  .  

Мгновенная скорость, или ско-

рость точки в данный момент времени, является векторной величиной и опре-

деляется как производная по времени от радиус-вектора точки: 
dt

rd
V


 . Вектор 

скорости точки 


V  всегда направлен по касательной к траектории в сторо-

ну движения точки. Величины Vx , Vy , zV  проекций  вектора скорости 


V  на 

координатные оси определяются как производные по времени от соответству-

ющих координат: V
dx

dt
xx    ; V

dy

dt
yy    ; z

dt

dz
Vz  . Модуль вектора скоро-

сти: 222
zyx VVVV  .  

Мгновенное ускорение точки, или ускорение в данный момент времени, 

является векторной величиной и определяется как производная по времени от 

вектора скорости точки или как вторая производная от радиус-вектора точки: 


 

a
dV

dt

d r

dt
 

2

2
. Величины ax , ay , za   проекций вектора ускорения на коорди-

 
Рис. 2.1. Векторный и координатный  

способы задания движения точки 
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натные оси определяются равенствами: a
dV

dt
V xx

x
x    ; a

dV

dt
V yy

y
y    ; 

zV
dt

dV
a z

z
z   . Модуль вектора ускорения: 222

zyx aaaa  . 

Естественный способ задания движения используется, если траектория 

движения точки заранее известна. Тогда положение точки однозначно опреде-

ляется длиной дуги )(= tSMO


, отсчитываемой от 

некоторой фиксированной точки О, принятой за 

начало отсчета (рис. 2.2). При этом заранее уста-

навливаются положительное и отрицательное 

направления отсчета дуговой координаты. 

При естественном способе задания движения 

вектор скорости точки определяется равенством:  



VSV τ , где S  – дуговая 

координата; τ


 – единичный вектор касательной к траектории движения, 

направленный в сторону положительного направления дуговой координаты. 

Величина SV    называется алгебраической скоростью точки и представляет 

собой проекцию вектора скорости точки на касательную к траектории.  

Вектор ускорения точки 

a  раскладывается на составляющие по направ-

лениям естественных осей – касательную (ось  ) и перпендикулярную к ней 

нормальную (ось n):  

naaa n


   или  naaa


  , 

где 


 – единичный направляющий вектор касательной; 

n  – единичный направ-

ляющий вектор нормали траектории; a  – проекция ускорения точки на каса-

тельную называется касательным ускорением; na  – проекция вектора уско-

рения точки на нормаль называется нормальным ускорением (рис. 2.3). Каса-

тельная составляющая ускорения характеризует изменение величины скорости 

точки, нормальная – изменение направления вектора скорости.  

 
Рис. 2.2. Естественный 

способ задания 
движения точки 
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Если проекции τV  и a  имеют одинаковые знаки (направлены в одну 

сторону), движение будет ускоренным, если разных знаков (разнонаправлены) 

– замедленным (см. рис. 2.3, а, 

b). 

Проекции ускорения на 

естественные оси и модуль 

вектора ускорения вычисляют-

ся по формулам: 

  VSa  , 



2V

an ; 

22
 aaa n ,  

где   – радиус кривизны траектории. Иногда при вычислении касательной со-

ставляющей ускорения удобнее пользоваться формулой 





V

VaVa
a

yyxx
τ . 

  Вектор нормальной составляющей ускорения na


 всегда направлен к 

центру кривизны траектории. Вектор касательной составляющей ускорения  a


 

направлен в сторону положительного направления касательной  (по направле-

нию единичного вектора 

), если  S  > 0, и в противоположную сторону – 

при S  < 0. 

 Криволинейное движение точки называется равномерным, если проек-

ция вектора скорости на касательную – постоянная величина: τV  = const. 

Криволинейное движение точки называется равнопеременным, если по-

стоянна проекция вектора ускорения на касательную: τa  = const. 

 

Примеры решения задач на криволинейное движение точки 

 
Задача 20. Движение точки задано координатным способом уравнениями 

ttx sinπ2)(  , tty cos2π)(  , где x, y – в сантиметрах, t – в секундах.  

 

Рис. 2.3. Скорость и ускорение точки. Разложение 
ускорения на нормальную и касательную  

составляющие:  
а – ускоренное движение; b – замедленное движение 
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Рис. 2.4. Траектория движения точки: 

 
а – замедленное движение точки на участке от М0 к В; 
b –  ускоренное движение точки на участке от В к М0 

 

Найти траекторию точки, величину и направление скорости и ускорения 

в моменты времени 1t  = 0,25 с, 2t  = 0,75 с. Определить участки ускоренного и 

замедленного движений точки. 

Решение 

Определяем траекторию точки. Из уравнений движения находим 

ty cos2π  = tt πsinπcos 22   = tπsin21 2  = 
2

1
2x

 . Траекторией точки является 

парабола 
2

1
2x

y   (рис. 2.4). Однако не вся парабола будет траекторией дви-

жения, а только та её часть, точки которой согласно уравнениям движения удо-

влетворяют неравенствам: 22  x ,  11  y . 

Определяем параметры движения точки в момент времени 1t  = 0,25 с. 

Находим координаты x1, y1 положения точки М1:  

2
4

π
sin2(0,25)1  xx  см,  

2

π
cos(0,25)1  yy  = 0. 

Находим проекции xV1 , yV1  вектора 1V


 скорости точки на оси системы 

координат: 

txtVx πcosπ2)(   ; tytVy π2πsin2)(   ; 

2π
4

π
πcos2(0,25)1  xx VV  см/с;  π2

2

π
πsin2(0,25)1  yy VV  см/с. 
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Модуль скорости  6π2
1

2
11  yx VVV  см/с. 

Находим проекции xa1 , ya1  вектора 1a


 ускорения точки на оси системы 

координат: 

 tVta xx sinππ2)( 2  ; tVta yy π2cosπ4)( 2  ;  

2π
4

π
sinπ2(0,25) 22

1  xx aa  см/с2; 
2

π
cosπ4(0,25) 2

1  yy aa  = 0. 

Модуль вектора ускорения  2π22
1

2
11  yx aaa  см/с. 

Положение точки М1 в момент времени 1t  = 0,25 с, построение векторов 

скорости 1V


  и ускорения 1a


 по их проекциям показано на рис. 2.4, а. 

Для того чтобы определить характер движения точки в положении М1 – 

ускоренное или замедленное, найдём направление касательного ускорения. С 

этой целью разложим известный уже вектор ускорения 1a


 на нормальную и ка-

сательную составляющие согласно равенству naaa 111


  . При этом направ-

ление касательной совпадает с направлением вектора скорости 1V


, а направле-

ние нормали – перпендикулярно ему. Касательное ускорение 1a


 оказалось 

направленным противоположно вектору скорости 1V


 (см. рис. 2.4, а). Следова-

тельно, точка в рассматриваемый момент движется замедленно.  

В момент времени 2t  = 0,75 с положение М2 совпадает с положением М1:  

2
4

3π
sin2(0,75)2  xx  см; 

4

3
cos2π(0,75)2  yy  = 0. 

Проекции векторов скорости 2V


 и ускорения 2a


точки на оси координат: 

2π
4

3π
πcos2(0,75)2  xx VV  см/с;  2

4

3
πsin2π2(0,75)2 yy VV  см/с; 

2π
4

3π
sinπ2(0,75) 22

2  xx aa  см/с2; 
4

3
cos2π4(0,75) 2

2  yy aa  = 0. 

Модули скорости и ускорения точки в момент времени 2t  = 0,75 с: 
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6π2
2

2
22  yx VVV  см/с;  2π2

22  xaa   см/с2. 

Положение точки М2 в момент времени 2t  = 0,75 с, построение векторов 

скорости 2V


  и ускорения 2a


 по их проекциям, а также разложение вектора 

ускорения 2a


 на составляющие na2


 и 2a


 показано на рис. 2.4, b. В данном 

случае вектор касательного ускорения совпадает по направлению с вектором 

скорости (см. рис. 2.4, b), поэтому движение ускоренное.  

В целом движение точки по траектории происходит следующим образом. 

Из начального положения М0 ( 0t  = 0) точка с замедлением перемещается по 

правой ветви параболы. Достигнув положения В на траектории ( Bt = 0,5 с), точ-

ка совершает мгновенную остановку и начинает обратное ускоренное движе-

ние. Достигнув положения М0 (
0Mt = 1 с), точка переходит на левую часть па-

раболы, где движется аналогично.  

Задача 21. Рудничный поезд выходит на закруглённый участок пути ра-

диуса R = 1 км с начальной скоростью 54 км/ч. Считая движение поезда равно-

переменным, определить его скорость и ускорение в конце 10-й секунды дви-

жения по закруглённому участку, если за это время поезд прошёл путь 500 м.  

Решение 

Примем за начало отсчёта расстояния точку М0, где поезд выходит на за-

круглённый участок пути (рис. 2.5). Предположим, дви-

жение поезда равноускоренное и происходит в сторону 

возрастания дуговой координаты S. В этом случае вектор 

скорости и вектор касательного ускорения направлены в 

положительную сторону касательной.  

 При равнопеременном движении проекция вектора 

ускорения на касательную постоянна: τa  = соnst. Так как 

dt

dV
a τ

τ  , то 1τ CtaV  , где V  – проекция вектора скорости на касательную 

 
Рис. 2.5. Скорость  
и ускорение поезда 
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ось. Далее, поскольку 
dt

dS
V  , имеем 21

2
τ

2
CtC

ta
S  . Константы интегри-

рования 1C  и 2C  находятся из начальных условий: при t = 0  S = 0 и V  = 0V  = 

= 54 км/ч = 15 м/с. Подставив эти условия в уравнения движения, найдём кон-

станты интегрирования: С1 = 15 м/с; С2 = 0.  

В результате получена система уравнений: 

15τ  taV ;  t
ta

S 15
2

2
τ  . 

По условию задачи через 10 с от начала движения по закруглённому 

участку поезд прошёл по дуге путь S = 500 м. Подставляя это условие во второе 

уравнение, получим τa  = 7 м/с2. Скорость поезда в конце пройденного пути с 

учётом известной величины касательного ускорения найдём из первого урав-

нения V  = 85 м/с. Следует заметить, что при указанном движении поезда про-

екция вектора скорости на касательную ось положительна и равна его модулю: 

VV  . 

Нормальное ускорение поезда при движении по дуге окружности радиуса 

R = 1000 м в момент времени t = 10 с равно 
R

V
an

2
  = 7,23 м/с2. Величина (мо-

дуль) полного ускорения поезда 2
τ

2 aaa n  = 10,06 м/с2. Разложение вектора 

ускорения поезда на нормальную и касательную составляющие показано на 

рис. 2.5. 

Задача 22. Вагонетка движется равнопеременно по дуге окружности ра-

диуса R = 80 м. За время движения скорость вагонетки изменилась от началь-

ной V0 = 18 км/ч до конечной V1 = 9 км/ч.  

Определить характер движения – ускоренное или замедленное. Найти 

ускорение вагонетки в начале и в конце участка движения, если за это время 

она прошла путь S = 60 м. 
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Решение 

Выберем некоторую точку на траектории в качестве начальной, а направ-

ление положительного отсчёта расстояний – в сторону движения вагонетки. 

Уравнения равнопеременного движения точки при начальных условиях:  

t = 0; S = 0 и V  = 0V = 5 м/с имеют вид: 

taV τ5  ;  
2

5
2

τta
tS  . 

Подставим в уравнения параметры движения в момент времени t = t1, когда 

скорость вагонетки стала 1V  = 2,5 м/с, а пройденный ею путь составил 60 м. 

Получим систему: 

1τ5,2 ta ;  
2

560
2
1τ

1
ta

t  , 

откуда найдём касательное ускорение: τa  = – 0,16 м/с2. 

Отрицательная величина означает, что вектор касательного ускорения 

направлен в сторону, противоположную направлению вектора скорости, и 

движение равнозамедленное. 

Нормальное ускорение вагонетки в начале движения 
R

V
an

2
0

0  = 0,31 м/с2. 

Полное ускорение 2
τ

2
00 aaa n   = 0,35 м/с2. В конце движения нормальное 

ускорение  
R

V
an

2
1

1   = 0,08 м/с2. Полное ускорение 2
τ

2
11 aaa n   = 0,18 м/с2. 

2.2. Поступательное движение и вращение твердого тела 
 вокруг неподвижной оси 

Движение твёрдого тела называется поступательным, если любой пря-

молинейный отрезок, связанный с телом, остаётся в процессе движения парал-

лельным самому себе.  При поступательном движении твёрдого тела все его 
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точки движутся по одинаковым траекториям, имеют равные скорости и уско-

рения.  

Вращением твёрдого тела вокруг неподвижной оси называется такое его 

движение, при котором две точки тела остаются неподвижными в течение все-

го времени движения. Прямая, проходящая через неподвижные точки, называ-

ется осью вращения тела.  

Положение вращающегося тела определяется углом поворота )(t  

относительно какой-либо системы отсчёта, например, относительно неподвиж-

ной плоскости, проходящей через ось вращения. 

Вектор угловой скорости вращения тела ω


 лежит на оси вращения и 

направлен в сторону, откуда вращение тела видно против хода часовой стрел-

ки. Алгебраическим значением угловой скорости вращения тела называют 

проекцию вектора угловой скорости на ось вращения (ось z)  zω . При   > 0 

тело вращается в сторону положительного направления отсчёта угла  , при   

< 0 – в обратную сторону. Направление угловой скорости обычно показывают 

дуговой стрелкой вокруг оси вращения.  Модуль алгебраического значения уг-

ловой скорости вращения тела называется угловой скоростью  z .  

Алгебраическим значением углового ускорения вращающегося тела 

называют проекцию вектора углового ускорения на ось вращения (ось z)  

  zz ω . Модуль алгебраического значения углового ускорения вращения 

тела называется угловым ускорением:   zz .  

Вектор углового ускорения направлен вдоль оси вращения. Если zzω > 0 

(вектора угловой скорости и углового ускорения сонаправлены), движение 

ускоренное, если zzω < 0 (векторы угловой скорости и углового ускорения 

противоположны по направлению),  – замедленное.  
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При равномерном вращении угловая скорость тела (алгебраическое зна-

чение) – постоянная величина: zω  = const. Угол поворота тела изменяется по 

линейному закону tz0 ω , где 0 – начальный угол поворота тела.  

При равнопеременном вращении постоянной величиной является алгеб-

раическое значение углового ускорения: z  = const. В этом случае справедливы 

уравнения движения: tz z0z εωω  ; 
2

ε
ω

2
z

00
t

tz  . 

При вращательном движении тела все его точки движутся по окружно-

стям, радиусы которых равны расстояниям от выбранной точки до неподвиж-

ной оси. Скорость точки вращающегося твердого тела (в отличие от угловой 

скорости тела) называют линейной, или окружной скоростью точки. Модуль 

скорости точки рассчитывается по формуле: V h  , где   – угловая скорость 

тела; h – расстояние от точки до оси вращения. Вектор скорости направлен по 

касательной к описываемой точкой окружности в 

сторону вращения тела.  

При вращении тела отношение скоростей 

двух точек тела равно отношению расстояний от 

этих точек до оси вращения: 
2

1

2

1

h

h

V

V

M

M   (рис. 2.6). 

Ускорение точки вращающегося твердого 

тела рассчитывается как ускорение точки при естественном способе задания 

движения в виде суммы векторов касательного и нормального ускорений 

(см. рис. 2.6): naaa


 τ , где модули векторов ha  , a hn  2 ;  

22
τ naaa  ;  ,   – угловая скорость и угловое ускорение тела, z ; h – 

расстояние от точки до оси вращения. Вектор касательного ускорения точки 

a  направлен по касательной к описываемой точкой окружности в сторону 

движения точки, если вращение тела ускоренное, и в противоположную сторо-

 
Рис. 2.6. Скорость 
 и ускорение точек  
вращающегося тела 
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ну, если движение тела замедленное. Вектор нормального ускорения точки 

na


 направлен вдоль радиуса описываемой точкой 

окружности к её центру.   

При передаче вращения одного тела другому 

без проскальзывания соотношения между угловыми 

скоростями и угловыми ускорениями выражаются из 

равенства скоростей и касательных ускорений в точ-

ке контакта:  
1

2

2

1

r

r





;  
1

2

2

1

r

r





 (рис. 2.7). 

 

Примеры решения задач на вращательное движение тел 

 

Задача 23.  Вал, начиная вращаться равноускоренно из состояния покоя, 

за первые 2 мин. сделал 3600 оборотов. Определить угловую скорость вала в 

конце 2-й минуты и угловое ускорение вала. 

Решение 

Допустим, вращение вала вокруг оси z происходит в сторону положи-

тельного направления отсчёта угла. Тогда алгебраические значения угловой 

скорости и углового ускорения равны модулям соответствующих векторов 

z ;  z . 

Воспользуемся уравнениями равнопеременного вращения вала с нулевы-

ми начальными условиями (начальный угол поворота 0 = 0 и начальная угло-

вая скорость вала 0ω = 0). Имеем tεω  ;  
2

ε 2t
 . 

Подставим в уравнения параметры движения вала в момент времени  

t = 1t = 2 мин = 120 с; 1 = 3600 об = 7200π  рад. Получим систему:  

120εω1  ,  
2

120ε
π7200

2
 , откуда ε  = π  с–2;  π120ω1   с–1. 

 
Рис. 2.7. Передача  

вращения одного тела  
другому 
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Задача 24. В механизме стрелочного индикатора (рис. 2.8) движение от 

рейки мерительного штифта 1 передаётся шестерне 2, скреплённой на одной 

оси с зубчатым колесом 3. Колесо 3 сцепляется, в 

свою очередь, с шестернёй 4, несущей стрелку-

индикатор. Определить угловую скорость стрелки, 

если движение штифта задаётся уравнением 

tx sinπ4  и радиусы зубчатых колёс: 2r  = 6 см, 3r  = 

10 см, 4r  = 4 см. 

Решение 

Мерительный штифт движется поступательно вдоль оси x (см. рис. 2.8). 

Проекция скорости любой точки штифта на ось x txV x πcosπ41   см/с. Такую 

же скорость имеет и точка касания штифта с шестернёй 2.  

Полагая, что точка касания штифта с шестернёй 2 принадлежит и ше-

стерне, найдём алгебраическое значение угловой скорости шестерни 2: 

2

1
2 r

V x
z  =

6

πcosπ4 t
 = tcosπ

3

2π
 рад/с. Зубчатое колесо 3 скреплено с шестернёй 

2 на одной оси и имеет ту же угловую скорость 2z3z ωω  . Вращение колеса 3 

через точку зацепления передаётся шестерне 4. Выразим соотношение между 

алгебраическими значениями угловых скоростей при передаче вращения одно-

го тела другому: 
3

4

4

3

r

r

z

z 



. Отсюда получим: 
42

31
4 rr

rV x
z   = tcosπ

3

π5
 с–1. Угло-

вая скорость стрелки равна угловой скорости 

шестерни 4. 

Задача 25.  Ведущее колесо 1 подъёмного 

устройства (рис. 2.9) передаёт движение ше-

стерне 2. На одной оси с шестернёй 2 располо-

жен шкив 3, жёстко скреплённый с шестернёй. 

Шкив 3 соединяется со шкивом 4 бесконечным 

 
Рис. 2.8. Механизм  

стрелочного индикатора 

 
Рис. 2.9. Схема механизма  

подъёмного устройства 
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перекрёстным ремнём. Барабан 5 скреплён со шкивом 4 и находится с ним на 

одной оси. На барабан намотана нить, удерживающая груз 6.  По заданному 

уравнению движения колеса 1 определить скорость, нормальное, касательное и 

полное ускорения точки М на ободе барабана 5 в момент времени t1= 1 с, а 

также скорость и ускорение груза 6. Скольжение между звеньями механизма 

отсутствует.  

Значения радиусов колёса, шкивов и барабана механизма: 1r  = 20 см, 

2r  = 10 см, 3r = 40 см, 4r = 16 см, 5r = 8 см. Уравнение вращения колеса 1: 

tt 52 2
1   рад. 

Решение 

Ведущим звеном в механизме является колесо 1. Выберем положитель-

ное направление отсчёта угла поворота колеса 1 в сторону, противоположную 

направлению вращения часо-

вой стрелки. На рис. 2.10 это 

направление показано дуговой 

стрелкой 1 .  

Продифференцировав по 

времени уравнение движения 

колеса 1, получим алгебраиче-

ское значение его угловой 

скорости: z1ω = 541  t  рад/с. В момент времени t1 1  с алгебраическое зна-

чение угловой скорости колеса 1 отрицательно:  11 = – 1 рад/с. Это означает, 

что в данный момент времени колесо 1 вращается в сторону, противополож-

ную положительному направлению отсчёта угла 1 . Угловая скорость колеса 1 

равна модулю: z11 ωω   = 1 рад/с.  Направление угловой скорости 1ω  колеса 1 

в момент времени t1 1  с показано дуговой стрелкой 1ω .  

 
Рис. 2.10. Расчётная схема механизма 
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Вращение колеса 1 передаётся шестерне 2 через точку контакта К. Из со-

отношения 
1

2

2

1

r

r





 найдём угловую скорость шестерни 2: 
2

11
2

ω
ω

r

r
 . Шкив 3, 

закреплённый на одной оси с шестернёй 2 имеет такую же угловую скорость,  

23 ωω  . Направление угловых скоростей шестерни 2 и шкива 3 показано на 

рис. 2.10 дуговой стрелкой 2ω . 

Передача движения шкива 3 шкиву 4 производится с помощью ремённой 

передачи. На участке от точки А, где ремень сходит со шкива 3, и до точки В, 

где ремень набегает на шкив 4, ремень движется поступательно, поэтому ско-

рости точек А и В равны: BA VV  . Выразив скорости точек через угловые ско-

рости тел, имеем равенство 4433 rr  , откуда с учётом, что  23 ωω  , найдём 

угловую скорость шкива 4: 
4

33
4

ω
ω

r

r
  = 

42

311ω

rr

rr
.  Угловая скорость барабана 5 

равна угловой скорости шкива 4, 45 ωω  . Направление угловых скоростей 

шкива 4 и барабана 5 показано на рис. 2.10 дуговой стрелкой 4ω .  

Величина (модуль) скорости точки М рассчитывается по формуле: 

55rVM  .  В момент времени t1 1  с 
42

311
5

ω
ω

rr

rr
  = 5 рад/с и MV  = 20 см/с. 

Вектор скорости MV


  направлен по касательной к ободу барабана в точке М и 

направлен в сторону вращения барабана 5 (см. рис. 2.10).  

Нить, несущая груз 6, сматываясь с обода барабана, имеет скорость, рав-

ную скорости точек обода барабана, и, следовательно, равна скорости точки М: 

MVV 6 . Направление скорости груза 6 определяется направлением вращения 

барабана 5. При t1 1 с груз поднимается со скоростью 6V  = 20 см/с. 

Определим ускорение точки М. Вектор ускорения точки М равен сумме 

векторов: τ n
M М Мa a a 

  
, где τ

Мa


, n
Мa


 –  касательная и нормальная составляю-

щие ускорения.  
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Найдём алгебраическое значение угловой скорости барабана 5: 

42

311
5

ω
ω

rr

rrz
z   = 2520 t  рад/с. Алгебраическое значение углового ускорения 

барабана 5 5zε  равно производной 5z5z ωε   = 20 рад/с2.  Так как в момент вре-

мени t1 1  с знаки алгебраических значений угловой скорости  барабана  и его 

углового ускорения разные ( 5zω  = – 5 рад/с τ n
M М Мa a a 

  
 5zε = + 20 рад/с2), уг-

ловое ускорение (по величине равное модулю 5z5  )  направлено в сторону, 

противоположную угловой скорости. На рис. 2.10 направление углового уско-

рения барабана 5 показано дуговой стрелкой 5 .  

Касательное ускорение точки: 55raM   = 80 см/с2. Вектор Ma


 каса-

тельного ускорения точки М  направлен по касательной к траектории в точке М 

в сторону углового ускорения 5  (см. рис. 2.10). 

 Нормальное ускорение точки М рассчитывается как 2
5 5

n
Мa r , где угло-

вая скорость барабана 5z5  . В момент времени t1 1  с 5 = 5 рад/с и ве-

личина нормального ускорения: n
Мa


 = 100 см/с2. Вектор нормального ускоре-

ния n
Мa


 направлен по радиусу к центру барабана 5.   

Модуль полного ускорения точки М в заданный момент времени: 

τ 2 2( ) ( )n
M M Ma a a   = 128,06 см/с2. Вектор ускорения Ma


направлен по диагонали 

прямоугольника, построенного на векторах n
Мa


 и τ

Мa


 (см. рис. 2.10). 

Ускорение 6a  груза 6 находится из условия, что груз движется прямоли-

нейно. При прямолинейном движении нормальная составляющая ускорения 

равна нулю. В результате, ускорение груза 6 
τ

6 6 6 5 5M Ma a V V a r        = 

80 см/с2. Направление вектора ускорения груза 6 определяется направлением 

углового ускорения барабана 5. На рис. 2.10 направление ускорения груза 6 по-

казано вектором 6a


.  
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Задача 26.  По заданному уравнению поступательного движения звена 1 

механизма (рис. 2.11, а) определить скорость, нормальное, касательное и пол-

ное ускорения точки М диска 3 в момент времени t1= 1 с, а также скорость и 

ускорение звена  4. Скольжение между звеньями механизма отсутствует. Зна-

чения радиусов колес механизма и закон движения звена 1: 2R = 20 см, r2 = 5 см, 

R3 = 8 см, r3 = 4 см, ttx  sincos1 см.    

Решение 

Звено 1 движется поступательно вдоль оси x. Положительное направле-

ние движения задаётся направлением оси x (рис. 2.11, а). Продифференцировав 

по времени  уравнение движения звена 1, получим его алгебраическое значение 

скорости: ttxtV x πcosππsinπ)( 11   .  

 

В момент времени 1t = 1 с алгебраическое значение скорости звена 1 от-

рицательное:  11xV = π  см/с. Это показывает, что в данный момент времени 

звено 1 движется в сторону, противоположную положительному направлению 

оси x. Скорость звена 1 равна модулю производной   11 1 xV   = π  см/с. На 

рис. 2.11, b показано направление вектора скорости 1V


. 

 
Рис. 2.11. Кинематика поступательного и вращательного движений твердого тела: 

а – схема механизма;  b – расчетная схема для определения скоростей  
и ускорений точек механизма 
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Точка  А соприкосновения звена 1 с диском 2 имеет ту же скорость, что и 

звено 1. Угловая скорость диска 2 определяется из равенства 
2

1
2 r

V
  рад/с. 

Направление угловой скорости вращения диска 2 показано на рис. 2.11, b дуго-

вой стрелкой 2 . 

Передача вращения диска 2 диску 3 происходит в точке К. Из соотноше-

ния 
3

2

2

3

R

R





 находим угловую скорость  диска 3:  
32

21
3 Rr

RV
 = 

2

π
. Направление 

угловой скорости диска 3 показано на рис. 2.11, b дуговой стрелкой 3 . 

Модуль скорости точки М 33rVM   = π2  см/с.  Вектор скорости MV


  

направлен по касательной к траектории движения точки М в сторону вращения 

диска 3 (см. рис. 2.11, b).  

Звено 4 движется поступательно. Величина и направление скорости звена 

4 совпадают с величиной и направлением скорости точки В касания звена 4 с 

диском 3: 334 RVV B  . В момент времени t1 1  с 4V  = π4  см/с. Направле-

ние вектора скорости 4V


 определяется направлением вращения диска 3. 

Определим ускорение точки М. Найдём алгебраическое значение z3  уг-

ловой скорости диска 3: 
32

21
3ω

Rr

RV x
z   = )cosπsinπ(

2

π
tt  . Алгебраическое зна-

чение z3  углового ускорения диска 3: zz 33   = )sinπ(cosπ
2

π2

tt   и в мо-

мент времени t1 1  с z3 =
2

π2

. Разные знаки алгебраических значений угловой 

скорости и углового ускорения диска 3 ( z3ω =
2

π
 ; z3 =

2

π2
 ) показывают, что 

угловое ускорение направлено в сторону, противоположную  угловой скорости. 

На рис 2.11, b направление углового ускорения диска 3 показано дуговой 

стрелкой 3 .  
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Касательное ускорение точки М рассчитывается по формуле 33raM  , 

где угловое ускорение z33  . В момент времени t1 1  с 
Ma = 2π2  см/с2. Век-

тор  касательного ускорения точки М 
Ma


 направлен по касательной к траекто-

рии точки М в сторону углового ускорения 3  (см. рис. 2.11, b).  

Нормальное ускорение точки М рассчитывается как 3
2
3ran

M  . В момент 

времени t1 1  с величина нормального ускорения n
Ma  = 2π  см/с2. Вектор нор-

мального ускорения n
Ma


 направлен по радиусу к центру диска 3.  

Модуль полного ускорения точки М: 22 )()(  M
n
MM aaa = 5π2 см/с2. 

Вектор полного ускорения Ma


 направлен по диагонали прямоугольника, по-

строенного на векторах n
Ma


 и 

Ma


. 

Звено 4 движется  поступательно и прямолинейно. Ускорение звена 4 

равно проекции ускорения точки В (касания диска 3 со звеном 4) на линию 

движения звена 4:  334 Raa B    = 24π  см/с2. Направление  ускорения звена 4 

совпадает с касательным ускорением точки В. 
 

Упражнения 
 

Упражнение 2.1 Упражнение 2.2 
 

 
 
 
 

 

 

 
Рис. 2.12. Задания для самостоятельного решения. Упражнения 2.1, 2.2 
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2.3. Скорости точек при плоскопараллельном движении  
твёрдого тела 

Плоскопараллельным, или плоским движением твердого тела, называ-

ется такое движение, при котором все точки тела движутся параллельно неко-

торой неподвижной (основной) плоскости.  

Для скоростей AV


и MV


 двух точек А и М тела, совершающего плоское 

движение, справедливо утверждение: проекции скоростей двух точек твер-

дого тела на ось, проходящую через эти точки, равны друг другу:  

 coscos МA VV , где  ,  – углы между векторами  скорости AV


 и MV


 и осью, 

проходящей через точки А и М. 

Мгновенным центром скоростей (МЦС) называется точка Р плоской фи-

гуры, скорость которой в данный момент времени равна нулю. При известном 

положении МЦС скорость любой точки плоской фигуры находят так, как если 

бы движение фигуры было мгновенно вращательным вокруг мгновенного цен-

тра скоростей с угловой скоростью, равной угловой скорости плоской фигуры. 

Способы построения мгновенного центра скоростей приведены в табл. 2.1. 

 
Таблица 2.1 

Способы построения мгновенного центра скоростей  

1. Если известны направления скоростей AV


 и 

BV


 каких-нибудь двух точек А и В плоской фигуры, то 
мгновенный центр скоростей Р находится в точке пе-
ресечения перпендикуляров, восстановленных из этих 
точек к векторам скоростей. 

 
2. Если скорости двух точек AV


 и BV


  парал-

лельны, но точки А и В не лежат на общем перпенди-
куляре к скоростям, то, как видно из рисунка, мгно-
венный центр Р бесконечно удалён. В этом случае уг-
ловая скорость 0  и тело в данный момент движет-
ся поступательно (движение является мгновенным по-
ступательным). При таком движении скорость любой 
точки тела равна AV


. 
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Рис. 2.13. Приводной механизм 
насоса 

3. Если скорости двух точек AV


 и BV


  парал-
лельны, а точки А и В  лежат на общем перпендикуля-
ре к скоростям, то мгновенный центр скоростей  Р  
находится как пересечение прямой, соединяющей 
точки А и В и линии, проходящей через концы векто-
ров, изображающих скорости AV


 и BV


. 

 

 

4. Если плоскопараллельное движение осу-
ществляется путем качения без скольжения одного те-
ла по неподвижной поверхности другого, то мгновен-
ный центр скоростей Р расположен в точке касания 
катящегося тела с неподвижной поверхностью. 
 

 

 
 
Примеры решения задач на плоскопараллельное движение тела 
 

Задача 27.  Приводной механизм насоса находится в положении, пока-

занном на рис. 2.13. Кривошип О1С вращается с постоянной угловой скоростью 

CO1
ω  = 2 рад/с вокруг оси, проходящей через 

точку О1 перпендикулярно плоскости чертежа. 

Определить скорость поршня D и угловые 

скорости шатуна ВС, коромысла АВ и штока 

AD, если О1С = 20 см, ОВ = 2·ОА = 40 см, 

AD = 60 см. 

Решение 

Предположим для определённости, что кривошип О1С вращается в 

направлении по ходу часовой стрелки. Вектор CV


 скорости точки С направлен 
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перпендикулярно кривошипу О1С, в сторону его вращения (рис. 2.14). Модуль 

скорости COV COC 11
ω   = 40 см/с. 

Коромысло АВ 

качается (вращается) 

вокруг оси, проходя-

щей через точку О, 

параллельно оси 

вращения кривошипа. 

Скорость точки В 

направлена перпен-

дикулярно коромыслу АВ  вдоль шатуна ВС (рис. 2.14). 

Шатун ВС совершает плоскопараллельное движение. Мгновенный центр 

скоростей шатуна Р1 расположен в точке пересечения перпендикуляров к ско-

ростям  CV


 и BV


 точек С и В шатуна.  Находим COCP 11 4 = 80 см. Угловая 

скорость вращения шатуна ВС 
1

ω
CP

VC
BC  = 0,5 рад/с. Направление угловой 

скорости вращения шатуна ВС определяется направлением вращения криво-

шипа О1С и на рис. 2.14 показано дуговой стрелкой BC . 

Скорость BV  найдём по теореме о проекциях скоростей. Спроектируем 

вектора скоростей CV


 и BV


 точек С и В на линию ВС. Получим 

 0cos30cos CB VV  . Отсюда BV  = 320  см/с. 

Угловая скорость коромысла АВ 
OB

VB
AB ω  = 

2

3
 рад/с. Направление уг-

ловой скорости коромысла определяется направлением вектора скорости BV


 и  

показано дуговой стрелкой AB . 

 
Рис. 2.14. Расчётная кинематическая схема механизма 

 привода насоса 
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Скорость точки А коромысла равна половине скорости точки В: 

BA VV
2

1
 = 310  см/с. Вектор скорости AV


 направлен перпендикулярно коро-

мыслу АВ в сторону его вращения.  

Точка Р2 пересечения перпендикуляров к скоростям AV


 и DV


 является 

мгновенным центром скоростей штока АD. Тогда угловая скорость штока 

2
ω

AP

VA
AD   = 

12

3
 рад/с. Направление угловой скорости штока определяется по 

направлению скорости точки А и на рис. 2.14 показано дуговой стрелкой AD . 

Скорость поршня DPV ADD 2ω  = 15 см/с.  

Задача 28.  Механизм качалки (рис. 2.15) состоит из кривошипа  ОА, 

вращающегося вокруг оси О и несущего в 

точке А ось подвижной шестерни 2, кото-

рая катится по неподвижной шестерне 1. 

Вращение кривошипа происходит с угло-

вой скоростью OAω = 2 рад/с. Радиусы ше-

стерён 21 rr   = 6 см. К ободу шестерни 2 в 

точке В шарнирно прикреплён шатун ВС длиной ВС = 8 см, который в точке С 

передаёт движение  коромыслу СО1 длиной  СО1 = 16 см. 

 Определить угловые скорости шестерни 2, шатуна ВС, коромысла СО1, а 

также скорости точек А, В, С, D в момент, когда кривошип ОА и шатун ВС го-

ризонтальны  и угол DAB = 60º.  

Решение 

Найдём скорость точки А кривошипа: OAV OAA  = 24 см/с. Вектор 

скорости точки AV


 расположен перпендикулярно кривошипу ОА и направлен в 

сторону вращения кривошипа (рис. 2.16).  

 
Рис. 2.15. Схема механизма качалки 
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Мгновенный центр скоростей Р2 шестерни 2 находится в точке касания с 

неподвижной поверхностью шестерни 1. Угловая скорость шестерни 2 

2
2 AP

VA = 4 рад/с. Направление угло-

вой скорости шестерни 2 определяется 

направлением вектора скорости  AV


 и 

на рис. 2.16 показано дуговой стрел-

кой 2 . 

Найдём расстояние Р2В из рав-

нобедренного треугольника ABP2  по 

теореме косинусов: 120cos2 222
2 rrrBP  = 36  см. Скорость точки В  

BPVB 22   = 324  см/с. Вектор скорости BV


 перпендикулярен линии Р2В  и 

направлен в сторону вращения шестерни 2.  

Скорость точки D: DPVD 22   = 48 см/с. Вектор скорости DV


 перпен-

дикулярен линии Р2D и направлен в ту же сторону (см. рис. 2.16). 

Скорость точки С перпендикулярна линии СО1. Восстанавливая перпен-

дикуляры к скоростям BV


 и CV


, получим точку пересечения Р1, которая будет 

мгновенным центром скоростей шатуна ВС. Расстояние 
30cos

1
BC

BP   = 
3

16
 см. 

Угловая скорость шатуна 
BP

VB
BC

1

ω   = 
2

9
 рад/с. Направление угловой скорости  

определяется по направлению скорости BV


 и  показано дуговой стрелкой BC . 

Скорость точки С: CPV BCC 1 = 
3

36
 см/с. Направление вектора скоро-

сти определяется направлением вращения шатуна ВС. 

Угловая скорость коромысла СО1: 
CO

VC
CO

1
1

ω   = 
34

9
 рад/с. 

 
Рис.2.16. Расчётная кинематическая  

схема механизма качалки 
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Задача 29.  В планетарном механизме (рис. 2.17) кривошип ОА длиной 

ОА = 25 см вращается вокруг неподвижной 

оси О, перпендикулярной плоскости рисун-

ка, с угловой скоростью OAω  = 3,6 рад/с. На 

конец А кривошипа насажена шестерёнка 2, 

находящаяся во внутреннем зацеплении с 

колесом 1 радиуса 1r  = 45 см, соосным с 

кривошипом ОА и вращающимся с угловой 

скоростью 1ω  = 1 рад/с. Шатун ВС, шарнир-

но соединённый с  шестерёнкой 2 на её обо-

де в точке В, приводит в движение криво-

шип СО1. Определить угловые скорости ше-

стерёнки 2, шатуна ВС и кривошипа СО1, скорости точек А, В, С в положении, 

показанном на рис.2.17, если длина шатуна ВС = 100 см, длина криво-

шипа СО1 = 50 см.  

Решение 

Найдём скорости точек А и D  

OAV OAA   = 90 см/с;  11 rVD   = 45 см/с. 

Вектор скорости AV


 направлен перпендикулярно кривошипу ОА в сторо-

ну его вращения. Вектор скорости DV


 перпендикулярен радиусу ОD колеса 1 и 

направлен в сторону вращения колеса (рис. 2.18).  

Мгновенный центр скоростей Р2 шестерни 2 находится на пересечении 

прямой, соединяющей точки А и D, и линии, проходящей через концы векторов 

AV


 и DV


, изображающих скорости точек А и D   Расстояние Р2D от центра ско-

ростей до точки D находится из пропорции 
2

2

2

2 20

DP

DP

DP

AP

V

V

D

A 
 , откуда 

Р2D = 20 см.   

 
Рис. 2.17. Планетарный механизм 
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Угловая скорость шестерёнки 2 
DP

VD

2
2ω   = 2,25 рад/с. Направление уг-

ловой скорости 2ω  показа-

но на рис. 2.18 дуговой 

стрелкой 2 .  

Скорость точки В, 

которая находится на обо-

де шестеренки, 

BPVB 22  = = 545  см/с. 

Вектор скорости  BV


 пер-

пендикулярен линии Р2В и 

направлен в сторону враще-

ния шестерни 2. 

Направим вектор скорости CV


 перпендикулярно кривошипу СО1 и вос-

становим перпендикуляры к скоростям CV


 и BV


. Точка Р1 пересечения перпен-

дикуляров является мгновенным центром скоростей шатуна ВС. Расстояние 

Р1В найдём из треугольника Р1ВС: 
sinα1
BC

BP  , где 
BP

AB

2

sinα   =
5

1
. Тогда 

51001 BP  см. Угловая скорость шатуна 
BP

VB
BC

1
ω   = 0,45 рад/с. Скорость 

точки С шатуна ВС найдём по теореме о проекциях скоростей. Спроектируем 

скорости CV


 и BV


 точек С и В на линию, проходящую через эти точки Имеем: 

cosα0cos BC VV  , откуда  CV  = 90 см/с.  

Угловая скорость кривошипа СО1 
CO

VC
CO

1
1

ω  = 1,8 рад/с. 

 
Рис. 2.18. Расчётная кинематическая схема 

планетарного механизма 
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Задача 30. В плоском механизме (рис. 2.19) кривошип ОА вращается во-

круг оси О с угловой скоростью OA . На 

конец А кривошипа насажена шестер-

ня 2, находящаяся во внешнем зацепле-

нии с неподвижным колесом 1. Радиусы 

колеса и шестерни 1r  и 2r . Шестерня 2 

соединяется с колесом 3 шатуном ВС, 

закреплённым на шестерне в точке В и 

на колесе в точке С. Колесо 3 катится 

без скольжения по горизонтальной поверхности. Все соединения шарнирные. 

Качение шестерни 2 по неподвижному колесу 1 без проскальзывания. Для по-

ложения механизма, изображенного на рис. 2.19, определить скорости точек А, 

В, С и угловые скорости шатуна ВС, шестерни 2 и колеса 3, если OA = 4 рад/с; 

1r = 4 см; 2r  = 3r = 8 см.  

Решение 

Рассмотрим вращательное движение  кривошипа  ОА.  Скорость точки  А 

кривошипа: OAV OAA  = 48 см/с. Вектор скорости AV


 направлен перпенди-

кулярно кривошипу ОА в сторону его 

вращения (рис. 2.20).  

При качении шестерни 2 по не-

подвижной поверхности колеса 1 точка 

их соприкосновения 2P  является мгно-

венным центром скоростей шестерни.  

Угловая скорость шестерни 2 

2
2 AP

VA = 6 рад/с.  

Скорость точки В шестерни 2 22 BPVB   = 96 см/с.  

 
Рис. 2.19. Схема движения плоского  

механизма 

 
Рис. 2.20. Расчетная схема  

для определения угловых скоростей  
звеньев механизма 
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Точка 3P  касания колеса 3 с неподвижной поверхностью является его 

мгновенным центром скоростей. Вектор CV


 скорости точки С колеса 3 перпен-

дикулярен линии Р3С и направлен в сторону качения колеса (см. рис. 2.20). 

 Мгновенный центр скоростей шатуна ВС – точка 4P  находится на пере-

сечении перпендикуляров, восстановленных к скоростям точек В и С. По по-

строению ВР4 = ВС  = ВD + DC = 2r2 + r3 = 24 см. Угловая скорость шатуна ВС 

4BP

VB
BC   = 4 рад/с. Так как ВР4 = СР4, скорости точек С и В  CV  = 96 см/с.   

Угловая скорость колеса 3 
3

3 CP

VC = 12 рад/с. 

Задача 31.  В плоском механизме (рис. 2.21) кривошип ОС, вращаясь во-

круг неподвижной оси О, приводит в движение два шатуна СD и СЕ, присо-

единённых к кривошипу в точке С. Шатун СЕ 

прикреплён в точке Е к ободу цилиндрическо-

го выступа диска 1, который катится без про-

скальзывания своим выступом по неподвиж-

ному горизонтальному рельсу. К другому ша-

туну СD в точке D прикреплён ползун, пере-

мещающийся вдоль направления вертикально-

го диаметра диска 1. Все соединения шарнир-

ные. Радиусы диска и цилиндрического вы-

ступа 1R  = 3 см,  1r  = 2 см. Длина шатуна СЕ = 4 см. В заданном положении ме-

ханизма (см. рис. 2.21) шатун СЕ горизонтален.  

Определить скорости точек А, Е, С, D и угловые скорости диска 1, шату-

нов СЕ, СD и кривошипа СО, если известна скорость точи В на ободе диска 1 

BV = 10 см/с  и направление 1ω  угловой скорости диска. 

 

 

 
Рис. 2.21. Схема движения 

плоского механизма 
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Решение 

Изобразим вектор скорости точки В диска 1 в соответствии с заданным 

направлением его движения. При качении диска 1 по неподвижной поверхно-

сти рельса точка 1P  касания обода высту-

па с поверхностью рельса является его 

мгновенным центром скоростей (рис. 

2.22). 

Угловая скорость диска 1 

1
1ω

BP

VB = 2 рад/с. Скорость точки  А 

11 APVA   = 4 см/с. Скорость точки Е 

11ω EPVE  = 4 см/с. Вектор скорости AV


 

и вектор скорости EV


  перпендикулярны, 

соответственно, линиям АР1 ЕР1 и направлены в сторону вращения диска.  

Шатун СЕ совершает плоскопараллельное движение. Скорость точки С 

шатуна неизвестна по величине, но известно, что вектор скорости CV


 перпен-

дикулярен кривошипу ОС и направлен вдоль СЕ в сторону точки Е. Мгновен-

ный центр скоростей 2P  шатуна СЕ находится на пересечении перпендикуля-

ров, восстановленных к скоростям EV


 и CV


 (см. рис. 2.22).  

Расстояние 
30cos

2
EC

EP   = 4,62 см. Угловая скорость шатуна СЕ  

2
ω

EP

VE
CE   = 0,86 рад/с. Направление угловой скорости шатуна, определяемое 

по направлению скорости точки Е, на рис. 2.22 показано дуговой стрелкой 

CE . Скорость точки  С  шатуна СЕ 2CPV CEC   =
2
EV

= 2 см/с.  

 
Рис. 2.22. Расчётная схема  

для определения скоростей точек  
и угловых скоростей звеньев  

механизма 
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Длина кривошипа ОС = ВК = 30sin11 rR  = 4 см. Угловая скорость кри-

вошипа 
OC

VC
OC ω = 0,5 рад/с. 

Для шатуна СD известны величина и направление вектора CV


 скорости 

точки С  и направление вектора DV


 скорости точки D. Мгновенный центр ско-

ростей шатуна СD находится в точке Р3, полученной на пересечении перпенди-

куляров, восстановленных к скоростям CV


 и DV


.  

Расстояние DKCP 3 =  30)ctgcos30( 1rCE  = 9,92 см (см. рис. 2.22). Уг-

ловая скорость шатуна СD: 
3

ω
CP

VC
CD  = 0,21 рад/с.   

Скорость ползуна D: 3ω DPV CDD   = )cos30(ω 1
rCECD  = 1,2 см/с. 

 

Упражнения 

 

Упражнение 2.3 Упражнение 2.4 
 

 

 
 

 

 
 

Рис. 2.23. Задания для самостоятельного решения. Упражнения 2.3, 2.4  
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Упражнение 2.5 Упражнение 2.6 
 
 

 

 

 

 

Упражнение 2.7 Упражнение 2.8 
 

 

 

 

 

Рис. 2.24. Задания для самостоятельного решения. Упражнения 2.5 – 2.8  
 

2.4. Ускорения точек при плоскопараллельном движении 
 твёрдого тела 

Ускорение любой точки М плоской фигуры при плоскопараллельном 

движении твердого тела представляется как сумма векторов  

n
MAMAAM aaaa


  , где Aa


 – ускорение полюса А; 

MAa


, n
MAa


 – касательная и 
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нормальная составляющие ускорения точки М при вращении фигуры вокруг 

полюса А (рис. 2.25).  

Вектор  нормального ускорения 

n
MAa


 всегда направлен от точки М к по-

люсу А. Вектор касательного ускорения 


MAa


 направлен перпендикулярно от-

резку АМ в сторону вращения, если оно 

ускоренное (см. рис. 2.25, а), и против 

вращения, если оно замедленное (см. 

рис. 2.25, b). Величины касательного и 

нормального составляющих ускорения 

точки М определяются по формулам: 

AMaMA  ;  AMan
MA  2 , где  ,   – угловая скорость и угловое ускоре-

ние тела (плоской фигуры); АМ  –  расстояние от точки М до полюса А. 

Если при движении плоской фигуры  известны траектории  движения по-

люса А и точки М, то  для определения ускорения точки М используется век-

торное равенство n
MM aa


 = n

MAMA
n
AA aaaa


  , где 

Ma


, n
Ma


, 

Aa


, n
Aa


 – каса-

тельная и нормальная составляющие ускорения точки М и полюса А при дви-

жении их по заданным траекториям. 

 

Примеры решения задач на определение ускорений точек 
 

Задача 32.  Поршень D гидравлического пресса приводится в движение 

шарнирно-рычажным механизмом ОАВD. В положении механизма, указанном 

на рис. 2.26, точка L рычага имеет скорость LV  = 0,6 м/с и ускорение 

La = 0,5 м/с2. Длина рычага ОА = 2·АL = 0,6 м, длина звена АВ = 0,4 м. Опреде-

лить скорость и ускорение поршня D, угловую скорость и ускорение звена АВ. 

 
Рис. 2.25. Ускорение точки  

плоской фигуры: 
а – ускоренное движение;  
b – замедленное движение 
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Решение 

Найдём угловую скорость рычага ОL: 
OL

VL
OL  = 

3

2
 рад/с.  

Ускорение точки L представляется в 

виде суммы векторов нормального и каса-

тельного ускорений: n
LLL aaa


 τ    

(рис. 2.27). Модуль нормального ускорения 

точки L OLa OL
n
L  2ω = 0,4 м/с2. Модуль её 

касательного ускорения  и  угловое уско-

рение рычага, соответственно, равны: 

 

22τ )( n
LLL aaa  = 0,3 м/с2,  

OL

aL
OL

τ
ε  =

3

1
 рад/с2. 

Скорость AV


 точки А перпендикулярна рычагу ОL и направлена в сторо-

ну вращения рычага. Её модуль OAV OLA  ω = 0,4 м/с. Скорость BV


 точки В 

направлена вертикально вверх вдоль линии движения поршня. Направления 

векторов скоростей AV


 и BV


 пока-

заны на рис. 2.27. Точка Р1 – пере-

сечения перпендикуляров, восста-

новленных  к векторам скоростей 

AV


 и BV


 - определяет положение 

мгновенного центра скоростей зве-

на АВ. Расстояние 30cos11  BPAP  

= 3,40  м.  

Угловая скорость звена АВ 
AP

VA
AB

1
 =

3

1
 рад/с.  

 
Рис. 2.26. Шарнирно-рычажный 

 механизм гидравлического  
пресса 

 

 
Рис. 2.27. Расчётная кинематическая схема  

механизма 
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Представим ускорение точки В через полюс А: n
BABAAB aaaa


 τ , где 

Aa


 – ускорение полюса А; 
BAa


, n

BAa


 – касательная и нормальная составляющие 

ускорения точки В при вращении звена АВ вокруг полюса А. Так как траекто-

рией точки А является окружность с центром в точке О, ускорение этой точки 

может быть разложено на две составляющие: n
AAA aaa


 τ . В результате уско-

рение точки В представляется в виде векторной суммы 

n
BABA

n
AAB aaaaa


 ττ . Направления векторов ускорений показаны на 

рис. 2.27. 

Модули ускорений: 

OAa OL
n
A  2ω  = 0,27 см/с2; ABa AB

n
BA  2  = 0,13 см/с2; 

OAa OLA  = 0,2 см/с2. 

Ускорение ABa ABBA  ε  остаётся неизвестной величиной, так как угло-

вое ускорение AB  звена АВ неизвестно.  

Спроектируем векторное равенство ускорения точки В на оси x, y, где ось 

x проходит вдоль линии звена АВ, ось y – перпендику-

лярна ей  (рис. 2.28). Получим  равенства: 

 n
BAAB aaa  τ30cos  ;  τ60cos BA

n
AB aaa   . 

Решая систему уравнений, находим модуль ускорения 

точки В: Ba  = 0,38 см/с2 и величину касательного уско-

рения: τ
BAa = 0,46 см/с2. Угловое ускорение стержня АВ 

AB

aBA
AB


ε = 1,15 рад/с2. Направление углового ускорения ABε  звена АВ опре-

деляется направлением вектора 
BAa


 касательного ускорения точки В  при вра-

щении звена вокруг полюса А (см. рис. 2.28). 

Ускорение поршня D равно ускорению точки В:  Da = Ba  = 0,38 см/с2. 

 
Рис. 2.28. Вычисление  

проекций векторов 
 ускорений 
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Задача 34.  Колесо 1 радиуса r1 = 0,6 м катится без скольжения по пря-

молинейному участку пути и приводит в 

движение шатун 2, соединённый шарнир-

но с колесом в точке В на его ободе. На 

другом конце шатуна в точке С к нему 

присоединён ползун, перемещающийся 

горизонтально (рис. 2.29).  

В положении механизма, показан-

ном на рис. 2.29, найти ускорение центра 

А колеса 1, его угловое ускорение, а также угловое ускорение шатуна 2, если 

заданы скорость и ускорение ползуна С:  CV  = 9 м/с; Ca  = 4 м/с2. 

Решение 

При качении диска 1 по неподвижной поверхности точка Р1 касания его с 

поверхностью является мгновенным центром 

скоростей диска. Вектор скорости  BV


 пер-

пендикулярен линии Р1В. Восстановим пер-

пендикуляры к скоростям  BV


 и CV


. Их пере-

сечение в точке Р2 определяет положение 

мгновенного центра скоростей шатуна 2 

(рис. 2.30).  

Вычислим необходимые расстояния. 

Расстояние Р1В (см. рис. 2.30) найдём 

из треугольника Р1АВ по теореме косинусов: 

Р1В = 31r  = 1,04 м. Из построения мгновенных центров скоростей Р1 и Р2 сле-

дует: Р1В = ВР2  = ВС. Расстояние Р2С определяется из треугольника Р1Р2С: 

Р2С = 30cos21 PP = 1,8 м. 

 
Рис. 2.29. Механизм, связывающий  
качение колеса с поступательным 

движением ползуна  

 
 

Рис. 2.30. Расчётная схема 
механизма для определения 

скоростей точек 



 89

Угловая скорость шатуна 2 
CP

VC

2
2   = 5рад/с. Направление угловой 

скорости 2  определяется направлением скорости CV


.  

Скорость точки В найдём по формуле BPVB 22   = 5,2 м/с.  

Угловая скорость диска 1 
BP

VB

1
1   = 5 рад/с. Скорость центра колеса 1 

APVA 11   = 3 м/с.  

Найдём ускорение точки А.  

Примем точку В за полюс и выразим ускорение точки А через полюс В: 

n
ABABBA aaaa


 τ , где Ba


 – ускорение полюса В; 

ABa


, n
ABa


 – касательная и 

нормальная составляющие ускорения точки А при вращении диска 1 вокруг 

полюса В (рис. 2.31). Направления ускоре-

ния точки Aa


 и касательной составляю-

щей ускорения 
ABa


 точки А выбраны в 

предположении ускоренного движения 

диска.  

Ускорение полюса В выразим через 

полюс С:  n
BCBCCB aaaa


 τ , где Ca


 – 

ускорение полюса С; 
BCa


, n

BCa


 – каса-

тельная и нормальная составляющие ускорения точки В при вращении шату-

на 2 вокруг полюса С. Направление касательной составляющей ускорения 
BCa


 

точки В выбрано в направлении вращения шатуна 2 (см. рис. 2.30) исходя из 

предположения его ускоренного движения. В результате ускорение точки А 

выражается векторной суммой:  

n
ABABA aaa


 τ  + C

n
BCBC aaa


τ . 

Направления векторов ускорений показаны на рис. 2.31.  

 
Рис. 2.31. Расчётная схема 

механизма для определения 
ускорений точек 
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Заметим, что в любой момент времени движения колеса 1 расстояние от 

точки А до мгновенного центра скоростей колеса Р1 остаётся постоянным, рав-

ным радиусу колеса. Дифференцируем выражение APVA 11   = 11 r . Полу-

чим 111
1 rr

dt

d

dt

dVA 


 , откуда с учётом A
A a

dt

dV
 (прямолинейное движение 

точки А) угловое ускорение диска 1 
1

1 r

aA . В результате, касательное ускоре-

ние 
ABa  точки А при вращении диска 1 вокруг полюса В AAB aABa 

1 . 

Найдём модули векторов ускорений: 

ABan
AB  2

1ω = 15 м/с2; BCan
BC  2

2ω = 26 м/с2. 

Ускорение BCaBC 
2  остаётся неизвестным. Применить здесь способ 

дифференцирования выражения CPVC 22   для определения углового уско-

рения 2ε  невозможно, так как расстояние Р2С от мгновенного центра скоро-

стей Р2 шатуна 2 до точки С меняется во время движения механизма неизвест-

ным образом.  

Спроектируем векторное равенство ускорения точки А на оси x, y, вы-

бранные, как показано на рис. 2.31. Получим систему уравнений:  

проекция на ось x: τ60cos ABA aa   60cosC
n
BC aa  ; 

проекция на ось y: n
ABA aa 30cos 30cosτ

CBC aa  . 

Из первого уравнения с учётом того, что AAB aa  , найдём ускорение 

точки А: Aa  = 18,67 м/с2. Положительное значение ускорения точки А означает, 

что вектор Aa


 направлен так, как показано на рис. 2.31, – в сторону направле-

ния вектора скорости AV


. Из этого следует, что диск 1 движется  ускоренно и 

угловое ускорение направлено в сторону его угловой скорости.  
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Из второго уравнения получим: 
BCa = 2,29 м/с2. Угловое ускорение ша-

туна 2: 
BC

aBC
τ

2   = 2,2 рад/с2. Из того, что касательное ускорение 
BCa  положи-

тельно, следует, что направление вектора 
BCa


 совпадает с направлением, ука-

занным на рис. 2.31. Это, в свою очередь, означает, что в данном положении 

механизма угловое ускорение шатуна 2 направлено так, как показано на 

рис. 2.31, – по направлению его угловой скорости, то есть шатун 2 вращается  

ускоренно.  

 

Задача 35.  По неподвижной шестерне 1 радиуса r1 обкатывается ше-

стерня 2 радиуса r2, насаженная в центре на кривошип ОА  (рис. 2.32). Криво-

шип ОА вращается вокруг оси О с угло-

вой скоростью OA  и угловым ускоре-

нием OA .  На ободе шестерни 2 в точке 

В шарнирно прикреплен стержень ВС, 

соединенный другим концом с центром 

С диска 3, катящегося без скольжения 

вдоль горизонтальной прямой. Радиус 

диска 3 равен радиусу шестерни 2: 

3r  = 2r . Для положения механизма, изображенного на рис. 2.32, определить 

ускорение точки D и угловое ускорение стержня ВС, если 1r = 0,2 м, 2r  = 0,4 м, 

OA = 4 рад/с, OA = 2 рад/с2. Длина стержня ВС = 1 м. 

Решение 

Найдём угловые скорости звеньев механизма. 

Рассмотрим  вращательное  движение  кривошипа  ОА. Скорость его  

точки  А: OAV OAA   = 2,4 м/с. Вектор скорости AV


 направлен перпендику-

лярно кривошипу ОА в сторону его вращения (рис. 2.33).  

 

Рис. 2.32. Схема движения плоского  
механизма 
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При качении подвижной шестерни 2 по неподвижной 1, точка  их сопри-

косновения 2P  является мгновенным центром скоростей шестерни 2. Угловая 

скорость шестерни 2: 
2

2 AP

VA = 6 рад/с. Скорость точки В шестерни 2: 

22 BPVB   = 4,8 м/с.   

Для определения угловой скоро-

сти стержня ВС заметим, что  скорости 

двух точек стержня BV


 и CV


 параллель-

ны,  но точки В и С не лежат на общем 

перпендикуляре к скоростям. В этом 

случае мгновенный центр скоростей 

стержня ВС отсутствует (или бесконеч-

но удалён), угловая скорость стержня 

равна нулю и стержень  совершает 

мгновенное поступательное движение. 

При таком движении мгновенные скорости всех точек стержня ВС одинаковы 

по величине и направлению. Таким образом, BC  = 0; CV = BV = 4,8 м/с. 

При качении диска 3 по неподвижной поверхности без проскальзывания 

точка 3P  касания диска с поверхностью является его мгновенным центром ско-

ростей. Угловая скорость диска 3: 
3

3 CP

VC = 12 рад/с. Направление угловой 

скорости  3  определяется направлением вектора CV


. 

Найдём ускорения точек и угловые ускорения звеньев механизма. 

Выразим ускорение Ca


 точки С, направленное вдоль линии движения 

центра колеса 3, через полюс В. Ускорение представляется векторной суммой: 

 CB
n
CBBC aaaa


, где Ba


 – вектор ускорения полюса В; n

CBa


, 
CBa


 – нор-

мальная  и касательная  составляющие ускорения точки С при вращении 

 
Рис. 2.33. Расчетная схема  

для определения  угловых скоростей 
звеньев механизма 
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стержня ВС вокруг полюса В. 

Вектор n
CBa


 направлен вдоль 

стержня от точки С к полюсу В, 

вектор 
CBa


 перпендикулярен 

стержню ВС. Направление векто-

ра 
CBa


 выбрано по предполагае-

мому угловому ускорению 

стержня ВС, показанному на 

рис. 2.34 дуговой стрелкой CB .  

Рассмотрим плоскопараллельное движение шестерни 2 и выразим уско-

рение точки В через полюс А в виде векторного равенства:  BA
n
BAAB aaaa


, 

где Aa


 – ускорение полюса А; n
BAa


, 

BAa


 – нормальная и касательная  составля-

ющие ускорения точки В при вращении шестерни 2  вокруг полюса А. Вектор 

n
BAa


 направлен вдоль радиуса шестерни от точки В к полюсу А, вектор 

BAa


 

перпендикулярен линии ВА. Направление вектора 
BAa


 соответствует ускорен-

ному вращению шестерни 2. 

 Рассмотрим вращение кривошипа ОА. Вектор ускорения точки А криво-

шипа при вращении его вокруг неподвижной оси О представляется в виде сум-

мы:  A
n
AA aaa


, где n

Aa


 и 
Aa


 – вектора нормальной и касательной составля-

ющих  ускорения точки А. Вектор n
Aa


 направлен вдоль кривошипа по направ-

лению к оси вращения, вектор 
Aa


 перпендикулярен кривошипу и направлен в 

сторону углового ускорения OA  вращения кривошипа. 

В результате для определения ускорения точки С имеем векторное равен-

ство: 

 A
n
AC aaa


+  BA

n
BA aa


+ n

CBa


+ 
CBa


. 

 
Рис. 2.34. Расчетная схема  

для определения ускорений точек меха-
низма и угловых ускорений его звеньев 
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Направления всех векторов ускорений показаны на  рис. 2.34.  

Вычислим модули векторов, составляющих векторную сумму: 

OAa OA
n
A  2 = 9,6 м/с2;  OAa OAA   = 1,2 м/с2; 

BAan
BA  2

2  = 14,4 м/с2;  BCa BC
n
CB  2 = 0. 

Заметим, что во время движения шестерни 2 расстояние АР2 остается по-

стоянным, равным r2. Дифференцируя равенство 22 APVA   = 22r , полу-

чим: 2
2 r

dt

d

dt

dVA 
 . При криволинейном движении точки А производная от ско-

рости  равна касательному ускорению:  A
A a

dt

dV
. С учётом, что 2

2 

dt

d
, по-

лучим: 22
τ raA  , откуда 

2
2 r

aA


  =  3 рад/с2 и  BAaBA 
2  = 1,2 м/с2.  

Выберем оси Сx, Сy, как показано на рис. 2.34, – вдоль отрезка ВС и пер-

пендикулярно ему и спроектируем на них векторное равенство ускорения точ-

ки С. Получим систему уравнений: 

cosCa = sinn
Aa +  cosAa + sinn

BAa +  cosBAa – n
CBa ; 

sinCa =– cosn
Aa +  sinAa – cosn

BAa +  sinBAa + 
CBa , 

где   – угол между стержнем ВС и линией центров АС, 
BC

AB
sin  = 0,4; 

92,0cos  . 

Находим из первого уравнения ускорение точки С: Ca  = 12,83 м/с2, из 

второго – касательное ускорение точки С при вращении стержня ВС вокруг по-

люса В: 
CBa  = 33,95 м/с2. Величина углового ускорения стержня ВС: 

BC

aCB
CB



  = 33,95 рад/с2. Положительное значение 
CBa  означает, что вектор 

касательного ускорения 
CBa


 направлен так, как показано на рис. 2.34. Тогда и 
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направление углового ускорения CB  стержня ВС совпадает с направлением, 

показанным дуговой стрелкой  на рис. 2.34.  

При качении диска 3 точка С движется по 

прямой и расстояние 3CP  остается постоянным, 

равным радиусу диска 3. В этом случае равенство 

33 CPVC   = 33r  можно продифференцировать 

по времени. Получим: 3
3 r

dt

d

dt

dVC 
 . Так как дви-

жение точки С является прямолинейным, производная от скорости точки С 

равна ускорению этой точки: C
C a

dt

dV
 . Тогда с учётом 3

3 

dt

d
 имеем равен-

ство 33raC  . Угловое ускорение диска 3: 
3

3 r

aC  = 32,07 рад/с2. 

Выразим ускорение точки D через полюс С, ускорение которого известно 

и по величине, и по направлению:  DC
n
DCCD aaaa


, где Ca


 – ускорение 

точки С; n
DCa


, 

DCa


 – нормальное и касательное составляющие ускорения точки 

D при вращении диска 3 вокруг полюса С. Модули ускорений  

Ca  = 12,83 м/с2; n
DCa  = DC2

3  = 57,6 м/с2; DCaDC 3
 = 12,83 м/с2. 

Проведём оси Dx  и Dy ,  как показано на рис. 2.34, и спроектируем век-

торное равенство ускорения точки D на оси.  Получим систему уравнений: 

n
DCCDx aaa  30cos ;    DCCDy aaa 60cos . 

Подставляя в уравнения проекций значения модулей ускорений, найдём:  

Dxa = 46,49 м/с2; Dya = 19,25 м/с2.  

Величина ускорения точки D: 22
DyDxD aaa  =  50,32 м/с2. 

Заметим, что для определения ускорения точки D невозможно было сразу 

использовать приём с последовательным выражением ускорения точки D через 

 

 
Рис.2.35. Расчетная схе-

ма для определения   
ускорения точки D 
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ускорения полюсов С, В и А, так как в полученной в результате проекций си-

стеме двух уравнений будет три неизвестных  величины - Dxa , Dya  и величина 

ускорения 
CBa . 

Задача 36.  Механизм качалки (рис. 2.36) включает в себя кривошип ОА, 

вращающийся вокруг неподвижной оси О, шестерню 1 радиуса r1, насаженную 

на кривошип в точке А и обка-

тывающуюся по неподвижной 

цилиндрической поверхности, и 

шатун ВС, присоединённый од-

ним концом в точке В к ше-

стерне, а другим – в точке С к 

коромыслу  СО1. В положении,  

указанном на рис. 2.36, определить угловую скорость и угловое ускорение ко-

ромысла СО1, если OA  = 2 рад/с; OA  = 4 рад/с2; ОА = 0,8 м; r1 = 0,4 м; АВ = 0,2 

м; ВС = 0,6 м. Для этого же положения определить ускорение точки С. 

Решение 

Найдём угловые скорости звеньев механизма.  

Скорость точки А кривошипа OAV OAA  ω  = 1,6 м/с. Вращаясь, криво-

шип передаёт движение шестерне 1, которая катится по неподвижной поверх-

ности. Точка касания Р1 шестерни с неподвижной поверхностью является 

мгновенным центром скоростей шестерни. Тогда её угловая скорость 

1
1ω

AP

VA  = 4 рад/с. Направление угловой скорости показано на рис. 2.37 дуго-

вой стрелкой 1ω .  

Расстояние от мгновенного центра скоростей шестерни до её точки В 

Р1В = 0,45 м. Скорость точки В: BPVB 11ω  = 1,8 м/с. Вектор скорости BV


 

перпендикулярен линии Р1В и направлен в сторону вращения шестерни. 

 
Рис. 2.36. Механизм качалки 
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При вращении коромысла СО1 вокруг неподвижной оси О1 вектор скоро-

сти CV


 перпендикулярен коромыслу. Точка Р2, лежащая на пересечении пер-

пендикуляров, восстановленных к векторам BV


 и CV


 – скоростей точек В и С, 

является мгновенным центром скоростей шатуна ВС (рис. 2.37). Расстояние 

30cosBCBK  = 0,52 м; 
1

1cosα
BP

AP
 = 0,89; 

cosα2
BK

BP  = 0,58 м. Угловая ско-

рость шатуна 
2

ω
BP

VB
BC   = 3,1 рад/с. 

Направление угловой скорости шатуна 

показано на рис. 2.37 дуговой стрел-

кой BCω .  

Расстояние 

sinα30sin 22  BPBCCP   = 0,04 м. 

Скорость точки С шатуна ВС: 

CPV BCC 2ω   = 0,12 м/с. Длина коромысла 11 KOCKCO  = 0,5 м, угловая 

скорость коромысла 
1

1
ω

CO

VC
CO   = 0,24 рад/с.  

Найдём ускорения звеньев механизма. 

Считая, что точка С принадлежит шатуну ВС, выразим ускорение точки 

С через полюс В:  CB
n
CBBC aaaa


, где Ba


 – ускорение полюса В; n

CBa


, 
CBa


 

– нормальная  и касательная  составляющие вектора ускорения точки С при 

вращении шатуна вокруг полюса В.  

Полагая, что точка В принадлежит шестерне 1,  выразим её ускорение че-

рез полюс А: τ
BA

n
BAAB aaaa


 , где Aa


 – ускорение точки А шестерни; n

BAa


, 


BAa


 – нормальная  и касательная  составляющие вектора ускорения точки В  

при вращении шестерни вокруг полюса А.  

 

 
Рис. 2.37. Расчётная схема 

для определения угловых скоростей  
звеньев механизма 
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Поскольку точка А принадлежит и кривошипу ОА, а точка С – коромыслу 

СО1, вращающихся вокруг своих неподвижных осей, вектора ускорений этих 

точек можно представить в виде 

сумм векторов: 

 A
n
AA aaa


, τ

C
n
CC aaa


 , 

где n
Aa


, 

Aa


 – нормальная  и каса-

тельная  составляющие вектора 

ускорения точки А  при вращении 

кривошипа вокруг оси О; n
Ca


, 

Ca


 – 

нормальная  и касательная  состав-

ляющие вектора ускорения точки С  при вращении коромысла вокруг оси О1.  

 В результате подстановок получим полное векторное равенство, связы-

вающее ускорения точек механизма:  

τ
C

n
C aa


 = τ

CB
n
CB aa


 + τ

BA
n
BA aa


 +  A

n
A aa


. 

Направления векторов ускорений показаны на рис. 2.38.  

Модули векторов ускорений:  

1
2

1
ω COa CO

n
C   = 0,03 м/с2;  CBa CB

n
CB  2ω  = 5,77 м/с2, 

OAa OA
n
A  2ω  = 3,2 м/с2; OAa OAA  ετ  = 3,2 м/с2, 

BAan
BA  2

1ω  = 3,2 м/с2;  BAaBA  1
τ ε . 

Для определения 1ε  углового ускорения  шестерни 1 продифференциру-

ем равенство 11 APVA  = 11r . Получим: 11
τ raA  , откуда 

1
1 r

aA


 = 8 рад/с2. 

Тогда τ
BAa  = 1,6 м/с2.  

 
Рис. 2.38. Расчётная схема 

для определения ускорений  
точек механизма 
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Неизвестными в векторном равенстве ускорений остаются модули векто-

ров 
CBa


 и 

Ca


. Выберем ось x вдоль шатуна ВС, как показано на рис. 2.38, и 

спроектируем на неё полное векторное равенство.  

Получим уравнение: 

 
30cos60cos τ

C
n
C aa  = n

CBa  30cos60cos τ
BA

n
BA aa   60cos30cos  A

n
A aa ,  

откуда найдём ускорение 
Ca  = 11,94 м/с2. Угловое ускорение качалки 

1

τ

1 CO

aC
CO   = 23,88 рад/с2.  

Положительное значение касательного ускорения 
Ca  свидетельствует о 

том, что направление вектора ускорения 
Ca


 совпадает с направлением, пока-

занным на рис. 2.38. В эту же сторону направлена и скорость CV


 точки С 

(см. рис. 2.37). Следовательно, в данном положении движение качалки уско-

ренное и угловое ускорение направлено в сторону угловой скорости. 

 

Упражнения 

 
Упражнения 2.9 Упражнения 2.10 

 

 

 
 
 

 
Рис. 2.39. Задания для самостоятельного решения. Упражнения 2.9, 2.10  
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3. СЛОЖНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ  

3.1. Основные понятия и определения сложного движения точки 
 

Рассматривается подвижное твердое тело и точка, перемещающаяся от-

носительно тела.  

Неподвижная система координат, относительно которой определяются  

движения точки и тела, называется основной. Связанная с телом и движущаяся 

вместе с ним  система координат называется подвижной.  

Движение точки относительно подвижной системы координат (фактиче-

ски движение точки относительно тела) называется относительным. Перенос-

ным движением называют движение, которое совершает точка вместе с по-

движной системой координат (фактически вместе с телом). Движение точки 

относительно основной (неподвижной) системы координат называется абсо-

лютным. 

Скорость точки относительно подвижной системы координат называют 

относительной скоростью, ускорение – относительным ускорением.  

Переносной скоростью точки и  переносным ускорением называют 

скорость и ускорение той точки тела, с которой в данный момент совпадает 

движущаяся точка.  

Скорость и ускорение точки относительно основной системы называют 

абсолютной скоростью и абсолютным ускорением. 

При вычислении абсолютной скорости используется теорема о сложении 

скоростей: скорость абсолютного движения точки равна векторной сумме 

переносной и относительной скоростей:  re VVV


 , где ,V


 eV


, rV


 – вектора 

абсолютной, переносной и относительной скоростей точки.  

При вычислении абсолютного ускорения используется теорема Кориоли-

са о сложении ускорений: абсолютное ускорение точки равно векторной 

сумме трех ускорений – относительного,  переносного и ускорения Корио-

лиса:  кaaaa re


 ,  где a


 – вектор абсолютного ускорения точки; re aa


,  – 
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вектора соответственно переносного и относительного ускорений точки; кa


 – 

вектор ускорения Кориолиса.  

Вектор ускорения Кориолиса определяется векторным произведением: 

)(2к re Va


 , где e


 – вектор угловой скорости переносного движения;   rV


 

– вектор относительной скорости точки. Модуль ускорения Кориолиса: 

sinα2к re Va


 ,  где  α  – 

угол между вектором угловой 

скорости переносного движения 

e


 и вектором относительной 

скорости точки rV


 (рис. 3.1).  

На рис. 3.1 показан способ 

определения вектора ускорения 

Кориолиса по правилу Н. Е. Жу-

ковского. Правило состоит в следующем. Построим плоскость П, перпендику-

лярную вектору угловой скорости e


, и спроектируем  вектор относительной 

скорости rV


 на эту плоскость. Проекцию обозначим 
rV


 (см. рис. 3.1). Чтобы 

получить направление ускорения Кориолиса, следует вектор проекции относи-

тельной скорости 
rV


 повернуть на 90° в плоскости П  вокруг оси переносного 

вращения в направлении этого вращения. 

 Если сложное движение точки происходит в плоскости, перпендикуляр-

ной оси переносного вращения, направление ускорения Кориолиса можно по-

лучить простым поворотом вектора относительной скорости на угол 90° вокруг 

оси переносного вращения в направлении этого вращения. При этом модуль 

ускорения Кориолиса 90sin2к re Va   = reV2 . 

 

 

 

Рис. 3.1. Определение ускорения Кориолиса  
по правилу Жуковского 
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Примеры решения задач на сложное движение точки 

Задача 37. Компрессор с криволинейными каналами (рис. 3.2) вращается 

с постоянной угловой скоростью ω  = 10 рад/с вокруг оси О, перпендикулярной 

плоскости рисунка. Воздух перемещается  по каналу 

АВ с постоянной относительной скоростью  rV  = 4 м/с. 

Найти ускорение частицы воздуха в начале канала в 

точке А и проекции этого ускорения на оси неподвиж-

ной системы координат xOy, если радиус ОА  = 0,5 м, 

радиус кривизны канала в точке А ρ  = 0,8 м, угол меж-

ду нормалью n к кривой АВ в точке А и радиусом ОА 

α  = 30º. 

Решение 

Переносным движением для частицы воздуха будет вращательное дви-

жение компрессора, а скорость точки  А компрессора, где по условию находит-

ся частица воздуха, будет её переносной скоростью: OAVe  ω = 5 м/с.  Вектор 

eV


 переносной скорости частицы перпендикулярен радиусу ОА и направлен в 

сторону угловой скорости вращения компрес-

сора (рис. 3.3).   

Вектор rV


относительной скорости ча-

стицы воздуха  направлен вдоль касательной к 

кривой АВ (стенки канала) в точке А. 

Вектор абсолютной скорости частицы 

воздуха равен геометрической сумме векторов 

относительной и переносной скоростей: 

er VVV


  (см. рис. 3.3). Спроектируем это векторное равенство на оси x, y. 

Получим систему уравнений: 

cos30rex VVV   = 8,46 м/с; cos60ry VV   = 2 м/с. 

 
Рис.3.2. Движение 
воздуха по каналу 

компрессора 

 
 

Рис. 3.3. Построение вектора  
абсолютной скорости частицы 
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Модуль абсолютной скорости 22
yx VVV  = 8,69 м/с.  

Найдём ускорение частицы воздуха. 

Абсолютное ускорение частицы определяется по теореме сложения уско-

рений: 

кaaaa er


 . 

В относительном движении частица движется между стенками канала по 

криволинейной траектории, и её ускорение ra


 пред-

ставляется суммой:  r
n
rr aaa


, где  n

ra


, 
ra


 – век-

тора нормальной и касательной составляющих отно-

сительного ускорения частицы. 

Переносное ускорение частицы ea


 есть уско-

рение точки А вращающегося компрессора, которое 

выражается суммой  e
n
ee aaa


, где  n

ea


, 
ea


 – век-

тора нормальной и касательной составляющих переносного ускорения части-

цы. 

В результате абсолютное ускорение частицы воздуха в точке А выража-

ется векторной суммой: 

a


=  r
n
r aa


+  e

n
e aa


+ кa


. 

Вычислим модули ускорений: 

rr Va τ  = 0, 
ρ

2
rn

r
V

a   = 20 м/с2; OAae  ετ  = OAω  = 0,  

ran
e

2  = 50 м/с2; rVa  2к = 80 м/с2. 

Направление ускорения Кориолиса определяется простым поворотом 

вектора относительной скорости на угол 90° вокруг оси переносного вращения 

в направлении этого вращения. Вектора ускорений  показаны на рис. 3.4.  

 
Рис. 3.4. Составляющие 

ускорения частицы  
в сложном движении 
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Спроектируем векторное равенство ускорения частицы на оси неподвиж-

ной системы координат xOy. Получим: 

 60cos60cos кaaa n
rx  = 30 м/с2 ;  

 0cos30cos3 кaaaa n
e

n
ry  = – 101,96 м/с2.  

Модуль ускорения 22
yx aaa  = 106,28 м/с2. 

Задача 38. При совмещении работы механизмов подъёма груза и поворо-

та крана (рис. 3.5) груз А перемещается в горизон-

тальном и вертикальном направлениях. На участке 

разгона барабан В радиуса r1 = 0,5 м, на который на-

вит канат, поддерживающий груз, вращается с по-

стоянным угловым ускорением 1ε = 3 рад/с2, а кран 

разворачивается вокруг оси О1О2 с угловым ускоре-

нием 2ε  = 0,5 рад/с2.  

Пренебрегая отклонением каната от вертика-

ли, определить скорость и ускорение груза в момент 

времени 1t  = 1 с, если вылет стрелы крана до линии 

подвеса груза r2 = 10 м.  

Решение 

Подъём груза А на канате является для груза относительным движением, 

а вращение крана – переносным. Вектор абсолютной скорости груза равен 

сумме er VVV


 , где вектора относительной rV


 и переносной eV


 скоростей. 

При равноускоренном вращении барабана В из состояния покоя его угло-

вая скорость t11 εω  . В момент времени 1t  = 1 с 1ω = 3 рад/с. Скорость подъёма 

груза А в этот момент     11 1ω1 rVr   = 1,5 м/с. Вектор относительной скорости 

rV


 направлен вдоль линии движения груза, в сторону его подъёма (рис. 3.6).  

 
Рис. 3.5. Механизм  
поворотного крана 
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Угловая скорость крана при постоянном угловом ускорении t22 εω  .  

При 1t  = 1 с 2ω  = 0,5 рад/с. Переносная 

скорость груза А равна скорости груза, 

движущегося вместе со стрелой крана по 

окружности радиуса r2: 22ω rVe   = 5 м/с.  

Вектор переносной скорости груза eV


 

направлен по касательной к траектории 

переносного движения груза в сторону уг-

ловой скорости вращения крана (см. рис. 

3.6).  

Так как вектора относительной и пе-

реносной скоростей груза взаимно пер-

пендикулярны, модуль абсолютной скоро-

сти 22
er VVV  = 5,22 м/с. 

Найдём абсолютное ускорение груза. 

Теорема сложения ускорений имеет вид векторной суммы: 

кaaaa er


 = кaaaaa e
n
er

n
r


  , где n

ra


, 
ra


, n

ea


, 
ea


, кa


 – вектора нор-

мального и касательного ускорений груза в относительном и переносном дви-

жениях и ускорение Кориолиса. Найдём модули векторов ускорений. 

Нормальное относительное ускорение n
ra  груза, движущегося прямоли-

нейно, равно нулю: n
ra = 0, а касательное 

ra  равно по величине касательному 

ускорению точки на поверхности барабана: 11
τ rar   = 1,5 м/с2. Направление 

вектора 
ra


 относительного касательного ускорения груза определяется 

направлением углового ускорения барабана.  

 
Рис. 3.6. Расчётная схема 
для определения скорости  

и ускорения груза  
на поворотном кране 
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Переносные нормальное n
ea  и касательное 

ea  ускорения груза: 2
2
2ω ran

e   

= 2,5 м/с2; 22
τ rae   = 5 м/с2. Вектор касательного ускорения 

ea


 направлен в 

сторону углового ускорения вращения крана. 

Ускорение Кориолиса кa  равно нулю, так как вектор rV


 параллелен век-

тору 2ω


: кa = 0.  

Направления векторов ускорений, модули которых отличны от нуля,  по-

казаны на рис. 3.6. В результате вектор абсолютного ускорения груза представ-

лен в виде разложения на три взаимно перпендикулярных вектора: 

 re
n
e aaaa

 τ , поэтому модуль абсолютного ускорения груза 

22τ2 )()()( re
n
e aaaa


 = 5,79 м/с2. 

 Задача 39. Фигура, состоящая из половины диска и построенного на его 

диаметре равнобедренного треугольника (рис. 3.7), вращается вокруг оси, пер-

пендикулярной плоскости фигуры и проходящей 

через вершину А треугольника, по закону 

225 tte   рад. Положительное направление 

вращения отмечено на схеме дуговой стрелкой  .  

По ободу диска из начального положения В  

движется точка М. Уравнение движения точки: 

29 tSMB r 


, см.. Положительное направление отсчёта дуги ВМ показано 

дуговой стрелкой rS  (см. рис. 3.7). Радиус диска R  = 9 см.  Найти абсолютную 

скорость и абсолютное ускорение точки М в момент времени 1t  = 1 с. 

Решение 

Переносным движением точки М является вращение фигуры вокруг 

оси А, относительным – её движение по окружности обода диска.  

 
 

Рис. 3.7. Схема  
сложного движения точки 
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Положение точки М на окружности определяется центральным углом: 

R

Srα , где rS  – длина дуги окружности, пройденная точкой.  В момент време-

ни  1t = 1 с  9rS  см и  . Расчётное положение точки  М на  рис. 3.8 обо-

значено М1.   

Угловая скорость вращения фигуры равна модулю производной 

ee   = t45  . При 1t  = 1 с  1e  = 1 рад/с. 

Направление угловой скорости определяется 

знаком производной e . Положительная на 

данный момент времени величина производ-

ной ( e  = 1) показывает, что вращение фигу-

ры происходит в положительном направле-

нии отсчёта угла e  и отмечено на рис. 3.8 

дуговой стрелкой e . 

Переносная скорость точки eV  – это скорость расчётного положения точ-

ки М вращающейся фигуры: eee hV   = = 1AMe = 
30cos

ω Re  = 10,39 см/с. Вектор 

переносной скорости точки eV


 перпендикулярен отрезку АМ1 и направлен в 

сторону вращения фигуры (см. рис. 3.8). 

Скорость точки в относительном движении определяется как модуль 

производной: rr SV   = tπ18 . При 1t  = 1 с rV = 56,5 см/с.  Положительное зна-

чение производной π18rS > 0 указывает, что в этот момент времени относи-

тельное движение точки происходит в положительном направлении отсчёта 

дуги окружности, по которой движется точка. Вектор rV


 относительной скоро-

сти точки  перпендикулярен отрезку СМ1 и направлен в сторону её движения. 

Абсолютная скорость точки равна сумме векторов переносной и относи-

тельной скоростей re VVV


 . Для того чтобы найти абсолютную скорость 

 
Рис. 3.8.  Расчетная схема  

для вычисления абсолютной 
 скорости точки  
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точки, выберем оси координат М1x, М1y, как показано на рис. 3.8, и спроекти-

руем обе части векторного равенства теоремы сложения скоростей на эти оси:  

cos60ex VV  = 5,2 см/с, rey VVV  cos30 = 47,5 см/с. 

Модуль абсолютной скорости: 22
yx VVV  = 47,8 см/с. 

Абсолютное ускорение точки определяется по теореме сложения ускоре-

ний: кaaaa re


 .  

Переносное ускорение точки представ-

ляется в виде суммы: n
eee aaa


  , где 

ea


 и 

n
ea


 – переносные касательное и нормальное 

ускорения. В относительном движении точки 

(по дуге окружности)  ускорение также мо-

жет быть разложено на две составляющие – 

относительные касательное и нормальное 

ускорения: n
rrr aaa


  . В результате теоре-

ма о сложении ускорений приобретает вид: кaaaaaa n
ee

n
rr


  . 

Вычислим модули и направления векторов ускорений в расчётном поло-

жении точки М1.  

Относительное касательное ускорение 
ra  вычисляется по формуле: 

rr Sa  , где  18rS  = 56,5 см/с2.  Так как значение второй производной rS  

положительно, вектор ускорения 
ra


 направлен по касательной в сторону по-

ложительного отсчёта траектории относительного движения. Относительное 

нормальное ускорение  точки n
ra  вычисляется по формуле: 

R

V
a rn

r

2

  и в момент 

1t  = 1 с равно 355,3 см/с2. Вектор ускорения n
ra


 направлен по радиусу диска к 

центру С  (рис. 3.9).  

 

Рис. 3.9. Расчетная схема 
для определения абсолютного  

ускорения точки 
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Угловое ускорение фигуры в момент времени 1t  = 1 с, ee    = 4 рад/с2.  

Поскольку значение второй производной угла поворота отрицательное 

( 4e  рад/с2), то угловое ускорение направлено в сторону, противополож-

ную положительному направлению отсчёта угла поворота фигуры, как показа-

но на рис. 3.9 дуговой стрелкой e . Модуль переносного касательного ускоре-

ния 
ea  определяется по формуле 1AMha eeee   и в момент времени 

1t  = 1 с равен 41,6 см/с2. Вектор  переносного касательного ускорения точки 
ea


 

перпендикулярен  АМ1 и направлен в сторону углового ускорения фигуры e  

(см. рис. 3.9). Переносное нормальное ускорение вычисляется по формуле  

ee
n
e ha 2  = 1

2 AMe   и на момент времени 1t  = 1 с: n
ea  = 10,4 см/с2. Вектор пе-

реносного нормального ускорения n
ea


 направлен вдоль отрезка М1А к оси вра-

щения тела (см. рис. 3.9). 

Модуль ускорения Кориолиса в момент времени  1t  = 1 с rVa  2к = 

=113,1 см/с2. По условию задачи вектор rV


 скорости относительного движения 

точки  перпендикулярен вектору e


 угловой скорости переносного движения. 

В этом случае для определения направления ускорения Кориолиса достаточно 

повернуть вектор относительной скорости rV


 на 90° в сторону переносного 

движения (см. рис. 3.9).  

Для определения абсолютного ускорения точки выберем оси М1x и М1y, 

как показано на рис. 3.9, и спроектируем обе части векторного равенства тео-

ремы сложения ускорений на эти оси. Получим: 

к30cos60cos aaaaa n
r

n
eex    = 230,4 см/с2; 

  r
n
eey aaaa  0cos60cos3  = 97,9 см/с2. 

Модуль абсолютного ускорения  

22
yx aaa  = 250,3 см/с2. 
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Задача 40.  Диск (рис. 3.10) вращается  вокруг оси О1О2, проходящей 

вдоль вертикального диаметра, с угловой скоростью tt  cos42ω 2  рад/с. По-

ложительное направление отсчёта угла поворота диска отмечено на схеме ду-

говой стрелкой  . Вдоль другого диаметра дис-

ка, наклоненного под углом 30º к вертикально-

му, движется точка М по закону  

СМ = 1)1(4 2  tSr  см. Расстояние отсчитыва-

ется от точки С на краю диска. Положительное 

направление движения точки М показано стрел-

кой rS . Радиус диска R  = 4 см. Найти абсолют-

ную скорость и абсолютное ускорение точки М 

в момент времени 1t  = 1 с. 

Решение 

Переносным движением точки М является вращение диска  вокруг вер-

тикального диаметра, относительным – её прямолинейное движение вдоль 

наклонного диаметра диска. 

Расстояние rS , пройденное точкой, к моменту времени  1t  = 1 с равно 8 

см. При радиусе диска R  = 4 см точка М в данный момент времени находится 

на противоположном от точки С конце диаметра. На рис. 3.11 это положение 

обозначено буквой М1.  

Угловая скорость диска равна модулю производной:  cos42ω   и  

при 1t  = 1 с   = 2 рад/с. Направление угловой скорости определяется по знаку 

производной  . В данном случае производная имеет отрицательное значение 

(  = – 2 рад/с). Это означает, что вращение диска происходит в сторону, про-

тивоположную положительному направлению отсчёта угла поворота. Направ-

ление угловой скорости диска в данный момент времени отмечено на рис. 3.11 

дуговой стрелкой ω .  

 
Рис. 3.10. Схема сложного 

движения точки 
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Переносная скорость точки eV  – это скорость точки М1 на вращающемся 

диске: ee hV   = 1KM , где ehKM 1  – расстояние от оси  вращения  диска 

до точки М1. Очевидно, КМ1 = 0,5R = 2 см. При 1t  = 1 с  величина переносной 

скорости  eV  = 4 см/с. Вектор переносной скорости eV


 перпендикулярен плос-

кости диска О1М1О2  и 

направлен в сторону враще-

ния диска (рис. 3.11, а). 

(На рис. 3.11, а  сим-

вол  рядом с вектором 

означает, что данный вектор 

направлен перпендикулярно 

плоскости рисунка «к нам», 

символ  – «от нас».)  

Относительная ско-

рость точки равна модулю 

производной: rr SV   = 

= )1(48 t . При 1t  = 1 с rV = 24 см/с. Положительное значение самой производ-

ной rS  указывает, что относительное движение точки в данный момент време-

ни происходит в положительном направлении. Вектор rV


 относительной ско-

рости точки в положении М1  направлен вдоль диаметра диска 1CM   в сторону 

движения. 

Абсолютная скорость точки равна сумме векторов переносной и относи-

тельной скоростей:  re VVV


 . Так как векторы eV


и rV


 взаимно перпендику-

лярны, модуль абсолютной скорости 22
re VVV  = 24,33 см/с. Вектор абсо-

лютной скорости на рис. 3.11 не показан. 

 
 

Рис. 3.11. Расчётная схема  
определения абсолютной скорости и ускорения точки: 

а – плоская модель движения; 
b – пространственная модель движения 
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Абсолютное ускорение точки определяется векторной суммой,  которая 

при прямолинейном относительном и вращательном переносном движениях 

представляется в виде: кaaaaa n
eer


  .  

Относительное ускорение точки rr Sa   = 32 см/с2. Так как значение 

второй производной rS  положительно, вектор ускорения ra


 в точке М1 

направлен по линии движения  точки в сторону положительного направления 

(см. рис. 3.11). 

Угловое ускорение диска ω  = tt πsinπ44  . В момент времени 

1t  = 1 с   = 4 рад/с2. Положительное значение производной в данный момент 

времени (ω  = 4 рад/с2) означает, что угловое ускорение   направлено в сторо-

ну положительного направления отсчёта угла поворота диска. Направление уг-

лового ускорения показано на рис. 3.11 дуговой стрелкой  . Модуль перенос-

ного касательного ускорения 
ea  определяется по формуле ee ha  , и при  

1t  = 1 с  
ea  = 8 см/с2. Вектор  ускорения 

ea


 перпендикулярен плоскости диска 

О1М1О2  в точке  М1 и направлен в сторону углового ускорения (противополож-

но вектору скорости).  

Переносное нормальное ускорение n
ea  рассчитывается по формуле 

e
n
e ha 2 = 1

2 KM , и при 1t  = 1 с n
ea  = 8 см/с2. Вектор переносного нормаль-

ного ускорения n
ea


 направлен вдоль отрезка М1К к оси вращения диска 

(см. рис. 3.11). 

Вектор скорости относительного движения точки rV


 составляет с векто-

ром угловой скорости переносного движения 


 угол 150º. Модуль ускорения 

Кориолиса на момент времени 1t  = 1 с 0sin15ω2к rVa  = 48 см/с2. Направле-

ние вектора ускорения Кориолиса определяем по правилу Жуковского. Так, 

вектор относительной скорости точки rV


 проектируем на плоскость, перпенди-
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кулярную вектору 


 (т. е. на плоскость, перпендикулярную оси вращения те-

ла). На рис 3.11, а это будет проекция на линию КМ1. Далее следует повернуть 

вектор проекции относительной скорости вокруг оси вращения на 90° в сторо-

ну угловой скорости вращения диска. На рис 1.11, а вектор ускорения Корио-

лиса перпендикулярен плоскости рисунка в точке М1 и направлен «на нас». 

Для определения абсолютного ускорения точки выберем оси координат 

М1x, М1y и М1z,  как показано на рис. 3.11 (на рис. 3.11, а ось М1x направлена 

перпендикулярно рисунку «к нам» и на рисунке не показана). Спроектируем 

обе части векторного равенства теоремы сложения ускорений  на оси 

кaaa ex   = 40 см/с2;   0cos3n
ey aa  = 6,93 см/с2; 

0cos6n
erz aaa  = 28 см/с2. 

Модуль абсолютного ускорения 222
zyx aaaa  = 49,32 см/с2. 

 

Упражнения 

 
Упражнение 3.1 Упражнение 3.2 

 
 

 

 

 
 
 

 
Рис. 3.12. Задания для самостоятельного решения. Упражнения 3.1, 3.2  
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4. ДИНАМИКА ТОЧКИ  

4.1.  Дифференциальные уравнения движения точки  

Движение материальной точки под действием системы сил 1F


, 2F


,…, KF


  

в прямоугольной декартовой системе координат Оxyz описывается дифферен-

циальными уравнениями:  

m
2

2

dt

xd
 =  kxF ,  m

2

2

dt

yd
 =  kyF ,  m

2

2

dt

zd
 =  kzF . 

Обозначая вторые производные от координат по времени двумя точками, 

уравнения движения можно записать в виде:  

m x  =  kxF ; m y  =  kyF ; m z  =  kzF , 

где m – масса точки; x, y, z – текущие координаты точки; x , y , z  – проекции 

вектора ускорения точки на оси координат;  kxF ,  kyF ,  kzF – алгебраиче-

ские суммы  проекций всех сил на оси координат.  

Для удобства интегрирования дифференциальные уравнения движения 

иногда представляют в виде:  

dt

dV
m x  =  kxF ;  

dt

dV
m y  =  kyF ;  

dt

dV
m z  =  kzF , 

где xVx  , yVy  , zVz   – проекции вектора скорости точки на оси координат. 

В естественной системе координат движение материальной точки описы-

вается уравнениями в естественной форме:  

m
dt

dV
 =  τkF ;  m

ρ

2V
 =  knF ; 0 =  kbF ,  

где ρ  – радиус кривизны траектории; τ , n, b – оси естественного трехгранника 

– касательная, нормаль и бинормаль. 

В общем случае правые части дифференциальных уравнений зависят от 

времени, положения и скорости точки. Интегрирование дифференциальных 
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уравнений производится в зависимости от их вида методами, известными из 

курса математики. 

  

Примеры решения задач на интегрирование уравнений движения 

 
Задача 41. При обогащении по трению разделение частиц производится 

следующим образом. Барабанный питатель (рис. 4.1) сообщает частице в точке 

А сортировочного стола АВ начальную ско-

рость 0V , направленную вдоль поверхности 

стола, наклоненного под углом   к гори-

зонту. Нижний край стола в точке В поднят 

на высоту h над уровнем пола. Частица 

скользит по столу, испытывая силу трения 

скольжения с коэффициентом трения f . 

Дойдя до края стола в точке В, частица от-

рывается от него и совершает свободное 

падение с высоты h. На каком расстоянии СК =   на полу нужно установить 

стенку приёмного устройства, чтобы частицы с коэффициентом трения меньше 

заданного f  < 1f  перелетали за точку С и попадали в приёмник, а с большим 

коэффициентом  f > 1f   – не долетали до него.  

Начальная скорость частицы 0V  = 1 м/с, длина сортировочного стола 

АВ = S = 1,2 м, угол наклона  = 45°, высота точки отрыва ВК = h = 1,5 м, за-

данный коэффициент трения для разделения частиц 1f  = 0,4. 

Решение 

Из условия задачи следует, что частица с коэффициентом трения, равным 

заданному, f  = 1f  в конце своего движения (скольжение по столу + свободное 

падение) должна попасть ровно в точку С (см. рис. 4.1).  

 
Рис. 4.1. Разделение частиц 

 по трению 
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Рассмотрим первый участок движения такой частицы – прямолинейное 

движение по шероховатой поверхности наклонного стола. На частицу дей-

ствуют сила тяжести P


, реакция опоры N


 и сила трения трF


. Выберем систему 

координат хАу, направив ось x вдоль линии движения, а ось y – перпендику-

лярно ей (рис. 4.2). Движение частицы описывается уравнениями: 

трcos45 FPFxm kx   ; 

NPFym ky   cos45 . 

Поскольку вдоль оси y частица не перемещается, 

то 0y . Тогда второе уравнение движения пред-

ставляется в виде: 0cos45  NP  , откуда реак-

ция опоры частицы   cos45mgN  . Сила трения, 

которую испытывает частица, двигаясь по сортировочному столу: 

fNF тр  = 45cosfmg , где f – коэффициент трения.  

Подставляя в уравнение движения частицы, выражение силы трения и 

полагая ускорение 
dt

dV
x x , получим дифференциальное уравнение 

)cos45(1 fg
dt

dVx   или при f  = 1f = 0,4:  
dt

dVx = 4,18. 

После интегрирования найдём скорость и закон движения частицы как 

функции времени: 118,4 CtVx  ;  21
2,092 CtCtx  . 

Константы интегрирования С1, С2  находятся из начальных условий дви-

жения. Подставляя начальные условия 0 (0) x , 0(0) (0) VVx x   в уравнение 

движения частицы, найдём С2 = 0, 01 VC  .  

Окончательно движение частицы на прямолинейном участке АВ сорти-

ровочного стола описывается системой уравнений: 1,184  tVx ; ttx  2,092 . 

 
Рис. 4.2. Движение частицы 

по наклонной плоскости 
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Допустим частица достигает края стола В в момент времени Btt  . Её ко-

ордината равна длине сортировочного стола: )( Btx = S, а скорость равна скоро-

сти отрыва её от стола: BBx VtV )( . Подставим эти условия в уравнения дви-

жения, получим систему: 1,184  BB tV , BB ttS  2,092 , откуда скорость ча-

стицы в точке отрыва её от стола SVB 368,1 . При длине стола S = 1,2 м 

скорость отрыва BV = 3,32 м/с. 

Рассмотрим участок ВС свободного падения частицы, брошенной с высо-

ты h с начальной скоростью BV , направленной под углом 45º к горизонту 

(рис. 4.3). В полёте на частицу действует только сила тяжести P


. Выберем 

прямоугольную систему координат  xКy с началом ко-

ординат в точке К (см. рис. 4.3). Дифференциальные 

уравнения движения точки  

0xm  ; mgPym   или 0x , gy  . 

Интегрируя первое уравнение, получим, что 

движение частицы вдоль оси x описывается уравнени-

ями 3Cx  ; 43 CtCx  . Константы интегрирования С3 и С4. определяются из 

начальных условий движения: при t = 0 , 0 (0) x , BxVx  (0) , где BxV – проек-

ция вектора скорости BV  на ось х, BxV = 45cosBV  = 2,35 м/с. После подстановки 

начальных условий в уравнение движения частицы получим: С4 = 0,  С3 = 2,35. 

В результате, движение частицы вдоль оси x при её свободном падении описы-

вается уравнением tx ,352 .  

Проинтегрируем уравнение движения частицы в направлении оси y. По-

лучим: 5Cgty   и 65

2

2
CtC

t
gy  . Начальные условия движения ча-

стицы вдоль оси у: при t = 0 , hy  (0)  = 1,5 м, ByVy  (0) = 45cosBV = – 2,35 

м/с, где ByV – проекция вектора скорости BV  на ось у. Подставляя начальные 

 
Рис. 4.3. Свободное 

падение частицы 
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условия в уравнение движения, найдём: hC  6 ; ByVC 5 = – 2,35. Таким обра-

зом, движение частицы вдоль оси у при её свободном падении описывается 

уравнением 1,552,314,9 2  tty . 

В момент пtt   падения частицы на пол её вертикальная координата об-

ращается в нуль: y = 0, а горизонтальная – равна дальности полёта: x = . Под-

ставляя эти условия в уравнения движения частицы, получим систему:  

п,352 t , 1,552,314,90 п
2
п  tt . 

Исключая в системе время пt , выразим уравнение для определения даль-

ности горизонтального полёта: 68,112,12    = 0. Отсюда находим:  = 0,85 м.  

Таким образом, частицы с коэффициентом трения f  = 0,4 в конце своего 

движения падают на горизонтальную поверхность на расстоянии 0,85 м от края 

стола. Очевидно, именно здесь необходимо установить разделительную стенку 

приёмного устройства. Частицы с меньшим коэффициентом трения (f  < 0,4) 

будут улетать за стенку, а при большем (f  > 0,4) – недолетать. К примеру, дли-

на  горизонтального полёта частицы с коэффициентом трения  f = 0,3 составля-

ет 0,89 м,  а при  f = 0,5 равна 0,61 м.  

Задача 42. Материальная точка  массой m = 1 кг движется прямолинейно 

по горизонтальной поверхности под действием  си-

лы F = 10 – kt  Н,  где  k – коэффициент  пропорци-

ональности;  k = const;  t – время в секундах. Опре-

делить величину коэффициента k, при котором ско-

рость точки за первую  секунду  от начала движения 

увеличится от начального значения 0V  = 2 м/с до величины 1V  = 10 м/с, а также 

путь, пройденный точкой  до остановки. 

Решение 

Для описания движения точки выберем прямоугольную систему коорди-

нат x, y с началом в том месте, откуда точка начала движение (рис. 4.4).  

 
Рис. 4.4. Прямолинейное 

движение точки 
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На точку действуют сила тяжести P


, реакция опоры N


 и заданная сила 

F


. Направление силы F


 на рис. 4.4 соответствует начальному этапу движения, 

когда проекция силы на ось х положительная. Движение точки описывается 

уравнением xFxm   = kt10 . 

Положим 
dt

dV
x  . Здесь в силу того, что движение происходит только 

вдоль одной координаты, индекс х у скорости опущен. Учитывая массу точки, 

получим уравнение kt
dt

dV
10 . Разделив переменные и проинтегрировав по-

лученное уравнение, найдём закон изменения скорости точки 

1

2

2
10 C

t
ktV  . Выражая скорость через производную от координаты 

dt

dx
V  , получим дифференциальное уравнение 1

2

2
10 C

t
kt

dt

dx
 , интегрируя 

которое, найдём уравнение движения точки 21

3
2

6
5 CtC

t
ktx  . 

Подставляя начальные условия (при t = 0, 0VV  = 2 м/с, 0x ) в уравне-

ния, получим:  С1 = 2, С2 = 0. Окончательно движение точки описывается си-

стемой уравнений: 2
2

10
2


t
ktV ;  t

t
ktx 2

6
5

3
2  . 

Известно, что через 1 с от начала движения точка приобрела скорость 

1V = 10 м/с. Подставляя это условие в первое уравнение, найдём k = 4.  

В момент 1t  точка остановилась и  её скорость обращается в нуль: 

)( 1tV = 0, а координата равна пройденному пути: Stx )( 1 . Подставляя эти 

условия в уравнения движения с учетом вычисленного значения коэффициента 

k, получим систему: 22100 2
11  tt ;  1

3
1

2
1 2

3

2
5 tttS  , откуда находим путь, 

пройденный точкой  до остановки: S = 51,86 м .  
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Задача 43. Материальная точка массой m = 1 кг, находясь на высоте 

h1 = 2 м над уровнем Земли, подброшена вертикально вверх (ось х) с начальной 

скоростью V0 = 4 м/с (рис. 4.5, а). При движении на точку действует сила со-

противления, пропорциональная квадрату скорости, так, что проекция её на 

вертикаль направлена в сторону, противоположную движению, 

25,0 mVRx   Н, где V  – скорость точки. Определить, на какой высоте h2 от 

уровня Земли скорость падающей  обратно точки достигнет значения началь-

ной стартовой скорости. 

Решение 

Решение задачи осуществляется в два этапа. На первом этапе рассматри-

вается движение точки вверх с высоты h1 

с начальной скоростью 0V  и определение 

максимальной высоты полёта H, на вто-

ром этапе – падение точки вниз с высоты 

Н без начальной скорости  (рис. 4.5, b).  

Рассмотрим первый этап движения 

и найдём максимальную высоту подъёма 

точки. На рис. 4.5, а показаны  силы, дей-

ствующие на точку в полёте: сила тяжести 

P


 и сила сопротивления R


. Ось x, вдоль 

которой происходит движение точки, выбрана по направлению движения, 

начало координат – на уровне Земли (см. рис. 4.5, а). 

Дифференциальное уравнение движения точки в проекции на ось x: 

xxx RPFxm  , где проекции сил тяжести и сопротивления на ось х: 

mgPPx  ; 25,0 mVRx  . Полагая 
dt

dV
x  , получим уравнение движения 

точки в виде: )0,5( 2Vg
dt

dV
 .  

 
 

Рис. 4.5. Силы, действующие  
на точку в полёте: 

а – движение точки вверх; 
b – движение точки вниз 
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Учитывая, что 
dt

dx

dx

dV

dt

dV
 =

dx

dV

dx

dV
V

2

2
 , исходное уравнение движения 

представляется в виде, удобном для интегрирования: dx
Vg

dV
2

,50 2

2



. 

Проинтегрировав это уравнение, находим: CxVg  )50,ln( 2 .  

В начальном положении, т. е. при t = 0, точка находилась на высоте х = 

h1, а скорость её  V = V0. Подставив эти значения в проинтегрированное урав-

нение, получим: )50,ln( 2
01 VghC  . Окончательно положение точки в полё-

те определяется выражением 















2

2
0

1
50,

50,
ln

Vg

Vg
hx . 

При максимальном подъёме точки, т. е. при Hx  , её скорость обраща-

ется в нуль: V = 0. Подставляя Н, получим: 











g

V
hH

2
1ln

2
0

1 . При начальной 

скорости V0 = 4 м/с, с учётом высоты точки старта h1 = 2 м, высота подъёма 

точки относительно уровня Земли  H = 2,6 м. 

Рассмотрим  второй этап решения задачи – движение точки вниз с мак-

симальной высоты Н без начальной скорости. Выберем ось x по направлению 

движения и поместим начало координат  в точке, откуда началось движение 

вниз (рис. 4.5, b). Дифференциальное уравнение движения  падающей точки: 

xx RP
dt

dV
m   = 25,0 mVmg  , которое, как и в предыдущем случае, приво-

дится к виду: dx
Vg

dV
2

,50 2

2



.  

Проинтегрировав это уравнение, находим: 1
2 )50,ln( CxVg  .  

В начальном положении, т. е. при t = 0, координата точки и скорость рав-

ны нулю: х = 0, V = 0. Подставив эти значения, находим: gC ln1  .  
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Окончательно положение падающей точки определяется выражением 















250,
ln

Vg

g
x .  

Расстояние S, которое пролетела точка с высоты Н, приобретя скорость, 

V0: 













2
050,

ln
Vg

g
S . Высота h2 этого положения от уровня Земли: SHh 2  

(см. рис. 4.5, b). С учётом величины начальной скорости V0 = 4 м/с, максималь-

ной высоты подъёма точки H = 2,6 м высота h2 = 0,91 м. 

Задача 44. Точка 1 движется горизонтально с постоянной  скоростью V1   

на высоте h. Точка 2 массой m2 находится в начале 

координат (рис. 4.6).  

В момент, когда  обе точки находились на 

одной вертикали y, точка 2 стартовала вертикально 

вверх со скоростью V2. В полёте на точку 2 дей-

ствует отклоняющая сила 2F


, которая представле-

на в виде разложения по единичным векторам i


, 

j


 системы координат ху: jqipF


2 , где p, q – const.  С какой скоростью V2  

должна стартовать точка 2, чтобы обе точки встретились. 

Решение 

Рассмотрим движение точки 2. На точку действует сила тяжести 2P


 и си-

ла 2F


, проекции которой на оси х, у: pF x 2 , 

qF y 2  (рис. 4.7).  

Уравнения движения точки в проекциях на 

оси xy имеют вид: 

pxm 2 , gmqym 22  . 

Дважды интегрируя первое уравнение, полу-

 

Рис. 4.6. Схема  
встречного движения  точек 

 

Рис. 4.7. Расчётная схема 
 встречи точек 
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чим: 1
2

Ct
m

p
x  ; 21

2

22
CtCt

m

p
x  . Константы интегрирования найдём из 

условия, что в начальный момент вторая точка стартовала из начала координат 

вертикально, то есть при 0t  0x  и xVx 2 = 0 . Подставляя начальные усло-

вия в уравнения движения, получим: С1 = 0, С2 = 0. Таким образом, движение 

точки 2 вдоль оси х описывается уравнением 2

22
t

m

p
x  . 

Аналогично, дважды интегрируя второе уравнение движения, получим 

зависимость скорости движения точки 2 от времени и закон её движения  вдоль 

оси y: 3
2

Ctg
m

q
y 








 ; 43

2

2 2
CtC

t
g

m

q
y 








 . Из начальных условий: 

при 0t 0y , yVy 2 = V2 следует: С3 = V2, С4 = 0.  

В результате закон движения точки 2 вдоль оси у:  tV
t

g
m

q
y 2

2

2 2









 . 

Обозначим 1t  – время движения точек до встречи. В момент встречи вы-

сота точки 2 hty )( 1 , а расстояние по горизонтали, которое прошла точка 2 до 

встречи, должно быть равно расстоянию, пройденному точкой 1 за это же вре-

мя. Подставляя условия встречи в уравнения движения, получим систему: 

2
1

2
11 2

t
m

p
tV  ;     12

2
1

2 2
tV

t
g

m

q
h 








 , 

откуда найдём: 
2
1

21
2

t
g

m

q

t

h
V 








 , где  

p

mV
t 21
1

2
 . 

 

Упражнения 
 

Упражнение 4.1. Тело массы m = 2 кг поднимается по прямой по шероховатой 
поверхности, составляющей угол 30° с горизонтом. Коэффициент трения  f = 0,4. На 
тело действует сила PktF ,50 , направленная в сторону движения, параллельно 
плоскости. Определить величину коэффициента k и начальную скорость тела, направ-
ленную вверх по наклонной плоскости, если за первую секунду тело прошло путь 
S = 2 м, а скорость увеличилась вдвое относительно начальной. 
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Упражнение 4.2. Материальную точку массы m = 1 кг, находящуюся на высоте 
Н = 10 м над уровнем Земли, бросили под углом  = 30° к горизонту с начальной ско-
ростью V0. Свободное движение точки происходит в вертикальной плоскости. Опре-
делить начальную скорость V0 и горизонтальную дальность полета l при падении точ-
ки на Землю, если высоту h =7 м она пересекла через 1 с от начала движения. 

 

4.2.  Колебания материальной точки  
 
Если материальная точка массой m движется вдоль оси Оx  под действи-

ем линейной восстанавливающей силы, равной cxF  , где с – постоянный ко-

эффициент, x  – отклонение точки от положения равновесия, куда поместили 

начало координат, то дифференциальное уравнение свободных прямолинейных 

колебаний  имеет вид:   

0 cxxm  , или  02  xx , 
m

c
2 , 

где   – угловая частота колебаний. 

Решение  дифференциального уравнения свободных колебаний пред-

ставляется в виде tCtCx  sincos 21 . Постоянные интегрирования С1 и С2  

находятся из начальных условий. 

Если кроме восстанавливающей силы на материальную точку действует 

переменная возмущающая сила, колебания точки называются вынужденными. 

В случае гармонического возмущения ptHQ sin , где Н,  р – амплитуда и угло-

вая частота возмущающей силы, дифференциальное уравнение вынужденных 

колебаний материальной точки относительно положения равновесия 

ptHcxxm sin , или pthxx sin2  , 
m

c
2 , 

m

H
h   

где   – угловая частота собственных колебаний; h – относительная амплитуда 

возмущающей силы.  

Общее решение неоднородного дифференциального уравнения вынуж-

денных колебаний при отсутствии резонанса (частота собственных колебаний 

точки не совпадает с частотой возмущающей силы р  ) имеет вид:  
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tCtCx  sincos 21 + pt
p

h
sin

22 
, а в случае возникновения резонанса        

(р =  ) определяется формулой: tCtCx  sincos 21 pt
p

ht
cos

2
 . Значения 

произвольных постоянных С1 и С2  находятся с учётом начальных условий 

движения. 

Колебания груза на двух параллельных пружинах с жесткостью 1c  и 2c  

можно рассматривать как колебания груза на одной пружине с эквивалентной 

жесткостью  21экв ccc  , где эквc – жесткость эквивалентной пружины.  При 

последовательном соединении  пружин коэффициент жесткости эквивалентной 

пружины  
21

21
экв cc

cc
c


 . 

 

Примеры решения задач на колебания точки 
 
Задача 45. Подъёмное устройство (рис. 4.8) опускает груз Q массой 

m = 400 кг в шахту при помощи упругого троса с коэф-

фициентом жесткости с = 8·104 Н/м с постоянной ско-

ростью V = 10 м/с. В некоторый момент во время спус-

ка трос защемило в блоке. Пренебрегая массой троса, 

определить дальнейшее движение груза и найти мак-

симальную силу натяжения троса. 

Решение 

После того как произошло защемление троса в обойме блока, вертикаль-

ную часть троса длиной 0  можно рассматривать как пружину с закреплённым 

верхним концом, а груз – материальной точкой.  

Расчетная схема колебаний груза Q на пружине показана на рис. 4.9. 

 
Рис. 4.8. Подъёмное 

устройство 
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 Ось Оx, вдоль которой происходят колебания груза, направлена верти-

кально вниз. Начало отсчёта координаты x (точка О) выбрано в положении не-

растянутой пружины.  

На рис. 4.9, а положение нерастянутой пружины соответствует положе-

нию груза на тросе в момент его защемле-

ния. В произвольном положении груза 

(рис. 4.9, b), обозначенном координатой x, к 

нему приложены две силы: сила тяжести Q


 

и сила упругости пружины упрF


. Проекция 

силы упругости пружины на ось Оx: 

 cF xупр = cx , где    – удлинение 

пружины. Дифференциальное уравнение 

движения груза в проекции на ось Оx имеет 

вид: cxQxm  . В результате получаем не-

однородное дифференциальное уравнение колебаний:  

mgcxxm   или  gxx  2 , 

где   – угловая частота собственных колебаний, 
m

c
  = 14,14 рад/с.  

Решение неоднородного дифференциального уравнения представляется в 

виде tCtCx  sincos 21 +
2

g
, где первые два слагаемых представляют об-

щее решения однородного уравнения, последнее –  частное решение неодно-

родного 

Для определения произвольных постоянных С1 и С2 используем началь-

ные условия движения: при  t = 0 груз находился в положении x = 0, а его ско-

рость равнялась скорости груза x = 0V = 10 м/с. Подставляя значение координа-

ты начального положения груза в общее решение уравнения колебаний, полу-

 

Рис. 4.9. Расчётная схема 
колебаний груза: 

а – положение груза на начало 
колебаний; b –  положение груза 
в произвольный момент времени  
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чим: 1C = – 
2

g
 = – 0,69 м. Для определения второй константы вычислим ско-

рость груза: tCtCx  cossin 21 . Подставив начальное значение скоро-

сти груза при t = 0, получим: 


 0
2

V
C = 0,71 м. Окончательно, движение груза 

после защемления троса в обойме блока описывается уравнением 

ttx sin14,1471,0cos14,1469,0  + 0,69. 

Представим уравнение колебаний в виде )sin(ω  tAx + 
2

g
, где А – 

амплитуда собственных колебаний груза 2
2

2
1 CCA  ,   – фаза колебаний; 

2

1tg
C

C
 . Максимальное растяжение троса равно максимальному значению 

координаты груза: maxx = max[
2

)sin(ω



g

tA ] = 
2


g

A = 1,68 м. Соответ-

ственно, максимальное усилие в тросе равно значению силы упругости при 

максимальном растяжении: maxmaxупр cxF  = 134,4 кН. 

Задача 46. Рабочий орган вибрационной машины представляет собой 

массивное тело, расположенное на гладкой 

наклонной плоскости между двумя пружинами 

(см. рис. 4.10). Угол наклона плоскости к горизон-

ту 60º. Масса груза m = 9 кг. Пружины, зажимаю-

щие груз, имеют коэффициенты жесткости 

с1 = 300 Н/м и с2 = 600 Н/м.  

В начальный момент груз, когда пружины 

не деформированы, груз оттягивают вниз по 

наклонной плоскости на расстояние   = 0,12 м и отпускают без начальной 

скорости.  

Найти период колебаний, амплитуду и уравнение движения груза. 

 

Рис. 4.10. Колебания груза  
на наклонной плоскости 
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Решение 

Колебания груза, зажатого между двумя пружинами, представим как ко-

лебания груза, прикреплённого к одной пружине эквивалентной жёсткости: 

21э ccc   = 900 Н/м (рис. 4.11). Ось, вдоль которой происходят колебания, 

направим вниз по наклонной плоскости. Начало отсчёта координаты груза x 

выберем в положении его статического равнове-

сия (точка О) (см. рис. 4.11). 

Дифференциальное уравнение движения 

груза в проекции на ось Оx: хх FPxm упр . 

Проекция силы упругости пружины на ось Оx: 

 эупр cF x , где  ст x  – удлинение 

пружины, включающее её растяжение ст  отно-

сительно положения нерастянутой пружины и 

растяжение x относительно начала координат.  

Удлинение пружины ст  определяется из условия равновесия груза на 

наклонной плоскости в положении статического равновесия: 

 упр0cos3 FP   00,87 стэ  cmg . 

Находим 
э

ст
0,87

c

mg
  = 0,085 м. 

Подставляя выражение силы упругости, с учётом условия статического 

равновесия груза ( стэ0,87  cmg ),  получим дифференциальное уравнение ко-

лебаний: xcxm э  или 02  xx ,  где   – угловая частота собственных ко-

лебаний груза, 
m

cэ = 10 рад/с. 

Общее решение уравнения колебаний tCtCx  sincos 21 .  

Для определения произвольных постоянных С1 и С2 вычислим начальные 

условия движения груза.  

 

Рис. 4.11. Схема колебаний 
груза на эквивалентной 

пружине 
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Координата начального положения груза на оси Оx (см. рис. 4.11) 

ст0  x  = 0,035 м. Подставляя значение координаты начального положе-

ния груза в общее решение уравнения колебаний при t = 0, получим: 01 xC  = 

0,035 м. Для определения второй константы вычислим скорость груза: 

tCtCx 222221 cossin  . Подставив начальное значение скорости груза: 

при  t = 0 00 Vx , получим 2C = 0. Окончательно уравнение движения гру-

за относительно его положения статического равновесия ttx ,035cos100)(   м. 

Амплитуда колебаний А = 0,035 м. Период колебаний 




2

T = 0,63 с. 

Задача 47. Пружинный амортизатор состоит из двух одинаковых верти-

кально стоящих пружин, к верхним концам которых 

прикреплена невесомая горизонтальная площадка 

(рис. 4.12). Жёсткость каждой пружины с = 350 Н/м. 

Груз массой m = 5 кг падает с высоты h = 0,3 м. 

Коснувшись площадки, груз начинает двигаться 

вместе с ней. Определить максимальную осадку амор-

тизатора и уравнение движения груза.  

Решение 

Заменим две пружины амортизатора одной с жесткостью, эквивалентной 

двум пружинам: сc 2э   = 700 Н/м.  Расчётная схема колебаний груза показана 

на рис. 4.13. Начало координат оси х (точка О), вдоль которой происходят ко-

лебания, выбрано на уровне статического равновесия груза.  

При движении (на рис. 4.13, с предполагается движение груза вниз) на 

груз действуют сила упругости упрF


 и сила тяжести P


. Уравнение движения 

груза в проекции на ось х: упрFPxm  = ΔcP э , где Δ  – удлинение (или 

сжатие) пружины относительно недеформированного состояния. 

 

Рис. 4.12. Пружинный 
амортизатор 
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 В произвольном положении груза, обозначенном координатой х (см. 

рис. 4.13, с), сжатие пружины относительно её недеформированного состояния 

(см. рис. 4.13, а) составляет величину: 

ст xΔ . Величина ст  находится 

из условия статического равновесия 

груза, которое выражается равенством 

(рис. 4.13, b): ступрFP  = стэ сP = 0. 

Подставляя это условие в урав-

нение движения груза, получим диф-

ференциальное уравнение колебаний: 

0э  xcxm   или 02  xxm  , где 

m

cэ  = 11,83 рад/с – угловая частота колебаний.  

Общее решение однородного уравнения колебаний представляется в виде  

tCtCx  sincos 21 , где  С1 и С2 – произвольные постоянные, вычисляемые 

по начальным условиям движения груза. 

По условию задачи груз падает на площадку, установленную на неде-

формированных пружинах. Это означает, что начальная координата груза при 

его движении на пружинах соответствует положению недеформированной 

пружины: 
э

ст0 c

mg
x   = – 0,07 м.  

Начальная скорость колебаний груза равна скорости груза при падении 

его с высоты 1 м. Интегрируя уравнение движения груза во время падения  

mgsm  , где s – путь, пройденный телом, получим зависимость скорости от 

пройденного пути: gsV 22  . Полагая s = 0,3, найдём скорость груза при его 

встрече с площадкой: V  = 2,43 м/с. Проекция начальной скорости колебаний 

груза на ось х положительна: VV x 0 = 2,43 м/с.  

 

Рис. 4.13. Расчётная схема колебаний 
на эквивалентной пружине: 

а – недеформированная пружина; 
b – положение статического равновесия  

груза; с – произвольное положение 
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Подставив начальные условия в общее решение уравнения колебаний, 

получим: 01 xC  = – 0,07 м; 


 xV
C 0

2 =  0,2 м. Окончательно уравнение колеба-

ний груза на амортизаторе ttx ,2sin11,830cos11,8307,0  . Амплитуда коле-

баний 2
2

2
1 CCA  = 0,21 м. Проседание амортизатора Н отсчитывается от 

положения нерастянутых пружин: ст AH  = 0,28 м. 

Задача 48. Для регистрации (записи) вертикальных колебаний тяжёлых 

платформ используется пружинный виброграф (рис. 4.14). Схема действия 

прибора состоит в следующем. Массивная плат-

форма А совершает вертикальные гармонические 

колебания по закону )(t . На платформе уста-

новлена вертикальная стойка с горизонтальной пе-

рекладиной, к которой прикреплена пружина жест-

костью с. К нижнему концу пружины подвешен 

груз Р массой m с индикаторной стрелкой В (см. 

рис. 4.14). Вертикальная шкала индикаторной 

стрелки закреплена на платформе А. В начальный 

момент груз на пружине находился в покое в положении статического равнове-

сия. Определить закон колебаний стрелки В вдоль шкалы, если масса груза 

m = 1 кг, жесткость пружины с = 10 Н/м, платформа совершает вертикальные 

колебания по закону ptasinξ   см, где амплитуда а = 0,02 м, частота колебаний 

платформы  р = 7 рад/с. 

Решение 

Выберем неподвижную ось х, связанную, например, с неподвижной по-

верхностью, на которой стоит платформа. Начало координат – точку О выбе-

рем на уровне статического равновесия груза на пружине при неподвижной 

платформе. Произвольное положение груза отмечено координатой x (рис. 4.15).  

 

Рис.4.14. Регистратор 
вертикальных  колебаний 
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Растяжение пружины при неподвижной платформе составляет величину 

стx , где  ст – удлинение пружины в положении статического равновесия 

груза, определяемое из условия 0ст  cP . 

Вместе с тем колебание платформы вызывает 

аналогичное смещение точки подвеса пружины. 

В результате растяжение пружины при произ-

вольном положении груза равно сумме: 

 ξст  x .   

На груз действуют сила тяжести P


 и сила 

упругости пружины упрF


. Дифференциальное 

уравнение движения груза в проекции на ось Оx: 

xx FPxm упр , где проекции Рх = Р,  cF xупр = ξ)( ст  xc . Расчётная 

схема колебаний груза показана на рис. 4.15. 

С учётом условия статического равновесия груза 0ст  cP  получим 

дифференциальное уравнение вынужденных колебаний груза в виде:  

pthxx sin2  , 

где   – угловая частота собственных колебаний груза, 
m

c
 = 3,16 рад/с;     

h – относительная амплитуда вынужденных колебаний, 
m

ca
h   = 0,2 м/с2;           

р – угловая частота вынужденных колебаний,  р = 7 рад/с. 

Решение уравнения вынужденных колебаний представляется суммой 

21 xxx  , где 1x  является общим решением однородного уравнения 

01
2

1  xx , а 2x  – частное решение  уравнения вынужденных колебаний: 

pthxx sin2
2

2  .  

Решив однородное уравнение, находим: tCtCx  sincos 211 .  

 

Рис. 4.15. Расчётная схема  
колебаний груза 
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При отсутствии резонанса (а в данном случае частота вынужденных ко-

лебаний груза не совпадает с частотой собственных p ) частное решение 

уравнения вынужденных колебаний ищем в виде ptbx sin2  . Подставляя част-

ное решение в уравнение вынужденных колебаний, получим уравнение 

pthptbptbp sinsinsin 22  , откуда находим коэффициент: 
22 


p

h
b .  

В результате общее решение уравнения колебаний принимает вид: 

21 xxx   = tCtC  sincos 21 + pt
p

h
sin

22 
, 

где константы 1C  и 2C  подлежат определению. 

В начальный момент груз находился на пружине в положении статиче-

ского равновесия, и потому его начальная координата и скорость равны нулю 

Подставляя значение координаты начального положения груза в общее реше-

ние уравнения вынужденных колебаний при t = 0, получим 1C = 0. Для опреде-

ления второй константы вычислим скорость груза в произвольный момент 

времени: pt
p

hp
tCtCx coscossin

2221


 . Подставив начальное зна-

чение скорости груза, найдём 
)( 222




p

hp
C = – 0,01 м. 

Таким образом, колебания груза относительно неподвижной системы ко-

ординат описываются уравнением tx ,01sin3,160 + t0,05sin7  и представляют  

абсолютное движение груза. Для того чтобы найти закон движения груза отно-

сительно платформы – относительное движение, нужно из его абсолютного 

движения исключить переносное – колебания платформы. Поскольку стрелка 

прибора закреплена на грузе, а шкала – на платформе, то закон движения 

стрелки относительно шкалы: 

ξ xxr  = t,01sin3,160 + t0,05sin7 – tsin7020,  = t,01sin3,160 + t0,03sin7 . 
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Упражнения  

 
Упражнение 4.3.  Груз массы m = 0,5 кг, получив 

начальную скорость V0 = 6 м/с, движется по горизон-
тальной поверхности, испытывая силу сопротивления, 
равную по величине F = kV и направленную в сторону, 
противоположную движению. Через 1 с груз соединя-
ется с невесомой вертикальной площадкой АВ и про-

должает движение вместе с ней, уже без сопротивления. К площадке прикреплены две 
горизонтальные последовательно соединённые пружины жёсткостью С1 = 120 и 
С2 = 40 Н/м (рис. 4.16).  

Найти величину максимального сжатия пружины, если  k = 0,5 Н/м/с. Опреде-
лить закон движения груза. 

 
Упражнение 4.4.  Груз массы m =1 кг прикреплен 

к конструкции, состоящей из трёх вертикальных пру-
жин одинаковой жёсткости  С = 160 Н/м (рис. 4.17), и 
находится в равновесии. В некоторый момент времени 
грузу сообщают скорость V = 4 м/с, направленную 
вверх.  

Найти амплитуду и частоту колебаний груза.  
 
 
 

4.3.  Теорема об изменении кинетической энергии точки  

Работой постоянной по величине и направлению силы F


 на прямо-

линейном перемещении точки приложения силы М (рис. 4.18) называется ска-

лярная величина  cos)( FSFA


, где F  – 

модуль силы; S – конечное перемещение 

точки приложения силы;   – угол между 

направлением вектора силы и направлением 

перемещения точки приложения силы.  

Работа силы тяжести материальной точки при перемещении её из по-

ложения М0 в положение М1 равна произведению PhA MM )( 10
, где P  – вели-

чина силы тяжести точки; h – вертикальное перемещение точки (рис. 4.19).  

 
Рис. 4.16. Схема движения 

груза 

 

Рис. 4.17. Схема крепления 
груза на пружинах 

 
Рис. 4.18. Работа постоянной силы 

 на прямолинейном участке 
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Работа силы тяжести положительна, если начальная точка движения вы-

ше конечной (см. рис. 4.19, а), и от-

рицательна, если начальная точка 

ниже конечной  (см. рис. 4.19, b).  

Работа силы  упругости 

пружины при перемещении вдоль 

линии действия силы из положения 

недеформированной пружины на 

расстояние h определяется формулой 
2

)(
2

упр
ch

FA 


, где   с – коэффициент 

жесткости (или жёсткость) пружины. 

 Кинетической энергией материальной точки называется скалярная 

величина 2

2

1
mVT  , где m – масса точки; V – её скорость.  

Теорема об изменении кинетической энергии точки. Изменение кине-

тической энергии материальной точки при переходе её из начального положе-

ния в текущее равно алгебраической сумме работ всех действующих на неё 

сил:  )(

2
0

2
1

1022 MMA
mVmV

, где 0V , 1V  – скорость точки в начальном поло-

жении 0M  и в положении 1M ;  )( 10MMA  – сумма работ всех сил, действующих 

на точку, при перемещении её из положения 0M  в положение 1M . При несво-

бодном движении точки в сумму работ сил войдёт и работа реакций связи.  

Для определения реакций связи при несвободном движении точки ис-

пользуются уравнения движения в проекциях на оси естественной системы ко-

ординат – касательную  и нормальную:   F
dt

dV
m , 

 nF
V

m
2

,  где  F , 

 nF  – суммы проекций сил на касательную и нормальную оси естественной 

системы координат,   – радиус кривизны траектории точки. 

 

Рис. 4.19. Работа силы тяжести: 
а – перемещение точки сверху вниз; 
b – перемещение точки снизу вверх 
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Примеры решения задач с использованием теоремы об изменении           
кинетической энергии точки 

 
Задача 49. Подъёмное устройство в шахте опускает груз массой 500 кг с 

постоянной скоростью 0V  = 6 м/с. После обрыва каната подъёмника срабатыва-

ет предохранительное устройство, которое создаёт силу трения между лифтом 

подъёмного устройства и стенками шахты.  Какую силу трения, считая её по-

стоянной, должно создать предохранительное устройство, чтобы остановить 

лифт на протяжении пути 10 м. 

Решение 

Рассмотрим падение груза после обрыва каната подъёмника. На груз дей-

ствуют сила тяжести P


 и сила трения трF


, направленная в сторону, противопо-

ложную движению. Считая груз материальной точкой, составим уравнение 

теоремы об изменении кинетической энергии точки. Получим выражение 

sFPs
mVmV

тр

2
0

2

22
 , где 0V , V  – скорость груза в начале движения (сразу 

после обрыва каната) и в конце; s  – путь, проходимый грузом за время движе-

ния. В конце движения груз должен остановиться, то есть V  = 0. Тогда уравне-

ние теоремы об изменении кинетической энергии точки принимает вид: 

 sFP
mV

тр

2
0

2
 , откуда находим требуемую для остановки груза силу тре-

ния: 
s

mV
PF

2

2
0

тр  . Подставляя условия задачи, получим: трF = 5,81 кН 

 Задача 50. Тонкий стержень, расположенный в вертикальной плоскости, 

состоит из двух дуг  сопряженных окружностей радиусов R = 1 м и r = 0,5 м 

(рис. 4.20). Линия ОО1, соединяющая центры окружностей, составляет с гори-

зонтом угол 30°.  На стержень надет шарик весом Р = 10 Н. В точке А, положе-

ние которой на дуге радиуса R определяется углом   = 60°, шарику сообщают 

начальную скорость 0V , после чего он скользит по стержню без трения. Опре-



 137

делить значение начальной скорости, при которой шарик достигнет наивысшей 

точки В со скоростью, равной половине началь-

ной. При найденном значении начальной скоро-

сти рассчитать  давление шарика на стержень в 

точке С, положение которой  на дуге радиуса r 

определяется углом    = 90° относительно ли-

нии центров.  

Решение 

При движении шарика по стержню без 

трения на него действуют сила тяжести P


 и реакция опоры N


. При этом рабо-

ту совершает только сила тяжести шарика. Реакция гладкой поверхности 

стержня в любой момент времени перпендикулярна поверхности стержня и по-

тому её работа равна нулю.  

По теореме об изменении кинетической энергии точки при движении её 

из начального положения  А в положение В 

имеем равенство: 

)(

22

)(
22 AB

AB PhPA
mVmV

 , 

где )( ABh  – перепад высот точек В и А, 

rDORh AB )( = )(
2

3
rR  (см. рис. 4.21); 

AV , BV  – скорость шарика в точках А и В, 

причём AV = 0V , BV = 0,5 0V .  

В результате уравнение, составленное на основании теоремы об измене-

нии кинетической энергии, принимает вид: 
8

3 2
0V

 = )(
2

3
rRg  , откуда  

grRV )(20   = 7,67 м/с.  

 
Рис. 4.20. Движение шарика 

по изогнутому стержню 

 
Рис. 4.21. Расчётная схема  

движения шарика 
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На рис. 4.21 показаны силы, приложенные к шарику, в момент, когда он 

находится в точке С. Проведём в точке С оси естественной системы координат 

– касательную C  и нормаль Cn . Уравнение движения шарика в проекции на 

нормальную ось имеет вид: C
C NP
r

V
m  30cos

2

, откуда найдём реакцию CN .  

Для определения скорости шарика в точке С воспользуемся теоремой об 

изменении кинетической энергии точки при движении шарика из положения С 

в положение В. Получим равенство )(

22

22 CB
CB Ph

mVmV
 , где )(CBh  – перепад 

высот при движении шарика из начального положения С в положение В. 

С учётом известных значений BV = 0,5 0V = 3,84 м/с и 30cos)( rh CB  = 0,43 м 

получим: )(
2 2 CBBC ghVV   = 4,82 м/с.  

Из уравнения движения шарика находим реакцию опоры 

r

V
mPN C

C

2

30cos    = – 38,7 Н.  

Отрицательное значение реакции опоры шарика показывает, что факти-

ческое направление реакции противоположно тому, как показано на рис. 4.21.  

Искомое давление шарика на трубку равно модулю реакции опоры. 

 Задача 51. Желоб состоит из шероховатой наклонной прямой АВ и глад-

кой дуги окружности радиуса r = 0,8 м, сопряжённых в точке В так, что прямая 

АВ является касательной к окружности в точке В 

(рис. 4.22). Положение точки В на дуге задаётся 

углом 30º относительно вертикального диаметра 

окружности. Тяжёлый шарик массой m = 0,5 кг 

начинает движение из точки А со скоростью 

0V = 0,2 м/с.  

 Какой длины S должен быть желоб АВ, 

 
Рис. 4.22. Движение точки 

по составному желобу 
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чтобы шарик оторвался от окружности в точке С, определяемой углом 45º от-

носительно горизонтального диаметра, если при движении по прямой АВ ша-

рик испытывает сопротивление скольжения с коэффициентом трения  f = 0,4. 

 
Решение 

Рассмотрим движение шарика по дуге окружности. Проведём в точке С 

оси естественной системы координат – касательную C  и нормаль Cn  

(рис. 4.23). На шарик действуют сила  тяжести P


, реакция CN


 опоры в точ-

ке С. Уравнение движения шарика в проекции на ось Cn  имеет вид: 

C
C NP
r

V
m  cos45

2

, где CV  – скорость шарика в точке С. Реакция опоры 

r

V
mPN C

C

2

cos45   .  

В момент отрыва шарика в точке С 

реакция опоры обращается в ноль: NC = 0. 

В результате получаем уравнение 

cos452 rgVC  , из которого находим ско-

рость шарика в момент его отрыва от опо-

ры: CV = 2,36 м/с. 

Рассмотрим движение шарика из начального положения А в положе-

ние С. На шарик действуют сила тяжести P


, нормальная реакция опоры N


 и, 

при движении по наклонной прямой АВ, сила трения трF


 (см. рис. 4.23). Работу 

совершают сила тяжести шарика и сила трения. Реакция опоры N


 и в том и 

другом случае перпендикулярна траектории движения, и её работа равна нулю. 

 Составим уравнение теоремы об изменении кинетической энергии точки 

SFPh
mVmV

AC
AC

тр)(

22

22
 , где S – длина участка АВ; )( ACh  – перепад высот 

на участке АС (см. рис. 4.23); )()()( BCABAC hhh  = sin30S +   cos450cos3 r . 

 

Рис. 4.23. Расчётная схема 
движения точки 
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Модуль силы трения: fNF тр . Для того чтобы найти реакцию N опоры 

шарика на наклонную поверхность желоба АВ, составим проекцию уравнения 

движения шарика на ось у, перпендикулярную АВ (на рис. 4.23 не показана). 

Получим: 030cos   PNym . Отсюда 30cosPN   и сила трения 

30cosтр fPF  .  

Из уравнения теоремы об изменении кинетической энергии точки найдём 

выражение для определения длины S участка АВ: 

g

VV AC

2

22 
= sin30S  +   cos450cos3 r  – 30cosfPS , 

откуда получим S = 1 м.  

Задача 52. Груз подвешен на нити длиной l = 1 м, закреплённой в непо-

движной точке О (рис. 4.24). В начальный момент 

груз находился в положении А, при котором линия 

ОА составляет с вертикалью угол 60 . В этом по-

ложении грузу сообщают начальную скорость 0V


, 

перпендикулярно нити. Достигнув горизонтально-

го положения, нить, натянутая грузом, встречает 

препятствие в виде тонкой проволоки в точке О1, 

расположенной на середине длины нити, и дальше 

навивается на неё.  

Какую минимальную начальную скорость нужно сообщить грузу в точке 

А, чтобы после встречи нити с проволокой в О1 груз проскочил верхнюю точку 

траектории К.  На какую максимальную высоту (относительно горизонтального 

диаметра ОВ) поднимется груз, двигаясь из той же точки А и с той же началь-

ной скоростью, если нить будет двигаться беспрепятственно. Определить ска-

чок натяжения нити в точке В при переходе груза с одной траектории на дру-

гую.  

  

Рис. 4.24. Схема движения 
груза на нити 
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Решение 

Построим оси естественной системы координат n К  в точке К траекто-

рии – окружности радиуса l,50  с 

центром 1O  (рис. 4.25, а). Во вре-

мя движения на груз действуют 

сила тяжести и реакция нити. 

Уравнение движения груза в про-

екции на ось Kn  имеет вид: 

K
K NP
r

V
m 

2
, где KV  – скорость 

груза в точке К; NК  – реакция нити;  r – радиус окружности движения груза; 

r = 0,5l. Из уравнения движения  находим реакцию нити: P
l

V
mN K

K 
22

.  

Так как нить представляет собой гибкую связь, то условием достижимо-

сти грузом точки К является требование, что при движении нить должна быть 

натянута, иначе говоря, всюду во время движения должно выполняться нера-

венство 0KN . С учётом уравнения движения груза это приводит к неравен-

ству, выражающему требование к скорости в конечной точке:  glVK 2
12  .  

Скорость груза в точке К найдём на основании теоремы об изменении 

кинетической энергии точки при движении груза из положения А в положе-

ние К. Имеем равенство  )(

2
0

2

22 AK
K Ph

mVmV
 , где )( AKh – перепад высот то-

чек А и К; lh AK )(  (см. рис. 4.25, а). Решая полученное уравнение, найдём за-

висимость скорости груза в точке К от начальной: glVVK 22
0

2  . С учётом вы-

полнения неравенства натяжения нити получим: glV
2

5
0   . 

 

Рис. 4.25. Расчётная схема движения груза: 
а – нить навивается на препятствие; 

b – свободное движение 
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При минимальной начальной скорости glV
2

5
0   груз достигает верхней 

точки К. Однако, натяжение нити в точке К обращается в нуль: 0KN  и нить 

в этом месте перестаёт быть натянутой. Груз продолжает движение, но уже в 

виде свободного падения с начальной скоростью glVK 2

1
 . 

Определим, на какую высоту поднимется груз из положения А с мини-

мальной начальной скоростью glV
2

5
0  , если нить движется беспрепятствен-

но (см. рис. 4.25, b). Построим в точке Е оси естественной системы координат 

n Е  аналогично тому, как это было сделано в точке К. Уравнение движения 

груза в проекции на ось Еn имеет вид: E
E NP
l

V
m  sin

2
, где EV  – скорость 

груза в точке Е; NЕ  – проекция реакции нити на нормальную ось.  

Для определения скорости груза в точке Е составим уравнение теоремы 

об изменении кинетической энергии точки при движении груза из начального 

положения А в положение Е. Получим: )(

2
0

2

22 AE
E Ph

mVmV
 , где )(AEh – пе-

репад высот точек А и Е;  sin
2)( l
l

h AE  (см. рис. 4.25, b). Решая полученное 

уравнение относительно скорости EV  при заданной начальной скорости 

glV
2

5
0  , найдём:  sin2

2
32 mglmglmVE . С другой стороны, из уравнения 

движения груза (учитывая, что в точке Е натяжение нити равно нулю: 0EN ) 

получим:  sin2 PlmVE . Приравнивая выражения, получим 
2
1

sin  . Высота 

подъёма относительно горизонтального радиуса составляет l
2
1

. 
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Для определения скачка натяжения нити при переходе груза в точке В с 

окружности радиуса l  на окружность радиуса l
2
1

, т. е. в момент, когда нить 

начинает навиваться на проволоку, напишем проекции уравнения движения 

груза на нормальную ось в точке В. Получим для малой окружности 

B
B N

l

mV


22
 и для большой B

B N
l

mV 
2

, где BN  и BN   – проекции реакции нити 

в точке В при движении груза по окружности радиусов l
2
1

и  l. Из уравнений 

видно, что переход груза с большой окружности на малую вызывает двукрат-

ное увеличение натяжения нити: mgNB 2
3

 , mgNB 3 . 

Задача 53. Шарик массой m = 0,5 кг движется в вертикальной плоскости 

из положения А внутри трубки, которая состоит из 

полуокружности АВ радиуса R = 0,6 м и прямоли-

нейного участка ВD, сопряжённого в точке В с 

окружностью (рис. 4.26). Диаметр полуокружности 

АВ составляет с горизонталью угол 60°. Начальная 

скорость шарика V0  = 5 м/с. В конце кругового 

участка в точке В шарик упирается в недеформиро-

ванную пружину жесткостью с = 100 Н/м. Найти  величину S максимального 

сжатия пружины.  

Решение 

Найдём скорость шарика в точке В. Для этого составим уравнение теоре-

мы об изменении кинетической энергии точки при движении шарика из 

начального положения А в положение В. Получим: 

)(

22
)(

22 AB
AB PhPA

mVmV
 , где )( ABh – перепад высот точек А и В, 

60sin2)( Rh AB  = 1,04 м (рис. 4.27).  

 

Рис. 4.26. Схема  
движения шарика 
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Решая уравнение, найдём скорость шарика в точке В: 

)(
2 2 ABAB ghVV  = 6,74 м/с. 

Для того, чтобы найти величину максимального сжатия пружины, рас-

смотрим движение шарика на прямолинейном 

отрезке трубки ВD. На этом отрезке работу со-

вершают сила тяжести шарика и сила упругости 

пружины, приложенные к шарику (см. рис. 4.27). 

Обозначим S – максимальное сжатие пру-

жины, равное ВС. На основании теоремы об из-

менении кинетической энергии точки, применённой к движению шарика на от-

резке ВС, имеем уравнение 
2

)()(
22

2

)(упр

22 сS
PhFAPA

mVmV
BC

BC  , 

где )(BCh – перепад высот точек В и С; 0sin3)( Sh BC  = 0,5S (см. рис. 4.27).  

В точке С максимального сжатия пружины скорость шарика обращается 

в нуль: CV = 0. Подставляя это условие, с учётом  BV = 6,74 м/с, получим урав-

нение для определения величины максимального сжатия пружины:  

0230,050,2  SS .  

Выбирая положительный корень уравнения, находим: S  = 0,45 м. 

 

Упражнения 

Упражнение 4.5. Лётчик в самолёте пикирует из точки А по прямой, составля-
ющей с горизонтом угол , с начальной скоростью 
V0. Пройдя расстояние АВ = l, самолёт продолжает 
движение по дуге окружности радиуса R, сопряжен-
ной с прямой АВ в точке В (рис. 4.28).  

Каким должен быть радиус окружности, чтобы 
в точке С – выхода самолёта на горизонтальный по-
лёт - сила давления человека на корпус самолёта не 
превосходила его тройной вес. 

 

 

Рис. 4.27. Расчетная схема  
движения шарика 

 

Рис. 4.28. Схема движения 
самолёта 
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Упражнение 4.6.  Пружина жесткостью С = 100 Н/м, сжатая из недеформиро-
ванного состояния на расстояние КА = а = 0,3 м, 
выталкивает шарик массой m = 0,5 кг, который от-
деляется от неё в точке К и продолжает движение 
в трубке по дуге КСВ, окружности радиуса R = 1 
м, затем – по горизонтальному участку ВD. Опре-
делить давление шарика на трубку в точке С. Ка-
кой путь пройдёт шарик до остановки по прямой 
ВD, если здесь на него действует сила трения с ко-
эффициентом  f = 0,4.  

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.29. Схема движения  
шарика в трубке 
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5. ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ДИНАМИКИ СИСТЕМЫ 

5.1.  Теорема о движении центра масс системы  

Центром масс системы материальных точек называют точку С, коорди-

наты которой CCC zyx ,,  удовлетворяют равенствам:  

 kkC xmmx ,    kkC ymmy ,  kkC zmmz , 

где m – масса системы:  kmm ; kkkk zyxm ,,,  – массы и координаты мате-

риальных точек системы.  

Теорема о движении центра масс системы. Центр масс механической  

системы  движется как материальная точка с массой,  равной массе системы, и 

к которой приложены внешние силы, действующие на систему:  e
kC Fam


, 

где Ca


 – вектор ускорения центра масс системы;  e
kF


– сумма всех внешних 

сил, действующих на систему.  

Пример решения задач на применение теоремы о движении центра масс 

Задача 54. Груз 1, находящийся на верхнем основании прямоугольной 

пирамиды АВСD, соединен с грузом 2 нерастяжимой нитью, перекинутой через 

блок С (рис. 5.1). Определить перемещение 

пирамиды, если груз 2 опустился на высоту 1 

м. Масса груза 1 m1 = 15 кг, груза 2 m2 = 20 кг, 

пирамиды m = 50 кг. Трение при движении 

груза 1 по пирамиде и пирамиды по горизон-

тальной поверхности не учитывать. 

Решение 
Рассматриваем механическую систему, состоящую из двух грузов, соеди-

нённых нерастяжимой нитью, блока С и пирамиды АВСD. 

Внешние силы, приложенные к системе: силы тяжести грузов и пирами-

ды – 1P


, 2P


, P


 и нормальная реакция N


 опоры поверхности, на которой стоит 

пирамида. Направления векторов внешних сил показаны на рис. 5.2.  

 

Рис. 5.1. Пирамида с системой  
подвижных грузов 
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Выберем неподвижную систему координат Аxy, как показано на рис. 5.2. 

Все внешние силы, действующие на механическую систему, вертикальны, по-

этому дифференциальное уравнение, состав-

ленное на основании теоремы о движении цен-

тра масс механической системы в проекции на 

ось Аx, имеет вид:  

Cxmmm )( 21  = xP1 + xP2 + xP + xN = 0 

или  0Cx , 

где Cx  – координата центра масс системы.  

Проинтегрировав его дважды, получим 

закон движения центра масс системы: 

21 CtCxC  , где константы интегрирования 

С1 и С2 находятся из начальных условий. Пред-

положим, в начальный момент движение в ме-

ханической системе отсутствовало и координа-

та центра масс системы была равна 0Cx  (на 

рис. 5.2, а не показана), то есть при  t = 0 

0(0) CC xx   и 0(0) Cx . Подставляя начальные 

условия, получим:  С1 = 0, 02 CxC  . В результате закон движения центра масс 

системы имеет вид: 0CC xx  . Последнее означает, что при любом перемеще-

нии тел в системе  координата центра масс системы на оси Аx остаётся посто-

янной, равной своему начальному значению. 

Предположим, в начальный момент времени груз 1 находился у левого 

края призмы, как показано на рис. 5.2, а.  

Начальная координата 0Cx  центра масс системы  находится из равенства 

mllmmxmxmmm kkC   221021 0)( , где 2l – расстояние от начала ко-

ординат до линии действия силы тяжести груза 2 (координата центра масс гру-

 

Рис. 5.2. Расчётная схема 
перемещения пирамиды: 
а – начальное положение;  
b – положение пирамиды  
при перемещении грузов  

на расстояние S 
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за 2 на оси Ах); l – аналогичное расстояние до линии действия силы тяжести 

пирамиды (см. рис. 5.2, а). Тогда начальная координата центра масс системы: 

)( 21

22
0 mmm

mllm
xC 


 .  

Положение грузов в системе, после того как груз 1 переместился на рас-

стояние S, и положение призмы показано на рис. 5.2, b. На рисунке отмечено, 

что при перемещении груза 1 вправо на расстояние S призма АВСD сместилась 

влево на расстояние λ . Координата 1Cx  центра масс для нового положения си-

стемы определяется из равенства: 

λ)(λ)(λ)()( 221121  lmlmSmxmmm C . 

Выражая отсюда координату 1Cx  и приравнивая  её  начальному значе-

нию координаты центра масс 10 CC xx  , найдём  перемещение пирамиды  

)(
λ

21

1

mmm

Sm


 . Подставляя данные задачи, получим λ = 0,18 м. 

 

5.2.  Теорема об изменении кинетического момента  системы 
 относительно оси 

 
Момент инерции однородного диска радиусом R, массой m относитель-

но оси  z, проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости диска: 

2

2

1
mRJ z  .  Для неоднородных тел момент инерции относительно оси  z вы-

числяется по формуле: 2
zz imJ  , где zi  – радиус инерции тела.  

Кинетическим моментом (моментом количества движения) системы 

относительно неподвижной оси z называется величина, равная сумме момен-

тов количеств движения точек относительно этой оси  )( kkzz VmML


.  

Для твёрдого тела, вращающегося вокруг неподвижной оси z, кине-

тический момент:  zz JL , где zJ  и – момент инерции и угловая скорость 
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тела. Теорема об изменении кинетического момента системы относительно 

оси. Производная по времени от кинетического момента системы относительно 

неподвижной оси z равна сумме моментов внешних сил относительно той же 

оси: 
dt

dLz  =  )( e
kz FM


.  

Примеры решения задач на применение теоремы об изменении  
кинетического момента системы 

Задача 55.  Для подъёма груза используется  лебёдка со ступенчатым ба-

рабаном и противовесом. Груз 1 массой m1  под-

нимается на канате, навитом на барабан 2 массой 

m2  радиуса R. Противовес 3 массой m3  прикреп-

лён к канату, который навит на малую ступень ба-

рабана радиуса r (рис. 5.3). Радиус инерции бара-

бана относительно оси вращения zi . На барабан 

действует постоянный момент сил сопротивления 

cM = 60 Н·м. В начале движения к барабану ле-

бёдки прикладывается вращающий момент, пропорциональный времени: 

tM 30620вр   Н·м, который  через 2 с отключается. Определить, на какую 

высоту поднимется груз, если движение началось из состояния покоя. Массы 

грузов и барабана: m1 = 100 кг, m2 = 50 кг, m3 = 20 кг. Радиусы ступеней бараба-

на и радиус инерции: R = 0,6 м; r = 0,4 м; zi = 0,5 м. 

Решение 

Решение следует рассматривать на двух этапах. На первом груз поднима-

ется под действием вращающего момента, на втором – по инерции.  

Рассмотрим механическую систему, состоящую из груза 1,  барабана 2 и 

противовеса 3. На систему действуют силы тяжести груза 1P


, барабана 2P


, про-

тивовеса 3P


, реакция шарнира R


, пара сил с моментом, равным моменту вра-

 
Рис. 5.3. Барабан лебёдки  
с грузом и противовесом  
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щения врM , и пара сил с моментом сопротивления cM . Направления векторов 

сил и моментов  показаны на рис. 5.4. Выбе-

рем начало оси y, вдоль которой поднимается 

груз на первом участке движения, в точке 

начала движения  (см. рис. 5.4). 

Воспользуемся теоремой об изменении 

кинетического момента системы относитель-

но оси z, проходящей через центр О: 

 )( e
kz

z FM
dt

dL 
. Кинетический момент си-

стемы  относительно оси z равен сумме кинетических моментов барабана, груза 

и противовеса: пргрбар
zzzz LLLL  . Кинетический момент барабана, вращаю-

щегося вокруг неподвижной оси z:  zz JLбар , где zJ  – момент инерции бара-

бана относительно оси z, 2
2 zz imJ  ;    – угловая скорость барабана. Рассмат-

ривая груз и противовес как материальные точки, найдём их кинетические мо-

менты относительно оси z: )( 11
гр VmML zz


 = RVm 11 ; )( 33

пр VmML zz


 = rVm 33 .  

Суммарный кинетический момент системы:  

пргрбар
zzzz LLLL   = ω2

2 zim  + RVm 11  + rVm 33 . 

Выразим скорости груза 1  и противовеса 3 через угловую скорость бара-

бана: RV ω1  , rV ω3   - и подставим их в выражение кинетического момента. 

Получим  zL  = )ω( 2
3

2
1

2
2 rmRmim z   = 

R

V
rmRmim z

12
3

2
1

2
2 )(  .   

Суммарный момент внешних сил относительно оси z 

 )( e
kz FM


= rPRРМM 31cвр  . 

Дифференциальное уравнение движения груза: 

dt

dV
rmRmim z

12
3

2
1

2
2 )(   =  RrPRРМM 31cвр  , 

 

Рис. 5.4. Силы, действующие 
на систему во время движения 
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или с учётом данных задачи 
dt

dV1  = t,350,580  .  

Дважды интегрируя это уравнение с нулевыми начальными условиями, 

найдём скорость груза 1V  и проходимый им путь у как функции времени: 

2
1 ,1750,580)( tttV  ;  32 ,0580,290)( ttty  . 

Из уравнений движения найдём: при t = 2 с (конец первого участка) груз 

поднялся на высоту (2)1 yh  = 1,62 м и имел скорость (2)11 VV  = 1,86 м/с. 

На втором участке движения груз продолжает подниматься вверх. Урав-

нение движения груза здесь  аналогично первому участку, за исключением 

вращающего момента (см. рис. 5.4):  

dt

dV
rmRmim z

12
3

2
1

2
2 )(   =  RrPRРМ 31c  , или  

dt

dV1  = ,616 . 

Представим ускорение груза в виде: 
dt

dV1  = 
dydt

dydV1  = 
dy

dV
V 1

1 . Теперь урав-

нение движения груза на втором участке имеет вид:  616,1
1 

dy

dV
V . Интегрируя 

его, получим зависимость скорости груза от пройденного пути 

3

2
1 ,616
2

Cy
V

 . Выберем начало второго участка на высоте 1h .  Из началь-

ных условий движения груза: при t = 0, y  = 0, 1V  = 1,86 м/с, получим: С3 = 1,73.  

Максимальную высоту h2, на которую поднял-

ся груз на втором участке, определим из условия, что 

в этой точке скорость груза обращается в нуль. Име-

ем ,731,6160 2  h , откуда h2 = 0,26 м. Максималь-

ная высота подъёма груза H = h1 + h2 = 1,88 м. 

Задача 56.  Тележка С поворотного подъёмно-

го крана (рис. 5.5) движется с постоянной относи-

тельно стрелы скоростью V = 0,5 м/с. Длина стрелы 
 

Рис. 5.5. Поворотный кран 
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L = 10 м, масса тележки с грузом m1 = 100 кг, момент инерции крана относи-

тельно оси вращения АВ без учёта тележки и груза   J = 1800 кг·м2. Двигатель 

крана создаёт постоянный вращающий момент врM = 400 Н·м. Определить уг-

ловую скорость крана в момент, когда тележка достигнет края стрелы, если в 

начальный момент конструкция вращалась с угловой скоростью 0  = 2 рад/с, а 

тележка находилась на расстоянии а = 1 м от оси вращения.  

Решение 

На систему действуют внешние силы: 1P


 – сила тяжести тележки с гру-

зом, 2P


 – сила тяжести поворотного крана 

(на рис. 5.6 показана в условном центре тя-

жести крана); xR


, yR


 – составляющие реак-

ции подшипника А и пара сил с моментом, 

равным вращающему моменту врM  (см. 

рис. 5.6). Применим к описанию движения 

системы теорему об изменении кинетиче-

ского момента системы относительно оси 

вращения z, направленной вдоль линии АВ. 

Поскольку  силы тяжести параллельны 

оси вращения крана, а составляющие реакции шарнира А пересекают её, то мо-

менты этих сил относительно оси z равны нулю  и теорема об изменении кине-

тического момента системы принимает вид: врM
dt

dLz  . Интегрируя это урав-

нение при постоянном вращающем моменте, получим равенство: 

tMLL zz вр0  , где zL , 0zL  – кинетический момент системы в текущий и 

начальный моменты времени.  

Кинетический момент системы zL  равен сумме: грузкран
zzz LLL  . Кине-

тический момент крана как твердого тела, вращающегося  вокруг неподвижной 

 
Рис. 5.6. Внешние силы, 

действующие на кран при 
его движении 
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оси:  JLz
кран . Полагая тележку с грузом материальной точкой, определим её 

кинетический момент груз
zL , как момент вектора количества движения тележки 

относительно оси z. Тележка с грузом участвует в сложном движении. Вектор 

абсолютной скорости тележки абсV


 равен сумме er VVV


абс , где rV


 относи-

тельная скорость тележки (перемещение по стреле крана); eV


 – переносная 

скорость (движение вместе с краном). Воспользовавшись теоремой Вариньона 

при вычислении момента количества движения тележки с грузом, получим: 

груз
zL = )( абс1VmM z


= )( 11 rez VmVmM


 = )( 1 ez VmM


 = xVm e1  = 2

1 xm  . 

В результате суммарный кинетический момент системы в текущий мо-

мент времени грузкран
zzz LLL   =   2

1xmJ . Тогда начальный кинетический 

момент систем:   0
2

10  amJLz . 

 Подставляя выражения начального и текущего кинетического моментов 

в уравнение движения, получим:   2
1xmJ  –   0

2
1  amJ = tM вр , откуда за-

кон изменения угловой скорости крана 
 

 2
1

0
2

1вр

xmJ

amJtM




 . Момент вре-

мени кt , когда тележка достигнет края стрелы (x = L), найдём из условия дви-

жения тележки по стреле с постоянной скоростью: aLVt к . С учётом дан-

ных задачи угловая скорость крана в этот момент )( кt  = 0,93 рад/с. 

5.3. Теорема об изменении кинетической энергии  системы 
 

Кинетическая энергия тела при поступательном движении 

2

2

1
CmVT  , где m – масса тела; CV  – скорость центра масс тела; при враща-

тельном движении вокруг неподвижной оси  z: 2

2

1
 zJT , где zJ  – момент 

инерции тела относительно оси z;    – угловая скорость тела; при плоскопа-
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раллельном движении: 22

2

1

2

1
 zСC JmVT , где m – масса тела; CV ,   – ско-

рость центра масс и угловая скорость тела; zСJ  – момент инерции тела относи-

тельно оси  z, проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости дви-

жения. 

Работа постоянной силы F при прямолинейном перемещении точки 

приложения силы  sFSA co , где S – перемещение точки;  – постоянный 

угол между перемещением и направлением силы. Работа пары сил с постоян-

ным моментом М  при повороте тела на конечный угол   вычисляется по 

формуле:  MA , где    – угол поворота тела.  Работа считается положи-

тельной, если пара сил стремится повернуть тело в направлении его вращения, 

и отрицательной – в противном случае.  

Мощностью силы F называют величину, равную скалярному произве-

дению силы на скорость точки её приложения: VFN


 , где V – скорость точ-

ки приложения силы. При плоском движении тела мощность силы равна сумме 

скалярных произведений: 


OO MVFN , где OV  – скорость точки, вы-

бранной полюсом;   – угловая скорость тела; )(FMM OO


  – момент силы 

относительно полюса. Если в качестве полюса выбрать точку К – мгновенный 

центр скоростей, то мощность силы     


FMFN K , где )(FM K


 – момент 

силы относительно мгновенного центра скоростей.  

Теорема об изменении кинетической энергии системы в дифферен-

циальной форме.  Производная по времени от кинетической энергии системы 

равна сумме мощностей внешних и внутренних сил   )()( i
k

e
k FNFN

dt

dT 
.  

Теорема об изменении кинетической энергии системы на конечном 

перемещении. Изменение кинетической энергии системы при перемещении её 
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из начального состояния в текущее равно сумме работ внешних и внутренних 

сил, действующих на систему:   )()(0
i
k

e
k FAFATT


. 

Механические системы, состоящие из абсолютно твердых тел, соединен-

ных гибкими нерастяжимыми нитями, называются неизменяемыми. В неиз-

меняемых системах сумма работ и сумма мощностей внутренних сил равны 

нулю: 0)(  i
kFA


.  

Примеры решения задач на применение теоремы об изменении  

кинетической энергии системы 

Задача 57.  Планетарный механизм, позволяющий получать повышенные 

передаточные отношения угловых скоро-

стей, состоит из трех одинаковых колёс, 

соединённых кривошипом ОА (рис. 5.7). 

Колесо 1 неподвижно, кривошип ОА вра-

щается с угловой скоростью OA  и приво-

дит в движение колёса 2 и 3. Полагая массы колёс и их радиусы одинаковыми, 

равными m и r, и пренебрегая массой кривошипа, найти кинетическую энергию 

механизма. 

Решение 

 Кинетическая энергия механизма Т равна сумме энергий колёс 2 и 3: 

32 TTT  . Энергия колеса 1 равна нулю 

потому, что оно неподвижно, а энергия 

кривошипа равна нулю, так как массой 

кривошипа пренебрегаем. При движении 

механизма колесо 2, увлекаемое криво-

шипом, катится по неподвижной поверх-

ности первого колеса. Энергия колеса 2: 

 
Рис. 5.7. Планетарный механизм 

 

Рис. 5.8. Расчётная схема 
 вычисления энергии механизма 
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22

2
22

2

2


 BB JmV
T , где BV  – скорость центра масс колеса 2, BJ2  – момент 

инерции колеса 2 относительно оси, проходящей через центр масс перпендику-

лярно плоскости колеса, 
2

2

2
mr

J B  . 

Выразим кинетическую энергию колеса 2 через угловую скорость OA  

кривошипа ОА.  

Скорость точки В, лежащей на кривошипе ОА: OBV OAB  = rOA 2 . 

Так как точка Р2  касания колёс 1 и 2 является мгновенным центром ско-

ростей колеса 2 (рис. 5.8), угловая скорость колеса 2 
2

2 BP

VB . В результате 

получим: OA 22 . Подставив зависимости BV  и 2  в выражение кинетиче-

ской энергии колеса 2, найдём: 

   
2

2

22

2 222

2
OAOA mrrm

T





  = 223 rm OA . 

Вычислим кинетическую энергию колеса 3. Найдём скорость точки С, 

считая, что она принадлежит колесу 2: CPVC 22   = rOA4 . Скорость точки 

А – центра колеса 3 определим, полагая, что точка А лежит и на кривошипе: 

OAV OAA   = rOA4 . Скорости двух точек А и С колеса 3 равны и парал-

лельны, причём линия АС перпендикулярна векторам скоростей AV


 и CV


 (см. 

рис. 5.8). В этом случае мгновенный центр скоростей отсутствует и колесо 3 

совершает мгновенно-поступательное движение. Энергия поступательного 

движения колеса 3: 
2

2

3
AmV

T   = 
 

2

4 2rm OA
 = 228 rm OA . 

Окончательно, энергия механизма:  32 TTT   = 2211 rm OA .  

Задача 58.  Горизонтальный желоб DE опирается на блок 1 и на каток 3 

одинакового радиуса r (рис. 5.9). Блок 1 весом 1P  вращается вокруг неподвиж-
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ной оси О1. Каток 3 катится по горизонтальному рельсу без проскальзывания. 

На одной оси с катком 3 жестко связано колесо 2 радиуса R. Их общий вес ра-

вен Q, а общий радиус инерции от-

носительно оси z, проходящей че-

рез центр масс С перпендикулярно 

плоскости катка, равен zi . Система 

движется в вертикальной плоскости 

под действием сил тяжести, силы 

F


 и пары сил с моментом М. Мас-

сой желоба пренебрегаем. Скольжение между желобом и блоком 1, а также 

катком 3 отсутствует. Определить ускорение центра масс колеса 2 и катка 3 и 

угловое ускорение блока 1, если: 1P  = 40 Н, Q = 60 Н, F  = 50 Н, М = 45 Н·м, 

R = 0,8 м, r = 0,6 м, zi  = 0,4 м.  

Решение 

Для решения задачи воспользуемся теоремой об изменении кинетической 

энергии для неизменяемых механических систем:  )( e
kFN

dt

dT 
, где Т – энер-

гия системы в её текущем положении;  )( e
kFN


 – суммарная  мощность внеш-

них сил.  

Предположим, во время движения систе-

мы блок 1 вращается по ходу часовой стрелки. 

 Угловые скорости 1 , 2  блока 1, катка 3 

и скорость CV


 центра масс катка 3  показаны на 

рис. 5.10. Угловая скорость колеса 2 и катка 3 

равны:  23  . 

 
Рис. 5.9. Схема движения 

механической системы 
 

 
Рис. 5.10. Расчетная схема 

для исследования движения 
системы 
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Кинетическая энергия вращательного движения блока 1 2
11 12

1
 zOJT , 

где 
1zOJ  – осевой момент инерции блока, 

2

2
1

1

rm
J zO  .  

Фигура, состоящая из катка 3 и колеса 2,  двигается плоскопараллельно. 

Кинетическая энергия фигуры определяется по формуле: 

2
2

2
2 2

1

2

1
 zCC JmVT , где m – общая масса катка и колеса, 

g

Q
m  , zCJ  – мо-

мент инерции фигуры относительно оси z, проходящей через центр масс пер-

пендикулярно плоскости диска, 2
zzC miJ  ,  

У катка 3 мгновенный центр скоростей находится в точке касания его с 

неподвижной поверхностью (точка К на рис. 5.10). Тогда 
r

VC3 . Скорость 

точки А катка CA VrV 223  . Приравнивая скорость точки  А на катке 2 к 

скорости точки В на блоке 1, получим 
r

VC2
1  .  

Найдём кинетическую энергию системы, выраженную через скорость 

центра масс катка 3: 

21 TTT  = 21
CV

g

P
+ 2

C2

2
1

2
V

r

i

g

Q z










 =
























2

2

1

2

12
2 r

i
QP

g

V zC . 

Найдем сумму мощностей внешних сил.  

На блок 1 действуют: сила тяжести 1P


, пара сил с моментом М  и реакция 

шарнира 1O , разложенная на составляющие 1X


, 1Y


 (рис. 5.10). Мощности силы 

тяжести 1P


 и сил реакции 1X


, 1Y


 подшипника О1 равны нулю, так как  нет пе-

ремещения точек приложения этих сил. Момент М направлен в сторону враще-

ния блока 1, его мощность 
r

V
MMMN C2

)( 1  .  
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На каток 3 (вместе с жестко связанным с ним колесом 2) действуют: сила 

F


, сила тяжести Q


 катка и колеса, нормальная реакция опоры N


 и сила сцеп-

ления сцF


 катка 3 с поверхностью. 

Мощности сил N


 и сцF


 равны нулю, так как точкой приложения этих 

сил является мгновенный центр скоростей катка 3, скорость которого равна ну-

лю. Мощность силы тяжести Q


 равна нулю, так как угол между вектором силы 

и вектором скорости точки С равен 90°. 

Для определения мощности силы F


, приложенной к колесу, выберем в 

качестве полюса точку К – мгновенный центр скоростей диска 2. С учётом то-

го, что скорость KV = 0, получим:  

2)()( 


FMVFFN KK = 2)( 


FM K =  

=  cos30)( 2RrF = 





  cos301

r

R
FVC . 

Поскольку вращение, создаваемое моментом силы F


 относительно цен-

тра К, противоположно выбранному направлению угловой скорости катка, 

мощность силы F


 отрицательная.   

Суммарная мощность внешних сил:  

 )( eFN  = 





  30cos1

r

R
FVC +

r

V
M C2

. 

Составляем уравнение теоремы об изменении кинетической энергии си-

стемы. Находим производную по времени от кинетической энергии системы 

dt

dT
=
























2

2

1 12
r

i
QPa

g

V z
C

C  и приравниваем суммарной мощности внешних 

сил. Получим: 
























2

2

1 12
1

r

i
QPa

g
z

C  = 





  30cos1

r

R
F +

r

M2
, 
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откуда с учётом исходных данных задачи ускорение центра масс диска 2 

Ca  = 2,88 м/с2. Для определения углового ускорения блока 1 продифференци-

руем по времени равенство 
r

VC2
1  . Получим: 

r

aC2
1   = 9,6 рад/с2. 

Задача 59.  Каток радиуса r, весом Р закатывают вверх по наклонной 

плоскости приложив в центре катка силу F


 под углом 

30° к наклонной плоскости (рис. 5.11). Сама плоскость 

наклонена под углом 30° к горизонту. Величина силы F 

= 2P. В начальном положении центр катка имел ско-

рость 0V .  

На какое расстояние S переместился центр катка, 

если в конце перемещения его скорость удвоилась. 

Решение 

Применим теорему об изменении кинетической энергии на конечном пе-

ремещении системы:  )(0 kFATT . На каток 

действует сила тяжести P


, сила F


, нормальная 

реакция опоры N


 и сила сцF


 сцепления диска с 

наклонной плоскостью (рис. 5.12). При переме-

щении центра катка на расстояние S вдоль 

наклонной плоскости работу совершают только 

сила F


: SFFA  30cos)(


 и сила тяжести: 

PhPA )(


, где h – перепад высот при перемещении центра масс катка. Работа 

реакции опоры и силы сцепления равна нулю. 

Кинетическая энергия катка 22

2
1

2
1

 zAA JmVT , где zAJ  – момент 

инерции фигуры относительно оси z, проходящей через центр масс перпенди-

кулярно плоскости диска, 
2

2mr
J zA  . Выражая угловую скорость катка через 

 
Рис. 5.11. Движение 
катка на наклонной  

плоскости 

 

Рис. 5.12. Расчётная схема  
движения катка 
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скорость центра масс 
r

VA , с учётом выражения момента инерции катка, по-

лучим энергию катка в виде: 2

4
3

AmVT  .  

Составим уравнение теоремы об изменении кинетической энергии при 

перемещении центра катка на расстояние S: PhSFmVmV AB  30cos
4
3

4
3 22 , 

где 0VVA   02VVB  , PF 2 ,  30sinSh .  

Найдём искомое перемещение:  


30sin30cos24

9 2
0

g

V
S . 

 
Упражнения 

 

Упражнение 5.1.  Крановая тележка массы m1 может перемещаться по гори-
зонтальной балке без трения (рис. 5.13). В центре масс тележ-
ки закреплён трос длиной l, на другом конце которого привя-
зан груз массы m2. Трос может совершать колебательные дви-
жения в вертикальной плоскости. В начальный момент трос 
был в вертикальном положении. Определить горизонтальное 
перемещение тележки в зависимости от угла наклона троса. 
Весом троса пренебречь. 

 

 
Упражнение 5.2.  К барабану лебёдки, поднимающей 

штангу, приложен вращающий момент, пропорциональный 
времени МВР = kt (рис. 5.14). Штанга массы m1 поднимается по-
средством каната, навитого на барабан массы m2 и радиуса r. В 
начальный момент система находилась в покое. Определить 
угловую скорость барабана, считая его однородным диском. 

 

 
 Упражнение  5.3.  Груз 1 массы m1 подвешен на нерас-

тяжимом тросе, другой конец которого переброшен через блок 
2 и закреплён в центре масс катка 3 (рис. 5.15). Каток 3 катится 
по горизонтальной поверхности без проскальзывания. Блок 2 и 
каток 3 – однородные диски массы m2 и m3, радиуса r. В 
начальный момент система находилась в покое. Определить 
скорость груза, когда он опустится на высоту h, если к катку 3 

приложен момент М. 
 
 

 

Рис. 5.13. Движение  
крановой тележки 

 
Рис. 5.14. Схема 

механизма лебёдки 

 
Рис. 5.15. Схема 

движения системы 
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Упражнение 5.4.  Механическая система включает 

два груза 1 и 3 одинакового веса Р и каток 2 весом 2Р, ра-
диусом R = 2r с цилиндрическим выступом радиусом r 
(рис. 5.16). Каток катится выступом по неподвижной по-
верхности без проскальзывания. К катку по касательной к 
окружности приложена сила F = 2P . Найти ускорение 
центра масс катка, если его  радиус инерции относительно 
оси, проходящей через центр масс перпендикулярно 

плоскости движения: 2ri Cz  . 

 
 

5.4.  Применение общих теорем динамики системы к описанию               
движений твёрдого тела 

 

Поступательное движение твердого тела  описывается  дифференци-

альными уравнениями:  e
kxFxm  ,   e

kyFym  ,   e
kzFzm  - или в алгебраиче-

ской форме  e
kxCx Fma ,   e

kyCy Fma ,   e
kzCz Fma , где  m – масса тела;  

x  = Cxa , y  = Cya , z  = Cza  – проекции ускорения центра масс тела на коорди-

натные оси; e
kxF , e

kyF , e
kzF  – проекции внешних сил. 

Вращательное движение твердого тела относительно неподвижной 

оси  z описывается дифференциальным уравнением: 
dt

d
J z


= )( e

kz FM


 или ал-

гебраическим уравнением: )( e
kzz FMJ


,  где  ,   – угловая скорость и уг-

ловое ускорение тела;  )( e
kz FM


 –  сумма моментов внешних сил относитель-

но оси z; zJ  – момент инерции тела относительно оси  z.  

Плоскопараллельное движение твердого тела описывается уравнени-

ями движения центра масс и вращательного движения тела относительно оси, 

проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости движения.  

В проекции на координатные оси  уравнения плоскопараллельного дви-

жения тела имеют вид:  

 
Рис. 5.16. Схема  
механизма катка 
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 e
kxCx Fma ;  e

kyCy Fma ;  )( e
kzCzC FMJ


, 

где Cxa , Cya – проекции ускорения центра масс тела; e
kxF , e

kyF  – проекции на 

оси координат внешних сил, действующих на тело; zCJ  – момент инерции тела 

относительно оси z, проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости 

движения;   – угловое ускорение тела; )( e
kzC FM


 – моменты внешних сил от-

носительно оси, проходящей через центр масс. 

Проводя динамический расчет механической системы, следует рассмат-

ривать движение каждого тела системы в отдельности, предварительно освобо-

див его от связей и заменив их действие реакциями. 

 

Примеры решения задач на составление уравнений движения твердых тел 

 

Задача 59. Лебёдка поднимает груз 1 массы  m1 = 50 кг посредством тро-

са, переброшенного через блок 3 и навито-

го на барабан 2 массы m2 = 20 кг, радиуса 

r = 0,8 м (рис. 5.17). К барабану приложен 

постоянный вращающий момент 

врM = 480 Н·м. Определить ускорение гру-

за, натяжение троса и реакцию шарнира ба-

рабана 2. Весом троса и массой блока 3 

пренебречь, барабан считать сплошным цилиндром.   

Решение  

Составим уравнение движения груза 1. Для этого освобождаем груз от 

связей, заменив действие троса реакцией. На груз действует сила тяжести 1P


 и 

реакция троса 1H


 (рис. 5.18). Выберем ось x по направлению движения груза. 

Уравнение движения груза в проекции на ось x: 1111 PHam  . 

 

Рис. 5.17. Механизм лебёдки 
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Рассмотрим движение барабана 2. Освободим барабан от связей и заме-

ним их действие реакциями.  

На барабан действует сила тяжести 

2P


, пара сил с моментом вращения врM , 

реакция троса 1H

  и реакция шарнира (на 

рис. 5.18 разложена на составляющие 2X


, 

2Y


). Так как массой блока 3 пренебрега-

ем, то модули сил 1H


 и 1H

  равны. 

Направления действия сил и момента по-

казаны на рис. 5.18. 

 Уравнение вращательного движения барабана относительно оси z: 

   rHMFMJ kzz 1вр2 , где момент инерции барабана 
2

2
2rm

J z  . 

Продифференцируем по времени равенство rV 21   и выразим угловое 

ускорение барабана через ускорение груза 1. Получим 
r

a1
2  . Подставляя вы-

ражение углового ускорения в уравнение вращательного движения барабана с 

учётом равенства модулей сил 1H


 и 1H

 , напишем уравнения движения бараба-

на и груза в виде системы уравнений: 

1111 PHam  ,  1
вр

12 2
2

H
r

M
am  , 

откуда находим 1a = 1,82 м/с2,  Н1 = 581,8 Н. Натяжение троса численно равно 

реакции.  

Для определения реакции шарнира составим (формально) уравнение 

движения центра масс блока 2 в проекциях на оси х, у (см. рис. 5.18): 

30cos122 HXam Cx  = 0, 2122 60cos PHYam Cy   = 0. 

 
Рис. 5.18. Внешние силы и реакции,  

действующие на груз и  барабан  
при движении системы 
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Отсюда 2X = 503,84 Н, 2Y  = – 94,7 Н, 2
2

2
22 YXR  = 512,66 Н. 

Задача 60. Барабан весом G, радиусом R имеет  цилиндрический выступ 

радиусом r (рис. 5.19). Барабан скатывается 

по наклонной плоскости с углом наклона 30°, 

опираясь на неё поверхностью выступа. К ба-

рабану приложены постоянные силы 1F


 и 2F


. 

Сила 1F


 направлена по касательной к по-

верхности барабана. Сила 2F


 действует под 

углом 30° к диаметру барабана, перпендику-

лярному наклонной плоскости. В начальный момент времени барабан приведён 

в равновесие парой сил с моментом М.  

Определить угловое ускорение барабана и закон движения центра масс, 

если в положении равновесия величину уравновешивающего момента увели-

чить в 1,2 раза. Исходные данные для решения задачи: R = 0,6 м, r = 0,2 м,        

G = 100 Н, 1F  = 60 Н, 2F  = 25 Н, радиус инерции барабана  zi  = 0,4 м. 

Решение 

На барабан действуют силы 1F


, 2F


, сила тяжести G


, пара сил с неизвест-

ным моментом М, нормальная реакция опоры N


 и сила сцF


 сцепления бараба-

на с поверхностью. Сила сцепле-

ния приложена в точке К касания 

выступа барабана с наклонной 

плоскостью и направлена вдоль 

неё (рис. 5.20). 

Для определения момента 

М, приводящего барабан в равно-

весие, запишем уравнение равно-
 

Рис. 5.20. Силы, действующие на барабан,  
во время движения 

 

Рис. 5.19. Схема движения 
барабана по наклонной плоскости 
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весия в виде равенства нулю моментов сил 0)(  e
kK FM


относительно точки 

К. Точка К выбрана с той целью, что в уравнение не будет входить момент не-

известной силы сцепления.  

На рис. 5.20 показано разложение силы 2F


: 222 FFF 


. Значения со-

ставляющих определяются как проекции:  30cos22 FF ,  30sin22 FF . 

Применяя теорему Вариньона, вычислим момент силы 2F


 относительно 

точки К : )()()( 222 FMFMFM KKK 


 = rF 230sin2  . 

Момент силы 1F


 относительно точки К:  

KDFFM K  11)(


 = )30cos(1  rRF . 

В результате уравнение моментов сил при равновесии барабана принима-

ет вид 

 )( e
kK FM


= )30cos(1  rRF + rF 230sin2   30sinGr +М = 0. 

Подставляя сюда исходные данные задачи, находим величину уравнове-

шивающего момента М = 30,61 Н·м. Направление момента показано дуговой 

стрелкой на рис. 5.20.  

Увеличим значение момента М, удерживающего барабан в равновесии, в 

1,2 раза: MM 2,11  . Возникшее после этого качение барабана вверх по 

наклонной плоскости представляет собой плоскопараллельное движение, кото-

рое описывается с применением теорем о движении центра масс и об измене-

нии кинетического момента. 

 Уравнение движения центра масс барабана в проекции на ось x, направ-

ленную вверх по наклонной плоскости, имеет вид: 

сц21 0cos60cos60cos3 FGFFxm C  , 

где хС – координата центра масс барабана.  

Применив теорему об изменении кинетического момента барабана отно-

сительно оси z, проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости 
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движения и считая моменты сил положительными, если они создают вращение 

в сторону движущегося вверх барабана, выразим уравнение вращательного 

движения барабана вокруг оси z в виде:  

1сц21 cos60 MrFrFRFJ zC  , 

где   – угол поворота барабана; zCJ  – момент инерции барабана, 2
zzC miJ  ;  

zi  – радиус инерции. С учётом соотношения 
r

xC   получим уравнение: 

r

M
GF

r

R
F

r

i
xm z

C
1

212

2
0cos60cos620cos31 






 










 . 

После подстановки данных задачи находим дифференциальное уравне-

ние движения центра масс: ,60Cx . Дважды интегрируя его с нулевыми 

начальными условиями (так как движение началось из состояния покоя), нахо-

дим закон движения центра масс: 2,30 txC  м. Из уравнения следует, что бара-

бан движется в сторону положительного направления оси x. 

Угловое ускорение барабана 
r

xC   = 3 рад/с2. 

Задача 61.  Механизм 

(рис. 5.21) включает в себя 

груз 1, каток 2 и ступенчатый 

барабан 3, соединённых не-

растяжимыми нитями. Движе-

ние механизма происходит из 

состояния покоя в вертикаль-

ной плоскости под действием 

сил тяжести 1P


, 2P


, 3P


, силы 

 

Рис. 5.21. Конструкция механической системы 
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F


,  приложенной в центре масс катка 2, и пары сил с моментом М, приложен-

ной к барабану 3. Качение катка 2 по наклонной плоскости с углом наклона к 

горизонту 30º происходит без проскальзывания. 

Каток 2 считать однородным диском радиуса 2R . Радиусы ступеней ба-

рабана 3: 3R , 3r , радиус инерции барабана 3i .  

Найти ускорение груза 1, силы натяжения нитей и динамическую реак-

цию шарнира барабана 3, если Р1 = Р2 = 2Р;  Р3 =3Р, F = 3Р;  М = Рr, rR 22  ; 

R r3 3 ; r r3  ; 33 ri  . 

Решение 

Рассмотрим движение каждого тела системы отдельно, предварительно 

освободив тела от связей и заменив их действие реакциями. На рис. 5.22 изоб-

ражены силы, действующие на тела системы, после освобождения их от связей 

и направление движения каждого тела.  

Допустим, груз движется вниз со скоростью 1V , ускорением а1. К нему 

приложена сила тяжести 1P


 и реакция нити 1Q


 (рис. 5.22, а). Направим ось  x1 в 

сторону движения груза. Уравнение движения груза вдоль оси x1 имеет вид: 

1111 QPFam kx  = 12 QP  . 

Барабан 3 вращается вокруг неподвижной оси z , проходящей через центр 

масс О3. На диск 3 действует сила тяжести 3P


, реакция подшипника 3R


 (на 

 

Рис. 5.22. Расчетные схемы для описания движения тел, входящих в систему 
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рис. 5.22, b показано разложение реакции на составляющие 3X


, 3Y


), пара сил с 

моментом М и реакции нитей 1Q


 и 2Q


. 

При составлении уравнения вращательного движения барабана моменты 

сил относительно оси считаем положительными, если они создают поворот  в 

сторону вращения барабана. Уравнение вращения барабана 3 имеет вид: 

   32313 33
rQMRQFMJ kzOzO  = rQPrrQ 213  , 

Момент инерции барабана относительно оси z: 2
333

imJ zO   =  
g

Pr 29
;  

Каток 2 совершает плоскопараллельное движение. К нему приложена си-

ла тяжести 2P


, сила F


, реакция нити 2Q


, нормальная реакция 2N


 наклонной 

плоскости и сила сцF


 сцепления диска с поверхностью (рис. 5.22, с).  

Выберем ось  х2 по направлению движения центра масс катка 2. Плоско-

параллельное движение катка описывается уравнениями движения его центра 

масс в проекции на  ось  х2 и вращения вокруг оси, походящей через центр масс 

перпендикулярно плоскости диска: 

60cos2сц22 PFFQam C  = PFPQ  сц2 3 ; 

2сц222 RFRQJC   = rFrQ 22 сц2  ,  
2

2
22Rm

JC  . 

При составлении второго уравнения момент силы считается положи-

тельным, если он создаёт поворот в сторону вращения катка.  

К системе четырех уравнений, описывающих движения тел в системе, 

необходимо добавить уравнения связей между ускорениями точек и угловыми 

ускорениями тел. Предположим, скорость центра масс катка 2 равна CV   (см. 

рис. 5.22, с). Угловая скорость катка 
2

2 CK

VC  = 
2R

VC , где 2CK  – расстояние от 
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центра масс катка 2 до его мгновенного центра скоростей. Продифференциро-

вав по времени последнее равенство, получим: 
r

a

R

V CC

22
22 


 .  

Скорость точки В катка 2 22 BKVB   = CV2 . Приравняв скорость точ-

ки А к скорости точки В (см. рис. 5.21), получим: ABC VVV 2 = 33r = r3 ,  

откуда 
r

VC2
3  . После дифференцирования найдём: 

r

aC2
3  .  

Скорость груза 1 связана со скоростью центра масс катка 2 следующим 

образом: 331 RVV D  = r
r

VC 3
2

= CV6 .  Тогда ускорение груза 1 Caa 61  .  

После подстановки уравнений связи в уравнения движения с учётом ра-

венства модулей сил 1Q


 и 1Q


, а также 2Q


 и 2Q


 получим систему: 

Ca
g

P12
= 12 QP  ;   Ca

g

P18
= 213 QPQ  , 

Ca
g

P2
= сц2 4 FPQ  ;   Ca

g

P
= сц2 FQ  , 

откуда находим: gaC 9,00 , PQ 92,01  , PQ 4,122  .  

Динамические реакции 3X


, 3Y


, действующие на ось вращающегося бара-

бана 3 (рис. 5.22, b), определяются из уравнений, которые можно получить, 

формально применив к барабану теорему о движении центра масс. Так как 

центр масс барабана 3 неподвижен, его ускорение равно нулю, 0
3
Oa . Тогда 

уравнения движения его центра масс в проекциях на оси  x, y имеют вид: 

030cos233 3
 QXam xO ; 

060cos23133 3
 QPQYam yO . 

Подставляя значения PQ 92,01   и PQ 4,122  , находим составляющие реакции 

оси барабана 3:  30cos23 QX = 1,85Р,  60cos2313 QPQY = 4,98Р.  
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Полная величина реакции оси барабана 3: 2
3

2
33 YXR  =  5,31Р. 

Задача 62.  Подъёмное устройство (рис. 5.23) состоит из однородного 

диска 1 массой m1, радиусом r1, ступенчатого диска 2 

массой  m2 = 3m1, радиусом R2 = 4r1 и радиусом сту-

пеньки r2 = r1 и груза 3 массой  m3 = 2m1. Система 

движется из состояния покоя в вертикальной плоско-

сти под действием сил тяжести и пары сил с момен-

том  М = m1gr1, приложенной к диску 1. Определить 

ускорение груза 3  и натяжение нити груза 3, если ра-

диус инерции ступенчатого диска относительно оси, 

походящей через центр масс, перпендикулярно плоскости диска 2, Ci2 = 2r1.  

Решение задачи осуществить с применением теоремы об изменении ки-

нетической энергии системы и проверить его методом динамического расчёта, 

составляя уравнения движения тел, входящих в систему. 

Решение 

1. Для неизменяемой системы (состоящей из абсолютно твёрдых тел, со-

единённых нерастяжимыми нитями), движущей-

ся из состояния покоя, теорема об изменении ки-

нетической энергии на конечном перемещении 

имеет вид  )( e
kFAT


. Схема движения меха-

низма в предположении, что груз 3 опускается, 

показана на рис. 5.24. 

Диск 1 вращается вокруг неподвижной оси 

z. Кинетическая энергия диска 1: 
2

2
11

1


 zJ
T , где 

момент инерции диска 
2

2
11

1
rm

J z  . 

 
Рис. 5.23. Конструкция 
подъёмного устройства 

 
Рис. 5.24. Схема движения 

 механизма 
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 У диска 2 плоскопараллельное движение. Кинетическая энергия диска 2: 

22

2
22

2
2

2


 CC JVm
T , где CV  – скорость центра масс диска 2. Момент инерции 

диска 2 относительно оси, проходящей через центр масс перпендикулярно 

движению диска, 2
222 CC imJ  .  

Кинетическая энергия груза 3: 
2

2
33

3
Vm

T  .  

Энергия механизма  равна сумме энергий тел, входящих в систему:  

321 TTTT   = 
2

2
11 zJ

 + 
22

2
22

2
2 

 CC JVm
 + 

2

2
33Vm

. 

Выразим угловые скорости дисков 1 и 2 и скорость центра масс диска 2 

через скорость груза 3.  

Скорость центра масс диска 2 равна скорости груза 3, 3VVC  . Угловая 

скорость диска 2 
CK

VC2  = 
2

3

R

V
, где СК – расстояние от центра диска 2 до его 

мгновенного центра скоростей.  

Скорость точки В нити равна скорости точки А. Из равенства 

11r = )( 222 rR   найдём: 2
1

22
1

)(





r

Rr
 = 

2

3

1

22 )(

R

V

r

Rr 
.  

Подставляя найденные зависимости в выражение энергии системы, полу-

чим кинетическую энергию механизма: 
































 32

2

2
2

2

2

2

21
2

3 11
22

m
R

i
m

R

rmV
T C  = 2

3164

209
Vm . 

Во время движения механизма работу совершают силы тяжести 2P


, 3P


 и 

пара сил с моментом М. Перемещения SС  и  S3  точек приложения сил 2P


, 3P


 и 

угол 1  поворота диска 1 показаны на рис. 5.24. 
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Сумма работ сил  )( e
kFA


 = 1233  MSPSP C . Работа момента отрица-

тельная, так как заданное направление момента противоположно выбранному 

направлению вращения колеса 1.   

Выразим перемещение центра масс диска 2 и угол поворота диска 1 через 

перемещение груза 3. Проинтегрировав равенство скоростей  CVV 3 , получим 

равенство перемещений: CSS 3 . Аналогично, из равенства 
2

3

1

22
1

)(

R

V

r

Rr 
  

следует соотношение 
2

3

1

22
1

)(

R

S

r

Rr 
 .  

В итоге суммарная работа внешних сил в механизме: 

 )( e
kFA


= 3
21

22
23

)(
S

Rr

Rr
MPP 







 
  = 314

15
gSm . 

Составляя уравнение теоремы об изменении кинетической энергии си-

стемы, получим равенство: 

2
3164

209
Vm = 314

15
gSm  или 3

2
3 209

240
gSV  . 

Продифференцируем последнее равенство. Получим: 
dt

dS
g

dt

dV
V 33

3 209

240
2  . 

Так как  3
3 V

dt

dS
 , а 3

3 a
dt

dV
 , находим ускорение груза 3:  ga

209

120
3   м/с2.  

Для того чтобы найти натяжение нити груза 3, необходимо написать 

уравнение его движения. Выделим груз 3 из системы, заменив действие нити её 

реакцией Н3. Выберем ось x по направлению движения груза. Применим к опи-

санию движения груза теорему о движении центра масс, написав её проекцию 

на ось x: 3333 HPam  , где Н3 –реакция нити. При известном ускорении а3 

находим реакцию нити gmH 13 209

178
 . Натяжение нити численно равно реакции, 

но направлено в противоположную сторону. 
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2. Для решения задачи вторым способом – путём составления уравнений 

движения тел, входящих в состав механизма, освободим тела от связей и заме-

ним их реакциями. На рис. 5.25 изображены силы и реакции, действующие на 

каждое тело, после освобождения 

его от связей, а также направле-

ния угловых ускорений тел и 

ускорения центров масс.  

Диск 1 вращается вокруг 

неподвижной оси z. На диск дей-

ствует сила тяжести 1P


, реакция 

подшипника 1X


, 1Y


, пара сил с моментом М и реакция нити 1H


. Вращение 

диска описывается уравнением:    kzz FMJ 11 MrH 11 . Момент инерции 

диска 1 относительно оси z, 
2

2
11

1
rm

J z  .  

Диск 2 (рис. 5.25, b) совершает плоскопараллельное движение. К нему 

приложена сила тяжести 2P


 и реакции нитей 1H 


, 2H


 и 3H 


. Плоскопараллель-

ное движение диска 2 описывается уравнением движения его центра масс в 

проекции на вертикальную ось и уравнением вращения диска вокруг оси, по-

ходящей через центр масс перпендикулярно плоскости диска:  

32122 HHHPam C  ;  212222 rHRHJ C  .  

Момент инерции диска 2 2
222 CC imJ  . При составлении уравнения вра-

щательного движения диска 2 момент силы считается положительным, если он 

создаёт поворот в сторону вращения диска. 

Груз 3 совершает поступательное движение. К нему приложены сила тя-

жести 3P


 и реакция нити 3H


 (рис. 5.25, с). Уравнение движения груза 3 в про-

екции на вертикальную ось, направленную в сторону его движения, имеет вид: 

3333 HPam  , 

 
Рис. 5.25. Внешние силы и реакции связей,  

действующие на тела системы 
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Выразим угловые ускорения дисков 1 и 2 и ускорение центра масс дис-

ка 2 через ускорение груза 3. Для этого нужно продифференцировать соответ-

ствующие кинематические соотношения между скоростями. Так, из найденных 

ранее выражений: CVV 3 , 
2

3
2 R

V
 , 

2

3

1

22
1

)(

R

V

r

Rr 
  следует: Caa 3 , 

2

3
2 R

a
 , 

2

3

1

22
1

)(

R

a

r

Rr 
 .  

Подставляя кинематические соотношения между ускорениями в уравне-

ния движения тел с учётом равенства модулей сил 1H


 и 1H 


, а также  3H


 и 3H 


, 

получим  систему уравнений, описывающих движение звеньев механизма: 

 gmHam 11318

5
 ;  321131 33 HHHgmam  ; 

1231 43 HHam  ;  3131 22 Hgmam  . 

Решая систему, найдём ga
209

120
3   м/с2, gmH 13 209

178
 . Выражения уско-

рения а3 груза 3 и натяжения нити Н3 совпадают с аналогичными выражения-

ми, полученными в пункте 1 при решении данной задачи с применением тео-

ремы об изменении кинетической энергии. 

 

Упражнения 
 

Упражнение 5.5.  Система состоит из двух катков 1 и 2, соединённых невесо-
мым стержнем (рис. 5.26). Каток 1 весом Р, радиуса r. 
Каток 2 весом 2Р, радиуса 3r имеет цилиндрический вы-
ступ радиуса r. Невесомый стержень, параллельный 
плоскости качения катков, закреплён в центре катка 1 и 
передаёт движение катка 1 катку 2 в верхней точке вер-
тикального диаметра цилиндрического выступа без про-
скальзывания. Качение катков без скольжения. К катку 1 
приложена пара сил с моментом М = 4Рr. В центре масс катка 2 приложена сила 
F = 2Р. Радиус инерции катка 2 относительно оси, проходящей через центр катка пер-

пендикулярно плоскости движения, 22 ri  . Найти ускорение центра масс катка 1 и 

реакцию стержня.  

 

Рис. 5.26. Система катков 
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 Упражнение 5.6. С помощью подъёмного устройства (рис. 5.27) производится 
подъём груза 1. Нить, закреплённая одним концом на непо-
движной поверхности, спускается, охватывает снизу блок 2 
массы mm 2 , радиуса r, затем поднимается и проходит 

параллельно горизонтальной плоскости, где к концу её 
привязан груз 3 массы mm 3 , передвигающийся по плос-

кости под действием силы mgF 5,2 . Нити, удерживаю-

щие блок 2, вертикальны. Груз 1 массы mm 31   прикреп-

лён к оси блока 2. Найти ускорение груза 1 и натяжения нитей, удерживающих блок 2. 
 
 Упражнение 5.7. Груз 1 массы mm 1 , спускается вниз по наклонной плоско-

сти без трения (рис. 5.28). Нить, прикреплённая к гру-
зу 1, другим своим концом намотана на барабан катка 2 
радиуса R = 2r и при движении груза заставляет барабан 
катиться по горизонтальной поверхности цилиндриче-
ским выступом радиуса r. Качение происходит без про-
скальзывания. К центру катка привязана другая нить, 
посредством которой каток тащит за собой груз 3 массы 

mm 23  , скользящий по горизонтальной поверхности 

без трения. Масса катка mm 32  , радиус инерции катка относительно оси, проходя-

щей через его центр масс  перпендикулярно плоскости движения 32 ri  . По каса-

тельной к ободу катка 2 приложена сила mgF   (точка приложения силы см. рис. 

5.28). Определить ускорение груза 1 и натяжения нитей.  
 
 
 
 

  

 
Рис. 5.27. Подъёмное 

устройство 

 

Рис. 5.28. Схема движения 
механической системы 



 177

 6. ПРИНЦИПЫ МЕХАНИКИ 

6.1.  Принцип Даламбера для системы 

Силой инерции материальной точки  называют векторную величину, 

модуль которой равен произведению массы точ-

ки на модуль её ускорения. Направлен вектор 

силы инерции точки в сторону, противополож-

ную ускорению amR


и , где m – масса точки; 

a


 – вектор ускорения точки. 

При поступательном движении тела с ускорением центра масс Ca


 глав-

ный вектор сил инерции иR


 по модулю CmaR и , приложен в центре масс те-

ла и направлен  в сторону, противоположную ускоре-

нию Ca


  (рис. 6.1). 

При вращении тела вокруг неподвижной оси z, 

проходящей через  центр масс, главный вектор сил 

инерции обращается в нуль. Главный момент иM


, сил 

инерции относительно оси вращения равен по вели-

чине  zJM и , где zJ – момент инерции тела относи-

тельно оси z;   – угловое ускорение тела. Направлен главный момент сил 

инерции в сторону, противоположную угловому 

ускорению (рис. 6.2). 

При плоскопараллельном движении тела с 

ускорением центра масс Ca


 и угловым ускорени-

ем   главный вектор сил инерции иR


 равен по 

модулю CmaR и , приложен в центре масс тела 

и направлен в сторону, противоположную уско-

рению центра масс Ca


 (рис. 6.3). Главный момент сил инерции иM


относи-

 
Рис. 6.2. Главный  

момент сил инерции 
при вращении тела  

вокруг оси, проходящей 
через центр масс 

 
Рис. 6.1. Главный вектор сил 
инерции при поступательном 

движении твердого тела 

  
Рис. 6.3. Главный вектор   

и главный момент сил 
инерции при плоскопарал-

лельном движении  
твердого тела 
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тельно оси, проходящей через центр масс тела перпендикулярно плоскости 

движения:  CJM и , где CJ  – момент инерции тела относительно оси враще-

ния, и направлен в сторону, противоположную угловому ускорению. 

Если в любой момент времени к каждой из точек системы кроме дей-

ствующих на нее внешних сил присоединить соответствующие силы инерции, 

то полученная система сил будет уравновешенной.  

Принцип Даламбера даёт возможность составлять уравнения движения 

механической системы в виде уравнений равновесия (метод кинетостатики): 

0и  RF e
k


, 0)( и  O

e
kO MFM


, 

где e
kF


 –внешние силы, действующие на систему; иR


 – главный вектор сил 

инерции; )( e
kО FM


, и
OM


 – моменты внешних сил и главный момент сил инер-

ции относительно произвольного  центра О. 
 

Примеры решения задач на применение принципа Даламбера 
 
Задача 63. Груз 1 массы m1 = 10 кг спускается вниз по наклонной грани 

клина, образующей угол 60º с горизонтом, и посредством нити, переброшенной 

через блок 2, укреплённый в верхней точке клина, 

приводит в движение груз 3 массы  m3  = 5 кг 

(рис. 6.4).  Клин АВС массы m4  = 15 кг стоит гранью 

АС на горизонтальной гладкой поверхности и упи-

рается в выступ Е.  

Найти давление клина на выступ. Массой бло-

ка 2 и нити пренебречь. 

Решение 

Выберем систему, состоящую из клина АВС, блока 2, грузов 1 и 3 и нити, 

соединяющей грузы. Внешние силы, действующие на систему, – силы тяжести 

1P


, 3P


 и 4P


 грузов 1, 3 и клина 4, горизонтальная реакция xR


 упора клина в вы-

 
Рис. 6.4. Клин с грузами 
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ступ и вертикальная реакция yR


 опоры на гори-

зонтальную поверхность. Реакция нити, реакция 

опоры груза 1 на наклонную поверхность клина и 

реакция шарнира В блока 2 для данной системы 

являются внутренними.  

Допустим, груз 1 движется вниз, груз 3 – 

вверх. Приложим силы инерции. Направления 

ускорений грузов и сил инерции показаны 

на рис. 6.5.  

В соответствии с принципом Даламбера, полученная система сил нахо-

дится в равновесии. Условие равновесия: 0ин
3

ин
1  FFF e

k


.  

Выберем оси xy, как показано на рис. 6.5, и спроектируем  векторное ра-

венство на ось х. Получим: 060cosин
1  FRx ,  где модуль силы инерции 

11
ин

1 amF  .  

Найдём ускорение груза 1. С этой целью рассмотрим отдельно движение 

грузов 1 и 3 (рис. 6.6 а, b).   

Рассматривая груз 1 как отдельную систему, изобразим внешние силы: 

силу тяжести 1P


, реакцию нити T 


 и реакцию 

опоры N


 (см. рис. 6.6, b). Присоединим силу 

инерции ин
1F


 и составим уравнение равнове-

сия полученной системы сил в проекции на 

ось x, расположенную вдоль наклонной грани 

клина: 060sin ин
11  FTP  , где 11

ин
1 amF  . 

Для груза 3 внешними силами будут сила тяжести 3P


 и реакция нити T


. 

Присоединим к грузу 3 силу инерции ин
3F


 (см. рис. 6.6, а) и составим уравне-

 
Рис. 6.5. Внешние силы и 

 силы инерции, действующие 
на систему 

 
Рис. 6.6. Равновесие грузов 
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ние равновесия системы сил в проекции на ось х, выбранную по направлению 

движения груза 3:  0ин
33  FPT , где модуль силы инерции 33

ин
3 amF  .  

Решая полученную систему с учётом, что модули реакций нити и модули 

ускорений грузов равны: TT   и 31 aa  , находим ускорение грузов. Получим: 

31

31
31

)60sin(

mm

gmm
aa







.  Тогда давление клина на уступ: 

60cosин
1FRx  = 



60cos
)(

)60sin(

31

31
1 mm

mm
gm




. 

Подставляя данные из условия задачи, найдём xR = 11,97 Н. 

Задача 64.  Для подъёма грузов используется  лебёдка со ступенчатым 

воротом, изображённая на рис. 6.7. Радиусы большой и малой ступенек бара-

бана ворота r1 и r2, радиус инерции барабана 

относительно оси вращения 3i . Лебёдка уста-

новлена на горизонтальной балке АВ, которая 

закреплена в точке А на неподвижном цилин-

дрическом шарнире и опирается на каток в 

точке В.  Груз 1 поднимается на верёвке, нави-

той на большую ступеньку ворота. На малой 

ступеньке барабана ворота закреплена другая верёвка, удерживающая противо-

вес 2. К барабану лебёдки приложен постоянный вращающий момент врM .  

Найти реакции опор балки во время движения груза, если радиусы сту-

пенек барабана r1 = 0,8 м, r2 = 0,2 м, радиус инерции барабана относительно 

оси вращения 3i =0,6 м, масса груза 1 m1 = 100 кг, противовеса 2 m2 =30 кг, мас-

са барабана m1 = 50 кг, величина вращающего момента врM = 1050 Н·м, рассто-

яния от крайних точек балки А и В до линии вертикального диаметра барабана 

а = 2 м, b = 1 м. 

  

 
Рис. 6.7. Лебёдка на балке 
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Решение 

  Выберем систему, включающую только барабан 3, грузы 1 и 2 и нити, 

связывающие грузы с барабаном (рис. 6.8). Внеш-

ние силы, действующие на эту систему, – пара 

сил, создающая вращающий момент врM , силы 

тяжести 1P


, 2P


, 3P


 грузов 1, 2 и барабана 3 и реак-

ция OR


опоры барабана на шарнир в точке  О. 

Натяжения нитей для данной системы являются 

внутренними и на рис. 6.8 не показаны.  

Приложим силы инерции. Направления 

главных векторов сил инерции ин
1R


, ин
2R


 и момента сил инерции ин

3M  показа-

ны на рис. 6.8.  

Согласно принципу Даламбера, полученная система внешних сил и сил 

инерции является уравновешенной. Составим уравнения равновесия: 

ин
1132

ин
2 RPPPRRO  = 0;  1

ин
111222

ин
2

ин
3вр rRrPrPrRMM  = 0, 

где 11
ин
1 amR  , 22

ин
2 amR  , 33

ин
3  OJM , 2

333 imJ O  . 

Из второго уравнения с учётом кинематических соотношений: 
1

1
3 r

a
  и 

1
1

2
2 a

r

r
a  , найдём ускорение груза 1:  

2
11

2
22

2
33

1122вр1
1

)(

rmrmim

rPrPMr
a




 . Подставляя 

данные задачи, получим а1 = 3,49 м/с2.  

Вычислим модули сил инерции 11
ин
1 amR  =349 Н; 22

ин
2 amR   = 26,17 Н. 

Подставляя модули сил инерции в первое уравнение условий равновесия, 

найдём реакцию опоры барабана на шарнир О: 

ин
1132

ин
2 RPPPRRO  = 2088,63 Н. 

 
Рис. 6.8. Расчётная схема 

 равновесия барабана 
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Для определения реакций опор балки АВ выберем объектом равновесия 

саму балку (рис. 6.9). На балку действуют сила 

OR


 давления со стороны шарнира О, реакция 

шарнира в точке А (на рис. 6.9 разложенная на 

составляющие AxR


, AyR


) и реакция ByR


 опоры 

балки на шарнир в точке В. Составим уравне-

ния равновесия балки: 

 xF = AxR  = 0,  yF = ByOAy RRR  = 0,  

 )(FM A = aRbaR OBy  )(  = 0. 

Решая систему с учётом того, что модули сил OR


 и OR


 равны, найдём ре-

акции опор балки: 
ba

a
RR OBy 

  = 1392,42 Н; ByOAy RRR   = 696,21 Н. 

Для сравнения реакции опор балки при неподвижном барабане 

ByR = 1419,18 Н, AyR  = 346,62 Н.  

Упражнение 

 

Упражнение 6.1. Груз 1 соединён с грузом 2 нерастяжимой нитью, перебро-
шенной через неподвижный блок (рис. 6.10). Опускаясь 
вниз, груз 2 перемещает груз 1 по горизонтальной поверх-
ности призмы 3 без трения. Призма стоит на горизонталь-
ной гладкой поверхности и упирается левым краем в вы-
ступ. Определить силу давления призмы на  пол, если мас-
сы грузов 1, 2 и призмы 3 одинаковы и равны m. Массой 
нити и блока пренебречь. 

 

6.2. Принцип возможных перемещений 

 
Возможными перемещениями механической системы  называют любую 

совокупность элементарных (бесконечно малых) перемещений точек системы 

из занимаемого в данный момент времени положения, которые допускаются  

всеми наложенными на систему связями.  

 
Рис. 6.9. Равновесие балки 

 

Рис. 6.10. Схема движения 
грузов в системе 
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Идеальными связями в механической системе называют такие связи, 

для которых сумма элементарных работ их реакций  на любом возможном пе-

ремещении равна нулю. 

Принцип возможных перемещений.  

Если все приложенные к точкам системы внешние и внутренние силы 

разделить на активные силы  и реакции связей, то для равновесия механиче-

ской системы с идеальными связями необходимо и достаточно, чтобы сумма 

элементарных работ всех активных сил была равна нулю на любом возможном 

перемещении системы: )( акт kFA


 = 0. 

Примеры решения задач на применение принципа 
возможных перемещений 

Задача 65. В талевом механизме барабан 1 состоит из двух соосных 

жестко связанных валов (рис. 6.11). При подня-

тии груза верхний трос барабана 1 наматывает-

ся на вал большего радиуса  R1, нижний – сма-

тывается с вала  меньшего радиуса r1.   

Какой вращающий момент М, постоян-

ный по величине, нужно приложить к барабану, 

чтобы уравновесить груз весом Р, прикреплён-

ный в центре блока 4. Массами блоков и троса 

пренебречь. 

 

Решение 

Активными силами в системе являются сила тяжести груза P


 и уравно-

вешивающий момент М.  По принципу возможных перемещений для равнове-

сия системы необходимо и достаточно выполнения условия: 

    0 PAMA


, или  01  CSPM . 

где 1  и CS  – возможные перемещения барабана и груза. 

Рис. 6.11. Уравновешивание 
талевого механизма 
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Найдём связь между перемещениями 1  и CS . Предположим, в меха-

низме осуществляется подъём груза. На рис. 6.12 

показано построение мгновенного центра скоростей 

блока 4  – точки К. Здесь скорость точки А блока 4 

(рис. 6.12) равна скорости точек обода малого вала 

барабана 1, а скорость точки В – скорости точек 

обода большого вала. Составим пропорцию 

CKr

CKr

AK

BK

V

V

A

B





4

4 , где r4 – радиус блока 4 (см. 

рис.6.12). Подставляя выражения для скоростей точек А и В 11rVA  , 

11RVB  , найдём расстояние: 
11

411 )(

rR

rrR
CK




 .  

Угловая скорость блока 4  
CKr

VB




4
4  = 

4

111

2

)(

r

rR 
. Скорость его цен-

тра: CKVC  4 = 
2

)( 111 rR 
. Выразим соотношение между скоростью точки 

С и угловой скоростью барабана 1 в дифференциальной форме: 

2

)( 11
1

rR
ddSC


 . Поскольку действительное перемещение является одним из 

возможных (т. е. sds  , d ), получим связь между возможными переме-

щениями барабана 1 и груза: CS =
2

)( 111 rR 
.  

Подставляя найденное соотношение в уравнение принципа возможных 

перемещений, представим его в окончательном виде: 0
2

)( 111
1 




rR
PM , 

откуда найдём значение уравновешивающего момента: 
2

)( 11 rRP
M


 . 

 
Рис. 6.12. Распределение  
скоростей точек блока 4 
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Задача 66. Брус 1 весом Р1 = Р лежит на цилиндрическом катке 2 и на 

блоке 3 одинаковых радиусов r, и одинаково-

го веса Р2 = Р3 = 2Р (рис. 6.13). Каток 2 катит-

ся без проскальзывания по наклонной плос-

кости с углом наклона 30º к горизонту. Блок 

3 вращается вокруг неподвижной оси z и к 

нему приложена  пара сил с моментом  М = 

=Рr. Каток и блок расположены так, что брус 

1 параллелен наклонной плоскости.  

Какую силу F , параллельную наклон-

ной плоскости,  нужно приложить к брусу 1, чтобы удержать его в равновесии. 

Скольжение между брусом и катком, брусом и блоком отсутствует.  

Решение 

Рассмотрим механизм, состоящий из бруса 1, катка 2 и блока 3. Ак-

тивными силами, действующими на механизм, являются силы тяжести 1P


, 2P


 и 

3P


 бруса, катка и блока, пара сил с момен-

том М, приложенная к блоку 3, и сила F


, 

приложенная к брусу. Связи в механизме 

идеальные, так как работа реакции 2N


 

опоры катка 2 на плоскость, работа силы 

сцF


 сцепления катка с плоскостью и рабо-

та реакции шарнира блока 3 при любом 

перемещении системы равны нулю. 

Направления векторов сил в системе пока-

заны на рис. 6.14. 

Придадим системе возможное перемещение, сдвинув брус 1 на расстоя-

ние 1S  вдоль линии действия силы F


, вверх по наклонной плоскости. Тогда 

 
Рис. 6.13. Равновесие  

механической системы 

 
Рис. 6.14. Расчётная схема 

применения принципа возможных 
перемещений 
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центр катка 2 переместится на расстояние CS , а блок 3 повернётся на элемен-

тарный угол 3  (см. рис. 6.14).  

Для определения условий равновесия применим к системе принцип воз-

можных перемещений. Получим уравнение: 

 60cos60cos 211 CSPSP  – 13 SFM  = 0. 

Выразим все перемещения через перемещение бруса 1S . Допустим, ско-

рость бруса равна 1V . Тогда 
2
1V

VC  , и, следовательно, 
2

1S
SC


 .  

Угловая скорость блока 3 
r

V1
3  , отсюда 

r

S1
3


 .  

Подставляя найденные соотношения в уравнение принципа возможных 

перемещений с учётом данных задачи, находим  PF 2 . 

Задача 67. Уравновешивание роликового катка 3 с противовесом 1 осу-

ществляется с помощью пары сил с моментом М, приложенных к блоку 2. Ка-

ток состоит из двух соосных жестко связанных 

дисков (рис. 6.15) радиусов r и R = 2r с общей 

массой 3m. Масса груза 1 равна m. При движе-

нии каток катится без скольжения по верти-

кальной поверхности, касаясь её диском 

меньшего радиуса. Вертикальная пружина с 

закреплённым верхним концом своим нижним 

концом удерживает каток за центр масс. Жест-

кость пружины r/mgc  .  

Какой величины уравновешивающий момент М приложен к блоку 2, если 

при равновесии катка пружина растянулась относительно недеформированного 

состояния на величину rl  . 

 

 

 

Рис. 6.15. Уравновешивание  
роликового катка 
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Решение 

Рассмотрим механическую систему, состоящую из груза 1, блока 2 и кат-

ка 3. Активными силами, действующими на 

механизм, являются силы тяжести 1P


, 2P


 и 

3P


 – груза, блока и катка, пара сил с момен-

том М, приложенная к блоку 2, и сила упрF


 

упругости пружины, приложенная к центру 

катка. Реакциями связей в механизме явля-

ются: сила сцF


 сцепления катка с плоско-

стью и реакция 2R


 шарнира блока 2. Реак-

ция 2N


 опоры катка 2 на вертикальную плоскость равна нулю (на рис. 6.16 не 

показана). 

Допустим, система находится в равновесии. Дадим центру катка возмож-

ное перемещение CS , направленное вертикально вниз. При этом блок 2 по-

вернётся на угол 2 , а груз 1 получит бесконечно малое перемещение 1S . 

Направления возможных перемещений показаны на рис. 6.16.  

Составим уравнение принципа возможных перемещений: 

112упр3 SPMSFSP CC   = 0, 

где сила упругости  в положении равновесия системы lcF упр . 

Выразим перемещения 2 , 1S  блока 2 и груза 1 через перемещение 

центра катка CS . Предположим, при возможном перемещении скорость  цен-

тра масс катка равна CV . Скорость груза 1 равна скорости точки А на ободе 

большого диска катка: CA V
r

rR
VV


1 . Здесь учтено, что точка касания катка 

 

Рис. 6.16. Расчётная схема  
уравновешивания ролика 
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с вертикальной поверхностью является его мгновенным центром скоростей. 

Угловая скорость блока 2 
r

VA2  = CV
r

rR
2


.  

Представляя кинематические соотношения в дифференциальном виде, 

получим необходимые связи между возможными перемещениями: 

CS
r

rR
S 


 1  = CS3 ;  CS

r

rR





22  = 
r

SC3
. 

Окончательно уравнение принципа возможных перемещений выражается 

в виде: C
C

CC SP
r

S
MSlcSP 


 3

3
13  = 0. Величина уравновешивающего 

момента mgrM
3

1
 .   

Упражнения 
 
 Упражнение 6.2. Штамповка деталей осуществляется при помощи рычажного 

пресса (рис. 6.17). Найти соотношение между силой F, 
приложенной к внешнему рычагу, и силой Q, сжимаю-
щей деталь А вдоль центральной оси.  

Длины рычагов a, b, c, d показаны на рис. 6.17. 
 
 
Упражнение 6.3. Конструкция состоит из двух 

валов, находящихся во внешнем зацеплении, и двух 
грузов, удерживаю-
щихся нитями, намо-
танными валы (рис. 6.18).  

Радиус вала 1 rR 1 . Вал 2 состоит из двух ба-

рабанов, жестко скреплённых на одной оси. Радиусы 
барабанов: rR 32  , rr 2 .  

Найти величину уравновешивающего момента 
М2, приложенного к валу 2, если к валу 1 приложена 
пара сил с моментом PrM 21  , а грузы 3 и 4 одина-

кового веса Р. 
 

 
 
 
 
 

 

Рис. 6.17. Рычажный пресс 

 

Рис. 6.18. Схема  
уравновешивания валов 
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6.3. Общее уравнение динамики  

При движении механической системы с идеальными связями  в каждый 

момент времени сумма элементарных работ активных сил и сил инерции на 

любом возможном перемещении равна нулю: 

0)()( иакт   kk RAFA


, 

где )( акт
kFA


 , )( и
kRA


  – элементарные работы активных сил и сил инерции, 

приложенных к точкам системы на её возможном перемещении. 

При вычислении элементарных работ активных сил и сил инерции ис-

пользуют обычные формулы для вычисления работы сил на элементарном пе-

ремещении точек их приложения. 

  
Примеры решения задач на применение общего уравнения динамики 

 
Задача 68. Механическая система включает груз 1, ступенчатый диск 2 

(каток), катящийся ступенькой по 

неподвижному рельсу, и однородный 

диск 3 (блок), вращающийся вокруг 

неподвижной оси, соединённых 

нерастяжимыми нитями (рис. 6.19).   

Качение ступенчатого диска происходит 

без скольжения. К грузу 1 приложена 

сила F


 под углом 30° к горизонтальному 

направлению движения груза. К блоку 3 

приложена пара сил с моментом М. Найти закон движения центра масс катка 2 

и реакцию шарнира блока 3 в момент времени t = 1 с, если P1= 10 Н; P2 = 20 Н; 

P3 = 15 Н; F = 5(t+1) Н; )2(13 tM   Н·м; R2 = 0,8 м; r2 = 0,2 м; R3 = 0,4 м;  мо-

мент инерции катка 2 относительно оси, проходящей через центр масс перпен-

дикулярно плоскости движения, i2С = 0,6 м.  

 
Рис. 6.19. Схема движения  

механической системы 
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Решение 

В рассматриваемой механической системе активными силами являются 

силы тяжести 1P


, 2P


, 3P


, сила F


 и пара сил с моментом М (рис. 6.20).  

Реакциями связей являются нормальные реакции опор: 1N


, 2N


, сила 

сцепления  катка 2 с неподвижной поверхностью сцF


 и реакция шарнира О 

блока 3 (на рис. 6.20 реакция пока-

зана в виде разложения на состав-

ляющие 3X


, 3Y


). Связи идеальные, 

так как скольжение груза 1 проис-

ходит по гладкой поверхности, ка-

чение диска 2 без проскальзывания, 

а ось вращения блока 3 неподвиж-

на. 

Предположим, система дви-

жется так, что блок 3 вращается с 

угловой скоростью 3  и угловым 

ускорением 3  в направлении по-

ворота, создаваемого моментом М. Соответствующие направления скорости 

CV


 и ускорения Ca


 центра масс катка 2, его угловой скорости 2  и ускорения 

2 , а также направление скорости 1V


 и ускорения 1a


 груза 1  показаны на 

рис. 6.20. 

Присоединим к телам системы силы инерции. Главные векторы и
1R


, и
2R


 

сил инерции груза 1 и катка 2  приложены в центрах масс груза и катка и 

направлены в сторону, противоположную ускорениям 1a


 и  Ca


. Главные мо-

менты и
2M


,  и

3M


 сил инерции катка 2  и блока 3 направлены в сторону, проти-

воположную угловым ускорениям 2 и 3 . 

 

Рис. 6.20. Расчётная схема исследования  
движения механической системы 
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Главные векторы и главные моменты сил инерции показаны на рис. 6.20.  

Для механической системы с идеальными связями общее уравнение ди-

намики имеет вид: 

0)()( иакт   kk RAFA


. 

  Угловая  скорость катка 2 
2

2 r

V

СK

V СC  . Здесь учтено, что в точке K 

находится мгновенный центр скоростей катка (см. рис. 6.20).  Скорость точки Е 

блока 3 равна скорости точки А катка 2 (см. рис. 6.20): 

AE VV   =  2222 rRAK   = 
2

22

r

rR
VC


. 

Угловая скорость блока 3 
3

3 R

VE  = 
23

22 )(

rR

rR
VC


.  

Скорость груза 1 равна скорости точки D катка 2: 

 22221 rRDKVV D   = 
2

22 )(

r

rR
VC


. 

Соотношения между ускорениями определяются путем дифференциро-

вания установленных кинематических равенств:  

2

22
1

)(

r

rR
aa C


 ,   

2
2 r

aС ,   
23

22
3

)(

rR

rR
aC


 . 

Если выразить скоростные кинематические соотношения в дифференци-

альном виде, то, полагая действительное перемещение возможным (т. е. sds  , 

d ), получим соотношения между перемещениями: 

2

22
1

)(

r

rR
ss C


 , 

2
2 r

sС
 , 

23

22
3

)(

rR

rR
sC


 . 

Найдем элементарные работы активных сил.  

Работы сил тяжести груза 1 и катка 2 равны нулю, так как перемещения 

точек приложения сил перпендикулярны векторам сил.  

Работа силы тяжести блока 3 также равна нулю, поскольку точка прило-
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жения силы тяжести блока 3 не перемещается: 


cos90)( 111 sPPA  = 0;  

cos90)( 22 CsPPA  = 0; )( 3PA


 = 0. 

Работу совершают только пара сил с моментом М и сила F


: 

А )(M


 = М3 =
23

22 )(

rR

rR
sM C


 ;  


0cos15)( 1sFFA   = 0cos3

)(

2

22

r

rR
sF C


 . 

 В результате сумма элементарных работ активных сил:  

)( акт kFA


= )(MA


  + )(FA


 = 

=
23

22 )(

rR

rR
sM C


 – 0cos3

)(

2

22

r

rR
sF C


 = Cst  ),3523(0,85 . 

 Определим модули главных векторов и главных моментов сил инерции:   

и
1R  = m1a1 =  Ca

r

rR

g

P

2

221 )( 
,  CamR 2

и
2   = 

g

aP C2 ; 

22
и
2  CJM  = 

2

2
2

2

r

a
i

g

P С
C ;  

33
и
3  OJM  = Ca

r

rR

g

RP

2

2233 )(

2


, 

где CJ2  – момент инерции катка 2 относительно оси, проходящей через его 

центр масс перпендикулярно плоскости движения, 2
222 CC imJ  ; Ci2  – радиус 

инерции катка; OJ3  – осевой момент инерции блока 3,  
2

2
33

3
Rm

J O  .  

Найдем элементарные работы сил инерции: 

1
и
1

и
1 )( sRRA 


= C
C s

gr

arRP





2
2

2
221 )(

;  

СsRRA  и
2

и
2 )(


= Cs

g

aP
 C2 ; 
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2
и
2

и
2 )(  MMA


 = – C

С s
gr

aiP


2
2

2
22 ;  

3
и
3

и
3 )(  MMA


= C

C s
gr

arRP





2
2

2
223

2

)(
.   

Сумма элементарных работ сил инерции: 

)( и kRA


 = C
C s

gr

arRP





2
2

2
221 )(

 Cs
g

aP
 C2  – C

С s
gr

aiP


2
2

2
22  –

C
C s

gr

arRP





2
2

2
223

2

)(
=  – 52,75 CC sa  , где g = 9,81 м/с2. 

С учетом проделанных вычислений общее уравнение динамики прини-

мает вид: )()( иакт   kk RAFA


 = Cst  ),3523(0,85  – 52,75 CC sa   = 0, откуда 

найдём ускорение центра масс катка 2 как функцию времени: 

ttaC ,450,020)(  . 

Представляя ускорение Ca  в виде второй производной координаты дви-

жения центра масс CC sa  , получим дифференциальное уравнение  

tsC ,450,020  . Дважды проинтегрировав это урав-

нение с нулевыми начальными условиями, найдём 

закон движения центра масс: 

32 ,0750,010 ttsC  . 

Рассмотрим вращательное движение блока 3, 

освободив его от связей. На блок действуют сила тя-

жести 3P


, реакция подшипника, разложенная на со-

ставляющие 3X


, 3Y


, пара сил с моментом М и реакция нити 3H


 (рис. 6.21). 

Присоединим к блоку 3 силы инерции. При вращательном движении блока во-

круг оси, проходящей через центр масс, главный вектор сил инерции  равен ну-

 

Рис. 6.21. Вращение 
 блока 3 
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лю. Главный момент сил инерции и
3M  направлен в сторону, противоположную 

угловому ускорению блока 3.  

По принципу Даламбера система сил, приложенных к блоку 3, включая 

силы инерции, находится в равновесии. Составим уравнение  равновесия  в ви-

де равенства нулю суммарного момента всех сил относительно оси вращения: 

0и
333  MRHM , откуда найдём реакцию нити: 

3

и
3

3
3 R

M

R

M
H  . Подставляя 

в уравнение величину модуля главного момента сил инерции блока 3 

(1)и
3M = 0,7 Н·м и значение момента, приложенного к блоку 3, в момент вре-

мени t = 1 с, М(1) = 9 Н·м найдём реакцию нити   13H = 20,75 Н. 

Уравнения равновесия, составленные в виде проекций сил на вертикаль-

ную и горизонтальную оси (см. рис. 6.21), имеют вид: 

033  HX , 033  PY . 

Составляющие реакции шарнира блока 3 в момент времени t = 1 с: 

3X = – 20,75 Н, 3Y =15 Н. Полная реакция  шарнира 2
3

2
33 YXR  = 25,6 Н. 

Задача 69. Груз 2 весом Р2, поднимаемый лебёдкой (рис. 6 22), подвешен 

в центре подвижного блока 3 весом Р3. Нерастяжимая нить одним концом при-

цеплена к грузу 1 весом Р1, лежащему на 

наклонной плоскости. Другой конец, пере-

брошенный через невесомый блок В, охва-

тывает снизу подвижный блок 3 радиуса r и 

закреплён в вертикальном положении. К 

грузу 1 приложена сила F


, направленная 

вдоль наклонной плоскости. 

 Найти закон движения поднимаемого 

груза, если Р1 = Р3 = Р, Р2 = 3Р, F = 2Р и движение началось из состояния по-

коя. 

 
Рис. 6.22. Схема подъёмного  

устройства 
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Решение 

Применим к решению задачи общее уравнение динамики. В данной ме-

ханической системе активными силами являются силы тяжести 

P1, 2P


, 3P


 и 

сила F


 (рис. 6.23). Реакциями связей являются реакция шарнира блока В и ре-

акция опоры груза 1 (на рис. 6.23 не показаны). Связи идеальные, так как рабо-

та реакций связей равна нулю.  

Предположим, груз 1 спускается вниз по наклонной плоскости с ускоре-

нием 1a . Приложим к телам системы силы инерции. Главные вектора сил инер-

ции ин
1R


 и ин
2R


 грузов 1 и 2, движущихся поступательно, приложены  в цен-

трах масс грузов и направлены противо-

положно векторам ускорений тел. Глав-

ный вектор ин
3R


 сил инерции блока 3 

приложен в центре масс блока 3 и 

направлен противоположно вектору 

ускорения его центра масс. Главный мо-

мент сил инерции ин
3M  относительно 

оси, проходящей через центр масс бло-

ка 3 перпендикулярно плоскости движе-

ния, направлен в сторону, противоположную направлению углового ускорения 

блока 3, совпадающего с направлением углового движения. Направления глав-

ных векторов и главного момента сил инерции тел показаны на рис. 6.23.  

Дадим системе возможное перемещение, при котором груз 1 спустился 

вниз по наклонной плоскости на расстояние 1S . В соответствии с приложен-

ными в системе связями центр масс подвижного блока 2 и груз 2 перемести-

лись вверх на высоту CS , а сам блок повернулся на угол 3  (см. рис. 6.23). 

 
Рис.6.23. Активные силы 

и силы инерции, приложенные  
к системе 
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Составим общее уравнение динамики 0)()( иакт   kk RAFA


. Полу-

чим  

CSPSPSPSF  322111 60cos  – 

03
ин
3

ин
3

ин
21

ин
1  MSRSRSR CC , 

где модули сил инерции 11
ин
1 amR  , 22

ин
2 amR  , CamR 3

ин
3  , 3

2
3ин

3 2


rm
M . 

Выразим перемещение 2S  и ускорение 2a  груза 2, а также поворот 3  

и угловое ускорение 3  подвижного блока 3 через перемещение 1S  и ускоре-

ние 1a  груза 1.  

Угловая скорость блока 3 
r

V

AK

VA

2
1

3  . Здесь учтено, что точка К  бло-

ка 3 является его мгновенным центром скоростей. Тогда, элементарный пово-

рот блока 
r

S

2
1

3


 , а его угловое ускорение 
r

a

2
1

3  .  

Скорость центра масс блока 3 и скорость груза 2: 
2
1

2
V

VV C  . Из этого 

равенства следует, что: 
2

1
2

S
SS C


 , 

2
1

2
a

aa C  .  

Подставляя найденные соотношения в общее уравнение динамики с учё-

том данных задачи, окончательно получим уравнение: 12

1
SP  = 118

17
SPa

g
 . От-

сюда ga
17

4
1   = 0,23g. Ускорение груза 2, 

2
1

2
a

a   = 0,12g.  

Представим ускорение груза 2 в виде второй производной координаты 

его движения. Получим дифференциальное уравнение: gS 2,102  . Дважды 

проинтегрировав его с нулевыми начальными условиями, найдём закон движе-

ния груза:  2
2 ,060 gtS  . 
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Задача 70. Грузы 1 и 2 весом Р1 = 20 Н и Р2 = 30 Н привязаны к нерастя-

жимой нити. Нить переброшена через неподвижные блоки В и D и охватывает 

снизу подвижный блок 3 весом Р3 = 40 Н 

(рис. 6.24).  Определить ускорения грузов 1 и 

2 и центра масс блока 3. Весом неподвижных 

блоков В и D пренебречь. 

Решение 

В данной механической системе актив-

ными силами являются силы тяжести 

P1, 2P


, 

3P


 (рис. 6.25), а реакциями связей – реакции шарниров блоков В и D. Связи 

идеальные, так как оси вращения блоков В и D неподвижны. 

Применим к решению задачи общее уравнение динамики. Система имеет 

две степени свободы. В этом случае общее уравнение динамики необходимо 

составлять для каждого из независимых пере-

мещений. 

Предположим, система движется так, 

что оба груза 1 и 2 равноускоренно  переме-

щаются вверх. Скорости грузов 1V


, 2V


, уско-

рения – 1a


 и 2a


. Блок 3 опускается вниз с 

ускорением центра Ca


, вращается и имеет уг-

ловое ускорение 3 , направленное по ходу ча-

совой стрелки (см. рис. 6.25).  

Приложим к телам системы силы инерции (см. рис. 6.25). Модули сил 

инерции: 11
ин
1 amR  , 22

ин
2 amR  , CamR 3

ин
3  . Главный момент сил инерции 

блока 3 33
ин
3  CJM , где осевой момент инерции 

2

2
3

3
rm

J C  . Направления 

векторов сил и моментов сил инерции показаны на рис. 6.25. 

 
Рис. 6.24. Механическая система 

с двумя степенями свободы 

 
Рис.6.25. Активные силы 

и силы инерции, приложенные  
к системе 
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Для вычисления углового ускорения блока 3 воспользуемся векторным 

представлением ускорения точки при плоскопарал-

лельном движении тела. Выберем точку К за полюс. 

Ускорение точки Е определяется равенством 

 EK
n
EKKE aaaa


, где Ka


 – ускорение полюса К; 

n
EKa


, 

EKa


– нормальная и касательная составляющие 

ускорения точки Е при вращении блока 3 вокруг полю-

са К (рис. 6.26). Спроектируем векторное равенство на вертикальную ось E . 

Получим: 
  EKKE aaa , где Ea  и Ka  – проекции ускорений точек Е и К на 

вертикальную ось. 

Поскольку модуль ускорения точки К нити равен модулю ускорения гру-

за 1, то 1aaK  . Модуль ускорения точки Е нити равен модулю ускорения гру-

за 2 и 2aaE  . Так как rAKaEK 233  , то 
r

aa

r

aa KE

22
12

3





  .  

Составляя такое же векторное уравнение для определения ускорения 

центра масс блока 3 (точки С) и проектируя его на вертикальную ось, найдём: 


  CKKC aaa = ra 31  = 

2
12 aa 

. 

Выберем в качестве независимых коор-

динат 1s , 2s   – положения грузов 1 и 2, отсчи-

тываемые от неподвижных осей вращения 

блоков B и D. Возможные перемещения гру-

зов обозначим 1s  и 2s .  

Дадим системе  возможное перемеще-

ние, при котором груз 1 поднимается вверх на расстояние 1s , а груз 2  – непо-

движен. При таком движении нить, соединяющая груз 2 с блоком 3, неподвиж-

на вплоть до точки Е (рис. 6.27).  

 
Рис. 6.26. Схема  

вычисления углового  
ускорения блока 3 

 
Рис.6.27. Движение системы 

при перемещении груза 1. 
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Вращение блока 3 происходит против направления хода часовой стрелки. 

Точка Е является мгновенным центром скоростей блока 3, и угловая скорость 

блока 
r

VK

23   = 
r

V

2
1 . Скорость центра масс блока 12

1
VVC  . Тогда элементар-

ный поворот блока 3 
r

s

2
1

3


  и элементарное перемещения центра масс 

12
1

ssC  . 

 На данном возможном перемещении работу совершают как активные 

силы – силы тяжести 1P


 и 3P


 груза 1 и блока 3, так и силы инерции – ин
1R


, ин
3R


 

и пара сил инерции с моментом ин
3M .  

Составим общее уравнение динамики: 

     инакт
kk RAFA


 = CsPsP  311 03

ин
3

ин
31

ин
1  MsRsR C . 

Здесь работа сил инерции 

1111
ин
1 samsR  ,  CCC samsR  3

ин
3  = 1

213

2
1

2
s

aa

g

P







 

; 

3333
ин
3  CJM = 

r

s

r

aa

g

rP

222
112

2
3 




 . 

В результате общее уравнение динамики представляется выражением 

1
213

11
1

1311 2
1

22
1

s
aa

g

P
sa

g

P
sPsP 






 

 0
222

112
2

3 






r

s

r

aa

g

rP
, 

которое преобразуется к виду: 

   gPPaPaPP 1323113 8483  . 

Дадим системе другое независимое возможное перемещение, при кото-

ром груз 2 движется вверх ( 02 s ), а груз 1 неподвижен ( 01 s ). 

При этом перемещении нить, соединяющая груз 1 и блок 3 неподвижна 

вплоть до точки К (рис. 6.28). Вращение блока 3 происходит по направлению 

хода часовой стрелки. Точка К является мгновенным центром скоростей бло-
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ка 3. Тогда 
r

VE

23  =
r

V

2
2  и скорость центра масс блока 22

1
VVC  . Элементар-

ный поворот блока 3 
r

s

2
2

3


  и перемещение центра масс 22
1

sss EC  .  

При таком движении работу совершают 

силы тяжести 2P


 и 3P


, силы  инерции ин
2R


, 

ин
3R


 и пара сил с моментом ин

3M .  

Составим общее уравнение динамики на 

возможном перемещении 2s  (см. рис. 6.28): 

03
ин
3

ин
332

ин
222  MsRsPsRsP CC

, 

которое преобразуется к виду 

0
2222

1
22

1 212
2

3
2

213
2322

2
22 








 







 


r

s

r

aa

g

rP
s

aa

g

P
sPsa

g

P
sP  

или к виду 

   gPPaPaPP 2313232 8438  . 

Подставляя данные задачи в оба уравнения динамики, соответствующие 

независимым перемещениям 1s  и 2s , получим систему уравнений: 

07 21  aa ,   092 12  aag . 

Решение системы: ga
31

1
1  , ga

31

7
2   представляет ускорения грузов 1 и 2. 

Ускорение центра масс блока 3 находится по формуле  g
aa

aC 31

3

2
21 


 . 

Знаки ускорений определяют направления движений тел: груз 1 движется 

в выбранном направлении – вверх, груз 2 – вниз, центр блока 3 – вверх. 

 

 

 

 
Рис. 6.28. Движение системы  

при перемещении груза 2 
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Упражнения 
 
Упражнение 6.4. В механической системе (рис. 6.29) блок 1 радиуса r и каток 2 

соединены горизонтальным невесомым стержнем. Скольжение между стержнем и 
катками отсутствует. Каток 2 состоит из двух шкивов 
радиусов r и R = 2r, скреплённых на одной оси. Каток 
катится, опираясь малым шкивом на горизонтальную 
поверхность, без проскальзывания. Груз 3 представляет 
собой поршень, двигающийся по горизонтальной по-
верхности без трения и прикреплённый к центру масс 
катка 2. К блоку 1 приложена пара сил с переменным 
моментом tmgrM  sinвр .  

Найти закон движения поршня 3, если массы грузов mmm  31 , общая масса 

катка 2 mm 22  , момент инерции катка 2 относительно оси, проходящей через центр 

масс перпендикулярно плоскости движения, ri 1,52  . Движение началось из состоя-

ния покоя. 
 Упражнение 6.5. Груз 1, двигаясь горизонтально, приводит в движение ступен-

чатый барабан 2 посредством нерастяжимой нити, 
намотанной на его малую ступень (рис. 6.30). К бараба-
ну на нитях, намотанных на большую и малую ступень-
ки, подвешены два груза 3 и 4. На груз 1 действует сила 

)1(  tPF . Определить закон движения груза 3, если 
веса грузов одинаковы и равны Р, вес барабана 2 равен 
2Р, радиусы ступенек барабана r и 2r, радиус инерции 

барабана 22 ri  , и движение началось из состояния покоя. 

 

6.4. Уравнения Лагранжа II рода 
 
Обобщенными координатами называется совокупность любых s неза-

висимых параметров sq...qq ,,, 21 , однозначно определяющих положение систе-

мы в любой момент времени.  

Если системе сообщить возможное перемещение, при котором все обоб-

щенные координаты изменятся на элементарные (бесконечно малые) величины 

sq...qq  ,,, 21 , называемые вариациями обобщенных координат, то все 

действующие активные силы совершат элементарную работу, которая может 

быть представлена в виде: sqQ...qQqQA s  2211 .  

 
Рис. 6.29. Схема движения 

механической системы 

 
Рис. 6.30. Схема подъёмника 
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Величина kQ , k = 1, 2, … , s, равная коэффициенту при вариации kq  

обобщенной координаты, называется обобщенной силой, соответствующей 

данной обобщенной координате. Расчет обобщенных сил осуществляется  пу-

тем последовательного придания системе возможных перемещений, при кото-

рых варьируется только одна из обобщенных координат, а вариации остальных 

координат равны нулю. 

Для материальной системы с идеальными связями дифференциальные 

уравнения движения в обобщенных координатах  – уравнения Лагранжа II 

рода – имеют вид: k
kk

Q
q

T

q

T

dt

d

















, sk ,...,2,1 , где  s – число степеней 

свободы системы; Т – кинетическая энергия системы; sq...qq ,,, 21 – обобщен-

ные координаты; sq...qq  ,,, 21  – обобщенные скорости. 

 

Примеры решения задач на составление уравнений Лагранжа 

 
Задача 71. В механизме домкрата (рис. 6.31) движение зубчатого коле-

са 1 передаётся шестерне 2, к которой соосно при-

креплено зубчатое колесо 3, имеющее зацепление с 

зубчатой рейкой 4, на которой  поднимается груз 5 

массы m5  = 50 кг.  

Радиусы зубчатых колёс 1r  = 5 см, 2r  = 12 см,  

r3 = 6 см. Зубчатые колёса считать сплошными од-

нородными дисками. Массы колёс m1 = 0,8 кг,      

m2 = 1,6 кг, m3 = 0,6 кг,  масса зубчатой рейки  m4 = 1 кг.  

Какой величины постоянный вращающий момент нужно приложить к 

колесу 1 для того,  чтобы в момент времени t = 2 с груз 5  имел скорость 

V5 = 1 м/с, если движение системы начинается из состояния покоя. 

 

 
Рис. 6.31. Схема 

механизма  домкрата 
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Решение 

Домкрат является механической системой с одной степенью свободы. 

Выберем в качестве обобщённой координаты  координату x, отмечающую по-

ложение груза 5 (рис. 6.32).  

Уравнение Лагранжа для обобщённой координаты x имеет вид: 

xQ
x

T

x

T

dt

d

















, где Т – кинетическая энергия системы; x  – обобщённая  

скорость; xQ  – обобщённая сила. 

Кинетическая энергия колеса 1: 
2

2
11

1



J

T , где 1  – угловая скорость ко-

леса 1; 1J  – момент инерции колеса, 
2

2
11

1
rm

J  . 

Кинетические энергии шестерни 2 и зубчатого колеса 3, у которых угло-

вые скорости одинаковы, соответственно:  

2

2
22

2



J

T , 
2

2
23

3



J

T  , где  2  – угловая скорость 

шестерни 2; 2J , 3J  – моменты инерции шестерни 2 

и зубчатого колеса 3 относительно оси, проходя-

щей через общий центр масс, 
2

2
22

2
rm

J  , 

2

2
33

3
rm

J  . Скорость груза 5 равна скорости зубча-

той линейки 45 VV  . Кинетическая энергия зубчатой линейки 4 и груза 5: 

2

2
44

4
Vm

T  , 
2

2
45

5
Vm

T  .  

Выразим угловые скорости колёс через скорость груза (зубчатой линей-

ки).  

 

Рис. 6.32. Возможные 
перемещения звеньев 

механизма 
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Имеем: 
3

4
32 r

V
  (см. рис. 6.32). Кроме того, из равенства 1122 rr   

следует 
1

22
1 r

r
  = 

31

24

rr

rV
.  

Подставляя полученные соотношения в выражения кинетических энер-

гий тел и с учётом данных задачи, получим кинетическую энергию системы:  

54321 TTTTTT   = 

= 
2

31

24
2

11

4 







rr

rVrm
+

2

3

4
2
22

4 







r

Vrm
+

2

3

4
2

33

4 







r

Vrm
+

2

2
44Vm

+
2

2
45Vm

= 

 =
222

2
4

54
3

2

3

221 V
mm

m

r

rmm





















 =  28,05 2

4V  = 28,05 2x . 

Вычислим обобщённую силу.  

Дадим  возможное перемещение x  грузу 5. При этом линейка 4 переме-

стится на расстояние 4s , а зубчатое колесо 1 повернётся на угол 1 . Найдём 

сумму работ всех сил, приложенных к системе, на этом возможном перемеще-

нии. Получим: 1445  MsPxPA . Работа сил тяжести зубчатых колёс 

1P


, 2P


 и 3P


 равна нулю, так как точки приложения этих сил неподвижны.  

Из ранее полученных скоростных соотношений следуют равенства пере-

мещений: xs  4 , x
rr

r


31

2
1 . В результате сумма работ сил на возможном 

перемещении системы выражается в виде x
rr

r
MgmgmA 










31

2
45 . От-

сюда обобщённая сила xQ , соответствующая координате x: 

xQ =  
31

2
45 rr

r
Mgmm   = –500,31+40М.  

Составим уравнение Лагранжа. 
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 С учётом, что 










x

T

dt

d


 = 56,1 x  и 
x

T




 = 0, дифференциальное уравнение 

движения  имеет вид: 56,1 x  = –500,31+40М  или  x  = –8,92+0,71М. 

Интегрируя это уравнение с нулевыми начальными условиями, получим 

закон изменения скорости груза 5: xV 5  = (–8,92+0,71М)t. 

По условию задачи при t = 2 с 5V  = 1 м/с. Подставляя эти данные в урав-

нение, получим: М =13,27 Н·м. 

Задача 72. Механическая система состоит из ступенчатого блока 2, 

катка 3, соединённых невесомым брусом 1, и невесомой пружины жестко-

стью с. Радиусы ступеней блока r и 

R = 1,5r, радиус катка 3 равен r. Брус, ле-

жащий на катке 3 и блоке 2, во время дви-

жения остаётся параллельным линии каче-

ния катка 3 (рис. 6.33). В центре катка 3 

приложена сила F


, направленная вверх па-

раллельно наклонной плоскости, а к блоку 

2 – пара сил  с моментом М. Качение катка 

по неподвижной поверхности без скольжения. Проскальзывание между брусом 

1 и дисками отсутствует. Передача движения пружины блоку 2 производится 

посредством невесомого жесткого вертикального стержня, прижатого к малой 

ступеньке блока без скольжения. Радиус инерции блока 2 относительно оси 

вращения iz = 2r . Веса тел: Р3 = Р, Р2 = 2Р, приложенная сила  F = 2Р, момент 

М = Pr, жесткость пружины  с = Р/r.   

Определить  закон угловых колебаний блока 2 при Р = 10 Н, r = 0,2 м, ес-

ли в начальный момент пружина находилась в нерастянутом состоянии, а бло-

ку 2 придали угловую скорость 0 = 0,5 рад/с в сторону вращения, создаваемо-

го заданным моментом.  

 

Рис. 6.33. Механическая система  
с одной степенью свободы 
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Решение 

Рассматриваемая механическая система (рис. 6.34) имеет одну степень 

свободы. В качестве обобщённой координаты q выберем перемещение x верх-

него края пружины, отсчитываемого от уровня недеформируемой пружины 

(см. рис. 6.34). Обобщённая скорость xq   .  

Уравнение Лагранжа II рода, описывающее движение системы, имеет вид 

xQ
x

T

x

T

dt

d

















, где Т – кинетическая энергия системы; xQ  – обобщенная 

сила, соответствующая обобщенной координате x. 

Вычислим кинетиче-

скую энергию системы. 

Энергия вращательного дви-

жения блока 2: 2
222 2

1
 zJT , 

где 2  – угловая скорость 

блока; zJ2  – момент инерции 

блока 2 относительно оси z, 

2
22 zz imJ  . Каток 3 соверша-

ет плоскопараллельное дви-

жение. Его кинетическая 

энергия 2
3

2
33 2

1
2
1

 CC zJVmT , где CV , 3  – скорость центра масс катка 3 и 

его угловая скорость; CzJ  – момент инерции катка относительно оси, прохо-

дящей через его центр масс перпендикулярно плоскости движения, 

2
32

1
rmJ Cz  ; r – радиус катка. 

Выразим угловые скорости 2 , 3 , а также скорость CV  через обобщён-

ную скорость x .  

 

Рис. 6.34 Расчётная схема колебаний  
механической системы  с одной степенью 

 свободы 
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Заметим, что скорость точки D блока 2 равна скорости движения верхне-

го края пружины: xVD   (см. рис. 6.34). Угловая скорость блока 2: 

r

x

r

VD 
2 . Скорость точки А блока 2: 

r

Rx
RVA


 2 .  

Так как брус совершает поступательное движение, то скорости точек А и 

В равны: AB VV  . Угловая скорость катка 3 (точка К касания катка 3 с непо-

движной поверхностью является его мгновенным центром скоростей): 

23
222 r

Rx

r

V

r

V AB 
 . Скорость центра катка 3: 

r

RxV
V B

C 22


 .  

Подставляя найденные кинематические соотношения с учётом исходных 

данных задачи, получим кинетическую энергию тел системы:  

2
222 2

1
 zJT  =   

2
2

2
2

2

1








r

x
r

g

P 
 = 22

x
g

P
 ; 

2
3

2
33 2

1

2

1
 CC zJVmT  = 

2

2

22

222

1

22

1















r

Rx

g

Pr

r

Rx

g

P 
= 2

2

24

3
x

r

R

g

P







 . 

Полная кинетическая энергия системы:  

32 TTT   = 2
2

24

3
2 x

r

R

g

P




















 . 

Найдём обобщённую силу. Произвольное положение системы определя-

ется обобщённой координатой х, показывающей растяжение пружины. Дадим 

пружине в произвольном положении возможное (бесконечно малое) переме-

щение x  в положительном направлении оси х (см. рис. 6.34).  При этом блок 2 

повернётся на угол 
r

x
2 , центр масс катка 3 сдвинется на расстояние 

x
r

R
sC 

2
. На заданном перемещении системы работу совершают сила тяже-

сти  катка 3, пара сил с моментом М, сила F


 и сила  упругости пружины.  
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Элементарная работа вращающего момента М:  
r

x
MMMA


 2)( .  

Работа силы тяжести катка 3: x
r

R
PsPPA C 

4
cos120)( 333


. 

Работа силы F:  x
r

R
FsFFA C 

2
)(


. 

Модуль силы упругости пружины, растянутой из недеформированного 

положения на расстояние х: cxF упр . Сила  упругости направлена в сторону, 

противоположную растяжению (см. рис. 6.34). Её работа при перемещении x  

вычисляется по формуле  180cos)( упрупр xFFA


= xcx . 

Сумма работ сил на рассматриваемом возможном перемещении системы  

с учётом данных задачи: 

A  = 
r

x
M


– x

r

R
P 

43 + x
r

R
F 

2
– xcx  = x

r

x
P 






 

8

71
, 

откуда обобщённая сила xQ = 





 

r

x
P

8

71
. 

Вычислим необходимые производные кинетической энергии: 












x

T

dt

d


= x
r

R

g

P























2

24

3
2

2
,  0



x

T
 и, подставляя их в общий вид уравнений 

Лагранжа, получим дифференциальное уравнение колебаний верхнего края 

пружины:  

x
r

R

g

P























2

24

3
2

2
 = 






 

r

x
P

8

71
, или xx ,210 = 4,34 (здесь g = 9,81 м/с2). 

Решение дифференциального уравнения представляется в виде суммы: 

частнодн xxx  . Общее решение однородного уравнения  имеет вид 

ktCktCx cossin 21одн  ,  где С1, С2 – произвольные постоянные; k – круговая 

частота собственных колебаний пружины, 10,2k  = 3,19 рад/с. Частное ре-



 209

шение неоднородного уравнения ищется в виде константы частx b . Подставив 

его в уравнение колебаний, получим:  b = 0,42. Таким образом, общее решение 

неоднородного уравнения имеет вид ,420cos3,19sin3,19)( 21  tCtCtx . 

Произвольные постоянные С1, С2 находятся из начальных условий. По 

условию задачи в начальный момент пружина была в нерастянутом состоянии. 

Тогда начальная координата пружины (её верхнего края) 0)0( x . Подставляя 

значение начальной координаты в общее решение неоднородного уравнения 

при t  0 , получим ,4202 C . Скорость верхнего края пружины в начальный 

момент времени )0(x  равна начальной скорости (0)DV  точки D блока 2. По-

скольку в начальный момент времени блоку 2 сообщили угловую скорость 

20  = 0,5 рад/с, то при r = 0,2 м rVx D 20(0))0(   = 0,1 м/с.  

Вычисляем скорость движения края пружины, взяв производную: 

tCtCtx sin3,193,19cos3,193,19)( 21  . Подставляя начальное значение скорости, 

получим 1C  = 0,03.  

Окончательно уравнение движения верхнего края пружин:  

,420,42cos3,190,03sin3,190)(  tttx м. Уравнение колебательного движения 

блока 2: 
r

x
2 = ,12,1cos3,192,15sin3,190  tt  рад. 

Задача 73. Прямоугольная призма 3 

весом 2Р лежит на катке 1 радиуса r и веса 

Р и опирается на невесомый блок 2 

(рис. 6.35). Каток 1 катится по неподвиж-

ной горизонтальной поверхности без 

скольжения. По наклонной поверхности 

призмы скатывается без скольжения каток 

4 весом Р и радиуса r. Угол наклона по-

верхности призмы к горизонту составляет 

 

Рис. 6.35. Механическая система 
 с двумя  степенями свободы 
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30º. На каток 1 действует пара сил с постоянным моментом M = 3Pr, а на приз-

му 3 – горизонтальная сила F


 с модулем F = P. Катки считать однородными 

дисками. Проскальзывание между катками 1, 4 и призмой отсутствует. В 

начальный момент система находилась в покое.  

Определить закон движения призмы 3 и закон движения катка 4 относи-

тельно призмы. 

Решение 

Рассматриваемая механическая система – катки и призма имеет две сте-

пени свободы, так как перемещение катка 4 относительно призмы 3 не зависит 

от перемещения самой призмы и катка 1. За обобщенные координаты выберем 

перемещение x4 центра масс катка 4 относительно края призмы и перемещение 

x3 края призмы 3 относительно произвольной неподвижной вертикальной 

плоскости (рис. 6.36). Обобщенные скорости: 4x , 3x .  

Уравнения Лагранжа II рода, опи-

сывающие движение системы в обобщён-

ных координатах: 

4
44

xQ
x

T

x

T

dt

d

















;    

3
33

xQ
x

T

x

T

dt

d

















, 

где Т – кинетическая энергия системы; 

4xQ , 
3xQ – обобщенные силы, соответ-

ствующие указанным обобщенным координатам.  

Вычислим кинетическую энергию тел в системе.  

Каток 1 совершает плоскопараллельное движение. Кинетическая энергия 

катка 2
1

2
11 11 2

1

2

1
 CC JVmT , где 

1CV – скорость центра масс катка, 32

1
1

xVC  ; 

1CJ – момент инерции катка относительно оси, проходящей через центр масс 

 
Рис. 6.36. Возможные перемещения  

механической системы 
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перпендикулярно плоскости движения, 
2

2
1

1

rm
JC  ; 1  – угловая скорость кат-

ка 1, 
r

x

2
3

1


 .  

Призма 3 совершает поступательное движение 

со скоростью 33 xV  . Её кинетическая энергия 

22

2
33

2
33

3
xmVm

T


 . 

При расчёте кинетической энергии катка 4 по 

формуле 2
4

2
444 42

1

2

1
 CJVmT  необходимо учитывать, что каток 4 совершает 

сложное движение. Здесь относительное движение катка – его качение по 

наклонной поверхности  призмы, переносное – поступательное перемещение 

вместе с призмой.  

Вектор абсолютной скорости  центра масс катка 4 4V


 представляется в 

виде суммы re VVV 444


  (рис. 6.37), где eV4


 – вектор переносной скорости 

катка, равный по модулю скорости призмы: 34 xV e  ; rV4


– вектор относитель-

ной скорости центра масс катка, равный по величине 44 xV r  . Модуль абсо-

лютной скорости центра масс катка 4 (по теореме косинусов): 

0cos152 44
2

4
2

4
2

4 rere VVVVV   =  30cos2 43
2
4

2
3 xxxx  . 

Поскольку переносное движение катка 4 поступательное, угловая ско-

рость катка 4  равна его угловой скорости в относительном движении 

r

x

r

V r 44
4


 .  

В результате выражение кинетической энергии системы, в обобщённых 

скоростях имеет вид: 

2
1

2
1 11 2

1

2

1
 CC JVmT + 2

332

1
Vm + 2

4
2

44 42

1

2

1
 CJVm  = 

 
Рис. 6.37. Скорость 
центра масс катка 4 
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= 





  3

2

3

8

27

2 43
2
4

2
3 xxxx

g

P
 . 

Дадим системе возможное перемещение по координате x3, оставляя ко-

ординату x4 без изменения: 3x  0, 4x = 0. При таком движении системы ка-

ток 4 не скатывается по призме, а движется поступательно вместе с ней. В этом 

случае работа сил тяжести катков 1, 4 и призмы равна нулю, так как нет верти-

кального перемещения точек приложения этих сил. Работу на этом перемеще-

нии будет производить только сила F


 и пара сил с моментом М, приложенная 

к катку 1. Суммарная элементарная работа 

13  MxFA  = 32
x

r
M

F 





  . 

Здесь учтено, что элементарный угол поворота катка 1 связан с переме-

щением призмы соотношением: 
r

x

2
3

1


 . Отсюда обобщённая сила, соответ-

ствующая координате 3x : 
r

M
FQx 23
  = P

2

1
.  

Дадим системе другое независимое перемещение – по координате x4, 

оставляя координату x3 без изменения: 4x  0, 3x = 0. При этом возможном 

перемещении вся система стоит, кроме катка 4, который скатывается по 

наклонной поверхности призмы. При таком движении системы работу совер-

шает только сила тяжести катка 4. Выражая элементарную работу 

60cos44 xPA  = 42

1
xP , найдём обобщённую силу, соответствующую коор-

динате  x4: PQx 2

1
4
 .  

Составим уравнения Лагранжа. С этой целью вычислим необходимые 

производные кинетической энергии  

 43
3 2

3

8

27
x

g

P
x

g

P

x

T

dt

d















;  34
4 2

3

2

3
x

g

P
x

g

P

x

T

dt

d















;  
3x

T




 = 0, 
4x

T




 = 0. 
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Подставляя результаты расчётов в общий вид уравнений Лагранжа, полу-

чим систему дифференциальных уравнений:  

43 2

3

8

27
x

g

P
x

g

P
  = P

2

1
,   34 2

3

2

3
x

g

P
x

g

P
   = P

2

1
 

или                                      

gxx  43 73,15,76  ;  gx,x  34 7313  . 

Решаем данную систему как алгебраическую относительно ускорений 3x , 

4x . Получим: 3x  = 0,07g, 4x  = 0,29g.  

Интегрируя дважды эти уравнения с нулевыми начальными условиями, 

получим  закон движения призмы ( 2
3 ,0350 gtx  ) и центра масс катка 4 относи-

тельно призмы ( 2
4 ,1450 gtx  ). Движение призмы и катка 4 относительно 

призмы происходит в положительном направлении осей. 

Задача 74. Механическая система состоит из трёх тел – груза 1, катка 2 и 

блока 3 (рис. 6.38). Невесомый 

стержень, соединяющий каток 2 с 

блоком 3, параллелен горизонталь-

ной плоскости качения катка 2. К 

центру катка 2 прикреплена гори-

зонтальная  пружина, другой конец 

которой соединён с грузом 1. Коэф-

фициент жесткости пружины с. Груз 1 весом 1P  движется без трения по гори-

зонтальной поверхности. Каток  2 весом 2P  катится по горизонтальной поверх-

ности без скольжения. Радиус катка 2 равен r. Блок 3 считать однородным дис-

ком весом 3P  радиуса R. К блоку 3 приложена пара сил  с моментом М. Движе-

ние катка 2 блоку 3 передаётся горизонтальным невесомым стержнем. Сколь-

жение между стержнем и дисками отсутствует. В начальный момент система 

находилась в покое. При этом  груз 1 находился в положении, при котором 

 

Рис. 6.38. Колебания механической системы  
с двумя степенями свободы 
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пружина была растянута относительно своего недеформированного состояния 

на величину 0l .  

Найти закон абсолютного движения груза 1, если известно   1P  = 10 Н, 

2P = 20 Н, 3P  = 30 Н, М = 5 Н·м, R = 24 см, с = 207 Н/м,  0l  = 5 см. 

  

Решение 

Рассматриваемая механическая система имеет две степени свободы. В 

качестве обобщенных координат выберем удлинение пружины x1 относитель-

но недеформированного со-

стояния и угол 3  поворота 

блока 3 (рис. 6.39). При этом x1 

является относительной коор-

динатой движения груза, а 3  

– абсолютной координатой вра-

щения блока 3.  

Рассмотрим сложное дви-

жение груза 1. Относительное движение груза – это его движение на пружине в 

предположении, что точка крепления пружины неподвижна.  Относительная 

скорость 11 xV r  . Переносное движение – это перемещение груза вместе с 

фиксированной длиной пружины (иначе, заменяя  пружину жестким стерж-

нем). Переносная скорость груза 1 Ce VV 1 , где CV  – скорость центра масс кат-

ка 2.  

На рис. 6.39 показано распределение скоростей точек катка 2, откуда 

следует: BC VV
2

1
 . Имеем: RRVV AB 33    и RVC 32

1
  . 

Для того чтобы найти модуль абсолютной скорости груза 1, спроектиру-

ем векторное равенство теоремы сложения скоростей er VVV 111


  на горизон-

 

Рис. 6.39. Расчётная схема колебаний  
механической системы   
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тальную ось. Полагая, что движение системы происходит в положительном 

направлении отсчета обобщённых координат, получим: RxV 311 2

1
  .  

Уравнения Лагранжа II рода, описывающие движение системы: 

xQ
x

T

x

T

dt

d
















11
,  















Q
TT

dt

d

33
, 

где Т – кинетическая энергия системы; xQ , Q  – обобщенные силы, соответ-

ствующие обобщенным координатам  x1 и 3 .  

Вычислим кинетическую энергию системы и выразим её через обобщён-

ные скорости.  

Кинетическая энергия поступательного движения груза 1 определяется 

выражением 2
111 2

1
VmT  , где 1V  следует рассматривать как абсолютную ско-

рость груза. Тогда 
2

3111 2

1

2

1






  RxmT  . Каток 2 совершает плоскопараллель-

ное движение. Кинетическая энергия катка 2
22 4

3
CVmT  , причём RVC 32

1
  . 

Тогда 22
322 16

3
RmT   . Кинетическая энергия вращающегося блока 3: 

2
333 2

1
 zJT  , где zJ3  – осевой момент инерции блока 3, 

2

2
3

3
Rm

J z  . Оконча-

тельно 22
333 4

1
RmT   . 

Кинетическая энергия системы  имеет вид: 

321 TTTT  = 2
311 )

2

1
(

2

1
Rxm   + 22

3216
3

Rm  + 2
3

2
3

4


Rm
 = 

= 2
112

1
xm  + Rxm 3112

1
 + 22

3321 4
1

16
3

8
1

Rmmm 





   . 
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Дадим системе возможное перемещение, при котором изменяется коор-

дината груза 1x  ( 1x > 0), а другая координата – угол поворота блока 3 3  оста-

ётся постоянной ( 03  ). В этом случае груз 1 движется горизонтально, 

блок 3 и каток 2 – неподвижны. При таком движении работу будет производить 

только упругая сила пружины.  

Модуль силы упругости пружины пропорционален её растяжению и в 

произвольном положении груза равен: 1упр cxcF   . Направление силы 

упругости противоположно растяжению (см. рис. 6.39).  

Сумма элементарных работ сил на заданном перемещении системы 1x : 

111упр xcxxFA  . Отсюда обобщенная сила xQ , соответствующая коор-

динате 1x : 1cxQx  = 1207x  Н.  

Дадим системе другое возможное перемещение, при котором пружина не 

растягивается: 01 x , а блок 3 повернулся на угол 3 : 3  0. В этом случае 

пружина рассматривается как жёсткий стержень, связывающий груз 1 с цен-

тром масс катка 2. В результате при повороте блока 3 груз 1 и точка С движут-

ся одинаково в горизонтальном направлении. На этом перемещении системы 

работу совершает только пара сил с моментом М, приложенная к блоку 3. Име-

ем 3 MA , и, следовательно, обобщённая сила Q = М = 5 Н·м. 

Составим уравнения Лагранжа, для чего вычислим производные от кине-

тической энергии по обобщенным скоростям и координатам: 

3111
1 2

1








Rmxm
x

T
;  

3



T
=  2

332111 2
1

8
3

4
1

2
1

RmmmxRm 





   ;   

0
1




x

T
,  0

3



T

. 

Полные производные по времени: 












1x

T

dt

d


= 3111 2
1

  Rmxm ; 










3

T

dt

d
= 2

332111 2
1

8
3

4
1

2
1

RmmmxRm 





   . 
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Приравнивая полные производные обобщённым силам, получим уравне-

ния Лагранжа окончательно в виде системы алгебраических уравнений относи-

тельно ускорений 1x  и 3 : 

31 ,12002,1  x = 1207x ;  31 ,150,120  x  = 5. 

Разрешая систему относительно ускорения 1x , получим уравнение отно-

сительных колебаний груза: 

,354225 11  xx . 

Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с по-

стоянными коэффициентами представляется в виде суммы общего решения 

однородного уравнения и частного решения неоднородного: частнодн1 xxx  . 

Общее решение однородного уравнения ktCktCx cossin 21одн  ,  где С1, 

С2 – произвольные постоянные; k – круговая частота собственных колебаний 

груза 1, 225k  = 15  рад/с. Частное решение неоднородного уравнения 

ищется в виде константы частx b . Подставив его в уравнение колебаний, полу-

чим: b = – 0,02. 

 Таким образом, общее решение неоднородного уравнения 

,020cos15sin15)( 211  tCtCtx . 

Начальная координата  01x  груза 1 определяется из условия, что в 

начальный момент времени при t  0  груз находился в положении, при кото-

ром пружина была растянута относительно своего недеформированного состо-

яния на расстояние  0l  = 0,05 м. Следовательно, 01x = 0,05. Подставляя значе-

ние начальной координаты в общее решение неоднородного уравнения при 

t  0 , получим: ,0702 C .  

Относительная скорость груза 1 в любой момент времени: 

tCtCtx 15sin1515cos15)( 211  . По условию задачи начальная скорость груза 1 
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0)0(1 x . После подстановки начального условия в выражение для скорости 

груза 1 получим: 01 C .  

Окончательно уравнение относительного движения груза 1: 

,020cos1507,0)(1  ttx  м. 

Найдём уравнение вращательного движения блока 3. Для этого в диффе-

ренциальное уравнение 31 ,150,120  x  = 5 подставим значение второй произ-

водной решения относительных колебаний груза 1. Получим: 

t,6cos1512,33333  . Полагая 
dt

d 3
3


 , получим дифференциальное урав-

нение первого порядка: t
dt

d
,6cos1512,33333 


, откуда найдём угловую ско-

рость блока 3: 33 ,84sin150,3333 Ctt  . 

Аналогично, положив 
dt

d 3
3


 , найдём закон вращательного движения 

блока 3: 43
2

3 ,056cos150,66516 CtCtt  . 

Начальные условия движения блока: при t  0 , 0)0(3  , 0)0(3  . Под-

ставляя начальные условия в уравнения движения, получим: 4C  = 0,056, 3C  = 

=0.  

Окончательно уравнение вращательного движения блока 3: 

056,0,056cos150,66516 2
3  tt . 

Абсолютное движение 1s  груза 1  представляется суммой относительного 

и переносного движений:  

CSxs  11 = 31 2

1
 Rx  = 0,01,06cos1502 2  tt . 
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Упражнения 

 

Упражнение 6.6. Каток весом PP 21  , радиуса r, движущийся без проскальзы-

вания по вертикальной стене, удерживается вертикальной 
пружиной жесткостью r/PC 4 , прикреплённой одним кон-
цом к центру катка, другим – к неподвижной поверхности 
(рис. 6.40). К нити, намотанной на барабан катка, подвешен 
груз 2 весом PP 2 . На груз действует сила PF  , к катку 

приложена пара сил с моментом PrM  .  
Найти закон движения груза 2 и максимальное растя-

жение пружины, если движение системы началось из состоя-
ния покоя при недеформированной пружине. 

 
Упражнение 6.7. Грузы 1 и 2 весом 1P  = 20 Н и 2P  = 30 

Н привязаны к нерастяжимой нити. Нить перебро-
шена через неподвижные блоки В и D и охватывает 
снизу подвижный блок 3 весом 3P  = 40 Н 
(рис. 6.41). 

  Определить ускорения грузов 1 и 2 и центра 
масс блока 3. Весом нити и неподвижных блоков В 
и D пренебречь. 

 

 
 Упражнение 6.8. Каток 1, радиуса r весом Р ка-

тится по горизонтальной поверхности. К катку приложе-
на пара сил с моментом М = 2Рr. Каток передаёт движе-
ние невесомой тележке (см. рис. 6.42). В кузове тележки 
находится каток 2 такого же радиуса r и веса Р, который 
движется по горизонтальной поверхности кузова под 
действием силы F = Р, приложенной в центре катка. 
Найти закон движения центра катка 2 относительно те-
лежки, если движение системы началось из состояния покоя. 

 
 
 
 
 

 
Рис. 6.40. Схема 
движения катка 

 

Рис. 6 42. Движение катка  
в кузове тележки 

 
Рис. 6.41. Механическая система 

с двумя степенями свободы 



7. ОТВЕТЫ И КРАТКИЕ ПОЯСНЕНИЯ  

7.1.  Ответы к упражнениям главы 1 

1.1 

Т = 15 кН,  Q  = 15 кН. 

060cos60cos  CB RTR  ; 

00cos30cos3   TRQR BA ; 

  caTbRaR
a

Q BB
 0cos30cos60cos3

2
 + 02  bRM C . 

BR  = – 3,8 кН,  CR  = 5,6 кН, AR  = 5,3 кН. 

 

1.2 

Q  = 9 кН. Т  = 2 кН. 

00cos30cos3   QTX A ; 

00cos60cos6  FTRQY BA
 ; 

 MFccbR
c

Q B
 0cos6)0cos6(

2
 

)60cos(60cos  cbT   0)60sin(0cos3   caT . 

BR = 10,02 кН, AX  = – 9,53 кН,  AY  = – 0,52 кН. 

 

 1.3 
 

Q  = 8 кН. Т  = 3 кН.   

00cos3  QTX A ; 

00cos6  FQYA ; 

  MMbaFbT A  0cos32  – 

  0cos30cos3
2

60cos bQ
b

aQ 





   = 0. 

AM = 18,61 кН·м, AX  =  9,93 кН,  AY  =  6 кН. 

 
 

Рис. 7.1. Расчётная схема 
к упражнению  1.1  

 
 

Рис. 7.2. Расчётная схема   
к упражнению  1.2  

 

Рис. 7.3. Расчётная схема   
к упражнению 1.3 



1.4 

Q  = 6,93 кН, Т  = 2 кН. 

00cos60cos3   FQTX B ; 

00cos30cos6   FYQR BA ; 













 0cos6

30cos230cos2
FaTa

a
bY

Qa
B   

M
a

bF 










30cos2
0cos3   = 0. 

AR = 0,72 кН, BX  = – 5,5 кН,  BY  =5,34 кН. 

 

1.5 

 

BB XX  , BB YY  , DD RR  , EE RR  . 

Балка AB. 30ctgrrBDrAB  = 2,73 м. 

0 BDA XRX ,  0 BA YY ,  0 ABXrRM BDA . 

Балка BС. BDBE   = 1,73 м.  30cos230cos ABBCAC  = 4,73 м. 

060cos  BE XR  ,  𝑅𝐸sin60∘−𝑌′𝐵−𝐹=0, 0 ACFBERE . 

Шар.  

060cos  
ED RR ,  00cos3  

EK RPR . 

ER  = 21,87 кН, BY = 10,94 кН, BX  = 10,94 кН, DR  = 10,94 кН;  

KR  = 20,94 кН, AX  = 0, AY = – 10,94 кН, AM = 18,93 кН·м. 

Рис.7.4. Расчётная схема   
к упражнению 1.4 

 

Рис. 7.5. Расчётные схемы к упражнению 1.5: 
а – равновесие балки АВ; b – равновесие балки ВС; с – равновесие шара  



1.6 
 

Балка ВD. Q = 15 кН. 

030cos60cos  
CB RQX ; 

00cos60cos3  
CB RQY ;   

02
2

 aR
d

Q C . 

Балка АС. CC RR  . 

00cos360cos   FRX CA , 00cos60cos3   FRY CA ; 

  00cos330cos60cos  caFbRaRM CCA
 . 

BX  = 0,61 кН,  BY  = 8,3 кН, CR = 9,37 кН; 

AX  = – 8,15 кН,   AY  = 10,11 кН,  AM  = 11,65 кН·м. 

 

1.7 

Балка АВ. 1Q = 6 кН. 

Т = Р = 3 кН.  

060cos  FTRX BA
 ; 

00cos31  TQYA ; 

  
2

30cos 1
a

QcbRM BA


 

  30cos0cos60cos3 cTaT
 

   –    030cos  cbcF . 

Балка DВ. 2Q = 3 кН. BB RR  .  

00cos32  QRX BD ,  00cos62  QYD ,   0
2

30cos 2 
c

QcbRM B
 . 

AX = – 1,49 кН, AY  = 8,6 кН, AM  = 8,86 кН, BR = – 1,01 кН;  

DX  = 1,59 кН,  DY  = 1,5 кН. 

 

 

Рис. 7.6. Расчётные схемы к упражнению  № 1.6: 
а – равновесие балки ВD; b – равновесие балки AС  

 Рис. 7.7. Расчётные схемы к упражнению 1.7: 
а – равновесие балки АВ; b – равновесие балки ВD  



1.8 

Шар.   

060cos60cos  
DB RR ; 

00cos30cos3  PRR DB
 . 

Балка АС.  BB RR  . 

060cos  
BA RX ;  

00cos3  FRY BA
 ;

030cos  ACFABRM BA . 

AX  = 2,89 кН,  AY  = 0 кН, AM  = – 11,55 кН·м, BR = 5,77 кН,  DR = 5,77 кН. 

 

1.9 
 

060cos  FXRX BCA
 ;  

00cos3  QYA ;

00cos60cos3  PZQRZ BCA
 ; 

02430cos330cos6  PZQQM B
 ; 

02360cos  FRC
 , 044  FX B . 

AX = 5,34 кН,  AY  = 2,6 кН;   

AZ  = 8,92 кН, CR = 10,67 кН; 

BX  = 8 кН,  BZ  = 3,82 кН. 

 

 1.10 

 
 

Рис. 7.8. Расчётные схемы к упражнению 1.8: 
а –  равновесие шара; b  – равновесие балки АС 

 

Рис. 7.9. Расчётная схема 
к упражнению 1.9  

 
 

Рис. 7.10. Расчётные схемы к упражнению 1.10  



 QT  = 3 кН. 

060cos  BA XPX  ,  00cos3  FYA ;  

00cos360cos  BA ZTPFZ  . 

0430cos30cos3160cos1  BZPrFFT ;  

0 MPRTr ,  04360cos  BXP . 

AX = 5,6 кН, AY = 3,46 кН, AZ = 5,48 кН, P = 6,4 кН, BX  = 2,4 кН, BZ = 5,06 кН. 

 

1.11 
 

QRC  = 3 кН. 

030cos  PXX BA ; 

cos60 cos30 0A B CY Y P R F      ;

00cos6  FZ A ; 

     aRbaPbaY CB 20cos6  –

00cos60cos3  rFaF  ; 

    0230cos  baPbaX B
 ; 

                                                                                      0 MrRPR C . 

AX = – 1,85 кН, AY = – 5,64 кН, AZ = 2 кН, P = 6,4 кН, BX = 7,39 кН, BY = 2,38кН. 

 

1.12 

QT   = 3 кН. 

0 DA XTX ; 00cos6  PFYA ,  

030cos  PZZ DA ; 

 abZFa D 230sin  +   030cos22  abP ; 

030cos30sin  MPaTa  ; 

  00cos360cos2   FaPaabXTa D . 

AX = 0,8 кН,   AY  = 2,56 кН,  AZ  = 1,3 кН;  

 

Рис. 7.11. Расчётные схемы к упражнению 1.11 

 

Рис. 7.12. Расчётная схема  
к упражнению 1.12 



P = 2,89 кН, DX  = 0,76 кН,  DZ  = – 3,80 кН. 

1.13 

Минимальный вес груза Р:  

0трmin  BА NFT ;  

0тр  QNF AB ; 

 30cos30sinтр ABNABF BB

030sin  ACQ  

Максимальный вес груза Р:  

0трmax  BА NFT ;  

0тр  QNF AB ; 

030sin30cos30sinтр  ACQABNABF BB ; 

AА NfF тр ,  BB NfF тр . 

minT = 31.77 Н  < Р < maxT = 130,51 Н. 

 

1.14 

 
Шкив. QTT  1 .  

0тр1  RFMrTRT .  

трF = 266,67 Н;  

f

F
N

тр  = 666,67 Н. 

Рычаг. NN  . тртр FF  .  

  0тр  cFbNbaP .  

Р = 320 Н. 
0 NPX A ;  

0тр  FYA .  

AX =346,67 Н, AY =266,67 Н. 
 
 

 

 
 

Рис. 7.13. Расчётные схемы к упражнению  1.13: 
а –  расчёт  минимального веса груза;  
b – расчёт  максимального веса груза 

 

Рис. 7.14. Расчётные схемы  
к упражнению  1.14: 

а –  равновесие шкива; b  – равновесие рычага 



7.2.  Ответы к упражнениям главы 2 
 

 2.1 

2
cos311

t
z


  ,    11 11 z  = 3 рад/с. 

3

2

2

1
13 R

R

r

R
zz   = 

3

4

2
cos3 






 


t

; 

   11 33 z = 4 рад/с. 

33 )1()1( RVM  =40 см/с. 

2
sin

3

2 2

33
t

zz


  ,    
3

2
1

2

3


 z ; 

   
3

2
11

2

33


 z = 6,58 рад/с2. 

 M
n
MM aaa ,     3

2
3 11 Ran

M   = 160 см/с2,     33 11 RaM   = 65,8 см/с2. 

(1)Ma  = 173 см/с2. 

8
2

cos3114 





 


t

RVV zAx ;     11 44 xVV   = 24 см/с. 

2
sin4 2

4
t

V x


 ,   2
4 41 xV ; (1)(1) 44 xVa   = 39,48 см/с2. 

 

2.2 

44 xV x   = 
3

sin
33

cos
3

1
tt 




 ;   

(3)4xV = 2,05 м/с,  (3)44 xVV   







 





3

sin
33

cos
3

1
1

33

4
3

tt

rr

V x
z ;    

 33z  = 6,83 рад/с;  (3)33 z . 










 





3
cos

93
sin

9

1 22

3
33

tt

rzz  . 

 33z  = 3,65 рад/с2; (3)33 z . 

 

Рис. 7.15. Расчётная схема  
к упражнению  2.1 

 

Рис. 7.16. Расчётная схема  
к упражнению  2.2 



3

2

2

3

r

R





;  
2

3
32 R

r
  = 10,25 рад/с; 22RVM   = 2,05 м/с. 

3

2

2

3

r

R





;  
2

3
32 R

r
  = 5,47 рад/с2. 

2
2
2Ran

M   = 20,4 м/с2;  22RaM   = 1,09 м/с2.  

   22  M
n
MM aaa = 20,43 м/с2. 

331 RV   = 2,73 м/с; 333311 RRVa   = 2,19 м/с2. 

 

2.3 
 

ВР2 = ВСcos30° = 4,33 см; СР2 =  2,5 см. 

2BP

VB
BC   = 1,15 рад/с;  2CPV BCC  = 2,87 см/с; 

1
1 CP

VC = 0,72 рад/с; 30cos2 11 REP  = 3,46 см; 

11EPVE  = 2,49 см/с; 30cos23 AEEP  = 10,39 см; 

3EP

VE
AE  = 0,24 рад/с;  ЕА = АР3 ; 

3APV AEA  = 1,44 см/с,  
AO

VA
AO  = 0,24 рад/с. 

 
2.4 

Е – точка касания дисков.  

11rVE   = 18 см/с.  

 21 rrV OAA   = 18 см/с. 

APEP 22  = 3 см, 
2

2 EP

VE  = 6 рад/с. 

KPVK 22  = 31,18 см/с. 

BPVB 22  = 40,25 см/с; DPVD 22  = 54 см/с. 

 

Рис. 7.17. Расчётная схема  
к упражнению 2.3 

 
 

Рис. 7.18. Расчётная схема к упражнению 2.4 



22rDC  , 
3DP

VD
DC   = 5,197 рад/с;  0cos60cos3 DC VV  , CV  = 31,18 см/с. 

2.5 

15,1 RBE  ; 1R = 2,67 см. 

11 RKP  ; 
1

1 KP

VK  = 0,75 рад/с. 

30cos
1

AM
AP  = 4,62 см; APVA 11 = 3,46 см/с. 

ABAP 22  = 8 см; 
2AP

VA
AC   = 0,43 рад/с. 

 0cos30cos AB VV  ; BV  = 2,99 см/с. 

BE

VB
BE  = 0,75 рад/с;  AC VV  = 3,46 см/с; 

30cos
3

DC
CP  = 4,62 см;    

3CP

VC
CD  = 0,75 рад/с;  0cos60cos CD VV  ; DV  = 1,73 см/с. 

 

2.6 

OAV OAA   = 12 см/с;  0AD , AD VV  . 

1
1 DO

VD
CO   = 3 рад/с;  

COV COC 11
  = 48 см/с. 

СВ = СР = 16 см; 
CP

VC
CLCB   = 3 рад/с. 

30cos

CP
PL   = 18,48 см;  30cos2BCPB  . 

PLV CLL   = 55,44 см/с;   

PBV CBB   = 83,13 см/с. 

 

 

 

 

Рис. 7. 19. Расчётная схема 
 к упражнению 2.5. 

 

Рис. 7.20. Расчётная схема 
 к упражнению 2.6. 



2.7 

11RVD  = 30 см/с;  OAV OAA  = 15 см/с. 

2
2 AP

VA  = 3 рад/с. 

BPVB 22   = 21,21 см/с. 

 45cos0cos BC VV  ; CV  = 15 см/с. 

CBCP 3 ; 
3CP

VC
BC   = 1,87 рад/с. 

 

2.8 

1RABAC  = 12 см; 30cos3 ACCP  = 10,39 см. 

3CP

VC
AC   = 0,48 рад/с; 3APV ACA  =2,89 см/с. 

АВ = АР2;  
2AP

VA
AB   = 0,29 рад/с. 

30cos22 ABBP  = 17,32 см. 

2BPV ABB   = 5,02 см/с. 

   30sin1RABOA = 6 см; 
AO

VA
OA   = 0,48 рад/с. 

30cos2 11 RBP   = 3,46 см;  
1

1 BP

VB  = 1,45 рад/с. 

211 RDP   = 2,82 см; 11DPVD  = 4,09 см/с. 

 

2.9 

OAV OAA  = 12 см/с;  0tg622  BCABAP  = 27,71 см. 

AP

VA
AB   = 0,43 рад/с;  0cos30cos AB VV  ; BV  = 10,38 см/с. 

BC

VB
BC   = 1,29 рад/с. 

 BA
n
BAAB aaaa ;     BC

n
BCCB aaaa ,  0Ca . 

 

Рис. 7.21. Расчётная схема 
 к упражнению 2.7 

 

Рис. 7.22. Расчётная схема 
 к упражнению 2.8 



 AO
n
AOOA aaaa , 0Oa . 

  BA
n
BAAO

n
AOBC

n
BC aaaaaa . Найти 

BCa  

AOa AO
n
AO  2  = 36 см/с2; 

AOa AOAO   = 8 см/с2; 

0tg6 BCAB  = 13,86 см. 

ABa AB
n
BA  2  = 2,56 см/с2;  ABa ABAB  . 

BCa BC
n
BC  2 = 13,31 см/с2;  BCa BCBC  . 

Проекция на АВ: 

 60cosn
AOBC aa  

n
BAAO aa   30cos  = 13,63 см/с2. 

BC

aBC

BC



  = 1,7 рад/с2. 

 DC
n
DCD aaa .  

DCa BC
n
DC  2 = 6,65 см/с2;  DCa BCDC    = 6,8 см/с2. 

   22  DC
n
DCD aaa =  9,51 см/с2. 

 

2.10 

11rVA   = 12 см/с; BCAP
2

1
2   = 5 см. 

AP

VA
AB

2
  = 2,4 рад/с. 

 0cos630cos AB VV ; BV  = 6,93 см/с. 

 30cos3 BCBP = 8,66 см; 

BP

VB
BC

3
  = 0,8 рад/с. 

 BA
n
BAAB aaaa . Найти аВ. 

 

Рис. 7.23. Расчётная схема 
 к упражнению  2.9 

 

Рис. 7.24. Расчётная схема 
 к упражнению 2.10 



Проекция на ВА: n
BAAB aaa  0cos630cos .  

11raa AA    = 8 см/с2;  30tgBCAB = 5,77 см. 

BAa BA
n
BA  2  = 33,23 см/с2;  Ba  = 43,03 см/с2. 

 CB
n
CBBC aaaa . 

Проекция на ВС: n
CBBC aaa  0cos60cos6 ,  

CBa CB
n
CB  2 = 6,4 см/с2;  n

CBBC aaa 2  = 30,23 см/с2. 

 

7.3.  Ответы к упражнениям главы 3 

3.1 

 
3

sin
3

40
11


 rSCM = 11,55 см. 

Так как 30cos1CM = 10 см = R, то точка М1 лежит на 

вертикальном диаметре. 

3
cos

9

40 t
SV rr


  ;  1rV  = 6,98 см/с. 

 1e  = 0,5 рад/с; 11 2

1
CMROM  = 4,23 см. 

1OMV ee  ;   1eV  = 2,12 см/с. 

reM VVV  . 

 30cosreMx VVV = – 3,93 м/с;  0cos6rMy VV  = – 3,49 м/с; 

   22
MyMxM VVV  = 5,26 см/с. 

кreM aaaa  . 

 e
n
ee aaa ,  1

2OMa e
n
e  ;   1n

ea  = 1,06 см/с2. 

3
sin

3

t
e


 ,   1e  = – 0,91 рад/с2;  (1)ee   = 0,91 рад/с2,   

  11 OMa ee   = 3,85 см/с2. 

 

Рис. 7.25. Расчётная схема 
 к упражнению 3.1 



3
sin

27

40 2 t
Vr


 ,  1rV = – 12,66;  1rr Va  = 12,66 см/с2 

re Va  2к ;   1кa  = 6,98 см/с2. 

кaaaaa re
n
eM   . 

  60cos30cos кaaaa reMx  = 3,62 см/с2; 

 0cos360cos кaaaa r
n
eMy  =  11,31 см/с2. 

   22
MyMxM aaa  = 11,87 см/с2. 

 
3.2 

Положение М1:  

 
4

1 


R

Sr ;  1OM  =  8,28 см. 

tSr 10 ;  (1)rr SV   = 31,42 см/с. 

52  te ,  

  31 e  рад/с,    31  ee   рад/с. 

1OMV ee  = 24,6 см/с. 

reM VVV   reMx VVV   = 56,02 см/с; 

0MyV ; MV  = 56,02 см/с. 

кreM aaaa   = кr
n
re

n
e aaaaa   . 

 e
n
ee aaa   1

2 OMa e
n
e   = 74,52 см/с2; 

e  = 2 рад/с2; ee   ;    11 OMa ee   = 16,56 см/с2; 

 r
n
rr aaa  10rV ;  10rr Va   = 31,42 см/с2; 

 
R

V
a rn

r

2

1  = 49,36 см/с2;  re Va  2к ;   1кa  = 62,84 см/с2. 

к
n
r

n
eMx aaaa   = – 88 см/с2;   reMy aaa  = 14,86 см/с2. 

   22
MyMxM aaa  =  89,24 см/с2. 

 

Рис. 7.26. Расчётная схема 
 к упражнению 3.2 



7.4.  Ответы к упражнениям главы 4 

4.1 

тр60cos FPFxm  ,   0cos3PNym  = 0. 

 30cosтр fmgfNF ; 

,43
2

1
 ktx ,  0

2 43,
4

1
Vtktx  ; 

tVtktx 0
23 7,1

12

1
 . 

Конечные условия: 2t с; х = S = 2 м; V = 2V0. 

6,80  kV ;  0,43
3

1
1 Vk  . 

k = 8,4; V0 = 1,6 м/с. 

 

4.2 

Уравнения движения точки: 

0xm  ;  30cos0Vx ;  30cos0tVx . 

Pym  ;  60cos0Vgty ;

HtVgty  60cos
2

1
0

2 . 

Краевое условие пролёта высоты h:  

t = 1 с;  y = h = 7 м. 

Подставляя краевые условия в уравнение движения, находим:  0V  = 3,81 м/с. 

Краевое условие падения точки:  

падtt  ;  х = l;  у = 0. 

Подстановка в уравнения движения условия приводит к системе: 

 30cosпад0tVl ; HtVgt  60cos
2

1
0 пад0

2
пад . 

Находим: падt = 1,64 с; l = 5,41 м. 

 

 

Рис. 7.27. Расчётная схема 
 к упражнению  4.1 

 

Рис. 7.28. Расчётная схема 
к упражнению  4.2 



4.3 

Уравнение движения груза (рис. 7.29, а): 

SkFSm   .  

Начальные условия: t = 0;  S = 0;  0VS  . 

Решение: 















 t
m

k

e
k

mV
S 10  =  te16  м. 

Скорость груза: teS  6 . 

Скорость груза в момент соединения с 

площадкой АВ: (1)1 SV  = 0,21 м/с. 

Уравнение колебаний груза на эквивалентной пружине (рис. 7.29, b): 

xсFxm эупр  ; 
21

21
э cc

cc
c


  = 30 Н/м. 

Начальные условия движения: t = 0;  х = 0;  1Vx  . 

Общий вид решения: tCtCx  sincos 21 ; 
m

cэ  = 7,75 рад/с, 

где константы: С1 = 0; 


 1
2

V
C  = 0,28 м. Закон движения груза tx sin7,7528,0 .  

Максимальное сжатие 0,28 м. 

 

4.4 

Жесткость эквивалентной пружины 

 
cc

cc
c

2

2
э 


  = c

3

2
. 

Уравнение колебаний: 

упрFPxm  =  xcP  стэ  = xcэ . 

Общее решение: 

 tCtCx  sincos 21 ; 
m

cэ  = 10,33 рад/с. 

 

Рис. 7.29. Расчётная схема 
к упражнению  4.3: 

а – движение груза до начала  
колебаний; b – колебания груза 

 
Рис. 7.30. Расчётная схема 

к упражнению  4.4: 
а – нерастянутая пружина; 

 b – положение статического 
равновесия; с – произвольное 

положение груза 
 



Начальные условия: t = 0;  х = 0;  0Vx  . 

Находим константы интегрирования: С1 = 0; 


 0
2

V
C  = 0,39 м.  

Закон движения груза: tx sin10,3339,0 .  

Амплитуда  А = 0,39 м, частота    = 10,33 рад/с. 
 

4.5 

Скорость человека, находящегося в самолёте,  

в нижней точке траектории (точка С): 

   cos1sin
22

2
0

2

rlmg
mVmVC . 

Откуда    cos1sin22
0

2 rlgVVC . 

Уравнение движения человека, двигающегося 

вместе с самолётом, в проекции на нормаль в точке С: PN
r

mVC 
2

, где N – 

реакция корпуса самолёта. Сила давления человека на корпус самолёта по ве-

личине равна реакции, но направлена в противоположную сторону.  

Из условия  N ≤ 3Р следует неравенство: 2
CV  ≤ gr2 , или 

   cos1sin22
0 rlgV ≤ gr2 . Откуда r ≥ 




cos2

sin22
0

g

glV
. 

 

4.6 

 Из уравнения теоремы об изменении кине-

тической энергии шарика в точке B с учётом, что 

AV = 0, найдём:    

  30cos60cos
22

22
aRRmg

camVB . 

Составим уравнение теоремы об изменении 

кинетической энергии точки на участке BD: 

 
Рис. 7.31. Расчётная схема 

к упражнению  4.5 

 

Рис. 7.32. Расчётная схема 
к упражнению  4.6 



fNs
mVB 

2

2
, где s – путь точки до остановки. С учётом данных задачи, по-

лучим: s = 5,39 м. 

Уравнение движения шарика в проекции на нормальную ось в точке С  

 60cos
2

PN
R

mV
C

C . 

Для вычисления  реакции опоры шарика на трубу имеем равенство 

 60cos
2

P
R

mV
N C

C =     60cos60cos12
1 2 mgmgRmV
R B , где кинетическая 

энергия шарика в точке В:   



  30cos60cos1222

R
a

mgRcamVB . Получим: 

CN 18,71 Н. Давление шарика на трубку равно реакции опоры и направлено в 

противоположную сторону. 

 

7.5.  Ответы к упражнениям главы 5 

 

5.1 

0x  – координата центра тяжести системы 

в начальном положении, 0x  = 0 (см. рис.7.33);   

х – текущая координата центра тележки; 1x  – 

координата центра тяжести системы в её произ-

вольном положении: 
 

21

21
1

sin

mm

xlmxm
x




 .  

Уравнение закона сохранения движения 

центра масс системы: 01 xx  , или 

  0sin21  xlmxm . 

Отсюда зависимость координаты движения тележки от положения гру-

за 2: 


 sin
21

2

mm

lm
x . 

 

Рис. 7.33. Расчётная схема 
к упражнению  5.1: 

а – начальное положение системы; 
 b –  произвольное положение  



5.2 

Теорема об изменении кинетического момента системы относительно 

оси z:  )( e
kz

z FM
dt

dL 
. 

Кинетический момент системы: 

грбар
zzz LLL  = 

2

2
2rm

 + rVm 11 = 22
1 2

r
m

m 





  . 

Суммарный момент внешних сил относительно 

оси z:  )( e
kz FM


= rРM 1вр   = grmkt 1 . 

Дифференциальное уравнение вращения барабана: 

dt

d
r

m
m








  22

1 2
 = grmkt 1 . 

При нулевых начальных условиях 
  2

21

1
2

2

2

rmm

grtmkt




 . 

 

5.3 

Уравнение теоремы об изменении кинетиче-

ской энергии для неизменяемых систем на конеч-

ном перемещении:  )(0 kFATT , 0T  = 0. 

Кинетическая энергия груза 1: 
2

2
11

1
Vm

T  . 

Энергия вращательного движения блока 2: 

2
22 2

1
 OJT , где осевой момент инерции блока: 

2

2
2rm

JO  , угловая скорость блока 
r

V1
2  . Кинетическая энергия катка 3: 

2
3

2
33 2

1

2

1
 CC JVmT , где момент инерции катка относительно оси, проходя-

 

Рис. 7.34. Расчётная схема 
к упражнению  5.2 

 
Рис. 7.35. Расчётная схема 

к упражнению  5.3 
 



щей через центр масс перпендикулярно плоскости диска, 
2

2
3rm

JC  , угловая 

скорость катка и скорость его центра масс 
r

V

2
1

3  , 
2
1V

VC  .  

Энергия системы: 321 TTTT   =  
16

348
2

1
321

V
mmm  . 

Суммарная работа вешних сил на перемещении h:  )( kFA = 
r

h
MhP

21  . 

Уравнение теоремы об изменении кинетической энергии: 

 
16

348
2

1
321

V
mmm  = h

r

M
gm 






 

21 . 

Скорость груза на высоте h: 
321

1

1 348
2

4
mmm

h
r

M
gm

V








 

 . 

 

5.4 

Для решения задачи используется теоре-

ма об изменении кинетической энергии в диф-

ференциальной форме:  )( e
kFN

dt
dT 

, где Т – 

энергия системы в её текущем положении; 

 )( e
kFN


 – суммарная  мощность внешних сил.  

Допустим, груз 1 движется вниз со ско-

ростью 1V . Скорость центра масс катка CV .  

Кинетическая энергия катка 2: 2
2

2
22 2

1
2
1

 zCC JVmT . Здесь 
g
P

m
2

2  , 

2
2 zzC imJ  , 

r

VC2 . В результате кинетическая энергия катка 2
2

3
CV

g
P

T  .  

Скорость груза 3 CVV 3 . Кинетическая энергия груза 3 2
3 CV

g
P

T  .  

 
Рис. 7.36. Расчётная схема 

к упражнению  5.4 
 



Скорость груза 1 CVrV 3321  . Кинетическая энергия груза 1: 

2
1 2

9
CV

g
P

T  .  

Суммарная кинетическая энергия (энергия системы): 

321 TTTT  = 2

2
17

CV
g
P

. Производная 
dt

dV
V

g
P

dt
dT C

C
17

  = CCaV
g

17
. 

Мощности сил 2P


, 2N


, сцF


, 3P


, 3N


 равны нулю.  

Мощность силы F


, приложенной к колесу, определяется по формуле: 

2)()( 


FMVFFN CC = 60cosCFV + 2FR . Мощность силы 1P


 

111)( VPPN 


. Суммарная мощность внешних сил:  )( eFN  = CPV7 . 

Составляем уравнение теоремы об изменении кинетической энергии си-

стемы: CCaV
g
P17

= CPV7 , откуда gaC 17
7

  м/с2.  

 

5.5 

Рассмотрим движение катков отдельно, за-

менив невесомый стержень реакцией. Предполо-

жим, катки движутся направо (см. рис. 7.37). 

Уравнения движения катков:  

сц11 FQam O  , MrFJ O  сц111 ; 

 30сц22 cosFFQam C ; 

rQrFJ C  3сц222 . 

Здесь Q


 – реакция невесомого стержня, QQ 


; сц1F


, сц2F


– силы сцепления 

катков с поверхностями качения; моменты инерции катков 
2

2
1

1
rm

J O  , 

2
222 imJ C  . Подставляя кинематические соотношения 

r

aC

32  ; CO aa
3
4

 ; 

r

aC

3

4
1  , с учётом данных задачи, получим систему уравнений: 

 
Рис. 7.37. Расчётная схема 

к упражнению  5.5 



сц13
4

FQa
g
P

C  ;  PFa
g
P

C 4
3
2

сц1  ; 

3
2

сц2 PFQa
g
P

C  ;  QFa
g
P

C  сц23
3
4

. 

Находим ускорение центра катка 2: 
 

46
16333 g

aC


  ≈ – 0,7g. Каток 

движется в противоположную сторону. Реакция стержня PQ 6,2 . 

 

 5.6 
Выделяем звенья механизма, заменяя действия нитей их реакциями. До-

пустим, направления движений тел в системе 

соответствуют подъёму груза 1. 

Уравнения движения тел: 

333 QFam  , 12232 QPQQam C  ; 

rQrQJ C 2322  , 1111 PQam  . 

С учётом, что 33 QQ 


, 11 QQ 


  и 

1aaC  , 13 2aa  , 
r

a1
2  , 

2

2
2

2
rm

J C  , под-

ставляя данные задачи, получим систему уравнений: 

31 5,22 Qmgma  ;  1231 QmgQQma  ;  

23
1

2
QQ

ma
 ; 1111 PQam  . 

Решая систему, находим: ga
17
2

1  ≈ 0,12g;  mg,Q 2623  ; mg,Q 1522  . 

 

5.7 

 Заменяем действия нитей реакциями. 

Предположим, груз 1 спускается по наклон-

ной плоскости. Уравнения движения тел: 

1111 30cos QPam  ;  333 Qam  ; 

 

Рис. 7.38. Расчётная схема 
к упражнению  5.6 

 

Рис. 7.39. Расчётная схема 
к упражнению  5.7 

 



 60cosсц312 FFQQam C ; rFFRRQJ C сц122  , 2
222 imJ C  . 

Соотношения ускорений: 
rR

a


 1

2 , 
rR

ra
aC 

 1 , Caa 3 . Подставляя 

данные задачи, с учётом, что  модули сил 11 QQ   и 33 QQ  , получим систему 

уравнений: 

11 2
3

Qmgma  ;  313
2

Qma  ; 

mgFQQma
2
1

сц311  ; сц11 223 FmgQma  . 

Находим  ga 335
46
3

1  ≈ 0,44g; mgQ 21,01  ; mgQ 44,03  .  

 

7.6.  Ответы к упражнениям главы 6 

6.1 
Внешние силы, действующие на систему: си-

лы тяжести – 1P


, 2P


, 3P


 и реакции опор 3N


, 3R


 

Приложим к телам системы, силы инерции ин
1R


, 

ин
2R


 (рис. 7.40, а). В соответствии с принципом Да-

ламбера, полученная система сил находится в рав-

новесии. Составляем условие равновесия системы 

сил в проекциях на горизонтальную и вертикальную 

оси: 

0ин
13  RR , 0ин

22133  RPPPN . 

Для вычисления сил инерции рассмотрим отдельно грузы 1 и 2, заменяя 

действие соединяющей их нити реакцией (рис. 7.40, b, c). Присоединим к гру-

зам силы инерции и, применив принцип Даламбера, составим  уравнения рав-

новесия систем сил - для груза 1 в проекции на горизонтальную ось, для груза 2 

– на вертикальную: 

 

Рис. 7.40. Расчётная схема 
к упражнению  6.1 

 



0ин
1  RQ ; 0ин

22  RQP ,  

где 11
ин
1 amR  , 22

ин
2 amR  . 

Решая полученную систему с учётом равенства модулей сил QQ   и 

ускорений  грузов 21 aa  , находим ускорение грузов: gaa 5,021  . Тогда 

давление призмы на горизонтальную поверхность: mgN 5,23  . 

 

6.2 
Активными силами в системе являются 

силы F


 и Q


. Для равновесия системы необ-

ходимо и достаточно выполнения условия: 

    0 QAFA


 или 0 QF sQsF , где 

Fs  и Qs  – возможные перемещения точек 

приложения сил F


 и Q


. 

Имеем соотношения: 
c

a

s

s

B

F 



, 
d

b

s

s

Q

C 



, где Bs  и Cs  – возможные пе-

ремещения точек В и С, причём CB ss  . Тогда FQ s
ab

cd
s   и сила, сжимаю-

щая деталь А под прессом, равна F
cd

ab
Q  . 

 

6.3 
Активными силами, совершающими работу 

при движении системы, являются силы тяжести 

3P


, 4P


 и пары сил с моментами 1M  и 2M . Связи 

идеальные. 

Для равновесия системы необходимо и до-

статочно выполнения условия: 

         02143  MAMAPAPA


 или 

 

Рис. 7.41. Расчётная схема 
к упражнению  6.2 

 

 

Рис. 7.42. Расчётная схема 
к упражнению  6.3 

 



022114433  MMsPsP , 

где 43 s,s   – элементарные перемещения грузов 3, 4; 21  ,  – элементарные 

повороты валов 1 и 2. Выразим все перемещения через угол поворота вала 2: 

rs 23  , 21 3 , 24 3  rs  и подставим в уравнение равновесия. Полу-

чим: PrM 42  . 

 

6.4 
Система с идеальными связями. Активными силами являются силы тяже-

сти 1P


, 2P


, 3P


 и пара сил с момен-

том врM (рис. 7.43).  

Направления поворотов дис-

ков и их угловые ускорения пока-

заны на рис. 7.43 дуговыми стрел-

ками 11,  и 22 , . Направления 

движения центра масс катка 2, гру-

за 3 и их ускорения обозначены: CC as ,  и 33,as . 

Кинематические соотношения между перемещениями и ускорениями: 

3ssC  , 3aaC  , 
r

s3
2


 , 

r

a3
2  , 

r

s3
1

3
 , 

r

a3
1

3
 . 

Присоединим к телам системы силы инерции.  

Модули главных векторов сил инерции: 33
ин
3 amR  = 3ma ; 

CamR 2
ин
2  = 32ma ; 2

2
22

ин
2  imM = 35,4 mra ; 1

2
11ин

1 2


Rm
M = 3,51 mra . 

Элементарные работы активных сил: 

)( акт kFA


= 1врM =   33sin stmg  . 

Элементарные работы сил инерции: 

)( ин kRA


 = 1
ин
12

ин
2

ин
23

ин
3  MMsRsR C =  

= 33333333 3,515,42 smasmasmasma   = 3312 sma  . 

 

Рис. 7.43. Расчётная схема 
к упражнению  6.4 

 



Общее уравнение динамики имеет вид: 

)()( инакт   kk RAFA


 =   012sin3 33  satgm . 

Ускорение груза 3: tga  sin25,03 , или tgs  sin25,03 . Интегрируя 

дифференциальное уравнение с нулевыми начальными условиями, получим за-

кон движения груза: 





 





 tt

g
s sin

125,0
3 . 

 

6.5 

Система с идеальными связями. Активные 

силы и главные вектора сил инерции показаны 

на рис. 7.44. 

Элементарные работы активных сил: 

)( акт kFA


= 44331 sPsPsF   и сил инерции 

)( ин kRA


= 2
ин
24

ин
43

ин
31

ин
1  MsRsRsR , 

где модули сил инерции: 1
1ин

1 a
g

P
R  , 3

3ин
3 a

g

P
R  , 

4
1ин

4 a
g

P
R  , 2

2
2

2ин
2  i

g

P
M . 

Кинематические соотношения: 13 ss  , 13 aa  , 14 2 ss  , 14 2aa  , 

r

s1
2


 , 

r

a1
2  . Общее уравнение динамики:  

)()( инакт   kk RAFA


 =   111 21 sPsPstP  – 

 – 






 


r

s

r

a
r

g

P
sa

g

P
sa

g

P
sa

g

P 112
111111 2

2
22

2
= 1

114
s

g

a
tP 








 = 0. 

Находим уравнение движения груза 3: gtaa
14

1
13  , или gtx

14

1
3  . 

 Проинтегрировав дифференциальное уравнение с нулевыми начальными 

условиями, получим закон движения груза 3: 3
3 84

1
gtx  ≈ 3012,0 gt . 

 

Рис. 7.44. Расчётная схема 
к упражнению  6.5 

 



6.6 

Рассматриваемая механическая система (рис. 7.45) имеет одну степень 

свободы. Уравнение Лагранжа: xQ
x

T

x

T

dt

d

















, где Т – кинетическая энер-

гия системы: xQ  – обобщенная сила. 

В качестве обобщённой координаты x 

выберем положение точки С относительно не-

деформированной пружины, отмеченной на 

рис. 7.45 величиной 0l . Обобщённая ско-

рость x . 

Кинетическая энергия катка: 

2
1

2
11 2

1

2

1
 CC zJVmT , где 1 , CV  – угловая 

скорость катка и скорость его центра масс, xVC  , 
r

x

r

VC 
1 ; момент инер-

ции 2
12

1
rmJ Cz  . Кинетическая энергия груза 2: 2

222 2

1
VmT  , где 2V  – ско-

рость груза 2, xVV C 222  . Кинетическая энергия системы, выраженная через 

обобщённую скорость: 2
21 2

7
x

g

P
TTT  . 

В произвольном положении системы, определяемом координатой х, да-

дим центру масс катка возможное перемещение x  (см. рис. 7.45). Элементар-

ная работа активных сил    122упр1к )( MsFPxFxPFA . Полагая 

перемещения xs  22 , 
r

x
1 , модуль силы упругости cxF упр  и с учётом 

данных задачи, получим    xcxPFA 3)( к . Обобщённая сила cxPQx  3 . 

Уравнение Лагранжа cxPx
g

P
 3

7
 , или 

7

3

7

4 g
x

r

g
x  .  

 

Рис. 7.45. Расчётная схема 
к упражнению  6.6 

 



Решение уравнения (с нулевыми начальными условиями): 

 trx  cos1
4

3
. Закон движения груза: xs 22   =  tr  cos1

2

3
. 

 

6.7 

Рассматриваемая система имеет две степени свободы. Обобщённые ко-

ординаты – расстояния 1x , 2x  соответственно до грузов 1 и 2, отсчитываемые 

от неподвижных центров блоков B и D (рис. 

7.46, а). Обобщённые скорости 1x , 2x . Кине-

тическая энергия грузов и блока 3:  

g

xP
T

2

2
11

1


 , 
g

xP
T

2

2
22

2


 ; 

2
12

2
3

2
213

3 222

1

22






 







 


r

xx

g

rPxx

g

P
T


.  

Здесь учтено (см. рис. 7.46, а): что 

22
12 xxVV

V MN
C

 



 ;   

r

xx

r

VV MN

22
12

2
 




 . 

Дадим системе возможное перемещение по координате х1, оставляя ко-

ординату х2 постоянной: 01 x , 02 x . На этом перемещении сумма элемен-

тарных работ внешних сил (см. рис. 7.46, а, b): 

  CsPxPFA 311к )( = 131 2

1
xPP 






  . 

Обобщённая сила 31 2

1
1

PPQx  . 

 Дадим системе другое независимое возможное перемещение – по коор-

динате х2, так, что 01 x , 02 x . При этом перемещении сумма элементар-

ных работ внешних сил (см. рис. 7.46, а, с): 

 

Рис. 7.46. Расчётная схема 
к упражнению  6.7: 

а – кинематика механизма;  
b, c – возможные перемещения блока 
3 при вычислении обобщённых сил 

 



  CsPxPFA 322к )( = 232 2

1
xPP 






  . 

Обобщённая сила 32 2

1
2

PPQx  . 

Уравнения Лагранжа 

31
2

3
1

31 2

1

8

1

8

3
PP

g

x
P

g

x
PP 





 


,  32

2
32

1
3 2

1

8

3

8

1
PP

g

x
PP

g

x
P 






 


 или 

07 21  xx  , gxx 29 21   . 

Ускорения грузов: gx
31

1
1  , gx

31

7
2  .  Ускорение центра масс блока 

2
12 xx

xC





 = g
31
6

. Груз 1 и центр блока 3 движутся вверх, груз 2 – 

вниз. (Сравнить с задачей 70.) 

 

6.8 

Система с двумя степенями свободы. 

Обобщённые координаты: 1x  – положение 

центра масс катка 1 (точки 1C ) относитель-

но неподвижной вертикальной стены; 2x  – 

положение центра масс катка 2 (точки 2C ) 

относительно подвижного края платформы. 

Кинетическая энергия системы 

 



















2
2

2
22

122
2
11 2

2
2

1

4

3

r

xrm
xxmxmT


  = 






  21

2
2

2
1 2

4

11
xxxx

g

P
 . 

Дадим системе возможное перемещение по координате 1x   01 x , 

оставляя другую координату 2x  неизменной  02 x .  Работу совершают мо-

мент М и сила F . Суммарная работа  

 
21к )( CsFMFA = 1

1 2 xF
r

x
M 


 = 14 xP . 

 

Рис. 7.47. Расчётная схема 
к упражнению  6.8 

 



Обобщённая сила PQx 4
1
 . 

При другом независимом возможном перемещении 01 x , 02 x  суммар-
ная работа внешних сил   2к )( xFFA  и обобщённая сила, соответствующая 
координате 2x , равна PQx 

2
. 

Уравнения Лагранжа 

Pxx
g

P
42

2

11
21 





   ,   Pxx

g

P
 12 22  , или 

gxx 8411 21   , gxx  12 22   

Ускорение центра катка 1 gx
7

6
1  . Тележка катится в направлении оси 

1x . Ускорение центра катка 2 относительно тележки gx
14

5
2  . Закон относи-

тельного движения центра катка 2 при нулевых начальных условиях: 
2

2 28

5
gtx  . Каток катится к правому борту тележки. 
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1. СТАТИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 
 

Статика представляет раздел теоретической механики, в котором изу-

чаются условия равновесия твердых тел под действием системы сил. 

 
1.1.  Основные виды связей и их реакции 

 

Опора тела на гладкую плоскость (поверхность) без трения. Реакция 

приложена в точке касания и направлена перпендикулярно к об-

щей касательной соприкасающихся поверхностей. При опоре углом, или на 

угол (рис. 1.1, а), реакция направлена по нормали к одной из поверхностей. 

Гибкая связь. Если на тело наложена связь в виде гибкой нерастяжимой нити 

(каната, троса), то реакция связи 

T , равная натяжению нити, приложена к телу 

и направлена вдоль нити (рис. 1.1, b). 

 

Рис. 1.1. Виды связей и их реакции: 
а – реакция опоры тела на гладкую поверхность без трения; b – реакция связи гибкой нерастя-
жимой нити; с – реакция цилиндрического шарнира; d – реакция подшипника и подпятника;      

е – реакция  невесомого стержня;  f  –  реакция подвижной опоры;  g – реакция жесткой заделки; 
h – реакция пространственного шарнира 



 

 5

 Цилиндрический шарнир (подшипник) создает соединение, при кото-

ром одно тело может вращаться по отношению к другому. Реакция цилиндри-

ческого шарнира лежит в плоскости, перпендикулярной оси шарнира. При ре-

шении задач реакцию цилиндрического шарнира AR


 изображают ее составля-

ющими AX


 и AY


, взятыми по направлениям координатных осей (рис. 1.1, c). 

Реакция подшипника BR


 (рис. 1.1, d) также изображается своими составляю-

щими BX


 и BY


, взятыми по направлениям координатных осей в плоскости, 

перпендикулярной оси вращения подшипника. Величина реакции определяется 

по формуле: 22
AAA YXR  . Реакция прямолинейного невесомого стержня 

с шарнирными соединениями на краях направлена вдоль самого стержня, а 

криволинейного – вдоль линии, соединяющей точки крепления стержня 

(рис. 1.1, е). Реакция подвижной опоры BR


 (рис. 1.1, f) направлена по норма-

ли к поверхности, на которую опираются катки опоры. Жесткая заделка 

(рис. 1.1, g) препятствует не только линейным перемещениям тела, но и пово-

роту. Реакция заделки состоит из силы реакции AR


 и пары сил с моментом 

AM . При решении задач силу реакции жесткой заделки AR


 изображают ее со-

ставляющими AX


 и AY


, взятыми по направлениям координатных осей. Модуль 

реакции определяется по формуле 22
AAA YXR  . Виды связей и их реакции 

показаны на рис. 1.1. 

1.2.  Моменты силы относительно центра и относительно оси. Пара сил. 
Момент пары 

 
Алгебраическим моментом силы F относительно центра О  )(FM O


, или 

просто моментом силы 

F относительно центра О, называют взятое с соответ-

ствующим знаком произведение модуля силы 

F  на кратчайшее расстояние h от 

центра О до линии действия силы: FhFM O )(


 (рис. 1.2, а).   
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Величину h называют плечом силы. Момент силы относительно центра 

считается положительным, если сила стремится повернуть тело вокруг центра 

против хода часовой стрелки, и отрицательным – в обратном случае. 

На рис. 1.2, b показано, что момент силы 

F относительно центра О поло-

жительный, а момент силы 

Q  относительно того же центра – отрицательный. 

Момент силы R


 относительно центра О равен нулю, так как линия действия 

этой силы проходит через центр О и плечо силы равно нулю. 

Парой сил, или просто парой (рис.1.2, с), называют систему двух равных 

по модулю сил, параллельных, направленных в противоположные стороны и не 

лежащих на одной прямой. Алгебраическим моментом пары сил, или момен-

том пары, называют взятое со знаком плюс или минус произведение модуля 

одной из сил пары на плечо пары – кратчайшее расстояние между линиями 

действия ее сил. Правило знаков такое же, как и для момента силы. На рисун-

ках пару часто изображают дуговой стрелкой, показывающей направление по-

ворота твердого тела под действием пары (см. М на рис. 1.2, с). 

 
Рис. 1.2. Схемы для вычисления моментов сил: 

а, b – момент силы относительно центра; с – момент пары сил;  
d – момент силы относительно оси 
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Моментом силы относительно оси называют момент проекции этой си-

лы на плоскость, перпендикулярную оси, относительно точки пересечения оси 

с этой плоскостью. На рис. 1.2, d показано вычисление момента силы F  отно-

сительно оси z: hFFM xyz )(


, где xyF – проекция силы F


на плоскость xy, пер-

пендикулярную оси z, h – плечо проекции xyF  относительно центра О – точки 

пересечения оси z и плоскости xОy. 

 

1.3. Условия равновесия систем сил 
 

Плоской системой сил называется система сил, расположенных в одной 

плоскости.  

Основная форма условий равновесия плоской системы сил.  Для рав-

новесия плоской системы сил, приложенных к твердому телу, необходимо и 

достаточно, чтобы суммы проекций всех сил на каждую из двух осей прямо-

угольной системы координат, расположенной в плоскости действия сил, были 

равны нулю и сумма моментов сил относительно любого центра, находящегося 

в плоскости действия сил, также была равна нулю: 

  Fkx  0,  Fky  0,   )( kA FM


0,  

где F Fkx ky, – проекции всех сил на координатные оси; )( kA FM


 – моменты всех 

сил относительно произвольно выбранного центра  А. 

Пространственной системой сил называется система сил, расположен-

ных произвольно в пространстве.   

Для равновесия пространственной системы сил  необходимо и доста-

точно, чтобы суммы проекций всех сил на оси прямоугольной системы коор-

динат были равны нулю и суммы моментов всех сил относительно тех же осей  

также были равны нулю: 

Fkx  0,  kyF 0,  kzF 0, 
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 )( kx FM


0,   )( ky FM


0,   )( kz FM


0, 

где F Fkx ky, , kzF – проекции всех сил на координатные оси x, y, z; )( kx FM


, 

)( ky FM


, )( kz FM


 – моменты всех сил относительно выбранных осей. 

 

Равновесие систем тел 

 
Связи, соединяющие части конструкции, называют внутренними, в от-

личие от внешних связей, скрепляющих конструкцию с внешними телами, не 

входящими в данную конструкцию. Одним из способов решения задач на рав-

новесие сил, действующих на сочленённую конструкцию с внутренними свя-

зями, является разбиение конструкции на отдельные тела и составление 

уравнений равновесия для каждого из тел, входящих в конструкцию. При этом 

в уравнения равновесия должны входить только силы, непосредственно при-

ложенные к тому телу, равновесие которого рассматривается. 

  
1.4. Задание С1. Равновесие произвольной плоской системы сил.               

Равновесие системы тел 
 
Каждый вариант задания включает две задачи по темам: «Равновесие 

произвольной плоской системы сил» и «Равновесие системы тел».  

В задачах требуется определить реакции связей конструкции исходя из 

условия равновесия произвольной плоской системы сил. Весом стержневых 

подпорок, поддерживающих балочные конструкции, и блоков, через которые 

перекинуты невесомые нити, пренебречь.  

Варианты заданий даны на рис. 1.3 – 1.6. Исходные данные приведены в 

табл. 1.1. Из таблицы исходных данных выбираются значения тех параметров, 

которые указаны на схемах. 
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Варианты № 1, 11, 21 

Задача 1 
 

 

Задача 2 

 

 

Варианты № 2, 12, 22 

Задача 1 
 

 

Задача 2 

 

 

Варианты № 3, 13, 23 

Задача 1 

 

Задача 2 
 

 

 

Рис. 1.3. Задание С1. Равновесие произвольной плоской системы сил.  
Равновесие системы тел. Номера вариантов задания 1 – 3, 11 – 13, 21 – 23 
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Продолжение вариантов задания С1 

Варианты № 4, 14, 24 

Задача 1 
 

 

Задача 2 

 

 

Варианты № 5, 15, 25 

Задача 1 

 
 

Задача 2 

 
 

 

Варианты № 6, 16, 26 

Задача 1 

 

Задача 2 

 

 
Рис. 1.4. Задание С1. Равновесие произвольной плоской системы сил.  

Равновесие системы тел. Номера вариантов задания 4 – 6, 14 – 16, 24 –26 
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Продолжение вариантов задания С1 

Варианты № 7, 17, 27 

Задача 1 
 

 

Задача 2 

 

 

Варианты № 8, 18, 28 

Задача 1 
 

 

Задача 2 

 

 

Варианты № 9, 19, 29 

Задача 1 

 

Задача 2 
 

 

 
Рис. 1.5. Задание С1. Равновесие произвольной плоской системы сил.  

Равновесие системы тел. Номера вариантов задания 7 – 9, 17 – 19, 27 – 29 
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Окончание вариантов задания С1 

Варианты № 10, 20, 30 

Задача 1 

 

Задача 2 

 

 
Рис. 1.6. Задание С1. Равновесие произвольной плоской системы сил.  

Равновесие системы тел. Номера вариантов задания 10, 20, 30 
 

Таблица 1.1 

Исходные данные задания С1. Равновесие произвольной плоской системы сил. 
Равновесие системы тел. 

 

Номер 
варианта 
задания 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

P, кН 6 5 6 12 6 6 10 3 8 5 10 4 8 10 8 
F, кН 12 6 10 5 12 8 6 5 6 2 12 8 12 6 10 

q, кН/м 5 4 2 3 6 3 5 2 2 4 6 2 3 4 5 
M, кН·м 12 8 6 8 12 5 12 8 4 6 8 12 10 6 10 
 , град 45 60 30 60 30 30 45 60 30 30 45 30 60 45 60 

, град 60 30 45 30 60 90 60 60 30 45 30 45 30 60 30 
a, м 3 4 3 4 3 4 3 4 1 2 2 3 2 3 4 
b, м 3 3 4 3 2 4 3 3 2 3 3 3 4 3 2 
с, м 4 2 2 2 3 2 2 1 5 4 4 2 1 2 2 

 
Номер 

варианта 
задания 

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

P, кН 10 8 10 6 4 6 12 10 5 6 8 6 8 4 6 
F, кН 6 12 12 8 3 14 10 8 15 10 12 8 10 10 2 

q, кН/м 5 3 4 3 2 3 2 5 4 2 3 4 5 2 4 
M, кН·м 10 6 8 6 5 12 4 6 8 10 12 10 6 4 8 
 , град 60 60 30 45 60 30 60 45 30 60 45 30 30 30 45 

, град 45 30 30 60 60 45 30 60 30 45 90 30 60 45 30 
a, м 3 4 3 1 2 2 4 1 4 3 4 3 2 1 2 
b, м 2 4 3 3 4 1 4 3 2 2 2 2 2 2 2 
с, м 3 2 2 4 5 4 2 2 1 1 1 2 1 3 5 
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Пример выполнения задания С1. Равновесие произвольной плоской  
системы сил. Равновесие системы тел. 

 
 Задача 1. Рама АСЕ (рис. 1.7) в точке А закреплена на цилиндрической 

шарнирной опоре, а в точке В поддерживается вертикальным невесомым 

стержнем ВК. На раму действуют: пара с 

моментом М = 8 Нм, сила F = 10 Н, прило-

женная в точке D под углом 60 к раме, и 

равномерно распределенная нагрузка ин-

тенсивностью q = 2 Н/м, приложенная на 

отрезке АВ. В точке Е под прямым углом к 

участку балки СЕ прикреплен трос, несу-

щий груз Р = 20 Н. Пренебрегая весом бал-

ки, определить реакцию шарнира А и реак-

цию стержневой опоры ВК, если а = 2 м. 

Решение 

Выбираем систему координат xAy, например, как показано на рис. 1.8. 

Заменяем действие связей их реакциями. Изображаем реакцию шарнира А дву-

мя ее составляющими AX


 и AY


, 

направленными вдоль горизонтальной 

и вертикальной осей (см. рис. 1.8). Ре-

акция BR


 невесомой стержневой опо-

ры ВК приложена в точке В и направ-

лена вдоль стержня ВК. Заменяем рас-

пределенную нагрузку её равнодей-

ствующей 

Q . Сила 


Q  приложена в се-

редине отрезка АВ и по модулю равна  

Q qa  = 4 Н. Действие груза Р на раму изображается реакцией T


, равной по 

величине весу груза.  

 

Рис. 1.8. Силы и реакции связей,  
действующие на раму при её равновесии  

 

Рис. 1.7. Конструкция рамы 
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При равновесии рамы действующие на неё силы составляют уравнове-

шенную произвольную плоскую систему. Условия равновесия системы сил 

имеют вид:   0kxF ,   0kyF ,   0)( kA FM


. Вычисляя проекции сил на оси 

x, y, и моменты сил относительно центра А, уравнения равновесия получим в 

виде: 

 kxF 030cos  TFX A
 ,     kyF 060cos  FRQY BA . 

 )( kA FM


 = 0230cos260cos
2

 aTaFaFMaR
a

Q B
 . 

Здесь для вычисления момента силы 

F  относительно центра А использо-

вана теорема Вариньона: aFaFFMFMFM AAA 2)()()( 2121 


, где 

F F1 30 cos  , F F2 60 cos   (см. рис. 1.8). 

Подставляя в уравнения равновесия исходные данные задачи, получим 

систему уравнений относительно неизвестных BAA RYX ,, :  

,066,28 AX   ,01 BA RY  .RB 032,1212   

Решая систему, найдем AX = 28,66 Н, AY = 59,66 Н, BR = – 60,66 Н. 

Отрицательное значение величины BR  означает, что фактическое 

направление  реакции BR  стержневой опоры ВК  противоположно направле-

нию, показанному на рис. 1.8. Численное значение реакции шарнира 

22
AAA YXR  = 22 66,5966,28  = 66,18 Н. 

Задача 2. Балка АВLС с вертикальной частью АВ и горизонтальной пере-

кладиной LC закреплена в точке А с помощью жесткой заделки (рис. 1.9). 

Наклонная балка ЕС с углом наклона к горизонту 60 в точке С  шарнирно при-

креплена к горизонтальной перекладине  СL, а в точке Е закреплена на шар-

нирно-подвижной опоре, установленной на горизонтальной поверхности. На 

конструкцию действуют равномерно распределенная на отрезках BL и DE 

нагрузка с одинаковой интенсивностью q = 2 кН/м, сила F


, приложенная в 

точке D перпендикулярно балке ЕС и равная по величине F = 10 кН, и пара сил 
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с моментом М = 5 кН·м. Определить реакцию жесткой заделки А и реакции 

шарниров С и Е, если a = 2 м. 

Решение 

Разделяем систему на две части по шарниру 

С и рассмотрим равновесие  балок АВLC и ЕС от-

дельно. Изобразим обе балки и расставим внеш-

ние силы и реакции связей (рис. 1.10). Рассмотрим 

балку АВLC (рис. 1.10, а). Заменим распределен-

ную нагрузку  эквивалентной силой 

Q1 , прило-

женной в середине отрезка BL, направленной в 

сторону действия нагрузки и равной Q1 = q·a = 4 

кН. Кроме силы 

Q1  и пары сил с моментом М на балку действуют реакция 

жёсткой заделки в точке А,  

имеющая своими составля-

ющими силы AX


, AY


 и па-

ру сил с моментом AM , а 

также реакция шарнира С, 

разложенная на составля-

ющие CX


, CY


  (см. 

рис. 1.10, а). Действующие 

на раму силы составляют 

уравновешенную плоскую 

систему сил. Выберем систему координат xAy, как показано на рис. 1.10, а,  и 

составим уравнения равновесия:  

  CAkx XQXF 1 0,      CAky YYF 0, 

  02
2

21 





  aXaYM

a
aQMFM CCAkA


. 

 

Рис. 1.9. Равновесие 
конструкции двух балок,  
соединённых шарниром 

 

Рис. 1.10. Равновесие частей конструкции: 
a - силы и реакции связей, действующие на балку АВLС; 

b - силы и реакции связей, действующие на балку СЕ  
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Рассмотрим равновесие балки ЕС. Заменим равномерную нагрузку экви-

валентной силой 

Q2 , приложенной в середине отрезка ЕD, направленной в сто-

рону действия нагрузки и равной по модулю 822  aqQ кН. На балку кроме 

сил 

Q2 , 


F  действуют реакции связей: ER


– реакция шарнирно-подвижной опо-

ры в точке Е и CX

 , CY


  – составляющие реакции шарнира С. Силы CX


 , CY


  

направлены противоположно силам CX


, CY


 и равны им по модулю CC XX  , 

CC YY   (см. рис. 1.10, а, b). Действующие на балку ЕС силы образуют плоскую 

уравновешенную систему сил. Выберем систему координат xСy, как показано 

на рис. 1.10, b,  и составим уравнения равновесия. При этом центром, относи-

тельно которого будем считать моменты сил, выберем точку С. Получим: 

  030cos60sin2 Ckx XFQF


 ,   030sin60cos2 CEky YFQRF  , 

   02 CKRCHQCDFFM EkC


. 

Здесь плечи сил: a
a

CD 2
30cos

2



, a

a
CH 

30cos

2
, 30tg2aCK  . Заменяя в 

уравнениях величины CX   на CX , а CY   на CY  и подставляя исходные данные, 

получим систему уравнений: 

04  CA XX ,  0 CA YY ,   02524  CCA YXM , 

059,15 CX ,   09  EC RY ,   014,2731,2 ER , 

откуда найдём величины реакции жесткой заделки и реакции шарниров: 

AX = 11,59 кН, AY = – 2,76 кН, AM = 42,87 кН·м, 

CX = – 15,59 кН,  CY = 2,76 кН, ER = 11,76 кН. 

Модули реакций жесткой заделки А и шарнира С: 

22
AAA YXR  = 11,91 кН, 22

CCC YXR  = 15,83 кН. 
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1.5. Задание С2. Равновесие пространственной системы сил  
 
В заданиях рассматривается равновесие однородной плиты или вала 

(прямого или с «ломаной» осью) с насаженным на него шкивом.  

Вал закреплен  подпятником и подшипником и удерживается в равнове-

сии. На вал действуют сила ,F


 пара сил с моментом М и сила P


. На шкив вала 

намотана нить, к свободному концу которой, перекинутому через невесомый 

блок, подвешен груз весом Q. Для вала определить реакции подшипника и 

подпятника и величину уравновешивающей силы Q (или момента М). 

Плита весом Р закреплена пространственным шарниром, подшипником и 

удерживается в заданном положении невесомым стержнем. На плиту действу-

ют силы F


, Q


 и пара сил с моментом М. Для плиты найти реакции сфериче-

ского и цилиндрического шарниров и  реакцию стержня. 

Варианты задания даны на рис. 1.11 – 1.13. Исходные данные для выпол-

нения задания приведены в табл. 1.2. 

 
Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 

 

 

Сила F


 параллельна оси Аy; сила P


 парал-
лельна оси Аx; нить, удерживающая груз, 

сходит со шкива вертикально. 
Найти реакции подпятника и подшипника в 

точках А и В и величину уравновешивающего 
груза Q 

 

 

 

Сила F


 параллельна оси Аy; сила P


 лежит в 
плоскости, параллельной zАy; отрезок нити 

ВС параллелен оси Аx; рукоять вала ЕК  
параллельна оси Аx. 

Найти реакции подпятника и подшипника в 
точках А и D и  величину   уравновешиваю-

щего момента М 

 
Рис. 1.11. Задание С2. Равновесие пространственной системы сил.  

Номера вариантов задания 1 – 2, 11 – 12, 21 – 22 
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Продолжение вариантов задания С2 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 

 
 
 

Сила F


, лежит в плоскости  zAy; сила P


  
лежит в плоскости, параллельной  zAx,       

отрезок нити ЕК параллелен оси Аx. 
Найти реакции подпятника и подшипника в 

точках А и С, а также  величину уравновеши-
вающего груза Q 

 

 

 

Плита весом Р расположена в плоскости zAy; 
пара сил с моментом М действует в плоско-

сти плиты; стержень СС1 расположен в плос-
кости, параллельной zAx; сила Q


 действует в 

плоскости плиты; сила F


перпендикулярна   
плоскости плиты. 

Найти реакции сферического и цилиндриче-
ского шарниров в точках А и В и  реакцию 

стержня СС1 
 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 
 

 

 
Плита весом Р отклонена на угол α от верти-

кальной плоскости zAy;  сила Q


 лежит в 
плоскости плиты; сила F


параллельна оси 

Аy; стержень СС1 перпендикулярен плоско-
сти плиты. 

Найти реакции сферического и цилиндриче-
ского шарниров в точках А и В и  реакцию 

стержня СС1  

 

 

Плита весом Р отклонена на угол α от гори-
зонтальной плоскости хAy;  сила Q


 перпен-

дикулярна боковой стенке плиты и парал-
лельна оси Аy; сила F


расположена в плоско-

сти плиты и параллельна её боковым стен-
кам; стержень СС1 параллелен оси Az. 

Найти реакции сферического и цилиндриче-
ского шарниров в точках А и В и  реакцию 

стержня СС1  
Рис. 1.12. Задание С2. Равновесие пространственной системы сил.  

Номера вариантов задания 3 – 6, 13 – 16, 23 – 26 
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Окончание вариантов задания С2 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 

 

 
 

Плита весом Р отклонена на угол α от верти-
кальной плоскости zAy;  нить, удерживаю-
щая груз Q, находится  плоскости zАx, при-
креплена к боковой стенке плиты и перпен-
дикулярна ей; сила F


параллельна боковым 

стенкам плиты; стержень СС1 перпендику-
лярен плоскости zАy. 

Найти реакции сферического и цилиндриче-
ского шарниров в точках А и В и  реакцию 

стержня СС1 

 

 

Рукоять ЕК перпендикулярна оси вала и 
наклонена под углом α к горизонтальной 

плоскости хAy; сила P


 параллельна оси Az; 
сила F


 параллельна оси Аy; нить, удержива-

ющая груз Q, сходит со шкива по касательной. 
Найти реакции подпятника А, подшипника С, 

и величину уравновешивающего груза Q 
 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 

 
 

 

Плита весом Р находится в вертикальной 
плоскости zAx; стержень СС1 расположен в 

плоскости, параллельной xAy; пара сил с мо-
ментом М действует в плоскости плиты; сила 
Q


 перпендикулярна плоскости плиты; сила 
F


лежит в плоскости плиты. 
Найти реакции сферического и цилиндриче-

ского шарниров в точках А и В и реакцию 
стержня СС1 

 
 
 

 

Сила F


 находится в плоскости zАy; стойка 
СЕ находится в плоскости zАy; отрезок СL 

нити, удерживающей груз, находится в плос-
кости параллельной xAz; сила P


 находится в 

плоскости шкива и направлена по касатель-
ной к ободу в точке К.  

Найти реакции подпятника А, подшипника В 
и величину уравновешивающего момента М 

 
Рис. 1.13. Задание С2. Равновесие пространственной системы сил. 

Номера вариантов задания 7 – 10, 17 – 20, 27 – 30 
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Таблица 1.2 

Исходные данные для задания С2.  
Равновесие пространственной системы сил 

Номер 
варианта 
задания 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

P, кН 5 4 6 10 16 15 12 10 15 14 
F, кН 8 6 12 6 10 10 8 12 12 10 
Q, кН – 12 – 12 8 12 10 – 10 12 

M, кН·м 12 – 10 8 12 6 8 6 8 – 
α, град 60 30 30 30 60 60 60 30 30 60 

a, м 1,2 0,8 1,4 0,6 1,2 0,9 1,4 0,4 0,8 0,8 
b, м 1,0 0,6 1,1 0,4 0,8 0,4 0,6 1,2 0,2 0,6 
c, м 0,8 0,5 0,8 0,3 1,4 0,8 1,2 0,8 0,4 0,4 
d, м 0,4 0,4 0,6 0,2 0,4 0,2 0,4 0,6 0,6 0,6 

 

Номер 
варианта 
задания 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

P, кН 8 10 10 15 14 10 16 9 10 12 
F, кН 6 12 16 8 12 14 10 15 8 10 
Q, кН – 14 – 10 10 12 14 – 12 14 

M, кН·м 10 – 12 12 12 8 10 10 10 – 
α, град 30 60 60 60 30 30 30 60 60 30 

a, м 0,8 1,3 0,9 0,5 1,3 1,2 1,6 0,6 0,9 1,2 
b, м 0,6 1,1 0,6 0,4 0,9 0,6 0,8 1,2 0,3 0,8 
c, м 0,4 0,8 0,5 0,2 1,5 0,9 1,2 0,4 0,6 0,6 
d, м 0,2 0,4 0,4 0,1 0,5 0,4 0,6 0,2 0,2 0,8 

 

Номер 
варианта 
задания 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

P, кН 10 12 5 8 10 14 18 12 14 10 
F, кН 12 8 15 10 12 8 10 15 9 8 
Q, кН – 10 – 12 14 10 16 – 12 6 

M, кН·м 12 – 16 14 8 10 8 12 10 – 
α, град 90 30 60 30 45 30 30 60 60 30 

a, м 0,6 0,8 1,1 1,2 1,5 0,8 1,0 0,8 1,2 0,9 
b, м 0,8 0,6 0,9 1,0 0,9 0,6 0,8 1,4 0,6 0,4 
c, м 0,4 1,2 0,8 0,6 1,5 0,9 1,1 0,5 0,8 0,6 
d, м 0,4 1,5 0,5 0,2 0,4 0,3 0,3 0,4 0,6 0,5 
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Примеры решения задания С2. Равновесие пространственной системы сил 
 

Задача 1. Горизонтальный вал (рис. 1.14) закреплен в подпятнике С и 

подшипнике К. Вал имеет 

шкив I радиуса R и шкив II ра-

диуса r,  перпендикулярные 

оси вала. Рукоять АЕ парал-

лельна оси Сx. Нить, удержи-

вающая груз Q, сходит со 

шкива I по касательной верти-

кально вниз. На вал действуют 

силы ,F


 

P  и пара сил с мо-

ментом М, закручивающая вал 

вокруг оси Сy. Сила 

F  находится в плоскости, параллельной zCy, и составляет 

угол  60 с направлением оси Cy. Сила 

P  приложена в точке В шкива II, опре-

деляемой центральным углом 30º, и направлена по касательной. Определить 

величину уравновешивающего момента М и реакции подшипника и подпятни-

ка, если  Р = 4 кН, F = 2 кН, Q  = 3 кН,  R = 0,6 м,  r = 0,3 м,  а = 0,8 м,  b = 0,4 м. 

Решение 

Рассмотрим равновесие вала. На вал действуют внешние силы  

F , 


P , па-

ра сил с моментом М  и реак-

ции связей. Связями являют-

ся нить, натянутая грузом  Q , 

подпятник С и подшипник К. 

Освобождаем вал от связей, 

заменяя их действие реакци-

ями. Реакцию подпятника С 

раскладываем на три        со-

 

Рис. 1.14. Схема  вала и его нагрузка  

 

Рис. 1.15. Внешние силы и реакции связей вала 
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ставляющие: ,CX


 ,CY


 CZ


, направленные вдоль координатных осей. Реакция 

подшипника К лежит в плоскости, перпендикулярной оси вала, и ее составля-

ющими будут вектора KK ZX


, , направленные вдоль координатных осей x, z. 

Реакция нити 

T  направлена вдоль нити от точки К и по модулю равна весу 

груза. Действие на вал внешних сил и реакций связи показано на рис. 1.15.  

Внешние силы, действующие на вал, и реакции связей составляют произ-

вольную пространственную систему сил, эквивалентную нулю 

( ,, FP


,Z, KKX


,T


,Z,, CCC YX


М) ∞ 0, для которой уравнения равновесия:  

  0kxF ,   0kyF ,    0kzF , 

  0)( kx FM


,   0)( ky FM


,   0)( kz FM


. 

Для удобства при составлении уравнений равновесия изобразим вал вме-

сте с действующими на него силами в проекциях на координатные плоскости 

(рис. 1.16) 

 

 

Рис. 1.16. Вал и действующие на него силы в проекциях  
на координатные плоскости: 

        а – вид вала в проекции на плоскость zСx с положительного конца оси y; 
        b – вид вала в проекции на плоскость zСy с положительного конца оси x; 
        с – вид вала в проекции на плоскость xСy с положительного конца оси z. 
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 На рис. 1.16, а показаны проекции всех сил на плоскость zСx. Вычисляя 

моменты проекций этих сил относительно точки С, получим значения момен-

тов исходных сил относительно оси y.  

Для вычисления моментов сил относительно оси x достаточно найти мо-

менты проекций сил на плоскость zСy относительно точки С (см. рис. 1.16, b), а 

вычисляя  моменты проекций сил на плоскость xСy относительно точки С, по-

лучим значения моментов сил относительно оси  z .  

Составляем уравнения равновесия: 

02  CKkx XXPF , 02  Cky YFF , 

011  FZTZPF CKkz , 

  )(22)( 1 baTaZaPFM Kkx


0)2(21  baF , 

  0)( 1 MPrTRaFFM ky


, 

0  2)( 22  aFaXaPFM Kkz


. 

Подставляя исходные данные задачи, с учётом того, что 

60cos1 PP  = 0,5Р, 0cos32 PP   = 0,87Р, 

0cos31 FF   = 0,87F, 60cos2 FF  = 0,5F  (см. рис. 1.16 a, b), 

получим систему уравнений:  

,04,870  CK XX   ,05,02  CY  ,087,023,504  CK ZZ  

,00,4)20,8,87(2020,4)0,8,87(2036,10,84,50  KZ  

,00,340,630,80,87  M  .X K 08,05,026,18,04,870   

Решая систему, найдём: CX –2,24 кН, CY – 1 кН, CZ 6,39 кН,   

KX –1,24 кН, KZ 0,35 кН, М = 2,3 кН·м. 

Окончательно, реакция подпятника 222
CCCC ZYXR   = 6,84 кН, 

реакция подшипника 22
KKK ZXR  = 1,29 кН. 
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Задача 2. Плита весом Р расположена в вертикальной плоскости zАу. В 

точке А плита закреплена пространственным шарниром, а в точке В на оси у 

опирается на цилиндрический шарнир 

(подшипник). Плита удерживается в рав-

новесии при помощи невесомого стержня 

СС1, прикреплённого шарниром к плите в 

её верхнем углу, в точке С перпендику-

лярно  плоскости плиты (рис. 1.17). 

 На плиту действует сила Q


, прило-

женная на краю плиты перпендикулярно 

её плоскости, и сила F


, лежащая в плоскости плиты и направленная под углом 

  к горизонту (см. рис. 1.17). Кроме того, в плоскости плиты на неё действует 

пара сил с моментом М. Найти реакции шарниров А и В и усилие в стержневой 

подпорке СС1 при равновесии плиты, если параметры нагрузки: Р = 1 кН, 

Q = 500 Н, F = 400 Н,  М = 300 Н·м, 35 , 

а = 2 м, b = 1,5 м, с = 0,2 м, d = 0,4 м.  

Решение 

Заменим связи плиты их реакциями. 

Реакция шарнира А раскладывается на три 

составляющие: AX


 AY


, AZ


 по направлениям 

координатных осей. Направления коорди-

натных осей показаны на рис. 1.17. Реакция 

подшипника В лежит в плоскости, перпен-

дикулярной оси подшипника, и ее составляющими будут вектора BB ZX


, , 

направленные вдоль координатных осей x, z. Реакция стержня 

T  направлена 

вдоль стержня. Действие сил и реакций показано на рис.1.18.  

 

Рис. 1.17. Равновесие плиты 

 

Рис. 1.18. Действие сил и реакций  
при равновесии плиты 
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Пространственная система сил, действующих на плиту, является уравно-

вешенной: ( ,, FP


,Z, BBX


,T


,Z,, AAA YX


М) ∞ 0. Уравнения равновесия: 

   0kxF ,   0kyF ,    0kzF , 

  0)( kx FM


,   0)( ky FM


,   0)( kz FM


. 

В вычислениях моментов сил относительно осей будем считать момент 

положительным, если при взгляде со стороны положительного направления 

оси, сила вращает тело (плиту) против хода часовой стрелки. Получим: 

  0kxF , TXQX BA  = 0, 

  0kyF ,   cosFYA = 0, 

  0kzF , BA ZPFZ  sin = 0 

  0)( kx FM


, MdaZdaPbF B  )()(5,0cos = 0, 

  0)( ky FM


, )()( cbTcbQ  = 0, 

  0)( kz FM


, )()( daXdaTaQ B  = 0. 

Подставив исходные данные задачи, получим систему уравнений: 

TXX BA  500 = 0,  ,820400 AY = 0, BA ZZ  10007,50400 = 0, 

3002,4,425,01000,5182,0400  BZ = 0,   

7,17,1500  T = 0,   2,42,42500  BXT = 0, 

откуда находим значения составляющих реакций: 

500T Н, BX = 83,33 Н, 805BZ  Н, 

33,83AX  Н, 328AY  Н, 192AZ  Н.  

Полные реакции пространственного шарнира А: 

222
AAAA ZYXR  = 389,09 Н, 

цилиндрического шарнира В: 22
BBB ZXR  = 585,95 Н. 
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2. КИНЕМАТИКА ТОЧКИ И ТВЕРДОГО ТЕЛА 

 
Кинематикой называется раздел механики, в котором изучаются свой-

ства движения материальных тел без учета их масс и действующих на них сил. 

 

2.1. Кинематика точки. Основные параметры движения точки 

 
Кривая, которую описывает движущаяся точка, называется траекторией 

точки. Движение точки может быть задано векторным, координатным или 

естественным способами. 

Векторный способ основан на определении положения точки ее радиу-

сом-вектором  в виде векторного уравнения 
 
r r t ( ) . При координатном спо-

собе задания движения точки положение точки определяется ее координатами, 

заданными для каждого момента времени: x x t ( ) , y y t ( ) , )(tzz  . Есте-

ственный способ задания движения используется, если заранее известна тра-

ектория движения точки. Тогда положение точки однозначно определяется 

длиной дуги )(= tSMO


, отсчитываемой от некоторой фиксированной точки О, 

принятой за начало отсчета.  

Мгновенная скорость, или скорость точки в данный момент времени, 

является векторной величиной и определяется как производная по времени от 

радиуса-вектора точки: rV 

 . Вектор скорости точки 


V всегда направлен по 

касательной к траектории в сторону движения точки.  

При координатном способе задания движения величины проекций векто-

ра скорости 


V на координатные оси определяются как производные по времени 

от соответствующих координат: xVx  , yVy  , zVz  . Модуль вектора скоро-

сти: 222
zyx VVVV  .  При естественном способе задания движения вектор 

скорости точки определяется равенством: τ



SV  , где )(tSS   – закон измене-
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ния длины дуги, τ


 –единичный вектор касательной к траектории движения, 

направленный в сторону возрастающих расстояний.   

Величина SV   называется алгебраической скоростью точки. При S  > 0 

вектор скорости V


 направлен по единичному вектору τ


 – в сторону возраста-

ющих расстояний. При S  < 0 он имеет направление, противоположное еди-

ничному вектору τ


, т. е. в сторону убывающих расстояний.  

Мгновенное ускорение, или ускорение точки в данный момент времени, 

является векторной величиной и определяется как производная по времени от 

вектора скорости точки или как вторая производная от радиус-вектора точки: 

rVa 
 . При координатном способе проекции вектора ускорения 


a  на коор-

динатные оси – величины ax , ay , za  – определяются равенствами:  xVa xx   ,    

yVa yy   , zVa zz   . Модуль вектора ускорения равен: 222
zyx aaaa  . 

 При естественном способе задания движения вектор ускорения точки 

a  

раскладывается на две взаимно перпендикулярные составляющие na


 и a


, па-

раллельные осям n  и τ  естественной системы координат, и представляется в 

виде равенства naaa n


  ,  или  naaa


  , где 


 – единичный направляю-

щий вектор оси, касательной к траектории (касательная ось);  

n  – единичный 

направляющий вектор главной нормали траектории. Величина na  называется 

нормальным ускорением точки и вычисляется по формуле: 



2V

an , где   – 

радиус кривизны траектории. (У окружности радиус кривизны равен её радиу-

су, у прямой линии – бесконечности.) Вектор na


 нормальной составляющей 

ускорения всегда направлен к центру кривизны траектории. При движении по 

окружности радиус кривизны траектории равен радиусу окружности, а центр 

кривизны траектории совпадает с центром окружности. Величина a  называет-

ся касательным ускорением и равна модулю второй производной от заданно-
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го закона изменения длины дуги: Sa  , где )(tSS   – закон изменения      

длины дуги.  Направление вектора касательного ускорения a


 зависит от знака 

второй производной S . При S  > 0 вектор 

a  в направлен в сторону возраста-

ющих расстояний, по направлению единичного вектора 


, при  S  < 0 – в сто-

рону убывающих расстояний  (противоположно единичному вектору 


). Век-

тор полного ускорения a


 направлен по диагонали прямоугольника, построен-

ного на векторах na


 и a


. Модуль вектора ускорения:  22
 aaa n . 

 

2.2. Вращение тела вокруг неподвижной оси 

 
 Движение тела, при котором все точки некоторой его прямой остаются 

неподвижными, называется вращательным, а указанная прямая называется 

осью вращения. Вращение тела задается углом поворота )(t  подвижной 

плоскости, связанной с телом, относительно некоторого ее начального положе-

ния. Направление вращения с возрастанием угла поворота считается положи-

тельным. 

Величина угловой скорости вращения тела равна модулю производной 

от угла поворота тела по времени:  . Направление угловой скорости вра-

щения тела зависит от знака производной  . При   > 0 вращение происходит в 

положительном направлении, в сторону возрастания угла поворота, при     < 0  

– в отрицательном. Направление угловой скорости обычно показывают дуго-

вой стрелкой вокруг оси вращения.  Вектор угловой скорости 

  направлен 

вдоль оси вращения в сторону, откуда вращение тела видно против хода часо-

вой стрелки. 

Величина углового ускорения  при вращении тела равна модулю второй 

производной от угла поворота тела по времени:   . Если   одного знака с 
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 , то угловое ускорение ускоряет вращение тела, если разных знаков, то угло-

вое ускорение  замедляет вращение.   

При вращательном движении тела все его точки  движутся по окружно-

стям, радиусы которых равны расстояниям от выбранной точки до неподвиж-

ной оси. Скорость точки вращающегося твердого тела (в отличие от угло-

вой скорости тела) называют линейной, или окружной скоростью точки. Ве-

личина скорости  рассчитывается по формуле: V h  , где   – величина угло-

вой скорости тела; h – расстояние от точки до оси вращения. Вектор скорости 

точки лежит в плоскости описываемой точкой окружности и направлен по ка-

сательной к ней в сторону вращения тела. Отношение скоростей двух точек 

вращающегося тела равно отношению расстояний  от этих точек до 

оси: 
2

1

2

1

h

h

V

V

M

M  .  

Ускорение точки вращающегося твердого тела рассчитывается как 

ускорение точки при естественном способе задания движения в виде суммы 

векторов касательного и нормального ускорений: nM aaa


 τ . Величины ка-

сательного, нормального и полного ускорений точки вращающегося тела, соот-

ветственно:  a h  ,  a hn  2 ,  22
τ nM aaa  , где  ,   – угловая скорость и 

угловое ускорение тела; h – расстояние от точки до оси вращения. 

 

2.3. Плоскопараллельное движение твёрдого тела 

 
Плоскопараллельным, или плоским движением твердого тела, назы-

вается такое движение, при котором все точки тела движутся параллельно не-

которой неподвижной плоскости. Плоское движение представляется в виде 

суммы мгновенного поступательного движения, при котором все точки плос-

кой фигуры движутся со скоростью выбранной точки-полюса, и мгновенного 

вращательного движения вокруг этого полюса.  
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Скорость любой точки М плоской фигуры равна векторной сумме векто-

ра скорости точки-полюса и вектора скорости точки М при вращении тела во-

круг этого полюса: МААМ VVV


 , где  МV


 – скорость точки М; АV


 – скорость 

полюса А; МАV


 – вектор скорости точки М при вращении тела вокруг полюса А, 

модуль скорости МАVМА  ,  где   – угловая скорость мгновенного враща-

тельного движения тела вокруг полюса; МА – расстояние между  полюсом  А и 

точкой М.  

Мгновенным центром скоростей называется такая точка Р плоской фи-

гуры, скорость которой в данный момент времени равна нулю. Выбрав в каче-

стве полюса мгновенный центр скоростей, скорость любой точки  плоской фи-

гуры находят так, как если бы мгновенное движение фигуры было вращатель-

ным вокруг мгновенного центра скоростей. 

  

Способы построения мгновенного центра скоростей  
 

1. Если известны направления скоростей AV


 и BV


 каких-нибудь двух то-

чек  А и В плоской фигуры, то мгновенный центр скоростей находится в точке 

пересечения перпендикуляров, восстановленных из этих точек к векторам ско-

ростей (рис. 2.1, а).  

2. Если скорости AV


 и BV


 двух точек  А и В плоской фигуры известны и 

параллельны друг другу, а линия АВ перпендикулярна AV


 (и, конечно, BV


), то 

мгновенный центр скоростей определяется как точка пересечения линий, про-

веденных через основания и вершины векторов скоростей (построение показа-

но  на рис. 2.1, b, c). 

3. Если скорости AV


 и BV


 двух точек  А и В параллельны друг другу, но 

линия АВ, соединяющая эти точки, не перпендикулярна  векторам скоростей 

(рис. 2.1, d), то мгновенная угловая скорость тела равна нулю и движение тела 
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в данный момент времени является мгновенным поступательным. В этом слу-

чае скорости всех точек равны по величине и направлению. 

 

4. Если плоскопараллельное движение осуществляется путем качения без 

скольжения одного тела по неподвижной поверхности другого, то мгновенный 

центр скоростей расположен в точке касания катящегося тела с неподвижной 

поверхностью (рис. 2.1, e). 

Ускорение любой точки М плоской фигуры при плоскопараллельном 

движении твердого тела представляется как сумма  векторов – ускорения по-

люса  и ускорения точки М при вращении фигуры вокруг полюса. Учитывая, 

что ускорение точки вращающегося тела представляется как сумма нормально-

го и касательного ускорений, получим: 

n
MAMAAM aaaa


  , 

где Aa


 – ускорение полюса А; 
MAa


, n

MAa


 – касательная и нормальная составля-

ющие ускорения точки М при вращении фигуры вокруг полюса А.  

 
 

Рис. 2.1. Способы построения мгновенного центра скоростей  
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Вектор  нормального ускорения n
MAa


 всегда направлен от точки М к по-

люсу А. Вектор касательного ускорения 
MAa


 направлен перпендикулярно от-

резку АМ в сторону вращения, если оно ускоренное (рис. 2.2, а), и против вра-

щения, если оно замедленное (рис. 2.2, b). Численно величины касательного и 

нормального составляющих ускорения 

точки М определяются по формулам:   

AMaMA  ,  AMan
MA  2 , 

где  ,   – угловая скорость и угловое 

ускорение тела (плоской фигуры);    АМ –  

расстояние от точки М до полюса А  (см. 

рис. 2.2). 

Если при движении плоской фигуры  

известны траектории  движения полюса А 

и точки М, то  для определения ускорения 

точки М используется векторное равенство 

n
MM aa


 = n

MAMA
n
AA aaaa


  , 

где 
Ma


, n

Ma


, 
Aa


, n

Aa


 – касательная и нормальная составляющие ускорения точ-

ки М и полюса А при движении их по заданным траекториям. 

 

2.4. Задание К1. Определение скоростей и ускорений точек                        
твердого тела при поступательном и вращательном движениях  
 

По заданному движению одного из звеньев механизма )(11 txx    (вариан-

ты 1, 3, 5, 7, 9) или )(11 t  (варианты 2, 4, 6, 8, 10) найти в момент времени 

1t  скорость, касательное, нормальное и полное ускорения точки М звена меха-

низма, совершающего вращательное движение, а также скорость и ускорение 

звена 4, совершающего поступательное движение.  

 

Рис. 2.2. Ускорение точки плоской 
фигуры: 

а – ускоренное движение;  
b – замедленное движение 
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Варианты заданий даны на рис. 2.3, 2.4. Исходные данные представлены 

в табл. 2.1. 

 Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 Варианты № 3, 13, 23 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

Варианты № 4, 14, 24 Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 
 

 
 

 

 

 
Рис. 2.3. Задание К1. Определение скоростей и ускорений точек  
при поступательном и вращательном движениях твёрдого тела. 

Номера вариантов задания 1 – 8, 11 – 18, 21 – 28 
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Окончание вариантов задания К1 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 

 

 

 

 
Рис. 2.4. Задание К1. Определение скоростей и ускорений точек  
при поступательном и вращательном движениях твёрдого тела. 

Номера вариантов задания 9 – 10, 19 – 20, 29 – 30 
 

Таблица 2.1 
 

Исходные данные вариантов задания К1. Определение скоростей  
и ускорений точек при поступательном и вращательном движениях  

твёрдого тела 
 

Номер  
варианта  
задания 

1R ,см 2R , см 3R , см 3r , см )(1 tx , см 
)(1 t , рад 

t1, c 

1 – 40 45 35 )(1 tx = 2)13( t  2 

2 10 20 38 18 )(1 t  = )66cos(2 tt   3 

3 – 30 42 18 )(1 tx = )2cos(25 2 tt   1 

4 15 30 45 20 )(1 t  = )2cos(5 2 tt   2 

5 – 30 40 20 )(1 tx = 3)cos(6 tt   3 

6 10 20 30 10 )(1 t  = )2cos(3 tt   1 

7 – 30 40 30 )(1 tx =2 2)(cos)2sin( tt   2 

8 8 10 30 25 )(1 t  = )2cos(5 tt   2 

9 – 18 30 18 )(1 tx = )3cos(5 tt   3 

10 15 30 50 20 )(1 t  = 4)sin(2 2 tt   2 

11 – 30 40 25 )(1 tx = )3( 2 tt   2 

12 12 20 40 28 )(1 t  = )66sin(3 2 tt   3 

13 – 25 60 42 )(1 tx = )2cos(2 2 tt   1 

14 10 30 45 30 )(1 t  = )2cos(23 2 tt   2 
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Окончание табл. 2.1 
Номер  

варианта  
задания 

1R ,см 2R , см 3R , см 3r , см )(1 tx , см 
)(1 t , рад 

t1, c 

15 – 20 30 20 )(1 tx = 3)cos(3 2 tt   3 

16 12 18 40 20 )(1 t  = )2cos(2 3 tt   1 

17 – 20 35 15 )(1 tx =2 2)(cos)2sin( tt   2 

18 15 18 40 25 )(1 t  = )2cos(5 tt   1 

19 – 22 50 18 )(1 tx = )3cos(2 tt   3 

20 10 20 45 10 )(1 t  = 4)sin(2 2 tt   4 

21 – 20 40 20 )(1 tx = 2)43(  tt  2 

22 8 18 42 18 )(1 t  = )6cos(122 2 tt   3 

23 – 45 60 40 )(1 tx = )2sin(4 2 tt   1 

24 5 15 30 20 )(1 t  = )2cos(42 2 tt   2 

25 – 15 35 25 )(1 tx = 3)cos(2 2 tt   3 

26 18 20 35 20 )(1 t  = )2sin(2 3 tt   1 

27 – 15 35 15 )(1 tx =2 2)(cos)2sin( tt   1 

28 10 12 40 25 )(1 t  = )2cos(2 2 tt   1 

29 – 35 50 10 )(1 tx = )2cos(3 tt   1 

30 10 20 40 10 )(1 t = 4)cos(2 2 tt   4 

 

Пример выполнения задания К1. Определение скоростей и ускорений  
точек при поступательном и вращательном движениях твёрдого тела 

 
По заданному уравнению движения звена 1 механизма (рис. 2.5, а) опре-

делить скорость, нормальное, касательное и полное ускорения точки М на мо-

мент времени t1 , а также скорость и ускорение звена 4, если значения радиусов 

колес механизма и закон движения звена 1: R2 = 20 см, r2 = 5 см, R3 = 8 см, 

r3  = 4 см, x t t1
22 5  см,   t1=1 с.  

Решение 

  Отметим на схеме положительные направления отсчета углов поворота  

дисков 2 и 3, соответствующие  заданному положительному направлению дви-

жения звена 1.  
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Направления показаны на рис 2.5, b дуговыми стрелками 2 , 3 , а поло-

жительное направление движения звена 4 – направлением оси x4 . 

 

Звено 1 движется поступательно. Движение задано координатным спосо-

бом в виде закона изменения координаты x . Дифференцируем по времени 

уравнение движения: 54  tx  см/с. В момент времени t1 1  с значение про-

изводной: (1)x = –1 см/с. Отрицательное значение производной  x  показывает, 

что в данный момент времени звено 1 движется в отрицательном направлении 

оси x. Скорость звена 1 равна модулю производной: xV 1 . На рис. 2.5, b 

направление движения звена 1 в момент времени t1 1  с показано вектором 

скорости 1V


, направленным в сторону, противоположную положительному 

направлению оси x. Эту же скорость будет иметь точка А – точка контакта зве-

на 1 с диском 2, лежащая на расстоянии r2  от оси вращения диска. Следова-

тельно, 221 rVV A  , где 2  – угловая скорость диска 2. Отсюда угловая 

скорость диска: 2
2

2 5

54



 

t

r

VA  рад/с. При t1 1  с значение производной 

отрицательно: (1)2  = – 0,2 рад/с. Это означает, что в заданный момент време-

ни вращение диска 2 с угловой скоростью (1)2 = (1)2  = 0,2 рад/с происходит 

 
Рис. 2.5. Кинематика вращательного движения твердого тела: 

а – схема механизма; b – расчетная схема для определения скоростей и ускорений точек 
механизма 
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в отрицательном для диска 2 направлении. На рис. 2.5, b направление вращения 

диска 2 показано дуговой стрелкой 2  в сторону, противоположную положи-

тельному направлению отсчета угла 2 . При передаче вращения диска 2 диску 

3 величины угловых скоростей дисков обратно пропорциональны радиусам 

дисков, которым принадлежит точка контакта: 


2

3

3

2


R

R
. Тогда, угловая ско-

рость диска 3 
3

2
23 R

R
5,22 t  = 3  рад/с.  

В момент времени t1 1 с значение производной 3  отрицательно: 

(1)3 = – 0,5 рад/с, и, следовательно, вращение диска 3 в данный момент вре-

мени с угловой скоростью (1)3  = (1)3 = 0,5 рад/с происходит в сторону, 

противоположную положительному направлению отсчета угла 3 , как показа-

но на рис. 2.5, b. Величина (модуль) скорости точки М рассчитывается по фор-

муле: 33rVM  . В момент времени t1 1  с модуль скорости (1)MV 2 см/с. 

Вектор скорости MV


  расположен по касательной к траектории движения точки 

М (окружности) и направлен в сторону вращения диска 3 (см. рис. 2.5, b).  

Звено 4 движется поступательно. Скорость звена 4 равна скорости точки 

касания его с диском 3: 334 RVV B   = 85,22 t  = 4x . В момент времени 

t1 1  с значение производной от координаты движения звена 4 отрицательно: 

(1)4x  = – 4 см/с. В результате, вектор скорости  


V4 1 , равный по модулю 

(1)4V  = 4 см/с, направлен вдоль оси x4  в сторону, противоположную ее поло-

жительному направлению (см. рис. 2.5, b).  

Угловое ускорение диска 3: 333 )(   t  = 2 рад/с2. Из того, что угло-

вая скорость 3  и угловое ускорение 3  диска 3 имеют разные знаки, следует, 

что вращение диска 3 замедленное. Угловое ускорение диска направлено в сто-

рону положительного направления отсчета угла поворота 3 , диска 3 (см. 

рис. 2.5, b). 
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Касательное ускорение a  точки М рассчитывается по формуле 33ra    

и в момент времени t1 1  с: a  8  см/с2. Так как вращение диска 3 замедлен-

ное, вектор касательного ускорения точки М  )(ta


 направлен в сторону, про-

тивоположную вектору скорости )1(MV


 (см. рис. 2.5, b). Нормальное ускорение 

na  точки М рассчитывается как a rn  3
2

3 . В момент времени t1 1  с величина 

нормального ускорения: (1)na  = 1 см/с2. Вектор нормального ускорения (1)na


 

направлен по радиусу к центру диска 3 (см. рис. 2.5, b).  Полное ускорение точ-

ки М в заданный момент времени: (1)(1)(1) 22
nM aaa   = 8,06 см/с2. Вектор 

полного ускорения Ma


 направлен по диагонали прямоугольника, построенного 

на векторах na


 и 

a .  

Ускорение a4  звена 4 находится из условия, что звено 4 движется посту-

пательно и прямолинейно. При прямолинейном движении нормальная состав-

ляющая ускорения равна нулю. Тогда 444 Vaa   = 3333 RRVB   .  

Так как угловое ускорение диска 3 является постоянной величиной, уско-

рение a4  не зависит от  времени: 4a = 16 см/с2.  Вектор ускорения 

a4  направлен  

вдоль оси x4  в сторону положительных значений. 

 

2.5. Задание К2. Определение скоростей точек  твёрдого тела  
при плоскопараллельном движении 

 
Для заданного положения плоского механизма определить скорости то-

чек и угловые скорости звеньев механизма.  

Варианты заданий показаны на рис. 2.6 – 2.8. Исходные данные вариан-

тов заданий выбираются из таблиц, приведённых на рисунках схем механиз-

мов. 
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Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 
 

 

Найти: ,,, CBA VVV ,, BCAB  BD ,1  

 

 

Найти: ,,, KBA VVV ,1 ,AB OA , 

BKBE ω,ω  

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

r1, 
см 

АD, 
см 

, 
град 

V2, 
см/с 

V3, 
см/с 

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

OA, 
см 

OE, 
см 

, 
град 

β, 
град 

VС, 
см/с 

1 10 5 20 30 8 10 2 3 5 4 30 60 10 

11 12 8 25 45 10 4 12 4 8 6 45 90 8 

21 10 6 15 60 5 5 22 5 12 2 60 120 12 
  

 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 

 

Найти: ,,, CBA VVV  ,, ED VV  

,BC DE ,1  

 

 

Найти: ,,, ECA VVV  

,1 ,2 AC  
 

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

ОС, 
см 

AB, 
см 

BC, 
см 

, 
град 

ωОС, 
рад/с 

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

R2, 
см 

, 
град 

β, 
град 

V3, 
см/с 

V4, 
см/с 

3 12 18 10 35 60 4 4 10 15 30 60 8 4 
13 10 15 10 25 90 8 14 6 10 45 90 4 6 
23 15 20 5 20 120 6 24 10 12 60 120 3 3 

 
Рис. 2.6. Задание К2. Определение скоростей точек тела при плоскопараллельном 

движении. Номера вариантов задания 1 – 4, 11 – 14, 21 – 24 
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Продолжение вариантов  задания К2 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 

 

Найти: ,,, CBA VVV DV , ,EV ,, 32  EC  

 

 

Найти: EKBA VVVV ,,, , 

,1 ,, ABOA  АD , KE  

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

R2, 
см 

R3, 
см 

, 
град 

β, 
град 

ωОВ, 
рад/с 

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

OA, 
см 

, 
град 

β, 
град 

φ, 
град 

VD, 
см/с 

5 10 20 12 60 0 6 6 10 20 30 60 60 12 

15 6 18 10 90 90 8 16 12 26 30 30 90 8 

25 20 25 15 120 180 4 26 15 30 60 60 120 15 

 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 29 
 

 

Найти: ,,, CBA VVV ,,1 OA ACAB  ,  

 

 

Найти: DBA VVV ,, , ,1 ,, ABOA  АD  

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

AB, 
см 

, 
град 

β, 
град 

φ, 
град 

VD, 
см/с 

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

OA, 
см 

, 
град 

β, 
град 

V2, 
см/с 

V3, 
см/с 

7 10 20 30 60 60 12 8 10 20 30 60 12 4 

17 12 25 60 120 90 16 18 12 26 30 30 8 2 

27 8 16 30 60 120 10 28 15 30 60 60 6 3 

 
Рис. 2.7. Задание К2. Определение скоростей точек тела при плоскопараллельном 

движении. Номера вариантов задания 5 – 8, 15 – 18, 25 – 28 
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Окончание вариантов  задания К2 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 

 

Найти: ,OK ,KD BC , ,1  

,, BA VV DK VV ,  

 

 

Найти: KDBA VVVV ,,, , 

,, 1CB ,, ABOB  KD  

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

r1, 
см 

, 
град 

β, 
град 

BC, 
см 

VC, 
см/с 

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

СВ, 
см 

ОВ, 
см 

КD, 
см 

, 
град 

VС, 
см/с 

9 20 12 45 60 60 8 10 10 20 30 60 30 4 

19 24 16 60 90 50 4 20 12 26 30 50 45 2 

29 16 10 30 120 40 6 30 15 30 60 60 60 3 

 

Рис. 2.8. Задание К2. Определение скоростей точек тела при плоскопараллельном 
движении. Номера вариантов задания 9 – 10, 19 – 20, 29 – 30 

 
Пример выполнения задания К2. Определение скоростей точек  

твёрдого тела при плоскопараллельном движении 
 
Задача 1. Плоский механизм (рис. 2.9) состоит из стержня ОС и подвиж-

ных дисков 2 и 3 радиусами r2 , r3 , 

шарнирно закрепленными на стержне, 

соответственно, в точках А и С.  Стер-

жень ОС вращается вокруг неподвиж-

ного центра О с угловой скоростью 

OC . Диск 2, увлекаемый стержнем 

ОС, катится без проскальзывания по 

неподвижной поверхности диска 1 ра-

диусом 1r . Диск 3, также увлекаемый стержнем ОС, катится без проскальзыва-

 

Рис. 2.9. Схема плоского механизма 
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ния по подвижному диску 2. В точке D, расположенной на краю диска 3, шар-

нирно прикреплен стержень 4, к которому в точке Е шарнирно прикреплен 

поршень Е, способный совершать только вертикальное перемещение. Для за-

данного положения механизма (см. рис. 2.9), когда стержень ОС горизонтален, 

стержень DE направлен по линии вертикального диаметра диска 3, найти ско-

рости точек A, C, D, Е, угловые скорости дисков 2, 3 и стержня 4, если: 

r1  = 6 см, r2  = 4 см,  r3  = 2 см, DE = 10 см, OC = 1 рад/с. 

Решение 

Определим скорость точки А, общей для стержня ОС и диска 2: 

 21 rrV OCA   = 10 см/с. Вектор скорости AV


 перпендикулярен стержню ОС 

и направлен в сторону его вращения 

(рис. 2.10).  

Диск 2 катится по неподвижной 

поверхности диска 1. Точка касания 

диска 2 с неподвижным диском 1  явля-

ется  мгновенным центром скоростей 

диска 2. На рис. 2.10 центр скоростей 

диска 2 обозначен точкой 2P . В этом 

случае скорость точки А может быть 

определена через угловую скорость диска 2  следующим образом: 

222 4 APVA . Так как  AV = 10 см/с, получим  2  = 2,5 рад/с. 

 Для того чтобы найти угловую скорость диска 3, необходимо определить 

положение его мгновенного центра скоростей. С этой целью вычислим скоро-

сти точек В и С. Скорость точки В может быть найдена через угловую скорость 

диска 2: 22 BPVB   = 20 см/с. Вектор скорости BV


 перпендикулярен отрезку 

2BP  и направлен в сторону мгновенного вращения диска 2 вокруг своего цен-

тра скоростей 2P .  

 

Рис. 2.10. Расчетная схема  
для определения скоростей точек  

механизма и угловых скоростей его 
звеньев 
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Скорость точки С определяется через угловую скорость стержня ОС:  

)2( 321 rrrV OCC   = 16 см/с. Вектор скорости CV


 перпендикулярен стерж-

ню ОС и направлен в сторону его вращения (см. рис. 2.10).  

Построение мгновенного центра скоростей 3P  диска 3 по известным ско-

ростям BV


 и CV


 показано на рис. 2.10. Его положение определяется из условия, 

что отношение скоростей двух точек тела, совершающего плоскопараллельное 

движение, равно отношению расстояний от этих точек до мгновенного центра 

скоростей:  
3

33

CP

CPr

V

V

C

B 
 . Разрешая пропорцию относительно неизвестной ве-

личины 3CP , получим: 3CP = 8 см. Скорость точки С выражается через угловую 

скорость диска 3 33 CPVC  . Отсюда величина угловой скорости диска 3: 

3
3 CP

VC = 2 рад/с.  Направление мгновенного вращения диска 3 вокруг своего 

центра скоростей определяется известными направлениями скоростей точек С 

и В, принадлежащих диску 3 (см. рис. 2.10). Скорость точки D 33 DPVD   = 

=2 2 82 2  = 16,5 см/с. Вектор скорости DV


 перпендикулярен отрезку 3DP  и 

направлен в сторону мгновенного вращения диска 3 вокруг центра 3P .  

Для определения скорости поршня Е воспользуемся теоремой о проекци-

ях скоростей точек  плоской фигуры, согласно которой проекции скоростей 

двух точек плоской фигуры на ось, проходящую через эти точки, равны между 

собой. Проведем ось через точки D и E.  По построению, угол    между векто-

ром DV


 и осью DE равен углу CDP3  (см. рис. 2.10). Тогда, 

3

3αcos
DP

CP
 = 97,0

82

8
22



, откуда .14  На основании теоремы о проек-

циях скоростей точек плоской фигуры имеем равенство: 0coscos ED VV  ,  от-

куда скорость точки Е: EV =16 см/с. 
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Мгновенный центр скоростей стержня 4 – точка 4P  – определяется как 

точка пересечения перпендикуляров к векторам скоростей DV


 и EV


, восстанов-

ленных, соответственно, из точек D и Е (см. рис. 2.10). Угловая скорость 

стержня 4, совершающего мгновенный поворот вокруг своего центра скоро-

стей, равна: 
4

4 EP

VE , где 4EP  – расстояние от точки Е до мгновенного центра 

скоростей звена 4,  ctg4 DEEP  = 40 см. В результате, 4 = 0,4 рад/с. 

Направление мгновенного вращения звена 4 вокруг своего центра скоростей 

определяется направлением скорости точки D. 

Задача 2. В плоском стержневом механизме (рис. 2.11) кривошипы ОА и 

ЕD вращаются вокруг неподвижных центров О и Е. В крайней точке D криво-

шипа ЕD к нему прикреплён шатун DB, вто-

рой конец которого в точке В прикреплён к 

кривошипу ОА. Шатун АС прикреплён в точ-

ке А к кривошипу АО, а другим своим концом 

– к ползуну С, способному совершать только 

вертикальное движение. Все соединения шар-

нирные. В заданном положении механизма 

кривошип ОА вертикален, шатун DB распо-

ложен горизонтально, кривошип ЕD наклонен под углом 60° к горизонтали, а 

шатун АС отклонён на угол 30° от вертикального положения кривошипа АО. 

Найти скорости всех отмеченных на схеме точек и угловые скорости всех зве-

ньев, если линейные размеры звеньев механизма АС = 6 см, АВ = 2 см, ВО = 8 

см,  DB = 10 см и скорость ползуна в данный момент CV  = 4 см/с. 

Решение 

Кривошипы ОА и ЕD совершают вращательные движения вокруг непо-

движных центров. Скорости AV


 и BV


 точек А и В перпендикулярны  кривоши-

 

Рис. 2.11. Стержневой механизм 
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пу ОА, а скорость DV


 точки D перпендикулярна кривошипу ЕD. Направления 

векторов скоростей точек показаны на 

рис. 2.12. 

Шатун АС совершает плоскопараллель-

ное движение. Его мгновенный центр скоро-

стей Р1 находится как точка пересечения пер-

пендикуляров к скоростям AV


 и CV


. Угловая 

скорость звена АС равна 

3

4

30sin1





AC

V

CP

V CC
AC  рад/с. Далее, по-

лагая, что точка А принадлежит шатуну  АС, 

найдем её скорость: 

APV ACA 1  = 30cos
3

4
AC = 34  см/с. 

Теперь, исходя из того, что точка А принадлежит как шатуну АС, так и 

кривошипу ОА, найдём его угловую скорость: 34,0
AO

VA
AO  рад/с. Ско-

рость точки В кривошипа 3,23 OBV AOB  см/с. 

Шатун DB совершает плоскопараллельное движение. Зная направления 

скоростей точек В и D, построим мгновенный центр скоростей 2P  звена DB как 

точку пересечения перпендикуляров к скоростям BV


 и DV


 (см. рис. 2.12). То-

гда, угловая скорость шатуна DB 
60tg

32,3

2 


DBBP

VB
DB = 0,32 рад/с. Скорость 

точки D 
sin30

,3202
DB

DPV DBD   = 6,4 см/с. Угловая скорость кривошипа 

DЕ  ,690
)0sin6(

4,6


/OBDE

VD
DE  рад/с. 

 

Рис. 2.12. Расчётная схема  
определения скоростей точек 

механизма и угловых скоростей 
его звеньев 
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2.6. Задание К3. Определение ускорений точек  твёрдого тела                    
при плоскопараллельном движении 

 

Для заданного положения плоского механизма определить ускорения то-

чек звеньев механизма и угловые ускорения звеньев. Варианты заданий и ис-

ходные данные приведены на рис. 2.13 – 2.15.  

Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 
 

 

Найти: ABKA aa ,,  

 

 

Найти: ACBC aa ,,  
Номер 
вари- 
анта 

задания

АB, 
см 

АK, 
см 

, 
град 

β, 
град 

R1, 
см 

VC, 
см/с 

аС, 
см/с2 

Номер 
вари- 
анта 

задания

R1, 
см 

OA, 
см 

АC, 
см 

, 
град 

β, 
град 

OA , 
рад/с 

OA , 

рад/с2 

1 16 10 60 120 10 12 6 2 5 10 12 30 60 2 4 
11 20 16 30 60 8 10 8 12 8 24 20 30 120 1 2 
21 18 10 60 180 6 8 4 22 6 12 15 60 90 2 3 

 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 

 

Найти: BCBC aa ,,  

 

 

Найти: DADA aa ,,  
Номер 
вари- 
анта 

задания

ВC,  
см 

АO,  
см 

, 
град 

β,  
град 

R1, 
см 

OA , 
рад/с 

OA , 

рад/с2 

Номер 
вари- 
анта 

задания

R1, 
см 

OA, 
см 

DC, 
см 

, 
град 

β, 
град 

VC, 
см/с 

аС,  
см/с2 

3 16 15 60 90 10 2 3 4 10 28 5,78 60 30 10 2 
13 18 12 90 60 8 3 2 14 8 24 4,62 30 90 8 3 
23 14 12 30 120 10 2 4 24 6 20 6 45 45 12 2 

 
Рис. 2.13. Задание К3. Определение ускорений точек тела при плоскопараллельном 

движении. Номера вариантов задания 1 – 4, 11 – 14, 21 – 24 
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Продолжение вариантов задания К3 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 
 
 

 
 

Найти: BDBD aa ,,  

 

 

Найти: BCDB aa ,,  
 

Номер 
вари- 
анта 

задания

OA, 
 см 

BD,  
см 

,  
град 

β,  
град 

R1,       
см 

OA ,

рад/с 
OA , 

рад/с2 

Номер 
вари- 
анта 

задания

R1, 
см 

AB, 
см 

, 
град 

, 
град 

β, 
град 

OA , 
рад/с 

OA , 

рад/с2 

5 16 10 60 30 10 4 3 6 6 18 60 30 30 2 3 
15 18 8 90 45 12 2 4 16 8 20 90 60 30 2 4 
25 14 12 30 60 8 3 2 26 5 16 120 30 60 3 4 

 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 
 

 

Найти: BCCE aa ,,  
 

 
 
 

 
 

Найти: BDBD aa ,,  

Номер 
вари- 
анта 

задания

ВС, 
см 

ВE, 
см 

, 
град 

R1,  
см 

R2, 
см 

OA , 
рад/с 

OA , 

рад/с2 

Номер 
вари- 
анта 

задания

R1, 
см 

BD, 
см 

AC, 
см 

, 
град 

β, 
град 

VC, 
см/с 

аС,  
см/с2 

7 22 10 60 2 10 2 3 8 4 5 12 60 60 12 5 
17 28 15 30 3 6 3 4 18 6 10 16 45 90 10 8 
27 20 8 45 4 8 2 2 28 8 8 16 30 120 8 6 

 
Рис. 2.14. Задание К3. Определение ускорений точек тела при плоскопараллельном 

движении. Номера вариантов задания 5 – 8, 15 – 18, 25 – 28 
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Окончание вариантов задания К3 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 

 

Найти: ABBC aa ,,  

 
 

 
 

Найти: CBBA aa ,,  
 

Номер 
вари- 
анта 

задания

OA,      
см 

DC,  
см 

,  
град 

β,  
град 

R1,       
см 

OA , 
рад/

с 

OA , 

рад/с2 

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

BC, 
см 

, 
град 

, 
град 

β, 
град 

VC, 
см/с 

аС,  
см/с2 

9 18 10 30 120 4 2 3 10 6 14 60 30 120 15 3 
19 20 12 60 60 6 3 4 20 5 18 45 60 90 10 5 
29 18 8 60 90 4 2 3 30 4 16 30 45 60 12 4 

 
Рис. 2.15. Задание К3. Определение ускорений точек тела при плоскопараллельном 

движении. Номера вариантов задания 9 – 10, 19 – 20, 29 – 30 
 

Примеры решения задания К3. Определение ускорений точек тела 
при плоскопараллельном движении 

 
Задача 1. Ступенчатый барабан 1 с радиусами ступенек R = 0,5 м и 

r = 0,3 м катится окружностью малой ступень-

ки по горизонтальной поверхности без сколь-

жения (рис. 2.16). Барабан приводится в дви-

жение шатуном АС, один конец которого со-

единён с центром барабана в точке А, а другой 

– с ползуном С, перемещающимся вертикаль-

но. В положении механизма, когда шатун АС 

отклонён от вертикали на угол 60°, найти ускорение точки В барабана, лежа-

щей на его горизонтальном диаметре, если заданы скорость и ускорение ползу-

на С: CV  = 9м/с, Ca  = 4 м/с2. 

 

Рис. 2.16. Схема движения 
плоского механизма 
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Решение 

Найдём угловые скорости AC , 1  шатуна АС  и барабана 1. Шатун со-

вершает плоское движение. Его мгновенный центр скоростей Р2 находится на 

пересечении перпендикуляров к скоростям  AV


 и CV


 (рис. 2.17). По условию, 

скорость точки С направлена вертикально вниз. Точка А принадлежит как ша-

туну АС, так и барабану 1. При каче-

нии барабана по горизонтальной по-

верхности скорость его центра – точки 

А параллельна поверхности качения 

барабана. 

 Угловая скорость шатуна 

2CP

VC
AC   = 

60tg

9

R
 = 36  рад/с. 

Скорость точки А шатуна 

2APV ACA   = 33  м/с. Угловая скорость барабана 1 
1

1 AP

VA = 310  рад/с. 

При расчёте угловой скорости барабана учтено, что качение барабана по непо-

движной поверхности  представляет собой плоское движение, при котором 

мгновенный центр скоростей находится в точке касания с поверхностью (в 

точке Р1 на рис. 2.17). 

Выразим ускорение Aa


 точки А через полюс С на основании векторного 

равенства: n
ACACCA aaaa


  , где Ca


 – ускорение точки С, выбранной в ка-

честве полюса; 
ACa


, n

ACa


 – касательная и нормальная составляющие ускорения 

точки А при вращении шатуна АС вокруг полюса С. Вектор  нормального уско-

рения n
ACa


 направлен вдоль шатуна АС от точки А к полюсу С и равен по вели-

чине ACa AC
n
AC  2  = R2)36( 2   = 108 м/с2. Вектор касательного ускорения 

 

Рис. 2.17. Расчётная схема определения 
скоростей и ускорений точек  

механизма 
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ACa


, модуль которого вычисляется по формуле ACa ACAC  , направлен    

перпендикулярно отрезку АС.  

На данном этапе величина вектора касательного ускорения не может 

быть вычислена, поскольку угловое ускорение шатуна АС AC  неизвестно. На 

рис. 2.17 направление вектора касательного ускорения 
ACa


 выбрано из пред-

положения, что вращение шатуна ускоренное и направление углового ускоре-

ния совпадает с направлением его угловой скорости.  

Направление вектора Aa


 ускорения  точки А определяется из того, что 

центр барабана движется по прямой, параллельной горизонтальной поверхно-

сти качения. На рис. 2.17 направление вектора ускорения Aa


 выбрано из пред-

положения, что качение барабана ускоренное.  

Выберем ось х вдоль линии АС 

(рис. 2.18) и спроектируем векторное ра-

венство n
ACACCA aaaa


   на эту ось. 

При таком выборе оси проекция неизвест-

ного ускорения 
ACa


 обращается в нуль.  

Получим n
ACCA aaa   60cos30cos . От-

сюда найдём ускорение центра барабана 

 n
ACCA aaa  


60cos

30cos

1
 = – 122,4 м/с2. Отрицательное значение ускорения 

точки А означает, что на рис. 2.17, 2.18 вектор ускорения Aa


 должен иметь 

противоположное направление. Таким образом, вектор ускорения Aa


 направ-

лен в сторону, противоположную вектору скорости AV


, и движение барабана 

замедленное. 

Для того чтобы найти ускорение точки В, выразим его  через полюс А  на 

основании векторного равенства n
BABAAB aaaa


  , где Aa


 – ускорение     

 

Рис. 2.18. Схема для определения 
ускорения центра барабана 
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точки А, выбранной в качестве полюса; 
BAa


, n

BAa


 – касательная и нормальная 

составляющие ускорения точки В при вращении барабана  вокруг полюса А.  

Модуль вектора нормального ускорения n
BAa


 равен по величине 

BAan
BA  2

1  = R2)3(10  = 150 м/с2. Вектор направлен вдоль радиуса бара-

бана от точки В к полюсу А (см. рис. 2.17).  

Модуль вектора касательного ускорения 
BAa


 вычисляется по формуле 

BAaBA 
1 , где 1  – угловое ускорение барабана. Значение углового ускоре-

ния катящегося барабана (в отличие от углового ускорения AC  шатуна АС) 

может быть найдено. Расчёт основан на том, что при движении барабана рас-

стояние АР1 от точки А до центра скоростей барабана Р1 остаётся постоянным, 

равным r. Тогда выражение 11 APVA   = r1  для расчёта скорости точки А  

можно продифференцировать. Получим r
dt

d

dt

dVA 


 1 . Так как точка А движет-

ся по прямой, производная от скорости точки равна её полному ускорению, а 

производная  от угловой скорости барабана равна его угловому ускорению. То-

гда имеем: raA  1 , откуда находим угловое ускорение 
r

aA1  = 40,8 рад/с2, 

а затем и модуль вектора касательного ускорения BAaBA 
1 = 20,4 м/с2.  

Заметим, что для вычисления углового ускорения AC  шатуна АС подоб-

ные рассуждения неприменимы. Формулу 2APV ACA   невозможно продиф-

ференцировать, так как при движении механизма расстояние АР2 от точки А до 

центра скоростей Р2 шатуна АС является неизвестной функцией времени. 

Выберем систему координат хВу как показано на рис. 2.17, и спроециру-

ем на эти оси векторное равенство n
BABAAB aaaa


  . Полагая, что движение 

барабана ускоренное (т. е. вектора ускорений Aa


 и 

BAa


 направлены, как показа-

но на рис. 2.17), получим значения составляющих ускорения точки В: 
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n
BAABx aaa  ,  BABy aa . Подставляя значения ускорений, найдём 

4,20Bya  м/с2, 1504,122 Bxa  = 27,6 м/с2. Вектор полного ускорения точ-

ки В направлен по диагонали прямоугольника, построенного на векторах Bxa


, 

Bya


. Величина ускорения точки В: 22
ByBxB aaa  = 34,32 м/с2. 

Задача 2. В плоском механизме (рис. 2.19) кривошип ОА вращается во-

круг оси О с угловой скоростью OA  и угловым ускорением OA .  Диск 2, шар-

нирно присоединённый к кривошипу в 

точке А, катится без проскальзывания 

по неподвижному диску 1. Радиусы 

дисков 1R  и 2R . На краю диска 2 в точ-

ке В шарнирно прикреплен стержень 

ВС, соединенный с центром С диска 3. 

Радиус диска 3 равен радиусу диска 2: 

3R  = 2R . Диск 3 катится без скольжения по горизонтальной поверхности, по 

прямой. Для положения механизма, изображенного на рис. 2.19, определить 

ускорение точки D и угловое ускорение стержня ВС, если OA = 4 рад/с,    OA = 

2 рад/с2, 1R = 4 см, 2R  = 8 см. Длина стержня ВС = 20 см. 

Решение 

Определение угловых скоростей звеньев механизма.  

Рассмотрим  вращательное  движение  кривошипа  ОА.  Скорость точ-

ки А: OAV OAA  = 48 см/с. Вектор скорости AV


 направлен перпендикулярно 

кривошипу ОА в сторону движения кривошипа (рис. 2.20).  

При движении диска 2 точка 2P  соприкосновения  второго диска с непо-

движным первым является мгновенным центром скоростей диска 2. Угловая 

скорость диска 2: 
2

2 AP

VA  = 
8

48
 = 6 рад/с.  

Cкорость точки В диска 2: 22BPVB  = 6·16 = 96 см/с. 

 

Рис. 2.19. Схема движения плоского  
механизма 
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Для определения угловой скорости стержня ВС заметим, что  скорости 

двух точек стержня BV


 и CV


 параллель-

ны,  но точки В и С не лежат на общем 

перпендикуляре к скоростям. В этом 

случае мгновенный центр скоростей 

стержня ВС отсутствует (бесконечно 

удалён), угловая скорость стержня равна 

нулю: BC  = 0, а  стержень  совершает 

мгновенное поступательное движение. В 

результате имеем:  CV  = BV = 96 см/с.  

При качении диска 3 по неподвижной поверхности без проскальзывания 

точка 3P  касания его с поверхностью является мгновенным центром скоростей. 

Тогда угловая скорость диска 3: 
3

3 CP

VC = 12 рад/с. Скорость точки D диска 3: 

33 DPVD  . Величину 3DP  находим из треугольника DCP3 . В результате 

30cos2 33 RDP  = 13,8 см и DV  = 165,6 см/с.  Вектор скорости DV


 направлен в 

сторону движения диска 3 перпендикулярно линии 3DP  и  (см. рис. 2.20). 

Определение ускорений точек механизма.  

Представим ускорение Ca


 точки С векторной суммой 

 CB
n
CBBC aaaa


,  где Ba


 – ускорение точки В, выбранной в качестве полю-

са; n
CBa


, 

CBa


 – нормальная  и касательная  составляющие ускорения точки С 

при вращении стержня ВС вокруг полюса В, CBa CB
n
CB  2 , CBa CBCB  . 

 Нормальная составляющая ускорения точки С n
CBa  = 0, так как стержень 

СВ совершает мгновенное поступательное движение и BC = 0.  

 

Рис. 2.20. Расчетная схема  
для определения угловых скоростей  

звеньев механизма 
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Направление касательной составляющей 
CBa


 неизвестно, так как неиз-

вестно направление углового ускорения стержня CB . Для определённости  

выберем направление углового ускорения стержня ВС в сторону против хода 

часовой стрелки.  На  рис. 2.21  это направление показано дуговой стрелкой 

CB .  

В соответствии с выбран-

ным направлением углового 

ускорения вектор 
CBa


 строится 

перпендикулярно линии стержня 

ВС в сторону углового ускорения 

CB  (см. рис. 2.21). 

Выразим ускорение точки В через 

полюс А:  BA
n
BAAB aaaa


, где 

Aa


 – ускорение полюса А; n
BAa


, 

BAa


 – нормальная  и касательная  составляю-

щие ускорения точки В при вращении диска 2  вокруг полюса А. Величина 

нормальной составляющей ускорения точки В BAan
BA  2

2  = 288 см/с2. Вектор 

n
BAa


 направлен вдоль радиуса ВА от точки В к полюсу А (см. рис. 2.21). Каса-

тельное ускорение точки В при вращении диска 2  вокруг полюса А вычисляет-

ся по формуле BAaBA 
2 . Для определения углового ускорения 2  диска 2 

заметим, что во время движения диска 2 расстояние АР2 остается постоянным, 

равным R2. Дифференцируя равенство 22 APVA  = 22R , получим: 

2
2 R

dt

d

dt

dVA 
 , или  22RaA  , откуда  

2
2 R

aA


 .  

Для того чтобы найти величину 
Aa , рассмотрим  вращательное  движе-

ние  кривошипа ОА вокруг неподвижной оси О. Ускорение точки А представ-

ляется в виде векторного равенства  A
n
AA aaa


, где n

Aa


 и 
Aa


 – известные 

 

Рис. 2.21. Расчетная схема  
для определения ускорений точек меха-
низма и угловых ускорений его звеньев 
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нормальная и касательная составляющие  ускорения  точки А кривошипа ОА: 

OAa OA
n
A  2  = 192 см/с2, OAa OAA   = 24 см/с2. Направления векторов нор-

мального ускорения n
Aa


 и касательного ускорения 

Aa


 показаны на рис. 2.21. 

Теперь найдём величину углового ускорения диска 2 и модуль касатель-

ного ускорения 
BAa  точки В при вращении диска 2 вокруг полюса А: 

2
2 R

aA


 = 

= 3 рад/с2,  BAaBA 
2  = 24 см/с2. 

Для определения ускорения точ-

ки С имеем векторное равенство 

 A
n
AC aaa


+  BA

n
BA aa


+ 

CBa


. Выберем 

оси Сx, Сy, как показано на рис. 2.22, – 

вдоль отрезка ВС и перпендикулярно 

ему и спроецируем на них имеющееся 

векторное равенство. Получим: 

cosCa = sinn
Aa +  cosAa + sinn

BAa +  cosBAa ; 

sinCa = cosn
Aa +  sinAa + cosn

BAa +  sinBAa + 
CBa , 

где   – угол между стержнем ВС и линией центров АС; 
BC

AB
sin  = 0,4; 

92,0cos  . Решая систему, найдём: Ca = 256,7 см/с2,  
CBa  = – 358,12 см/с2. 

Модуль углового ускорения стержня ВС: 
BC

aCB
CB



  = 17,9 рад/с2.  

Знак «минус» величины 
CBa  означает, что вектор касательного ускоре-

ния 
CBa


 на рис. 2.21 – 2.22  следует направить в противоположную сторону. 

Направление углового ускорения стержня ВС, показанное на рис. 2.21 дуговой 

стрелкой CB , также следует заменить на противоположное.   

 

Рис. 2.22. Расчетная схема для вычисления  
ускорения точки С 
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Выразим ускорение точки D через полюс С:  DC
n
DCCD aaaa


, где 

Ca


 – известное ускорение точки С; n
DCa


, 

DCa


 – нормальное и касательное со-

ставляющие ускорения точки D при вращении диска 3 вокруг полюса С. Вели-

чина нормального ускорения точки D: n
DCa = DC2

3  = 1152 см/с2. Вектор 

ускорения  n
DCa


 направлен по радиусу от точки D к полюсу С (рис. 2.23).  

Для расчёта касательной составляющей 


DCa  ускорения точки D найдём угловое ускоре-

ние диска 3. Продифференцируем по времени ра-

венство 33 CPVC   = 33R . Получим: 

3
3 R

dt

d

dt

dVC 
 , или 33RaC  . Угловое ускорение 

диска 3: 
3

3 R

aC  = 32,09 рад/с2. Тогда величина 

касательной составляющей ускорения точки D: DCaDC 
3 = 256,7 см/с2. 

Направление вектора 
DCa


 соответствует ускоренному движению диска 3.  

Проведём оси Dx  и Dy ,  как показано на рис. 2.23, и спроецируем  век-

торное равенство ускорения точки D на оси: 

     60cos30cos  DC
n
DCCDx aaaa ,   30cos60cos  DC

n
DCDy aaa . 

Решая систему, находим значения проекций модуля ускорения 

Dxa = 612,5 см/с2, Dya = 798,3 см/с2. Величина ускорения точки D: 

22
DyDxD aaa  = 1006,2 см/с2. 

 

Рис.2.23. Расчетная схема  
для определения  ускоре-

ния точки D 
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3. СЛОЖНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ  
 

3.1. Основные понятия сложного движения точки 
 
В неподвижной системе координат рассматривается подвижное твердое 

тело и точка, перемещающаяся относительно тела.  

Траектория точки в её движении относительно тела называется относи-

тельной траекторией. Скорость точки в этом движении называют относи-

тельной скоростью, ускорение – относительным ускорением.  

Траектория точки, перемещающейся вместе с телом, называется пере-

носной траекторией точки, скорость точки при таком её движении – перенос-

ной скоростью, а ускорение – переносным ускорением.  

Суммарное движение точки вместе с телом и относительно тела называ-

ется сложным движением. Траектория точки относительно неподвижной си-

стемы координат называется абсолютной траекторией точки, скорость и 

ускорение – абсолютной скоростью и абсолютным ускорением. 

При вычислении абсолютной скорости используется теорема о сложении 

скоростей: при сложном движении абсолютная скорость точки равна гео-

метрической сумме относительной и переносной скоростей:  re VVV


 , где 

V


, eV


, rV


– вектора абсолютной, переносной и относительной скоростей точки.  

В случае, когда относительное движение точки задается естественным 

способом в виде закона изменения пути )(tSS  , величина относительной ско-

рости точки равна модулю производной: rr SV  . Если переносное движение 

точки есть вращение тела вокруг неподвижной оси, скорость точки в перенос-

ном движении будет: eee hV  , где e  – величина угловой скорости вращения 

тела; eh  – кратчайшее расстояние от места положения точки на теле до оси 

вращения тела. 
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При вычислении абсолютного ускорения используется теорема Кориоли-

са о сложении ускорений: при сложном движении абсолютное ускорение 

точки равно геометрической сумме трех ускорений – относительного,  пе-

реносного и ускорения Кориолиса 

кaaaa re


 , где a


 – вектор абсо-

лютного ускорения точки; re aa


,  – 

вектора соответственно переносного 

и относительного ускорений точки; 

кa


 – вектор ускорения Кориолиса. 

(Иногда его называют поворотным 

ускорением.)  

Вектор ускорения Кориолиса определяется векторным произведением 

)(2к re Va


 , где e


 – вектор угловой скорости переносного движения; rV


 – 

вектор относительной скорости точки. Модуль ускорения Кориолиса: 

 sin2к re Va


, где   – угол между вектором угловой скорости переносно-

го движения и вектором относительной скорости точки (см. рис. 3.1). Направ-

ление вектора ускорения Кориолиса может быть получено по правилу построе-

ния вектора векторного произведения.  

На рис. 3.1 показана последовательность выбора направления вектора 

ускорения Кориолиса по правилу Н. Е. Жуковского. Правило состоит в следу-

ющем: пусть имеется точка, движущаяся с относительной скоростью rV


. По-

строим плоскость П, перпендикулярную вектору переносной угловой скорости 

e


, и спроецируем  вектор rV


 на эту плоскость. Проекцию обозначим 
rV


 (см. 

рис. 3.1). Чтобы получить направление ускорения Кориолиса, следует вектор 

проекции относительной скорости 
rV


 повернуть на 90° в плоскости П вокруг 

оси переносного вращения в направлении этого вращения.   

 

Рис. 3.1. Определение направления 
ускорения Кориолиса по правилу  

Жуковского 
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Если сложное движение точки происходит в плоскости, перпендикуляр-

ной оси переносного вращения, направление ускорения Кориолиса можно по-

лучить простым поворотом вектора относительной скорости на угол 90° вокруг 

оси переносного вращения в направлении этого вращения.  

Относительное ускорение ra


 представляется как сумма векторов относи-

тельного касательного  
ra


 и относительного нормального n

ra


 ускорений: 

n
rrr aaa


 τ . Переносное ускорение точки ea


 тела имеет своими составляю-

щими переносное касательное 
ea


 и переносное нормальное n

ea


 ускорения так, 

что n
eee aaa


  .  

Таким образом, абсолютное ускорение точки в сложном движении мож-

но представить в виде векторного равенства  

кaaaaaa n
ee

n
rr


  . 

Модули относительного касательного и относительного нормального  

ускорений  при естественном способе задания относительного движения точки 

равны:  rr Va  ,    



2

rn
r

V
a ,  где   – радиус кривизны относительной траекто-

рии. При движении точки по окружности радиус кривизны равен радиусу 

окружности, при движении по прямой – бесконечности, и в этом случае 0n
ra . 

При вращательном переносном движении точки значения переносного 

касательного и нормального ускорений вычисляются по формулам: eee ha  , 

ee
n
e ha 2 , где e  – угловое ускорение вращательного переносного движения, 

ee   ; eh  – расстояние от точки до оси вращения тела; e  – величина угло-

вой скорости вращения тела.  

Вектора ускорений строятся по общим правилам построения векторов 

нормального и касательного ускорений.  
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При поступательном переносном движении ускорение Кориолиса и пе-

реносное нормальное ускорение равны нулю: кa = 0, 0n
ea . Абсолютное уско-

рение точки при поступательном переносном движении можно представить в 

виде векторного равенства   e
n
rr aaaa


.  

 

3.2. Задание К4. Определение скорости и ускорения точки                          
при сложном движении  

 
Задание включает две задачи с вращательным и поступательным видами 

переносного движения точки. 

Задача 1. Вращение тела относительно неподвижной оси задается зако-

ном изменения угла поворота: )(tee   или законом изменения его угловой 

скорости: )(tee   . Движение точки относительно тела отсчитывается от её 

начального положения в точке С и задается законом изменения длины дуги 

окружности или отрезка прямой линии: )(tSSCM rr  .  

Определить абсолютные скорость и ускорение точки в заданный момент 

времени 1t .  

Задача 2. Поступательное движение тела, несущего точку, задается зако-

ном изменения координаты )(txx ee  . Движение точки относительно тела от-

считывается от её начального положения в точке С и задается законом измене-

ния длины дуги окружности или отрезка прямой линии: )(tyyCM rr  .  

Определить абсолютные скорость и ускорение точки в момент времени 

2t , который либо задаётся в исходных данных задачи, либо на схемеописаны  

условия, из которых он находится. 

Номера вариантов заданий даны на рис. 3.2 – 3.5.  

Варианты исходных данных приведены в табл. 3.1.  
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Варианты № 1, 11, 21 

Задача 1 
 

 
 
 

Задача 2 

 

В момент 2tt   точка М прошла половину 

пути СВ 
 

 

Варианты № 2, 12, 22 

Задача 1 

 

Задача 2 
 

 

В момент 2tt   точка М прошла  

2/3 пути СВ 
 

 

Варианты № 3, 13, 23 

Задача 1 
 

 
 
 

Задача 2 

 
 

 
Рис. 3.2. Задание К4. Сложное движение точки.  
Номера вариантов задания 1 – 3, 11 – 13, 21 – 23 

 



 

 62

Продолжение вариантов задания К4 

Варианты № 4, 14, 24 

Задача 1 

 
 

Задача 2 
 

 
 

 

Варианты № 5, 15, 25 

Задача 1 
 

 

Задача 2 

 

В момент 2tt   точка М прошла путь СВ 
 

 

Варианты № 6, 16, 26 

Задача 1 
 

 
 
 

Задача 2 

 
 

 
Рис. 3.3. Задание К4. Сложное движение точки.  
Номера вариантов задания 4 – 6, 14 – 16, 24 – 26 
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Продолжение вариантов задания К4 

Варианты № 7, 17, 27 

Задача 1 
 

 

Задача 2 
 

 
 

 

Варианты № 8, 18, 28 

Задача 1 
 

 

Задача 2 

 

В момент 2tt   точка М прошла  
половину пути СВ = R 

 

 

Варианты № 9, 19, 29 

Задача 1 

 

Задача 2 
 

 

 
Рис. 3.4. Задание К4. Сложное движение точки.  
Номера вариантов задания 7 – 9, 17 – 19, 27 – 29 
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Окончание вариантов задания К4 

Варианты № 10, 20, 30 

Задача 1 
 
 

 

Задача 2 

 

В момент 2tt   точка М прошла  
половину пути СВ = R 

 
Рис. 3.5. Задание К4. Сложное движение точки.  

Номера вариантов задания 10, 20, 30 
 

Таблица 3.1 

Исходные данные для заданий по сложному движению точки 
 

Номер  
варианта  
задания 

Номер  
задачи 

R , 
см 

 , 
град 

)(tSMC r


, см 

)(tyMC r


, см 

)(te , рад; )(te , рад/с 

)(txe , см 

t1, c 
t2, c 

 
1 

1 3 – )6sin(2 tSr   
e = 24t  1 

2 4 30 24tyr   )6cos(2 txe   – 

 
2 

1 2 – 
rS = )6(sin4 2 t  e = )3cos(6 t  1 

2 3 60 
ry = tt 2  )cos(1 txe   – 

 
3 

1 4 30 rS =  )2sin(32 tt   e = 24 tt   1 

2 6 – ry =  tt  sin2  ex = 25 tt   1 

 
4 

1 4 60 
rS = )(2 3 tt   e = )6cos(6 t  1 

2 3 – ry =  )2cos(2 tt   ex = tt 43   1 

 
5 

1 6 – 
rS = )6(sin4 2 t  e = )3cos(6 t  1 

2 2 30 
ry = tt 22   ex = tt 42   – 

 
6 

1 6 60 rS = )6π0sin(1 tt   
e = tt 52 2   1 

2 3 – ry = )6sin(4 t  ex = )4cos(1 t  1 

 
7 

1 8 30 rS = )3(2 3 tt   e = )6cos(6 t  1 

2 4 30 ry = 22 t  ex = tt 53   1 
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Продолжение табл. 3.1 
Номер  

варианта  
задания 

Номер  
задачи 

R , 
см 

 , 
град 

)(tSMC r


, см 

)(tyMC r


, см 

)(te , рад; )(te , рад/с 

)(txe , см 

t1, c 
t2, c 

 
8 

1 8 – rS =  tt  sin2 2  e = tt 52   2 

2 6 30 ry = )1( tt  ex = tcos  – 

 
9 

1 8 30 rS = 22t  e = )8cos( t  2 

2 3 – ry = )4(sin4 2 t  ex = 2)23( t  1 

 
10 

1 6 – rS = )sin2( 3 tt   e = 325 tt   1 

2 4 30 ry = tt 22   ex = t cos1  – 

 
11 

1 6 – rS = 12)sin(8 t  e = )4cos(2 t  2 

2 6 60 ry = tsin4  
ex = tt 22   – 

 
12 

1 18 – 
rS = )2(2 2 tt   )(te = 23 tt   2 

2 6 30 ry = tt 22  )cos(1 txe    – 

 
13 

1 10 60 
rS = tt 3  e = )6cos(6 t  2 

2 6 – ry = )3cos(6 t  ex = )1( tt  1 
 

14 
1 4 30 rS = 12)sin(38 t  e = 2)23( t  2 

2 3 – ry  = 6)sin(2 t  
ex = tt 52 2   1 

 
15 

1 8 – 
rS = )4(sin4 2 t    e = )4cos(2 t  1 

2 5 60 ry  = 25 tt   ex = )6cos( t  – 

 
16 

1 12 90 
rS =  2)πsin(3 tt   e = 232 tt   1 

2 15 – ry  = )4( 2tt   ex =  )3sin(6 t  1 

 
17 

1 6 45 
rS =  tt  sin223 2  )(te = 64 2 t  1 

2 6 60 ry  = 12)sin(8 t  
ex =  )8sin(2 t  2 

 
18 

1 8 – rS = )8sin(24 t  e = 2418 tt   2 

2 8 60 ry  = 223 tt   ex =  tsin  – 

 
19 

1 8 60 
rS =  )2sin(32 tt   e = 25 tt   1 

2 9 – ry  = )3cos(6 t  ex = )6cos( t  1 
 

20 
1 4 – rS = )6sin(4 t  e = 53 t  1 

2 6 60 ry  = 223 tt   ex =  tsin  – 

 
21 

1 3 – rS = )8sin(24 t  e = 146 t  2 

2 8 45 ry  = )3( 2 tt   ex = tt  sin2  – 
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Окончание табл. 3.1 
Номер  

варианта  
задания 

Номер  
задачи 

R , 
см 

 , 
град 

)(tSMC r


, см 

)(tyMC r


, см 

)(te , рад; )(te , рад/с 

)(txe , см 

t1, c 
t2, c 

 
22 

1 4 – 
rS = )2(2 2 tt   e  = )6cos(6 t  1 

2 9 60 ry  = tsin8  
ex = 25 tt   – 

 
23 

1 6 45 rS = )82sin(1 t  
e = )4cos(2 tt   2 

2 6 – ry  =  )6sin(6 tt   
ex = 25 tt   1 

 
24 

1 6 45 rS = )82sin(1 t  e = )4cos(4 tt   2 

2 6 – ry = )2( 2 tt   ex = )6cos(6 t  1 

 
25 

1 6 – 
rS = 22 t  e = )3sin(3 t  1 

2 4 45 ry = )3(2 ttt   
ex = )3(2 3 tt   – 

 
26 

1 6 120 
rS = tt 2  e = )12cos(12 t  2 

2 9 – ry = )3sin(3 t  ex = )3(2 2 tt   1 

 
27 

1 10 60 rS = )(3 2 tt   e = )6cos(6 t  2 

2 9 30 ry  = 3)sin(3 t  ex = )4cos(4 tt   1 

 
28 

1 2 – rS = )6sin(6 t  e = )2cos(2 tt   1 
2 6  ry  = 232 tt   ex =  tt  sin  – 

 
29 

1 8 30 
rS = )2( 2 tt   e = 12)sin(6 t  2 

2 3 – ry = )3sin(32 t  ex = 25 tt   1 

 
30 

1 2 – )2( 2 tt   )(te = )6cos(6 t  1 

2 3 60 ry  = 2tt   ex =  tt  sin  – 

 

Пример выполнения задания К4. Сложное движение точки 
 

Задача 1. Фигура, состоящая из половины диска и равнобедренного тре-

угольника (рис. 3.6), вращается вокруг оси, 

перпендикулярной плоскости фигуры и 

проходящей через вершину А треугольника. 

Вращательное движение задается законом 

изменения угла поворота фигуры 

225 tte   рад.  

 

Рис. 3.6. Схема  
сложного движения точки 
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Положительное направление вращения отмечено на схеме дуговой 

стрелкой e . По ободу диска от точки В движется точка М.  Движение точки 

относительно диска задается законом изменения длины дуги окружности: 

29 tSBM r 


 см. Положительное направление движения точки М на рис. 3.6 

показано дуговой стрелкой rS . Радиус диска R  = 9 см.   

Найти абсолютную скорость и абсолютное ускорение точки М в момент 

времени 1t  = 1 с. 

Решение 

Вращение фигуры будет для точки М переносным движением. Относи-

тельное движение точки М – её движение по окружности обода диска. 

Для определения положения точки М 

на ободе диска вычислим расстояние, которое 

она прошла на заданный момент времени. 

Длина дуги окружности, пройденной точкой 

за 1 с: 9(1) rS  см. Положение точки М 

определяется центральным углом 

R

Sr (1)
  = 




9

9
. Положение точки в мо-

мент времени 1t  = 1 с отмечено на  рис. 3.7 

точкой  М1.  

Для определения скорости переносного движения точки вычисляем 

значение производной: te 45 . Угловая скорость вращения фигуры: 

ee   . При 1t  = 1 с 1(1) e  рад/с. Положительная величина производной 

(1)e  показывает, что вращение фигуры в данный момент происходит в поло-

жительном направлении, что отмечено дуговой стрелкой e  на рис. 3.7.  

В момент времени 1t  = 1 с точка М находится в положении М1. Скорость 

eV  переносного движения точки в момент времени 1t  = 1 с  eee hV (1)(1)  , где 

 
Рис. 3.7.  Расчетная схема  

для вычисления абсолютной 
 скорости точки при сложном 

движении  
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расстояние от точки М1 до оси вращения фигуры 1AMhe  =
cos30

R
= 36  см. 

Тогда (1)eV = 36  см/с.  

Вектор скорости переносного движения точки eV


 перпендикулярен ли-

нии АМ1 и направлен в сторону вращения фигуры (см. рис. 3.7).  

Относительное движение точки задано естественным способом, как за-

кон изменения длины дуги ВМ. В этом случае скорость относительного дви-

жения точки tSV rr π18  . При 1t  = 1 с (1)(1) rr SV   = 18  = 56,5 см/с. По-

ложительное значение производной (1)rS  указывает, что относительное дви-

жение точки в положении М1 происходит в положительном направлении, ука-

занном на рис. 3.7 дуговой стрелкой rS . Вектор rV


 относительной скорости 

точки  в положении М1 направлен по касательной к траектории относительного 

движения в сторону положительного направления движения (см. рис. 3.7). 

Абсолютную скорость точки находим по теореме сложения скоростей 

re VVV


 . Направление вектора абсолютной скорости, полученное по прави-

лу сложения векторов, показано на рис. 3.5. Для определения величины абсо-

лютной скорости выбираем прямоугольные оси координат М1xy (см. рис. 3.7) и 

проецируем обе части векторного равенства теоремы сложения скоростей на 

эти оси. Получим:  

cos60ex VV  = 33  = 5,2 см/с; 

rey VVV  cos30 = 5,56
2

3
36  = 29,5 см/с. 

Модуль абсолютной скорости: 2222 5,292,5  yx VVV = 29,95 см/с. 

Абсолютное ускорение точки определяем по теореме Кориолиса, кото-

рая при вращательном переносном движении имеет вид: 

кaaaaaa n
ee

n
rr


  . 
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Относительное касательное ускорение 
ra  вычисляется по формуле: 

rr Sa  . По условию задачи вторая производная 18rS  = 56,5 см/с2 – посто-

янная величина. Так как значение второй производной rS  положительно, век-

тор ускорения 
ra


 направлен по касательной к траектории относительного дви-

жения в точке М1 в сторону положительного направления относительного дви-

жения, отмеченного дуговой стрелкой rS .  

Относительное нормальное уско-

рение  точки  вычисляется по формуле 

R

V
a rn

r

2

  и в момент 1t  = 1 с равно:  

R

V
a rn

r
(1)

(1)
2

  =
9

)18( 2
= 355,3 см/с2. Вектор 

ускорения n
ra


 направлен по радиусу диска 

к центру С (см. рис. 3.8).  

Переносное касательное ускорение вычисляется по формуле: eee ha   , 

где угловое ускорение ee   . Вычислим производную 4e  рад/с2. Угло-

вое ускорение ee    = 4 рад/с2  постоянно и не зависит от времени.  

Отрицательное значение производной e < 0 при условии, что расчетная 

величина угловой скорости положительна: e > 0, означает, что вращательное 

движение замедленное и переносное угловое ускорение e  направлено в сто-

рону, противоположную направлению вращения.  

Вектор 
ea


 переносного касательного ускорения  точки в её положении 

М1 перпендикулярен линии  АМ1  и направлен противоположно вектору пере-

носной скорости eV


 (см. рис. 3.8). Модуль переносного касательного ускоре-

ния: 
ea = eee ha   = 324  = 41,6 см/с2.  

Рис. 3.8. Расчетная схема 
для определения абсолютного  

ускорения точки 
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Переносное нормальное ускорение n
ea  рассчитывается по формуле: 

ee
n
e ha 2  и в момент времени 1t  = 1 с ee

n
e ha (1)(1) 2  = 36  = 10,4 см/с2. Век-

тор переносного нормального ускорения n
ea


 направлен по линии АМ1 к оси 

вращения (см. рис. 3.8).  

По условию задачи вектор скорости относительного движения точки rV


 

лежит в плоскости, перпендикулярной оси переносного вращения, то есть пер-

пендикулярен вектору угловой скорости переносного движения e


. Тогда мо-

дуль ускорения Кориолиса при 1t  = 1 с  reVa 2к  = 1812   = 113,1 см/с2. 

Так как вектор относительной скорости точки erV 


, то по правилу 

Жуковского для определения направления ускорения Кориолиса достаточно 

повернуть вектор относительной скорости точки rV


 на 90° в сторону перенос-

ного движения вокруг оси, параллельной оси вращения и проходящей через 

точку М1 (см. рис. 3.8). Для определения абсолютного ускорения спроецируем 

на прямоугольные оси xМ1y (см. рис. 3.8) векторное равенство 

кaaaaaa n
ee

n
rr


  . Получим: 

r
n
eey aaaa   0cos60cos3 = 97,9 см/с2, 

к30cos60cos aaaaa n
r

n
eex   =228,4 см/с2. Модуль абсолютного ускоре-

ния: 22
yx aaa  = 248,5 см/с2. 

Задача 2. К вращающемуся валу электро-

мотора прикреплён стержень ОМ длины R = 6 см. 

Во время работы электромотора точка М стержня 

из начального положения С перемещается по дуге 

окружности  согласно  уравнению СМ = 2tyr  см. 

При этом электромотор, установленный без 

креплений, совершает горизонтальные гармони-

ческие колебания на фундаменте по закону 

 

Рис. 3.9. Схема движения 
точки стержня, укреплённого 

на электромоторе 
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)3sin(5 /txe   см.  Определить абсолютное ускорение точки М     в момент 

времени 11 t  с. 

Решение 

Точка М совершает сложное движение – относительно электромотора и 

вместе с ним. Относительным движением точки будет её движение по дуге 

окружности радиуса R, переносным – поступательное горизонтальное, прямо-

линейное движение электромотора. 

Найдём положение точки относительно электродвигателя в заданный 

момент времени. Угол  , отсчитываемый стержнем ОМ от начального поло-

жения ОС, в момент времени 11 t  с составляет 
R

tyr )( 1  = 
6


 = 30°. Положе-

ние точки в момент времени 11 t  с отмечено на рис. 3.10 буквой М1. 

Относительное движение точки задано естественным способом, как за-

кон изменения длины дуги. Относительная скорость rr yV   = t2 . В момент 

времени 11 t  с rV = 6,28 см/с. Вектор rV


 

относительной скорости направлен пер-

пендикулярно стержню ОМ1.  

Скорость точки в переносном дви-

жении – это скорость горизонтального 

движения электродвигателя:  

ee xV   = )3cos(
3

5
/t


. 

В момент времени 11 t с 

cos60
3

5
eV  = 2,62 см/с. Вектор eV


 пе-

реносной скорости точки М направлен параллельно линии движения электро-

двигателя (см. рис. 3.10). 

 

Рис. 3.10. Расчётная схема вычисления  
абсолютной скорости  

и абсолютного ускорения точки 
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Абсолютная скорость точки определяется на основании теоремы сложе-

ния скоростей при сложном движении: reM VVV


 . Для того чтобы найти     

величину абсолютной скорости, выберем оси хМ1у, как показано на рис. 3.10, и 

спроецируем векторное равенство сложения скоростей на эти оси. Получим: 

60cosreMx VVV  = – 0,52 см/с (проекция направлена в отрицательную сторо-

ну оси х), 0cos3rMy VV   = 5,44 см/с. Модуль абсолютной скорости 

22
MyMxM VVV  = 5,46 см/с. Вектор абсолютной скорости направлен по диаго-

нали параллелограмма, построенного на векторах eV


 и rV


. 

При поступательном переносном движении точки e  = 0 и потому кa = 0. 

Относительное ускорение точки при движении по окружности раскладывается 

на две составляющие n
rrr aaa


  , направленные вдоль стержня ОМ и перпен-

дикулярно ему. Кроме того, при прямолинейном относительном движении 

n
ea  = 0. В результате, теорема о сложении ускорений принимает вид 

e
n
rrM aaaa


  , где модули векторов вычисляются по формулам rr Va  , 

R

V
a rn

r

2

 , eee Vaa    = )3sin(
9

5 2

/t


  и в момент времени 11 t с равны 


ra  = 6,28 см/с2,  n

ra  = 6,57 см/с2, ea  = – 4,75 см/с2. Направления векторов уско-

рений показаны на рис. 3.10. Для вычисления модуля абсолютного ускорения 

точки спроецируем векторное равенство сложения ускорений на оси выбран-

ной ранее системы координат хМ1у. Получим:  

e
n
rrMx aaaa    0cos360cos = – 4,08 см/с2; 

 0cos630cos n
rrMy aaa   = 2,15 см/с2. 

Величина абсолютного ускорения 22
MyMxM aaa   = 4,61 см/с2. 
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4. ДИНАМИКА ТОЧКИ 
 

4.1. Дифференциальные уравнения движения точки                                     
 
Движение точки под действием системы сил 1F


, 2F


, …, KF


  в прямо-

угольной декартовой системе координат Оxyz описывается дифференциаль-

ными уравнениями:  m
2

2

dt

xd
 = kxF ,  m

2

2

dt

yd
 = kyF ,  m

2

2

dt

zd
 = kzF  или, обо-

значая вторые производные от координат по времени двумя точками, уравне-

ниями:   m x  = kxF ,  m y  = kyF ,  m z  = kzF , где m – масса точки; x, y, z – те-

кущие координаты точки; x , y , z  – проекции вектора ускорения точки на оси 

координат;  kxF ,  kyF ,  kzF – алгебраические суммы  проекций сил на оси 

координат. 

Интегрирование дифференциальных уравнений производится в зависи-

мости от их вида методами, известными из курса математики.  

 

4.2. Задание Д1. Интегрирование дифференциальных уравнений              
движения точки                            

 
Две материальные точки движутся в вертикальной плоскости xOy. Точка 

1 массой 1m , получив в начальном положении А скорость 01V , движется вдоль 

гладкой оси АS, наклоненной под углом   к горизонту.  Во время движения на 

точку 1 действуют сила тяжести и постоянная сила 1F


, направленная вдоль оси 

АS. Направление вектора проекции силы на ось SF1


 показано на схеме.  

Одновременно с точкой 1 начинает движение точка 2 массой 2m  из по-

ложения В на оси y.  На точку 2 действуют сила тяжести  и постоянная сила 2F


. 

Направление вектора силы 2F


 определяется его разложением по единичным 

векторам i


, j


 координатных осей x, y.  
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Определить величину и направление (угол  ) начальной скорости 02V  

точки 2, чтобы в момент времени 1t  точки 1 и 2 встретились на оси  AS  в точ-

ке С.  Момент времени  1t  задаётся в условиях задачи или определяется по до-

полнительным условиям встречи.  

Варианты заданий представлены на рис. 4.1, 4.2. Исходные данные при-

ведены в табл. 4.1. 

 

Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 
 

 

 
Встреча в точке С  в момент, когда ско-

рость точки 1 увеличилась в 1,5 раза  
относительно начальной 

 

 
 

 
Встреча в точке С в момент, когда точка 1  

максимально удалилась от места старта 
 

 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 

 

Встреча в точке С в момент, когда ско-
рость точки 1 уменьшилась в 2 раза  

относительно начальной 

 
 

 

Встреча в точке С в момент времени   
t1 = 0,5 c  

 

 
Рис. 4.1. Задание Д1. Интегрирование уравнений движения точки.  

Номера вариантов задания 1 – 4, 11 – 14, 21 – 24  
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Окончание вариантов задания Д1 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 

 

Встреча в точке С в момент, когда ско-
рость точки 1 увеличилась в 1,5 раза  

относительно начальной 

 

 

Встреча в точке С, когда точка 1  макси-
мально удалилась от места старта 

 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 
 

 

Встреча в точке С в момент времени   
t1 = 0,4 c 

 

 

Встреча в точке С  в момент  
максимального подъёма точки 1 

 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 

 

       Встреча в точке С в момент времени   
t1 = 0,6 c                                                                    

 

 

Встреча в точке С в момент, когда точка 1 
достигла максимальной высоты подъёма  

 
Рис. 4.2. Задание Д1. Интегрирование уравнений движения точки.  

Номера вариантов задания 5 – 10, 15 – 20, 25 – 30 
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 Таблица 4.1 
 

Исходные данные задания Д1. Интегрирование уравнений движения точки 

Номер  
варианта 
задания 

m1, кг SF1 , H V01, м/с  , град m2, кг 
2F


, H а, м h, м 

1 1 3 3 30 2 7 i


 2 4 
2 3 6 2 0 2 4 i


+12 j


 1,5 1 

3 2 5 4 35 1,5 10 i


+4 j


 2 2,5 

4 1 10 2 60 2 4 i


+8 j


 2,2 2 

5 1 3 3 30 2 5 i


 3 4,5 
6 0,8 6 6 50 3 3 i


+12 j


 1,5 4 

7 2 5 4,5 40 1 10 i


+2 j


 3 2,5 

8 1 2 3,5 90 2 6 i


+8 j


 1,2 2 

9 2 4 4 0 1 3 i


+2 j


 2 2,5 

10 1 3 3 55 1,5 4 i


 1 1,5 
11 0,5 2 3 60 2 3 i


+8 j


 1,5 2,5 

12 0,2 3 4 0 1 5 i


–2 j


 1 2,5 

13 1 2 6 50 1,5 6 i


– 4 j


 0,8 2 

14 0,5 6 4 35 1 3 i


–2 j


 2,5 2 

15 0,2 3 3 50 2 2 i


–2 j


 3 4 

16 2 4 6 40 2 3 i


+12 j


 1 1,5 

17 1 6 5 60 1,5 5 i


+4 j


 3 2,5 

18 1 2 2 90 2 4 i


+4 j


 2 2 

19 1 3 2 2 2 2 i


+10 j


 1 1,5 

20 5 4 2 30 1 3 i


–2 j


 1,5 1,5 

21 0,2 4 4 45 1 6 i


–2 j


 1 3 

22 0,4 3 2 0 2 4 i


+6 j


 1,5 2,5 

23 1 3 8 60 2 4 i


+2 j


 1,2 1,5 

24 0,5 8 3 30 2 6 i


+7 j


 2 1,5 

25 2 4 4 60 1 2 i


–2 j


 3,5 4 

26 1 3 5 50 2 4 i


+6 j


 0,5 1,5 

27 1,5 3 6 30 2 4 i


+4 j


 2 2,5 

28 2 5 3 90 2 6 i


+7 j


 2 1,5 

29 2 4 4 0 1 5 i


–2 j


 1,5 2 

30 1 3 2,5 70 2 4 i


+6 j


 1 1 
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Пример выполнения задания Д1. Интегрирование дифференциальных 
уравнений движения точки 

 
На рис. 4.3 представлена схема движения материальных точек в верти-

кальной плоскости xOy. Точка 1 массой  m1 = 2 кг, получив в начальном поло-

жении А скорость V01 = 4 м/с, движется вдоль гладкой оси АS с углом наклона 

  = 30o.  Во время движения на точку 1 дей-

ствуют сила тяжести 1P


 и постоянная сила 1F


, 

проекция которой на ось АS  равна SF1 = 4,5 H. 

Направление вектора проекции силы  SF1


 на 

ось АS показано на рис. 4.3.  

Одновременно с началом движения  точ-

ки 1 из положения В на оси y высотой h = 1 м 

начинает движение точка 2 массой  m2 = 1,2 кг. На точку 2 действуют сила тя-

жести 2P


 и сила 2F


, направление которой определяется разложением по еди-

ничным векторам i


, j


 осей x, y декартовой системы координат: 

jiF


5,44,22  , Н. Определить величину и направление (угол  ) начальной 

скорости 02V  точки 2, чтобы в момент времени 1t , когда скорость точки 1 

уменьшилась в 2 раза по сравнению с начальным значением, обе они встрети-

лись на оси  AS  в точке С.  

Решение 

Рассмотрим движение точки 1. В текущий момент времени на точку 1 

действует сила тяжести 1P


, нормальная реакция 1N


 наклонной оси АS  и сила 

1F


, величина проекции которой  на ось АS равна  SF1  (рис. 4.4). Дифференци-

альное уравнение движения точки 1  sin111 PFSm S
 , или  

 sin5,4 1
1

1 gm
dt

dV
m S . С учетом исходных данных, полагая ускорение сво-

бодного падения g = 9,81 м/с2
, дифференциальное уравнение движения точки 1 

Рис. 4.3. Схема совместного 
движения точек 
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приводится к виду:  ,6621 
dt

dV S . Разделим переменные, представив диффе-

ренциальное уравнение в виде dtdV S ,6621  . Проинтегрировав его, получим 

зависимость скорости точки 1 от времени:  

11 66,2 CtV S  .  Для того чтобы опреде-

лить закон движения точки 1, представим 

скорость точки как производную от коор-

динаты 
dt

dS
V S 1 . Получим дифференци-

альное уравнение 166,2 Ct
dt

dS
 , проин-

тегрировав которое, найдём уравнение движения точки 1: 

21
2,331 CtCtS  . Константы интегрирования С1, С2  находятся из началь-

ных условий:  при  t = 0, S = 0, 011 VVS S  = 4 м/с. Подставляя первое из усло-

вий в уравнение движения точки 1, получим   С2 = 0. Подставим начальное зна-

чение скорости в уравнение 1,662 CtS  , выражающее зависимость скоро-

сти точки 1 от времени. Получим С1 = 4. Таким образом, движение точки 1 

вдоль оси  AS  описывается уравнением: ttS 4,331 2  . 

По условию задачи встреча двух точек происходит в момент времени 1t , 

когда скорость первой точки  уменьшилась в 2 раза по сравнению с начальной: 

2
)( 01

11
V

tV S  = 2 м/с. Подставляя это условие в уравнение, выражающее зависи-

мость скорости точки 1 от времени, получим:  466,22 1  t , откуда найдём 

момент времени встречи 1t  = 0,75 с. Расстояние АС, пройденное точкой 1 до 

встречи, определяется как путь, пройденный этой точкой за время 1t = 0,75 с,           

АС = ,75040,75,331)( 2
1 tS = 2,25 м. Координаты точки встречи Cx , Cy  

определяются из равенств: )cos30( 1tSxC  = 1,95 м;  )sin30( 1tSyC   = 1,12 м. 

Рис. 4.4. Силы, действующие на 
точки 1 и 2, во время их  

движения 
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Рассмотрим движение точки 2. В текущий момент времени на нее дей-

ствует сила тяжести  2P


 и сила jiF


5,44,22  , проекции которой на оси коор-

динат 4,22 xF  Н, 5,42 yF  Н. Дифференциальные уравнения движения точ-

ки 2 в проекциях на оси координат x, y имеют вид:  

4,222  xFxm  ,   yFPym 222  = 5,42  gm , 

или после подстановки исходных данных: 2x ,  ,066y . 

Представим в первом уравнении проекцию ускорения точки 2 на ось х 

как производную от соответствующей проекции скорости 
dt

dV
x x2 . После раз-

деления переменных получим дифференциальное уравнение dtdV x 22  . Про-

интегрируем его и найдем зависимость горизонтальной составляющей скоро-

сти точки 2 от времени: 32 2 CtV x  . Заменим в этом уравнении проекцию 

скорости точки на ось x на производную от координаты 
dt

dx
V x 2 . После  инте-

грирования получим уравнение, описывающее движение точки 2 вдоль оси x, 

43
2 CtCtx  . Для того чтобы найти постоянные С3 и С4, воспользуемся гра-

ничными условиями движения точки 2 – известной начальной координатой 

движения точки и вычисленной координатой точки встречи, то есть при  t = 0,  

x = 0, а при t1 = 0,75 с x(t1) = xC = 1,95 м. Подставляя граничные условия в урав-

нение движения точки 2, получим С4 = 0, С3 = 1,85. Таким образом, уравнение 

движения точки 2  вдоль оси  x:  ttx ,8512  . 

Закон движения точки 2 вдоль оси y находим путем интегрирования вто-

рого дифференциального уравнения. Его представим в виде: ,0662 
dt

dV y . По-

сле разделения переменных и первого интегрирования получим зависимость 

проекции скорости точки 2 на ось y от времени: 52 ,066 CtV y  . Заменив 

проекцию скорости точки 2 на ось y производной от координаты 
dt

dy
V y 2 , вто-
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рично проинтегрируем. В результате движение точки 2 вдоль оси y описывает-

ся уравнением: 65
2,033 CtCty  . Для определения констант C5 и C6 ис-

пользуем граничные условия: при t = 0 y(0)  = h = 1 м, а при  t1 = 0,75 с  y(t1) = yC 

=1,12 м. Получим 16 C , С5 = 2,43. Таким образом, точка 2 движется вдоль оси 

y по закону: 1,432,033 2  tty . 

Проекции скорости точки 2 на оси координат как функции времени име-

ют вид: 1,852)(2  txtV x  ,  2,43,066)(2  tytV y  . Значения проекций  при 

t = 0:  ,851(0)202  xx VV  м/с,  ,432(0)202  yy VV  м/с.  Величина начальной 

скорости: 2
02

2
0202 yx VVV  = 3,05 м/с. 

Угол наклона вектора скорости в начальный момент определяется из ра-

венства: 
,851

,432
tg

02

02 
x

y

V

V
= 1,31. Откуда 64,52 . 

 

4.3. Колебания материальной точки                                              
 

Силы, возникающие при отклонении материальной точки от положения 

равновесия и направленные так, чтобы вернуть точку в это положение, назы-

ваются восстанавливающими. Восстанавливающие силы, линейно зависящие 

от расстояния от точки до положения её равновесия, называются линейными 

восстанавливающими силами. Так, сила упругости пружины  cF , где с – 

коэффициент жесткости (или просто жёсткость) пружины;   – удлинение 

пружины, является линейной восстанавливающей силой.  

Дифференциальное уравнение движения материальной точки массой m 

вдоль оси Оx  под действием линейной восстанавливающей силы, представляет 

собой уравнение гармонических колебаний и имеет вид: 

0 cxxm  , или  02  xx , 

где x – отклонение точки от положения равновесия, куда поместили начало   
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координат;   – угловая частота колебаний, 
m

c
2 . Единица измерения угло-

вой частоты – рад/с.  

Решение  дифференциального уравнения свободных колебаний пред-

ставляется суммой tCtCx  sincos 21 , где постоянные интегрирования С1 и 

С2  находятся из начальных условий. Амплитуда свободных колебаний  

2
2

2
1 CCA  . Промежуток времени, в течение которого точка совершает одно 

полное колебание, называется периодом колебаний: 




2

T .  Величина, об-

ратная периоду 
T

1
  определяет число полных колебаний точки за 1 с и назы-

вается  частотой колебаний. Частота колебаний измеряется в герцах (Гц). Ча-

стота, равная 1 Гц, соответствует одному полному колебанию в секунду. Угло-

вая частота связана с частотой колебаний соотношением  2 .  

Если на материальную точку кроме восстанавливающей силы действует 

сила сопротивления движению, пропорциональная скорости точки, VR


 , 

где   – коэффициент сопротивления, то дифференциальное уравнение движе-

ния точки с сопротивлением относительно положения равновесия имеет вид 

0 cxxxm  ,  или 02 2  xxnx  , где n – коэффициент затухания, 
m

n
2


 ; 

  – угловая частота собственных колебаний точки без учёта сопротивле-

ния, 
m

c
2 . 

При  n <   движение точки представляет затухающие колебания. Общее 

решение дифференциального уравнения колебаний с сопротивлением 

)sincos( 1211 tCtCex nt    = )sin( 1  tAe nt , где С1 и С2  – постоянные ин-

тегрирования; 1  – угловая частота затухающих колебаний, 22
1 n ;  
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ntAeA 1 – амплитуда затухающих колебаний, 2
2

2
1 CCA  ;   – начальная 

фаза колебаний, 
2

1tg
C

C
 .  

При n >   движение точки апериодическое, затухающее. Общее решение 

дифференциального уравнения движения точки с таким сопротивлением имеет 

вид )( 22
21

ttnt eCeCex   , где  22
2  n .  

При  n  движение точки происходит согласно уравнению 

)( 21 CtCex nt   . 

Если кроме восстанавливающей силы на материальную точку действует 

переменная возмущающая сила, колебания точки называются вынужденными. 

При действии гармонической возмущающей силы ptHF sin , где Н,  р – 

амплитуда и угловая частота колебаний возмущающей силы, дифференциаль-

ное уравнение вынужденных колебаний материальной точки относительно по-

ложения равновесия и при отсутствии сил сопротивления имеет вид 

ptHcxxm sin , или pthxx sin2  , 

где   – угловая частота собственных гармонических колебаний, 
m

c
2 ; h – 

относительная амплитуда возмущающей силы, 
m

H
h  .  

Общее решение неоднородного дифференциального уравнения вынуж-

денных колебаний представляется как сумма общего решения однородного 

уравнения и частного решения неоднородного.  

При отсутствии резонанса, когда частота собственных колебаний не сов-

падает с частотой возмущающей силы р ≠  , решение имеет вид: 

tCtCx  sincos 21 + pt
p

h
sin

22 
, а в случае резонанса, когда р =  , – вид: 

tCtCx  sincos 21 pt
p

ht
cos

2
 . Значения произвольных постоянных С1 и С2  
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определяются из общего решения неоднородного уравнения с учетом началь-

ных условий движения. Амплитуда  собственных колебаний груза 

2
2

2
1соб CCA  . Амплитуда  вынужденных колебаний при отсутствии резо-

нанса 
22вын

p

h
A


 . При резонансе амплитуда вынужденных колебаний рас-

тет как линейная функция времени 
p

ht
A

2вын  . 

Если возмущающее воздействие заключается в принудительном гармо-

ническом колебании точки подвеса пружины, например, по закону 

ptaS sin , где а,  р – амплитуда и угловая частота колебаний точки подвеса 

пружины, дифференциальное уравнение вынужденных колебаний материаль-

ной точки относительно положения равновесия при отсутствии сил сопротив-

ления имеет вид  pthxx sin2  , где   – угловая частота собственных гармо-

нических колебаний, 
m

c
2 ; h – относительная амплитуда возмущающего ко-

лебания, 
m

ca
h  . Общее решение неодно-

родного дифференциального уравнения вы-

нужденных колебаний при принудительном 

гармоническом колебании точки подвеса 

пружины может быть получено аналогично 

случаю возмущения гармонической силой. 

Система пружин заменяется одной с 

эквивалентной жесткостью. Так, колебания 

груза на двух параллельных пружинах с ко-

эффициентами жесткости 1c  и 2c  

(рис. 4.5, а) можно рассматривать как коле-

бания груза на одной пружине эквивалент-

 

Рис. 4.5. Способы крепления груза 
на двух пружинах: 

а – две параллельные пружины;  
b – последовательно соединённые 

пружины; с – крепление груза между 
пружинами 
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ной жесткости 21экв ccc  , где эквc – коэффициент жесткости эквивалентной 

пружины. При последовательном соединении пружин (рис. 4.5, b)  коэффици-

ент жесткости эквивалентной пружины 
21

21
экв cc

cc
c


 . Если груз расположен 

между двумя пружинами (рис. 4.5, с), тогда 21экв ccc  . Коэффициент жестко-

сти эквивалентной пружины равен сумме коэффициентов жесткости пружин.  

 
4.4. Задание Д2. Исследование колебаний точки  

 
Задание Д2 на исследование колебаний точки включает две задачи.  

Задача 1. Исследование гармонических колебаний точки.  

Найти уравнение движения груза массой m1 (или одновременно двух гру-

зов массой m1 и m2) на пружине жесткостью с1 (или на двух пружинах жестко-

стью с1 и с2). Расположение грузов на пружине и описание условий, при кото-

рых начались колебания, приведено на схемах. Определить амплитуду и часто-

ту колебаний. 

Задача 2. Исследование вынужденных колебаний точки.  

Груз движется на пружинах, расположенных вертикально или горизон-

тально. При движении груза по горизонтальной поверхности трение не учиты-

вается. Жёсткость пружин с1 и с2. Направление возмущающего усилия 

)(tFF  , приложенного к грузу, или возмущающего движения точки крепле-

ния пружин )(tSS  , а также описание условий начала колебаний приведено на 

схемах. В задачах, где на схемах присутствует амортизатор, создающий сопро-

тивление движению груза, сила сопротивления пропорциональна скорости 

движения груза и находится по формуле: VR


  Н, где   – коэффициент со-

противления; V – скорость груза. Определить уравнение колебаний груза, ам-

плитуды собственных и вынужденных колебаний.  

Варианты заданий даны на рис. 4.6 – 4.9. Исходные данные в табл. 4.2. 
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Варианты № 1, 11, 21 
 

Задача 1 
 

Невесомая пла-
стина АВ укреплена на 
нерастянутой пру-
жине. Груз 1, получив 
начальную скорость 

0V , падает вертикаль-
но вниз. Через 1 с по-
сле начала падения 
груз достигает  пла-

стины и продолжает движение вместе с ней  

 

Задача 2 
 

 

К  верхнему 
концу пружины, сжа-
той на величину ∆ℓ0, 
прикрепляют груз 1 и 
отпускают без 
начальной скорости. 
Одновременно ниж-
ний конец пружины 

начинает двигаться по закону  S = S(t) 
 

 

Варианты № 2, 12, 22 
 

Задача 1 
 

 
В положении 

статического равнове-
сия двух грузов 
(1 и 2), установленных 
на пружине, груз 1 
убрали, а грузу 2 со-
общили скорость 0V , 
направленную вверх  

 

Задача 2 
 

Груз 1 
движется по 
гладкой гори-
зонтальной по-
верхности с 

начальной  скоростью 0V . Через 1 с груз 
упирается в площадку АВ, укреплённую на 
недеформированных пружинах, соединённых 
параллельно, и продолжает движение вместе 
с ней. Во время движения (до упора в пло-
щадку АВ и вместе с ней) груз испытывает 
сопротивление, создаваемое демпфером D 

 

Варианты № 3, 13, 23 
 

Задача 1 
 

 

В положении ста-
тического равновесия гру-
за 2, укреплённого на 
пружине, к нему присо-
единили груз 1 и оба груза 
толкнули вниз со скоро-
стью 0V  

 

Задача 2 
 

 

Недеформирован-
ную пружину оттянули  
вниз на расстояние ∆ℓ0, 
подцепили груз 1  и отпу-
стили без начальной ско-
рости. Одновременно на 
груз стала действовать 

возмущающая сила )(tF


 

 

Рис. 4.6. Задание Д2. Исследование колебаний точки.  
Варианты задания 1 – 3, 11 – 13, 21 – 23 
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Продолжение вариантов задания Д2 

Варианты № 4, 14, 24 
 
 

Задача 1 
 

К недеформи-
рованной пружине 
подцепили груз 1, от-
тянули его вниз на 
расстояние ∆ℓ0  и со-
общили скорость 0V , 

направленную вверх  

 

Задача 2 
 

Грузу 1, укреплённому 
на двух последовательно со-
единённых пружинах в поло-
жении статического равнове-
сия, сообщили начальную 
скорость 0V , направленную 

вниз. Одновременно на груз 

стала действовать возмущающая сила )(tF


 
 

 

Варианты № 5, 15, 25 
 

Задача 1 
 

В положении статиче-
ского равновесия грузов 1 и 
2, укреплённых на двух вер-
тикальных последовательно 
соединённых пружинах, 
убрали груз 1, а груз 2 отпу-
стили без начальной скоро-
сти 

 

 

Задача 2 
 

Груз 1 падает с 
высоты ∆ℓ0 на площад-
ку АВ, установленную 
на недеформированной 
пружине, и продолжа-
ет движение вместе с 
ней. Демпфер D созда-
ёт сопротивление дви-

жению груза на пружине 
 

Варианты № 6, 16, 26 
 

Задача 1 
 

Груз 1 помести-
ли между двумя неде-
формированными пру-
жинами, затем  оттяну-
ли  вниз на расстояние 
∆ℓ0 и отпустили без 
начальной скорости 

 

 

Задача 2 
 

К недеформи-
рованным пружинам, 
соединённым последо-
вательно, подцепили 
груз 1 и толкнули его 
вниз со скоростью 0V . 

Одновременно верхний 
конец пружины начи-

нает двигаться по закону  S = S(t) 
 
 

 

Рис. 4.7. Задание Д2. Исследование колебаний точки. 
Варианты задания 4 – 6, 14 – 16, 24 – 26 
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Продолжение вариантов задания Д2 

Варианты № 7, 17, 27 
 

Задача 1 
 
 
 

К неде-
формированным 
пружинам прило-
жили груз 1, пере-
местили его вниз 
на величину ∆ℓ0  и 
сообщили ско-

рость 0V , направленную вниз  
 
 

 

Задача 2 
 

К нерас-
тянутой пру-
жине, располо-
женной на гори-
зонтальной 
гладкой по-

верхности, подцепили груз 1, оттянули его на 
расстояние ∆ℓ0 и отпустили. Одновременно 
на груз стала действовать горизонтальная 

возмущающая сила )(tF


 
 

 

Варианты № 8, 18, 28  
 

Задача 1 
 

Грузы 1 и 2 находят-
ся на пружине в положении 
статического равновесия. 
Груз 2 удаляют, а грузу 1 
сообщают скорость 0V , 
направленную вверх 

 
 

 

Задача 2 
 

В положении ста-
тического равновесия 
груза 1  ему сообщили 
скорость 0V , направлен-
ную вниз. Демпфер А со-
здаёт сопротивление 
движению груза 

 
 

 

Варианты № 9, 19, 29 
 

Задача 1 
 

Груз 1 без 
начальной скорости 
падает вниз. Пройдя 
путь 1 м, груз дости-
гает невесомой пла-
стины АВ, укреплён-
ной на недеформиро-
ванных, параллельно 
соединённых пружи-

нах, и дальше движется вместе с ней 
 

 

Задача 2 
 

К двум 
горизонтальным 
пружинам, со-
единённым по-
следовательно, в 
положении их 
нерастянутого 

состояния прицепили груз 1 и сообщили ему 
горизонтальную скорость 0V , направленную 
в сторону сжатия пружин. Одновременно ле-
вый конец пружинной системы начинает 
двигаться по закону  S = S(t) 

 
Рис. 4.8. Задание Д2. Исследование колебаний точки. 

Варианты задания 7 – 9, 17 – 19, 27 – 29 
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Окончание вариантов задания Д2 

Варианты № 10, 20, 30 
 

Задача 1 
 

 
В положении 

статического равно-
весия груза 1, укреп-
лённого на двух по-
следовательно со-
единённых пружи-
нах, сообщили ско-
рость 0V , направ-

ленную вниз по наклонной плоскости 

 

Задача 2 
 

Между 
двумя горизон-
тальными  неде-
формированны-
ми пружинами 
на гладкую по-

верхность поместили груз 1, оттянули его 
влево на расстояние ∆ℓ0 и отпустили без 
начальной скорости. Одновременно на груз 
стала действовать возмущающая   сила )(tF


 

 
Рис. 4.9. Задание Д2. Исследование колебаний точки. 

Варианты задания 10,  20,  30 
 

Таблица 4.2 

Исходные данные задания Д2. Исследование колебаний точки 

 
Номер  

варианта 
задания 

Номер  
задачи 

m1, 
кг  

m2, 
кг 

V0, 
 м/с 

с1,  
Н/м 

с2,  
Н/м 

∆ℓ0, 
м 

μ, 
H·с/м 

F(t), H S(t), м 

1 1 2,5 – 2,0 200 – – – – – 

2 2,0 – – 210 – 0,1 – – 0,02sin12t 

2 1 1,5 2,0 4 250 – – – – – 

2 2,0 – 4 220 – – 1,0 – – 

3 1 2,0 1,5 3 250 – – – – – 

2 1,2 – – 200 – 0,14 – 12sin5t – 

4 1 2,0 – 3 180 – 0,1 – – – 

2 1,5 – 2 150 120 – – 8sin12t – 

5 1 1,0 2,0 – 120 100 – – – – 

2 1,0 – – 50 – 0,5 18 – – 

6 1 1,2 – – 120 180 0,12 – – – 

2 1,4 – 2,4 120 180 – – – 0,03sin14t 

7 1 1,6 – 3,2 140 – 0,15 – – – 

2 1,5 – – 120 – 0,12 – 12sin6t – 

8 1 1,0 2,0 3,0 150 – – – – – 

2 2,0 – 3,5 120 – – 15 – – 
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Продолжение табл. 4.2 
Номер  

варианта 
задания 

Номер  
задачи 

m1, 
кг  

m2, 
кг 

V0, 
 м/с 

с1,  
Н/м 

с2,  
Н/м 

∆ℓ0, 
м 

μ, 
H·с/м 

F(t), H S(t), м 

9 1 1,5 – – 100 – – – – – 

2 1,4 – 2,0 100 110 – – – 0,015sin8t 

10 1 2,5 – 2,5 110 100 – – – – 

2 2,0 – – 110 52 0,08 – 5sin9t – 

11 1 2,0 – 4,0 300 – – – – – 

2 1,0 – – 200 – 0,12 – – 0,01sin4t 

12 1 1,8 2,4 4 220 – – – – – 

2 1,0 – 5 240 – – 0,6 – – 

13 1 1,5 1,5 2 200 – – – – – 

2 1,8 – – 180 – 0,08 – 10sin10t – 

14 1 2,0 – 2 200 – 0,12 – – – 

2 2,0 – 2 150 120 – – 10sin8t – 

15 1 1,5 2,0 – 120 250 – – – – 

2 1,5 – – 120 – 0,4 4 – – 

16 1 2,0 – – 150 75 0,1 – – – 

2 2,0 – 2,5 150 75 – – – 0,01sin5t 

17 1 1,5 – 2,1 160 – 0,11 – – – 

2 1,8 – – 150 – 0,1 – 8sin12t – 

18 1 2,0 1,0 2,5 80 – – – – – 

2 1,5 – 2,5 50 – – 21 – – 

19 1 1,6 – – 120 – – – – – 

2 1,2 – 2,0 85 120 – – – 0,015sin7t 

20 1 2,0 – 2,0 90 100 – – – – 

2 2,5 – – 100 90 0,12 – 6sin10t – 

21 1 2,0 – 1,6 220 – – – – – 

2 2,5 – – 250 – 0,14 – – 0,01sin10t 

22 1 2,2 1,5 3 180 – – – – – 

2 1,5 – 4 280 – – 0,8 – – 

23 1 2,2 1,2 2 220 – – – – – 

2 1,6 – – 200 – 0,12 – 5sin7t – 
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Окончание табл. 4.2 
Номер  

варианта 
задания 

Номер  
задачи 

m1, 
кг  

m2, 
кг 

V0, 
 м/с 

с1,  
Н/м 

с2,  
Н/м 

∆ℓ0, 
м 

μ, 
H·с/м 

F(t), H S(t), м 

24 1 1,6 – 2,4 160 – 0,13 – – – 

2 1,0 – 3 150 300 – – 6sin10t – 

25 1 0,8 1,2 – 120 80 – – – – 

2 0,8 – – 180 – 0,4 12 – – 

26 1 1,4 – – 100 120 0,15 – – – 

2 1,8 – 2,2 150 120 – – – 0,015sin8t 

27 1 2 – 4,0 150 – 0,12 – – – 

2 2 – – 162 – 0,13 – 5sin9t – 

28 1 1,5 2,0 2,0 140 – – – – – 

2 1,5 – 3,1 180 – – 12 – – 

29 1 1,0 – – 140 – – – – – 

2 2,0 – 2,4 75 150 – – – 0,08sin5t 

30 1 1,6 – 3 75 150 – – – – 

2 1,5 – 3 80 70 0,15 – 8sin10t – 
 

Пример выполнения задания Д2. Исследование колебаний точки 

 
Задача 1. Груз 1 весом Р = 20 Н, лежащий на гладкой наклонной плоско-

сти, прикреплён к недеформированной пру-

жине, расположенной параллельно плоскости 

(рис. 4.10). Угол наклона плоскости к горизонту 

30º, коэффициент жесткости пружины 

c = 400 Н/м. В начальный момент груз переме-

стили вверх по наклонной плоскости (сжали 

пружину) на расстояние ∆ℓ0 = 0,1 м относитель-

но нерастянутой пружины и отпустили без 

начальной скорости.  

Определить уравнение колебаний груза 1, а также частоту и амплитуду 

колебаний. 

 
Рис. 4.10. Схема крепления 

груза и условия начала  
колебаний 
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Решение 

Расчетная схема колебаний груза 1 показана на рис. 4.11. Направим ось 

Оx, вдоль которой происходят колебания груза, вниз вдоль наклонной плоско-

сти. Начало отсчёта координаты x выберем в положении статического равнове-

сия груза (см. рис. 4.11)  В произвольном по-

ложении груза, обозначенном координатой x, 

к нему приложены три силы: сила тяжести P


, 

реакция опоры наклонной плоскости N


 и сила 

упругости пружины упрF


. Проекция силы 

упругости пружины  на ось Оx:  cF xупр , 

где    – удлинение пружины относительно её 

нерастянутого положения, включающее её 

растяжение x относительно выбранного начала координат и растяжение ст  

при статическом равновесии груза на наклонной плоскости.  

С учетом выражения силы упругости получим дифференциальное урав-

нение движения груза в проекции на ось Оx:  

)(30sin ст xcPxm  . 

В положении статического равновесия сила упругости уравновешивается 

силой, равной  проекции силы тяжести на ось х: 030sin ст  cP  . Подставляя 

это выражение условия статического равновесия груза в уравнение движения, 

получим дифференциальное уравнение колебаний груза:  

cxxm  , или  02  xx , 

где   – угловая частота колебаний; 
m

c
  = 14,01 рад/с. 

Общее решение уравнения колебаний tCtCx  sincos 21 .  

Для определения произвольных постоянных С1 и С2 вычислим координа-

ту x0 начального положения груза на оси Оx.  

 

Рис. 4.11. Расчётная схема  
колебаний груза  
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Растяжение пружины в положении статического равновесия 

c

P 30sin
ст   = 0,025 м. Координата начального положения груза определяется 

величиной сжатия пружины и, поскольку начало отсчёта координаты x выбра-

но в положении статического равновесия груза, равна (со знаком!): 

)( ст00  x = – 0,125 м (см. рис. 4.11).  

Подставляя значение координаты начального положения груза в общее 

решение уравнения колебаний при t = 0, получим 1C = – 0,125 м. Для определе-

ния второй константы вычислим скорость груза в произвольный момент вре-

мени: tCtCx  cossin 21 . Подставим сюда начальное значение скорости 

груза при  t = 0 00 Vx , получим 02 C . Окончательно уравнение движения 

груза 1 относительно положения статического растяжения пружины: 

 ttx ,0114,125cos0)(   м.  

Амплитуда колебаний груза  А = 0,125 м. 

Задача 2. Груз 1 весом Р = 20 Н подвешен на недеформированной верти-

кальной пружине (рис. 4.12).  Жесткость пружины c = 800 Н/м. В начальный 

момент груз был оттянут вниз в положение, 

при котором пружина растянулась на рассто-

яние 0  = 0,1 м, и в этом положении ему 

сообщена начальная скорость 0V  = 2 м/с, 

направленная вверх.  

Одновременно с началом движения 

груза верхний конец пружины стал совер-

шать гармонические колебания по закону 

taS 10sin , где а = 0,02 м.  

Определить уравнение колебаний груза 1, а также частоту и амплитуду 

собственных колебаний. 

 

 
Рис. 4.12. Схема крепления 

груза и условия начала  
колебаний 
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Решение 

Расчетная схема колебаний груза 1 показана на рис. 4.13. Направим ось 

Оx, вдоль которой происходят колебания груза, вертикально вниз. Начало от-

счёта координаты x выберем в положении статического равновесия груза (см. 

рис. 4.13, с, d). В произвольном положении груза, обозначенном координатой x, 

к нему приложены две силы: сила 

тяжести P


 и сила упругости пру-

жины упрF


. 

Проекция силы упругости 

пружины  на ось Оx  

 cF xупр = )( ст Sxc  , 

где    – удлинение пружины, 

включающее её растяжение x отно-

сительно начала координат, растя-

жение ст  при статическом равно-

весии груза и уменьшение растяже-

ния при смещении верхнего конца, 

 Sx  ст . 

С учетом выражения силы упругости получим дифференциальное урав-

нение движения груза в проекции на ось Оx: 

)( ст SxcPxm  . 

В положении статического равновесия выполняется условие равенства 

сил: 0ст  cP .  

После подстановки его в уравнение движения груза получаем дифферен-

циальное уравнение вынужденных колебаний: 

cScxxm  ,  или  pthxx sin2  , 

 

Рис. 4.13. Расчётная схема 
вынужденных колебаний груза: 

а – положение груза на начало колебаний; 
b – недеформированная пружина; с – ста-
тическое растяжение пружины под дей-

ствием веса груза; d –  положение груза в 
произвольный момент времени и переме-

щение точки подвеса пружины 
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где   – угловая частота собственных колебаний, 
m

c
 ,    = 19,81 рад/с;   

h – относительная амплитуда вынужденных колебаний, 
m

ca
h   = 7,85 м/с2;         

р – угловая частота вынужденных колебаний,  р = 10 рад/с. 

При отсутствии резонанса (здесь p ) общее решение уравнения вы-

нужденных колебаний имеет вид tCtCx  sincos 21 + pt
p

h
sin

22 
. 

Для определения произвольных постоянных С1 и С2 вычислим координа-

ту x0 начального положения груза на оси Оx. Координата начального положе-

ния груза (см. рис. 4.13, b) ст00  x . Растяжение пружины в положении 

статического равновесия 
c

P
ст  = 0,02 м, тогда  0x  = 0,08 м. Подставляя зна-

чение координаты начального положения груза в общее решение уравнения 

вынужденных колебаний при t = 0, получим: 01 xC   = 0,08 м.  

Для определения второй константы вычислим скорость груза в произ-

вольный момент времени: pt
p

hp
tCtCx coscossin

2221


 . Проекция 

скорости груза в начальный момент на ось Оx  00 VV x  . Подставив начальное 

значение скорости груза при t = 0 00 VVx x  , получим: 

)( 22
0

2
p

hpV
C





 = – 0,11 м. Окончательно уравнение движения груза 1 

относительно положения статического равновесия, м. 

ttttx 10sin03,082,19sin11,082,19cos08,0)(  .  

Амплитуда вынужденных колебаний вынA  = 
22 p

h


 = 0,03 м.  Амплиту-

да собственных колебаний груза собA  = 2
2

2
1 CC  = 0,14 м.  
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4.5. Теорема об изменении кинетической энергии точки                              
 
Работой )(FA


 силы F


, постоянной по модулю и направлению, на конеч-

ном прямолинейном перемещении 1S  точки приложения силы  называется ве-

личина  cos)( 1FSFA


. Если угол   острый, работа силы положительна. Если 

угол   тупой, – отрицательна. При   = 90° сила перпендикулярна перемеще-

нию точки и работа силы равна нулю. 

 Работа силы тяжести матери-

альной точки (вертикальной силы) 

при перемещении точки из положения 

М0 в положение М1 равна произведе-

нию модуля силы тяжести на верти-

кальное перемещение точки 

PhA MM )( 10
, где P  – величина си-

лы тяжести точки; h – величина вертикального перемещения точки (рис. 4.14). 

Работа силы тяжести положительная, если начальная точка движения выше ко-

нечной, и отрицательная, – если ниже. 

Работа силы  упругости пружины на прямолинейном перемещении 

вдоль линии действия силы из положения недеформированной пружины на 

расстояние h определяется формулой 
2

)(
2

упр
ch

FA  , где   с – коэффициент 

жесткости (или просто жёсткость) пружины. 

Кинетической энергией материальной точки называется скалярная ве-

личина 2

2

1
mVT  , где m – масса точки; V – её скорость. Теорема об измене-

нии кинетической энергии точки заключается в том, что изменение кинети-

ческой энергии точки за конечный промежуток времени равно алгебраической 

сумме работ всех действующих на неё сил:  )(

2
0

2
1

1022 MMA
mVmV

, где 0V , 

 

Рис. 4.14. Схема для вычисления  
работы силы тяжести: 

а – перемещение точки сверху вниз; 
b – перемещение точки снизу вверх 
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1V  – скорость точки в начальном положении 0M  и в положении 1M ; 

 )( 10MMA  – сумма работ всех сил, действующих на точку, при её перемещении 

из положения 0M  в положение 1M .  

При несвободном движении точки сумма работ сил включает работу ре-

акций связи. Если движение происходит без трения по неподвижной гладкой 

поверхности, то реакция связи направлена по нормали к поверхности и её ра-

бота при любом перемещении точки равна нулю. 

Для определения реакций связи при несвободном движении точки ис-

пользуются уравнения движения точки в проекциях на оси естественной си-

стемы координат – касательную  и нормальную:   F
dt

dV
m , 

 nF
V

m
2

,  

где   F ,  nF  – суммы проекций сил на касательную и нормальную оси есте-

ственной системы координат;   – радиус кривизны траектории точки. 

 
4.6. Задание Д3. Исследование движения точки  

с применением теоремы об изменении кинетической энергии   
 
Тонкий стержень с надетым на него шариком массой m расположен в вер-

тикальной плоскости и состоит из дуг окружностей радиусами r и R = 2r, соеди-

нённых прямолинейным отрезком ЕК, сопряжённым с дугами окружностей в точ-

ках Е и К. В этих точках шарик переходит с одного участка стержня на другой, не 

изменяя величины и направления скорости. Длина отрезка ЕК = а.  

В точке А, положение которой на дуге окружности определяется уг-

лом  , шарику сообщают начальную скорость 0V . По дугам окружностей ша-

рик скользит без трения, а при движении по прямолинейному отрезку ЕК на 

него действует постоянная сила трения с коэффициентом трения f.  На участках 

с вертикальным отрезком ЕК считать, что шарик прижимается к стержню си-

лой, равной половине веса шарика.  
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Достигнув на дуге окружности точки D, шарик упирается в недеформи-

рованную пружину жёсткостью с и, продолжая движение по сопряженной пря-

мой, сжимает её. Положение точки D определяется углом  .  

Определить величину максимального сжатия пружины, если шарик про-

ходит наивысшее положении траектории – точку В со скоростью 0kVVB  . При 

найденном значении начальной скорости рассчитать давление шарика на стер-

жень в точке С, положение которой на дуге определяется углом  .  

Варианты заданий приведены на рис. 4.15, 4.16. Исходные данные зада-

ния в табл. 4.3. 
 

 Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 Варианты № 3, 13, 23 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

Варианты № 4, 14, 24 Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 
 
 

 
 

 
 

 

 

 
 

 
Рис. 4.15. Задание Д3. Исследование движения точки с применением теоремы  

об изменении кинетической энергии.  
Номера вариантов задания 1 – 6, 11 – 16, 21 – 26 
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Окончание вариантов задания Д3 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 
 

 

 

 

 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 
 

 

 

 
 

 
Рис. 4.16. Задание Д3. Исследование движения точки с применением теоремы  

об изменении кинетической энергии.  
Номера вариантов задания 7 – 10, 17 – 20, 27 – 30 

 
Таблица 4.3 

 

Исходные данные задания Д3. Исследование движения точки с применением  
теоремы об изменении кинетической энергии  

 
Номер  

варианта 
задания 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

m, кг 0,8 0,5 0,6 0,4 1,0 0,6 0,9 0,5 0,3 0,4 0,8 0,6 0,5 0,3 1,0 
, град 30 45 0 30 30 0 0 45 30 0 60 30 30 45 60 
 , град 60 30 60 0 60 30 60 60 30 45 30 60 60 30 30 

, град 0 60 30 0 0 30 45 0 30 45 30 30 0 30 45 
r, м 0,4 0,4 0,5 0,3 0,6 0,5 0,3 0,6 0,4 0,5 0,3 0,5 0,4 0,5 0,8 
а, м 0,5 0,6 0,9 1,4 0,8 1,2 0,5 0,5 1,4 0,5 0,8 0,5 0,8 0,6 0,6 

f 0,4 0,3 0,4 0,3 0,4 0,3 0,5 0,3 0,4 0,3 0,4 0,5 0,3 0,4 0,3 
k 0,3 0,4 0,3 0,4 0,3 0,3 0,4 0,4 0,3 0,4 0,3 0,3 0,4 0,3 0,4 

с, Н/м 100 80 90 80 120 100 90 80 60 80 90 60 80 60 110 
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Окончание табл. 4.3 
 

Номер  
варианта 
задания 

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

m, кг 0,6 0,5 0,6 0,4 0,8 0,5 0,4 1,0 0,6 0,5 0,4 0,8 0,4 0,6 0,8 
, град 60 30 0 45 60 90 90 60 60 90 30 60 60 45 90 
 , град 60 30 45 90 60 45 90 60 60 30 30 60 60 0 60 

, град 45 60 60 60 30 90 0 90 45 60 60 90 30 60 0 
r, м 0,6 0,4 0,8 0,5 0,6 0,6 0,6 0,4 0,6 0,8 0,4 0,4 0,8 0,6 0,4 
а, м 0,4 1,2 0,9 1,2 1,2 0,9 0,6 1,5 1,4 0,8 1,2 0,9 0,6 0,8 0,5 

f 0,3 0,4 0,4 0,5 0,3 0,3 0,4 0,3 0,3 0,4 0,4 0,3 0,4 0,3 0,4 
k 0,4 0,3 0,3 0,4 0,3 0,4 0,4 0,3 0,4 0,3 0,3 0,4 0,4 0,3 0,3 

с, Н/м 80 60 90 60 100 90 80 110 80 60 60 80 60 80 100 

 
 

Пример выполнения задания Д3. Исследование движения точки  
с применением теоремы об изменении  кинетической энергии  

 
Тонкий стержень, расположенный в вертикальной плоскости, состоит из 

двух дуг окружностей, сопряженных в точках Е и К с прямолинейным отрез-

ком ЕК длиной а = 0,6 м (рис. 4.17).  Радиусы окружностей  R = 1 м  и  r = 0,5 м.  

Диаметры дуг окружностей, проведённые в точ-

ках Е и К, составляют с горизонтом угол 30°. На 

стержень надет шарик массой m = 0,5 кг. В точ-

ке А, положение которой на дуге радиуса R 

определяется углом   = 60° (см. рис. 4.17), ша-

рику сообщают начальную скорость 0V , после 

чего он начинает движение. По дугам окружно-

стей шарик скользит без трения. При движении 

по прямой ЕК на него действует постоянная си-

ла трения с коэффициентом трения   f = 0,2. До-

стигнув точки D на верхней дуге, шарик упирается в пружину жесткостью 

с = 100 Н/м и, двигаясь по сопряжённой прямой без трения, сжимает её. Найти 

величину максимального сжатия пружины, если наивысшее положение на тра-

ектории  (точку В) шарик проходит со скоростью 0kVVB   при k = 0,3. При 

Рис. 4.17. Схема движения 
шарика 

 по изогнутому стержню 
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найденном значении начальной скорости рассчитать давление шарика на стер-

жень в точке С, положение которой на дуге определяется углом  = 90°. 

Решение 

Рассмотрим движение шарика по стержню из начального положения А в 

наивысшее положение – точку В.  

При движении шарика по дугам окружностей работу совершает только 

сила тяжести. Реакция гладкой поверхности стержня в любой момент времени 

перпендикулярна поверхности стержня, и потому её работа при перемещении 

шарика равна нулю.  

На участке движении шарика по прямой ЕК на него действуют  сила тя-

жести P


, нормальная реакция опоры EKN


 и сила трения трF


 (рис. 4.18, b). Ра-

боту совершают сила тяже-

сти и сила трения. Работа 

реакции опоры стержня 

равна нулю. 

Обозначим  )( ABh  – 

перепад высот точек А и В 

на траектории; AV  – началь-

ная скорость шарика в точ-

ке А, AV  = 0V ; BV –  его ско-

рость в точке В, BV = 0,3 0V . 

Для вычисления перепада высот  точек А и В имеем выражение (рис. 4.18, а): 

)()()()( KBEKAEAB hhhh  = )30sin1( R + 30cosa + )30sin1( r . 

Будем считать шарик материальной точкой. Применяя теорему об изме-

нении кинетической энергии точки при движении шарика из положения  А в 

положение В, получим: )()(
22 тр

22

FAPA
mVmV AB


 , где )()( ABPhPA 


, 

 

Рис. 4.18. Силы, действующие на шарик  
во время движения и перепады высот 
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aFFA тртр )( 


 – работы, соответственно, силы тяжести на участке движения 

АВ и силы трения на отрезке ЕК. Сила трения равна EKNfF тр = 60cosmgf   

(рис. 4.18, а, b). 

В результате, теорема об изменении кинетической энергии точки при  

движении шарика из начального положения А в конечное положение  В прини-

мает вид: 
 

22

3,0 2
0

2
0 mVVm

 = –  )30sin1)((  rRmg + 30(cosa + )60cos f . 

После подстановки данных задачи, получим: 0,91 2
0V = 55,517, откуда находим 

необходимое значение начальной скорости шарика: 0V  = 7,81 м/с. 

Найдём давление шарика на стержень в точке С.  

Проведём в точке С оси естественной системы координат – касательную 

C  и нормаль Cn   (рис. 4.18, а). Уравнение движения шарика в точке С в про-

екции на нормальную ось имеет вид: C
C NP
r

V
m  30cos

2

, где CV  – скорость 

шарика в точке С,  CN   – реакция стержня, приложенная к шарику. Направле-

ние реакции на рис. 4.18, а соответствует предположению, что шарик давит на 

стержень в направлении центра дуги окружности.  

Для определения скорости шарика в точке С воспользуемся тем, что ско-

рость шарика в точке В уже известна, и применим теорему об изменении кине-

тической энергии при движении шарика из начального положения С в конеч-

ное положение В. На этом участке движения работу совершает только сила тя-

жести шарика. Получим )(

22

22 CB
CB Ph

mVmV
 , где CV , BV  – значения скоро-

сти шарика в точках С и В; )(CBh  – перепад высот точек С и В; 

)(CBh = )30sin1( r  = 0,5r  (см. рис. 4.18, а). В результате теорема об изменении 

кинетической энергии принимает вид: )(
22 2 CBBC mghmVmV   или 

grVV BC  22 . Отсюда, при условии BV =0,3 0V  = 2,34 м/с, найдём CV  = 3,22 м/с. 



 102

 Реакция опоры шарика: 
r

V
mPN C

C

2

30cos    = – 6,12 Н. 

Отрицательное значение реакции опоры шарика означает, что вектор ре-

акции CN

  в точке С  (см. рис. 4.18, а) направлен в противоположную сторону.  

Давление шарика на стержень в точке С  равно модулю реакции опоры. 

Найдём величину максимального сжатия пружины.  

Рассмотрим движение шарика на участке от точки В до положения мак-

симально сжатой пружины – точки М. Движение на этом участке происходит 

по дуге окружности ВD и по прямой DM. При этом сила тяжести совершает ра-

боту на всём участке движения, а сила упругости – на отрезке сжатия пружины. 

Обозначим величину максимального сжатия пружины lMD  .  

По теореме об изменении кинетической энергии точки при движении 

шарика из положения В в М получим: )()(
22 упр

22

FAPA
mVmV BM


 , где MV , 

BV  – скорость шарика в точках М и В. Работа силы тяжести )()( BMPhPA 


=  

=     



   45cos45cos1)()( lrmghhP DMBD . Работа силы упругости на пря-

молинейном участке DM длиной l: 
2

)(
2

упр
cl

FA 


. Условие максимального 

сжатия пружины означает, что в точке М скорость шарика обращается в нуль: 

MV = 0, тогда теорема об изменении кинетической энергии точки принимает 

вид:    45cos45cos1
2

2

lrmg
mVB   – 

2

2cl
. Подставляя данные задачи и с 

учётом того, что скорость шарика в наивысшей точке В найдена из предыду-

щих рассуждений BV = 2,34 м/с, получим квадратное уравнение для определе-

ния величины максимального сжатия пружины 0085,2468,350 2  ll . В ка-

честве ответа принимается положительный корень уравнения l = 0,24 м.  
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5. ДИНАМИКА МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
 

5.1. Описание движений твёрдых тел на основе общих теорем динамики 
системы 

 
Поступательное движение твердого тела описывается теоремой о дви-

жении центра масс механической системы. В проекциях на координатные оси 

дифференциальные уравнения поступательного движения твердого тела имеют 

вид:  e
kxC Fxm  ,  e

kyC Fym  ,  e
kzC Fzm  , где m – масса тела; CCC zyx ,,  – 

координаты центра масс тела; Fkx
e , Fky

e , Fkz
e  – проекции на оси координат 

внешних сил, действующих на твердое тело. 

Вращательное движение твердого тела относительно неподвижной оси  

z описывается  теоремой  об изменении кинетического момента.  

Дифференциальное уравнения вращательного движения тела имеет вид:  

dt

d
J z


= )( e

kz FM


   или   )( e
kzz FMJ


 , 

где   – угловая скорость тела;   ;   – угол поворота тела;  )( e
kz FM


 –  

моменты внешних сил относительно оси z; J z  – момент инерции тела относи-

тельно оси z.  

Уравнение вращательного движения можно представить в алгебраиче-

ской форме: )( e
kzz FMJ


, где   – угловое ускорение тела;   . 

Плоскопараллельное движение твердого тела описывается на основа-

нии теорем о движении центра масс и изменении кинетического момента отно-

сительно оси, проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости дви-

жения. В проекции на координатные оси уравнения плоскопараллельного дви-

жения тела имеют вид:  

 e
kxCx Fma ,     e

kyCy Fma ,     )( e
kzCzC FMJ


, 

где Cxa , Cya  – проекции ускорения центра масс тела на координатные оси; Fkx
e , 
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Fky
e  – проекции на оси координат внешних сил, действующих на тело; zCJ  – 

момент инерции тела относительно оси z, проходящей через центр масс, пер-

пендикулярно плоскости движения;   – угловое ускорение тела; )( e
kzC FM


 – 

моменты внешних сил относительно оси, проходящей через центр масс. 

Проводя динамический расчет механической системы, следует рассмат-

ривать движение тел системы в отдельности, предварительно освободив их от 

связей и заменив действие связей реакциями. Далее на основании общих тео-

рем динамики системы следует составить уравнения движения каждого тела.  

 

5.2. Задание Д4. Динамический расчет механической системы 
 

Механизм состоит из трёх тел – груза 1, катка 2 и блока 3, соединенных 

нерастяжимыми нитями или невесомыми стержнями.  

Движение механизма происходит в вертикальной плоскости под дей-

ствием сил тяжести 1P


, 2P


, 3P


, силы F


 и пары сил с моментом М. Направление 

действия силы F


 определяется углом α. Качение катка 2 происходит без 

скольжения. Проскальзывание между дисками и соединяющими их невесомы-

ми стержнями или нитями отсутствует.  

Радиусы ступеней катка 2 и блока 3 на схемах обозначены 2R , 2r  и 

3R , 3r .   

Сплошные диски считать однородными. Радиусы инерции неоднородных 

(ступенчатых) дисков относительно осей, проходящих через центры масс пер-

пендикулярно плоскости движения, равны 2zi , 3zi .   

Найти ускорение груза 1 и динамические реакции, действующие на ось 

блока 3.  

Варианты заданий представлены на рис. 5.1, 5.2. Исходные данные при-

ведены в табл. 5.1. 
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Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 

 

 

 

 
 
 

 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 

 

 

 

 
 
 

 

 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 
Рис. 5.1. Задание Д4. Динамический расчёт механической системы.  

Номера вариантов задания 1 – 6, 11 – 16, 21 – 26 
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Окончание вариантов задания Д4 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 

 

 

 

 
 

 

 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 

 

 

 
 

 

 
Рис. 5.2. Задание Д4. Динамический расчёт механической системы.  

Номера вариантов задания 7 – 10, 17 – 20, 27 – 30 
 

Таблица 5.1 

Исходные данные задания Д4. Динамический расчёт механической системы  
 

Номер  
варианта 
задания 

Р1, Н Р2, Н Р3, Н F, Н М, 
Н·м 

 , 
град 

R2, м r2, м R3, м r3, м 
2zi , м 3zi , м 

1 Р Р 2Р Р 2Рr 60 3r r 2r r 2r r 2  
2 3Р Р 3Р 3Р Рr 30 2r r 2r – 2r – 
3 4Р 3Р 4Р 2Р 2Рr 60 2r r 2r r 2r 2r 
4 2Р 2Р 4Р Р 4Рr 45 3r – 3r r – r 2  
5 Р 3Р 3Р 2Р 3Рr 30 3r r r – 2r – 
6 Р 2Р 4Р 4Р 6Рr 60 3r – 3r r – r 2  
7 Р 2Р 3Р 2Р 3Рr 45 3r r r - r 3  – 
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Окончание табл. 5.1 
Номер  

варианта 
задания 

Р1, Н Р2, Н Р3, Н F, Н М, 
Н·м 

 , 
град 

R2, м r2, м R3, м r3, м 
2zi , м 3zi , м 

8 2Р 3Р 3Р Р 3Рr 30 2r – 2r r – r 3  
9 3Р Р 3Р Р 2Рr 30 2r r 2r – r 2  – 

10 Р Р 3Р Р 2Рr 60 3r – 3r r – r 3  
11 Р Р 3Р 2Р 3Рr 30 3r 2r 2r r r 2  r 2  
12 2Р Р 2Р 4Р Рr 60 3r r 3r – r 3  – 

13 3Р Р 3Р 3Р 2Рr 30 3r 2r 2r r 2r r 2  
14 2Р Р 3Р 2Р 4Рr 60 2r – 3r 2r – 2r 
15 Р 2Р 4Р Р 4Рr 45 3r 2r 2r – r 3  – 

16 Р 3Р 4Р 2Р 3Рr 30 2r – 2r r – r 2  
17 Р Р 3Р 2Р 6Рr 60 3r r 3r - r 3   

18 2Р 2Р 3Р Р 3Рr 60 2r – 3r r – r 2  
19 2Р Р 2Р 3Р 4Рr 30 3r r 3r – 2r – 
20 Р Р 3Р Р 2Рr 45 2r – 2r r – r 3  
21 2Р Р 4Р 2Р 4Рr 60 2r r 3r r r 2  2r 

22 Р Р 2Р 5Р 2Рr 45 3r 2r 2r – 2r – 
23 2Р 2Р 3Р 3Р 2Рr 60 3r r 2r r 2r r 2  
24 4Р Р 3Р Р 3Рr 30 2r – 3r r  – r 3  
25 Р 3Р 2Р Р 2Рr 60 3r r r – r 3  – 

26 Р 3Р 4Р 3Р 3Рr 45 2r – 3r 2r – r 3  
27 Р Р 4Р 2Р 4Рr 30 2r r 2r - r 3   

28 2Р 3Р 3Р Р 6Рr 30 2r – 3r 2r – r 2  
29 2Р Р 2Р 2Р 2Рr 45 2r r r – 2r – 
30 Р Р 4Р Р 4Рr 60 3r – 3r 2r – 2r 

 

Пример выполнения задания Д4. Динамический расчёт  
механической системы   

 
Механизм (рис. 5.3) состоит из груза 1, однородного диска – катка 2 и 

неоднородного диска – блока 3, соединённых друг с другом нерастяжимыми 

нитями. Система движется в вертикальной плоскости из состояния покоя.  

Движение происходит под действием сил тяжести 1P


, 2P


, 3P


, равных по 

модулю: Р1 = 2Р,  Р2 = 2Р,  Р3 = 3Р, силы F


, приложенной в центре масс       

катка 2, равной по величине: F = 3Р, и пары сил с моментом  М = Рr,            
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приложенных к блоку 3. Механизм является неизменяемой механической си-

стемой. Радиус катка 2 R r2 2 . Каче-

ние катка по наклонной плоскости 

происходит без проскальзывания. Ра-

диусы ступенчатого блока 3: R r3 3 ,  

r r3  . Радиус инерции блока 3 

i r3 3 .  

Применяя метод динамического 

расчета механической системы найти 

ускорение груза 1 и динамические реакции, действующие на ось вращающего-

ся блока 3.  

Решение 

Освобождаем систему от связей. На рис. 5.4 изображены внешние силы, 

действующие на каждое тело, после освобождения его от связей.  

 
Груз 1 совершает поступательное движение. К нему приложены сила тя-

жести 1P


 и реакция нити 1Q


 (рис. 5.4, а). Предположим, груз 1 движется вниз, и 

направим ось  x1 в сторону движения груза.   

Уравнение движения груза в проекции на ось x1 в соответствии с теоре-

мой о движении центра масс механической системы имеет вид: 

 

Рис. 5.4. Расчетные схемы для описания движения тел, входящих в систему: 
а – поступательное движение груза 1; b – вращательное движение блока 3; 

с – плоское движение катка 2 

 

Рис. 5.3. Схема механической системы 
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1111 QPFam kx  = 12 QP  , 

где 1m , 1a  – соответственно, масса груза 1 и его ускорение,  
g

P

g

P
m

21
1  .  

Блок 3 вращается вокруг неподвижной оси z, проходящей через его центр 

масс О3,  перпендикулярно плоскости диска. Направление вращения блока, со-

ответствующее выбранному движению вниз груза 1, показано на рис. 5.4, b ду-

говой стрелкой 3 .  

На блок действуют сила тяжести 3P


, силы реакции подшипника 3X


, 3Y


, 

момент М и реакции нитей 1Q


 и 2Q


 (см. рис. 5.4, b). При составлении уравне-

ния вращательного движения блока 3 моменты сил считаем положительными, 

если они поворачивают блок  в сторону его вращения.  

Уравнение вращения блока 3 имеет вид: 

   32313 33
rQMRQFMJ kzOzO = rQPrrQ 213  , 

где 
3zOJ – момент инерции блока 3 относительно оси z; 3  – угловое ускорение 

диска 3, 2
333

imJ zO   = 23 )3(r
g

P
 = 

g

Pr 29
. 

Каток 2 совершает плоскопараллельное движение. К нему приложены сила 

тяжести 2P


, сила F


, реакция нити 2Q


 и реакция наклонной плоскости, состоя-

щая из нормальной реакции опоры 2N


 и силы сцепления катка с поверхностью 

сцF


. Согласно принципу равенства действия и противодействия, модули сил 2Q


 

и 2Q


 равны. На рис. 5.4, с показаны направления действия сил, приложенных к 

диску 2. В соответствии с направлением движения груза 1, центр масс катка 2 

движется вверх параллельно наклонной плоскости. Направление движения цен-

тра масс катка 2 показано направлением оси х2. Направление вращения катка 2 

показано дуговой стрелкой угловой скорости 2  (см. рис 5.4, с). 

Плоскопараллельное движение катка 2 описывается уравнением движе-

ния его центра масс и уравнением вращения вокруг оси, проходящей через 
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центр масс, перпендикулярно плоскости диска. Составляя уравнение движения, 

получим:  

60cos2сц22 PFFQam C  = PFPQ  сц2 3 , 

2сц222 RFRQJC   = rFrQ 22 сц2  , 

где 2m  – масса катка 2, 
g

P

g

P
m

22
2  ; Ca , 2 – ускорение центра масс и угловое 

ускорение катка 2; CJ  – момент инерции однородного катка 2 относительно 

оси, проходящей через центр масс, перпендикулярно плоскости диска, 

2

2
22Rm

JC  = 
g

PR2
2  = 

g

Pr24
. В уравнении вращательного движения диска мо-

мент силы считается положительным, если создаваемый им поворот направлен 

в сторону вращения диска, 

К системе четырех уравнений, описывающих движения тел в системе, 

необходимо добавить уравнения связей. Если предположить, что скорость цен-

тра масс катка 2 равна CV , то угловая скорость катка определится по формуле: 

2
2 CK

VC  = 
2R

VC , где 2CK  – расстояние от центра масс катка 2 до его мгновен-

ного центра скоростей (см. рис. 5.4, с). Продифференцировав по времени по-

следнее равенство, получим уравнение связи между ускорением центра масс 

катка 2 и его угловым ускорением: 
r

a

R

a

R

V CCC

222
22 


 . 

Скорость точки В катка 2 (см. рис. 5.4, с) 22 BKVB   = 2
2

2R
R

VC = CV2 . 

Точка В катка 2 и точка А блока  3 соединены нитью (см. рис. 5.3), поэтому их 

скорости равны. Приравняв скорости точек А и В, получим равенство: 

ABC VVV 2 = 33r  = r3 , откуда 
r

VC2
3  . После дифференцирования по-

следнего выражения найдём соотношение между ускорениями: 
r

aC2
3  .  
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Скорость груза 1 связана со скоростью центра масс диска 2 следующим 

образом: 331 RVV D  = r
r

VC 3
2

= CV6 .  Тогда Caa 61  .  

В результате получены четыре уравнения, описывающие движение тел в 

системе: 

1
2

a
g

P
= 12 QP  ,   3

29


g

Pr
= rQPrrQ 213  ; 

Ca
g

P2
 = PFPQ  сц2 3 ,     2

24


g

Pr
= rFrQ 22 сц2   

и три уравнения связей: 
r

aC

22  ,  
r

aC2
3  , Caa 61  . 

После подстановки уравнений связи в уравнения движения тел получим 

систему четырёх уравнений с четырьмя неизвестными: 

Ca
g

P12
= 12 QP  ,    Ca

g

P18
= 213 QPQ  , 

Ca
g

P2
= сц2 4 FPQ  ,    Ca

g

P
= сц2 FQ  , 

которая может быть решена любым известным из курса математики способом. 

Например, исключив из первых двух уравнений величину 1Q , а из треть-

его и четвёртого уравнений – величину сцF , получим систему двух уравнений с 

двумя неизвестными: 

Ca
g

P54
= 27 QP  , Ca

g

P3
= PQ 42 2  , 

откуда gaC 111

10
 ,  PQ

37

79
2  . Величину натяжения нити 1Q  находим из перво-

го уравнения исходной системы: PQ
37

34
1  . 

Для вычисления динамической реакции R3 оси блока 3 заметим, что 

центр масс блока 3 неподвижен и его ускорение равно нулю, 0
3
Oa


. Тогда 

уравнения движения центра масс блока 3 в проекциях на оси  x, y имеют вид : 
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030cos233 3
 QXam xO , 060cos23133 3

 QPQYam yO , 

где 3X , 3Y , – проекции реакции R3 оси вращающегося блока 3 на оси x, y 

(см. рис. 5.4, b). Отсюда, с учетом значений 1Q  = 0,919Р и 2Q  = 2,135Р, проек-

ции динамической реакции оси блока 3: 30cos23 QX  = 1,85Р, 

60cos2313 QPQY  = 4,98Р. Полная величина динамической реакции оси 

блока 3: 2
3

2
33 YXR  =  5,31Р. 

 
5.3. Теорема об изменении кинетической энергии системы                          

 
Кинетическая энергия тела при поступательном движении:  

2

2

1
CmVT  , где m – масса тела; CV  – скорость центра масс тела. Кинетическая 

энергия тела  при вращательном движении  вокруг неподвижной оси  z: 

2

2

1
 zJT , где zJ  – момент инерции тела относительно оси z;    – угловая 

скорость тела. Для дисков с равномерно распределённой массой момент инер-

ции относительно оси z, проходящей через центр масс: 2

2

1
mRJ z  , где R – ра-

диус диска. Для тел с неравномерно распределённой массой 2
zz miJ  , где zi – 

радиус инерции. Кинетическая энергия тела при плоскопараллельном 

движении: 22

2

1

2

1
 zСC JmVT , где m – масса тела; CV ,   – скорость центра 

масс и угловая скорость тела; zСJ  – момент инерции тела относительно оси z, 

проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости движения. 

Работа постоянной по модулю и направлению силы F


 на конечном 

прямолинейном перемещении S  точки приложения силы:  cos)( FSFA , где 

  – угол между вектором силы и перемещением. Если угол   острый, работа 
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положительна. Если тупой – отрицательна. При   = 90° сила перпендикулярна 

перемещению точки и работа силы равна нулю.  

Работа пары сил с постоянным моментом  М  при повороте тела на ко-

нечный угол  :  MA , где    – угол поворота тела.  Работа считается поло-

жительной, если пара сил стремится повернуть тело в направлении его враще-

ния, и отрицательной – в противном случае.  

Мощностью силы  F


 называют величину )(FN ,  равную скалярному 

произведению силы на скорость точки её приложения: VFFN


)(  = 

=  cosVF , где V – скорость точки приложения силы;   – угол между векто-

ром силы и вектором скорости точки приложения силы.  

При плоском движении тела мощность силы  выражается  суммой ска-

лярных произведений векторов: 


)(FMVFN OO  =  cosOVF  OFh , 

где OV


 – вектор скорости точки, выбранной полюсом; 


 – вектор угловой ско-

рости тела; OM


 – вектор момента силы F


относительно полюса; hО  – плечо 

силы F


относительно полюса О. 

Теорема об изменении кинетической энергии системы в дифферен-

циальной форме.  Производная по времени от кинетической энергии системы 

равна сумме мощностей внешних и внутренних сил   )()( i
k

e
k FNFN

dt

dT 
, 

где Т  – кинетическая  энергия системы;  )( e
kFN


,  )( i
kFN


  – сумма мощно-

стей, соответственно, внешних и внутренних сил.  

Теорема об изменении кинетической энергии системы на конечном 

перемещении. Изменение кинетической энергии системы на её конечном пе-

ремещении равно сумме работ внешних и внутренних сил, действующих на си-

стему   )()(0
i

k
e

k FAFATT


, где Т, Т0 – кинетическая энергия  системы, 

соответственно, в текущем и начальном состояниях;  )( e
kFA


,   )( i
kFA


– сум-
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ма работ внешних и внутренних сил при перемещении системы  из начального 

состояния в текущее.  

Механические системы, состоящие из абсолютно твердых тел, соединен-

ных гибкими нерастяжимыми нитями, называются неизменяемыми. В неиз-

меняемых системах сумма работ внутренних сил и, следовательно, сумма мощ-

ностей этих сил равны нулю. Поэтому для таких систем в теореме об измене-

нии кинетической энергии достаточно учитывать только внешние силы. 

 
5.4. Задание Д5. Исследование движения механической системы                     

с применением  теоремы об изменении кинетической энергии  
 

Неизменяемая механическая система состоит из ступенчатого и однород-

ного дисков, соединённых нерастяжимой нитью или невесомым стержнем. Ни-

ти и стержни, соединяющие диски, параллельны плоскостям качения дисков. 

Качение дисков без скольжения. Скольжение между невесомым стержнем и 

дисками отсутствует.  

Вес дисков 1P  и 2P . Система движется в вертикальной плоскости под 

действием сил тяжести 1P


, 2P


, сил 1F


, 2F


 и пары сил с моментом М. Направле-

ния действия сил 1F


, 2F


 и наклон плоскости  (если он есть) определяются уг-

лами   или  , показанными на схемах механизмов.   

Радиус однородного диска r. Радиусы ступеней ступенчатого диска R и r. 

Радиус инерции ступенчатого диска относительно оси, проходящей через 

центр масс перпендикулярно плоскости движения, равен zi .  

1. Найти ускорение центра масс диска 2.  

2. Найти реакцию опоры диска 2 на плоскость (её нормальную составля-

ющую и силу сцепления диска с плоскостью).  

Варианты задания приведены на рис. 5.5, 5.6, исходные данные пред-

ставлены в табл. 5.2. 
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Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 
 

 
 

 

 

 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 
 

 
 
 

 

 

 
Вариант № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 

 

 

 

 

 

 
Рис. 5.5. Задание Д5. Исследование движения механической системы  

с применением теоремы об изменении кинетической энергии.  
Варианты задания 1 – 6, 11 – 16, 21 – 26 
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Окончание  вариантов задания Д5 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 
 

 
 

 

 

 

 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты  10, 20, 30 
 
 

 

 

 
 

 
Рис. 5.6. Задание Д5. Исследование движения механической системы  

с применением теоремы об изменении кинетической энергии.  
Варианты задания 7 – 10, 17 – 20, 27 – 30 

 
Таблица 5.2 

 

Исходные данные задания Д5. Исследование движения механической системы  
с применением теоремы об изменении кинетической энергии 

 
Номер 

варианта 
задания 

Р1, Н Р2, Н F1, Н F2, Н М, 
Н·м 

 , 
 град 

 , 
 град 

R, м r, м iz, м 

1 10 20 15 20 25 30 60 0,4 0,3 0,3 
2 20 30 10 20 20 60 30 0,6 0,3 0,4 
3 10 15 12 20 25 60 60 1,2 0,6 0,8 
4 12 25 20 25 35 30 30 1,5 0,5 1,2 
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Окончание табл. 5.2 
Номер 

варианта 
задания 

Р1, Н Р2, Н F1, Н F2, Н М, 
Н·м 

 , 
 град 

 , 
 град 

R, м r, м iz, м 

5 15 20 10 20 30 60 30 0,8 0,4 0,7 
6 18 20 18 22 22 45 60 1,2 0,4 0,9 
7 15 25 10 8 20 45 45 0,9 0,6 0,7 
8 25 22 10 12 30 45 60 1,0 0,8 0,9 
9 12 25 18 10 32 30 30 0,8 0,6 0,7 
10 10 15 8 10 28 60 30 1,4 0,7 1,2 
11 15 22 20 25 30 60 45 0,6 0,4 0,5 
12 20 25 15 40 30 30 60 0,8 0,4 0,6 
13 10 20 10 25 30 45 30 1,0 0,5 0,9 
14 12 15 18 15 25 30 30 0,9 0,3 0,8 
15 20 25 20 20 30 45 60 1,0 0,5 0,8 
16 10 15 10 15 16 60 45 1,2 0,4 1,1 
17 18 25 12 10 30 30 30 1,5 0,9 1,3 
18 25 20 10 15 20 60 60 0,8 0,5 0,7 
19 12 25 10 10 32 60 60 1,2 0,9 1,1 
20 15 20 8 20 25 30 45 0,8 0,4 0,7 
21 10 25 25 15 30 45 30 0,7 0,5 0,6 
22 18 20 20 20 35 60 45 1,4 0,7 0,9 
23 10 15 10 30 30 30 30 1,4 0,7 0,8 
24 10 15 12 20 20 30 30 1,2 0,4 0,8 
25 12 18 20 18 30 60 30 1,2 0,6 1,1 
26 10 12 12 15 15 30 30 0,9 0,3 0,8 
27 15 22 10 12 20 45 60 0,8 0,6 0,7 
28 22 20 8 16 8 30 45 0,6 0,2 0,4 
29 18 25 10 8 32 60 60 1,2 0,8 1,1 
30 20 25 8 20 28 30 30 0,8 0,4 0,6 

 

Пример выполнения задания Д5. Исследование движения механической 
системы с применением теоремы об изменении кинетической энергии  

 
Механическая система состоит из ступенчатого и однородного дисков, 

соединённых невесомым стержнем (рис. 5.7). Система движется в вертикаль-

ной плоскости под действием сил тяжести, сил 1F


, 2F


 и пары сил с момен-

том М. Направления действия сил 1F


, 2F


 определяются углами   и  .  

Диск 1 вращается вокруг неподвижной оси О1. Диск 2 катится прямоли-

нейно по горизонтальной поверхности. Качение диска 2 без проскальзывания. 
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Невесомый стержень, соединяющий диски, расположен горизонтально. Сколь-

жение между стержнем и дисками отсутствует. 

 Определить ускорение центра 

масс диска 2, угловое ускорение 

дисков, усилие в стержне, динами-

ческую реакцию шарнира О1, реак-

цию опоры диска 2 (её нормальную 

составляющую и силу сцепления 

диска с поверхностью качения), ес-

ли модули сил тяжести 1P  = 40 Н, 

2P = 60 Н, модули сил 1F  = 80 Н, 2F  = 30 Н, величина момента М = 35 Н·м, уг-

лы наклона сил   = 30°,   = 45°, радиусы дисков R = 0,8 м, r = 0,6 м, радиус 

инерции диска 2 zi  = 0,4 м. 

Решение 

Предположим, что во время движения системы диск 1 вращается по ходу 

часовой стрелки. Угловые скорости 1 и 2  дисков 1 и 2 и скорость центра 

масс диска 2 показаны на рис. 5.8.   

На диск 1 действуют силы: 

1F


, сила тяжести 1P


 и реакция 

шарнира 1O , разложенная на со-

ставляющие 1X


, 1Y


. На диск 2:  

сила 2F


, сила тяжести 2P


, пара 

сил с моментом М, нормальная 

реакция опоры N


 и сила сцепле-

ния диска 2 с поверхностью сцF


. Направления действия сил показаны на 

рис. 5.8.  

 

Рис. 5.7. Схема движения 
механической системы 

 

Рис. 5.8. Расчетная схема 
для исследования движения системы 
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Для решения задачи воспользуемся теоремой об изменении кинетической 

энергии системы в дифференциальной форме. По условию задачи рассматрива-

емая система неизменяемая и, следовательно, сумма мощностей внутренних 

сил равна нулю. В этом случае теорема об изменении кинетической энергии 

системы принимает вид   )( e
kFN

dt

dT 
, где Т – энергия системы в текущем 

положении;  )( e
kFN


 – суммарная  мощность внешних сил. 

Найдём кинетическую энергию системы и выразим её через скорость 

центра масс диска 2.  

Кинетическая энергия вращательного движения диска 1:  
2
11 12

1
 zOJT , 

где 1 – угловая скорость диска 1; 
1zOJ  – осевой момент инерции диска 1, 

2

2
1

1

rm
J zO  . Диск 2 движется плоскопараллельно. Его кинетическая энергия 

определяется по формуле: 2
2

2
22 2

1

2

1
 zCC JVmT , где CV , 2  – скорость центра 

масс и угловая скорость диска 2; zCJ  – момент инерции ступенчатого диска 2 

относительно оси z, проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости 

диска, 2
2 zzC imJ  .  

У диска 2 мгновенный центр скоростей находится в точке касания его с 

неподвижной поверхностью (точка К на рис. 5.8). Тогда скорость точки С 

определяется по формуле CKVC  2 = r2 , откуда 
r

VC2 . Скорость точки 

А AKVA  2 = r22 , или CA VV 2 .  

Так как нет проскальзывания между стержнем и дисками, скорость точки  

А на диске 2 равна скорости точки В на диске 1, причём rVB 1 . Приравнивая 

скорости AB VV  , найдем 
r

VC2
1  .  
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С учетом найденных зависимостей кинетические энергии дисков 1 и 2 и 

суммарная энергия системы имеют вид 

2
11 12

1
 zOJT  = 

22
1 2

22

1








r

V

g

rP C = 21
CV

g

P
; 

2
2

2
22 2

1

2

1
 zCC JVmT    = 

2
2222

2

1

2

1








r

V
i

g

P
V

g

P C
zC ;        

21 TTT   =  21
CV

g

P
 + 2

C2

2
2 1

2

1
V

r

i

g

P z










 . 

Производная по времени от кинетической энергии системы  

dt

dT
 = 
























2

2
21 1

2
2

r

i

g

P

g

P

dt

dV
V zC

C . 

Найдем сумму мощностей внешних сил. Отметим, что мощности силы 

тяжести 1P


 и сил реакции 1X


, 1Y


 подшипника О1 равны нулю, так как нет пере-

мещения точек приложения этих сил. Мощности сил N


 и сцF


– нормальной ре-

акции опоры диска 2 и силы сцепления диска с плоскостью также равны нулю, 

так как точкой приложения этих сил является мгновенный центр скоростей 

диска 2, скорость которого равна нулю. Мощность силы 2P


 равна нулю, так как 

угол между вектором силы и скоростью точки приложения силы – точки С – 

равен 90° (см. рис. 5.8). Для определения мощности силы 2F


, приложенной к 

диску 2, воспользуемся формулой расчета мощности силы при плоскопарал-

лельном движении тела. Выберем в качестве полюса точку К – мгновенный 

центр скоростей диска 2, скорость которого KV = 0 (см. рис. 5.8). В этом случае 

мощность силы 2F


 равна: 22 )( 


KMFN  = 22  KhF , где )( 2FMM KK


  – 

вектор момента силы 2F


 относительно центра К; 2


, 2  – вектор и модуль уг-

ловой скорости диска 2; Kh  – плечо силы 2F


 относительно центра К. Мощ-
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ность силы 2F


 отрицательная, так как направление момента силы 2F


 относи-

тельно точки К противоположно направлению угловой скорости диска 2.  

В результате, мощность силы 2F


: 

)( 2FN


 = 22  KhF  = 22 )cos60(  rRF = 





 

r

R
VF C 2

1
2 . 

 Здесь 60cosrRSKESEKhK   (см. рис. 5.8).  

Заметим, что для вычисления мощности силы F2 можно использовать в 

качестве полюса центр масс диска – точку С. Имеем:  

2222 )()( 


FMVFFN CC = 222 120cos  RFVF C
 = 






 

r

R
VF C 2

1
2 . 

Момент М направлен в сторону вращения диска 2. Его мощность поло-

жительная: 
r

V
MMMN C 2)( . Мощность силы 1F


, приложенной в точке D, 




cos45)( 11 DVFFN   = 21 CVF . Здесь учтено очевидное равенство CAD VVV 2  

(см. рис. 5.8).  

Суммарная мощность внешних сил: 

 )( eFN  = 





 

r

R
VF C 2

1
2 +

r

V
M C + 21 CVF .  

В результате теорема об изменении кинетической энергии системы при-

водится к виду  
























2

2
21 1

2
2

r

i

g

P

g

P

dt

dV
V zC

C = 





 

r

R
VF C 2

1
2 +

r

V
M C + 21 CVF , 

откуда ускорение центра масс диска 2:  

dt

dV
a C

C   = 





























 





 

2

2

21

12

12

2
2

1

r

i
PP

gF
r

M

r

R
F

z

. 

Подставляя исходные данные задачи, получим: Ca = 6,85 м/с2. 
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Для определения углового ускорения диска 2 продифференцируем по 

времени равенство 
r

V

CK

V CC 2 . Дифференцирование здесь допустимо, так 

как во время движения диска 2 расстояние от точки С до мгновенного центра 

скоростей диска 2 – точки К – не меняется.   

Найдем 2 = 
r

VC


 2  = 
r

aC  = 11,42 рад/с2. Угловое ускорение диска 1 

находится путём дифференцирования равенства 

21 2 . Имеем: 21 2 = 22,84 рад/с2.  

Для того чтобы определить реакцию стержня, 

освобождаемся от стержня, заменяем его реакцией H


 

и составляем уравнения движения дисков 1 и 2.  

Силы, действующие на диск 1 во время движе-

ния, показаны на рис. 5.9. Уравнение вращательного 

движения диска 1 в алгебраической форме: 

)(11  e
kzzO FMJ


, где 1  – угловое ускорение диска; 
1zOJ  – момент инерции 

диска 1 относительно оси z, проходящей через точку О1 перпендикулярно 

плоскости диска, 
2

2
1

1

rm
J zO  ;  )(

1

e
kzO FM


 – сумма моментов внешних сил 

относительно оси z. 

Считая моменты сил положительными, если они создают поворот диска в 

сторону его вращения, составим сумму моментов внешних сил относительно 

оси z:  )(
1

e
kzO FM


= HrrF cos451 . В результате уравнение вращательного 

движения диска 1 принимает вид:   1

2
1

2


g

rP
= HrrF cos451 . 

Подставляя в уравнение исходные данные задачи с учетом найденного 

значения углового ускорения диска 1 1  = 22,84 рад/с2, найдем реакцию стерж-

ня Н = 28,63 Н.  

 

Рис. 5.9. Силы, 
действующие на 
диск 1 во время 

движения 
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Для определения динамической реакции шарнира О1 диска 1 применим 

теорему о движении центра масс. Выберем оси координат xO1  и yO1 , как      

показано на рис. 5.9, и составим уравнение движения центра масс диска 1 в 

проекциях на оси координат с учётом  того, что сам центр масс неподвижен и 

его ускорение равно нулю.  

Получим систему: 

045sin11  FXH ,  0cos45111  FPY . 

Отсюда, с учётом найденной величины усилия в стержне Н = 28,63 Н, 

находим составляющие динамической реакции 

шарнира: X1 = 27,94 H, Y1 = 96,57 H. Полная ре-

акция шарнира 2
1

2
11

YXRO  =100,53 Н.  

Для определения величины силы сцепления 

диска 2 с поверхностью качения и нормальной 

составляющей реакции опоры диска используем 

теорему о движении центра масс. Силы, прило-

женные к диску 2, и выбранная система коорди-

нат хСу показаны на рис. 5.10. Уравнения движе-

ния центра масс диска 2 в проекциях на оси  x, y  имеют вид: 

60cos2сц2 FFHam C  ; 

NPF  22cos300  . 

С учетом найденных значений реакции стержня Н = 28,63 Н и ускорения 

центра масс диска 2 Ca = 6,85 м/с2, находим силу сцепления и нормальную ре-

акцию опоры: сцF  = 28,27 Н, N  = 85,98 Н.  

Полная реакция опоры 2
сц

2 FNRK  = 90,51 Н. 

 

 

Рис. 5.10. Силы, действующие 
на диск 2 во время движения 
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6. АНАЛИТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА 
 

6.1. Принципы механики. Общее уравнение динамики 

 
Силой инерции материальной точки называют векторную величину, мо-

дуль которой равен произведению массы точки на модуль её ускорения, 

направленную противоположно этому ускоре-

нию amR


и , где m – масса точки; a


 – вектор 

ускорения точки. 

При поступательном движении тела с 

ускорением центра масс сa


 система сил инер-

ции, приложенных к каждой точке тела, приводится  к  главному вектору сил 

инерции иR


, равному по величине сmaR и , приложенному в центре масс те-

ла и направленному  в сторону, противоположную ускорению сa


 (рис. 6.1). 

При вращении тела вокруг неподвижной оси z, проходящей через  центр 

масс, главный вектор сил инерции, приведённый к центру масс тела, обращает-

ся в нуль (так как ускорение центра масс равно нулю). Таким образом, система 

сил инерции приводится к паре сил с моментом 

иM


, равным главному моменту сил инерции от-

носительно оси вращения. Величина главного мо-

мента сил инерции  zJM и , где zJ – момент 

инерции тела относительно оси z;   – угловое 

ускорение тела. Направлен главный момент сил 

инерции в сторону, противоположную угловому ускорению (рис. 6.2). 

При плоскопараллельном движении тела с ускорением центра масс сa


 и 

угловым ускорением   система сил инерции, приложенных к каждой точке те-

ла,  приводится к силе иR


, равной главному вектору сил инерции, и паре  сил с 

моментом иM


, равным  главному моменту сил инерции относительно оси,  

 
Рис. 6.2. Главный момент 
сил инерции при враще-
нии тела вокруг оси, про-
ходящей через центр масс 

 
Рис. 6.1. Главный вектор сил 
инерции при поступательном 

движении твердого тела 
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проходящей через центр масс тела перпендикулярно плоскости движения 

(рис. 6.3). Главный вектор сил инерции равен по модулю произведению массы 

тела на ускорение его центра масс: сmaR и , при-

ложен в центре масс тела и направлен в сторону, 

противоположную ускорению сa


 центра масс. 

Главный момент сил инерции равен по величине 

произведению момента инерции тела относительно 

оси, проходящей через центр масс перпендикуляр-

но плоскости движения, на угловое ускорение тела: 

 сJM и , где сJ  – момент инерции тела. Направлен главный момент сил 

инерции в сторону, противоположную угловому ускорению (см. рис. 6.3). 

Принцип Даламбера для системы. Если в любой момент времени к 

каждой из точек системы кроме действующих на нее внешних и внутренних 

сил присоединить соответствующие силы инерции, то полученная система сил 

будет уравновешенной. Принцип Даламбера даёт возможность составлять 

уравнения движения механической системы в виде уравнений равновесия:  

0и  RF e
k


,  0)( и  O

e
kO MFM


, 

где e
kF


 – внешние силы, приложенные к системе; иR


 – главный вектор сил 

инерции; )( e
kО FM


 – момент внешних сил, приложенных к системе, относи-

тельно произвольного центра О; и
OM


 – главный момент сил инерции относи-

тельно центра О. 

Силы, действующие на систему, можно подразделить на активные и ре-

акции связей. Идеальными связями в механической системе называют такие 

связи, для которых  сумма элементарных работ их реакций  на любом возмож-

ном перемещении равна нулю.  

Принцип возможных перемещений. Для равновесия механической си-

стемы с идеальными связями необходимо и достаточно, чтобы сумма              

  
Рис. 6.3. Главный вектор   

и главный момент сил 
инерции при плоскопа-
раллельном движении  

твердого тела 
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элементарных работ всех активных сил, приложенных к точкам системы, была 

равна нулю на любом возможном перемещении системы: )( акт kFA


 = 0, где 

)( акт
kFA


  – элементарная работа активных сил на  возможном перемещении. 

Совместное применение принципа Даламбера и принципа возможных 

перемещений приводит к формулировке общего уравнения динамики. 

Общее уравнение динамики. При движении механической системы с 

идеальными связями  в каждый момент времени сумма элементарных работ 

всех приложенных активных сил и сил инерции на любом возможном переме-

щении равна нулю: 0)()( иакт   kk RAFA


, где )( акт
kFA


 , )( и
kRA


  – элемен-

тарные работы активных сил и сил инерции, приложенных к системе, на её 

возможном перемещении. 

При вычислении  элементарных работ активных сил и сил инерции ис-

пользуют обычные формулы для вычисления работы сил на элементарном пе-

ремещении точек их приложения. При этом переменные силы на элементарном 

перемещении точек их приложения считаются постоянными. 

 

6.2. Задание Д6. Исследование механической системы  

с применением общего уравнения динамики  
 

Механическая система с идеальными связями включает груз и два диска 

– однородного радиусом  R или r и ступенчатого. Ступенчатый диск состоит из 

двух одноосных цилиндров радиусом R и r. Радиусы дисков указаны на схеме. 

Тела соединены нерастяжимыми нитями или невесомыми стержнями. Система 

движется в вертикальной плоскости из состояния покоя под действием сил тя-

жести,  постоянной силы F


, а также пары сил с переменным моментом М. 

Направление действия силы F


 и наклон плоскости движущихся тел определя-

ются углами   и  . Радиус инерции ступенчатого диска относительно оси, 

проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости движения, равен zi .  
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Качение дисков без проскальзывания. Скольжение между невесомым 

стержнем и дисками отсутствует. Движение грузов по плоскости без трения. 

Нити и стержни, соединяющие груз и диски, параллельны соответствующим 

плоскостям, по которым двигаются тела.  

Найти уравнение движения центра масс диска 3. Определить реакцию 

шарнира диска 2 в момент времени t  = 1 с.  

Варианты задания приведены на рис. 6.4, 6.5. Исходные данные выбира-

ются из табл. 6.1.  
 

Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

Варианты  3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 

 

 

 

 
 

 
Рис. 6.4. Задание Д6. Исследование движения механической системы  

с применением общего уравнения динамики.  
Номера вариантов задания 1 – 4, 11 – 14, 21 – 24 
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Окончание вариантов задания Д6 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

Варианты № 7, 17, 27  Варианты № 8, 18, 28 
 
 

 

 

 
 

 
 

 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 

 
 

 

 

 
Рис. 6.5. Задание Д6. Исследование движения механической системы  

с применением общего уравнения динамики.  
Номера вариантов задания 5 – 10, 15 – 20, 25 – 30 
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Таблица 6.1 

Исходные данные задания Д6. Исследование движения механической системы  
с применением общего уравнения динамики 

 

Номер  
варианта 
задания 

Р1, Н  Р2, Н Р3, Н  F, Н  М, Н·м   , град   , град  R, м  r, м  iz, м  

1 10 20 8 20 3(2+t2) 30 60 0,6 0,3 0,4 
2 10 22 15 15 4(t+3) 30 30 0,8 0,4 0,6 
3 5 18 10 6 8(t2+1) 90 30 0,4 0,3 0,3 
4 5 22 10 5 14(t2+t+1) 30 – 0,6 0,5 0,6 
5 5 20 16 9 3(t2+4) 45 60 0,6 0,3 0,5 
6 10 16 14 15 4(5+t) 60 30 1,0 0,6 0,8 
7 6 20 20 8 9(3t2+2) 45 – 0,8 0,6 0,8 
8 16 25 15 12 5(t2+4) 30 60 1,2 0,6 0,8 
9 5 20 12 8 4(3+5t) 60 30 0,6 0,4 0,5 
10 6 25 8 10 5(3t+6) 30 – 1,0 0,8 0,9 
11 4 22 8 15 2+ t2 45 45 0,8 0,4 0,6 
12 15 18 15 10 5(t+3) 30 60 1,0 0,5 0,7 
13 6 20 10 4 5(t2+2) 30 60 0,6 0,5 0,4 
14 10 25 15 8 16(t+2) 60 – 0,8 0,6 0,7 
15 8 18 20 10 6(t+2) 30 90 1,2 0,6 1,0 
16 8 18 12 12 5(3+t2) 90 60 0,8 0,6 0,7 
17 5 20 10 10 2t2+20 60 – 0,9 0,6 0,8 
18 20 15 20 15 3(t+4) 60 30 0,8 0,4 0,7 
19 8 20 12 10 4(3+t) 45 45 1,2 0,4 0,8 
20 12 20 10 6 6(3t+4) 45 – 1,0 0,6 0,9 
21 15 25 12 12 6+t2 60 60 0,6 0,3 0,5 
22 20 22 18 15 2(2t+9) 45 45 0,8 0,4 0,6 
23 8 24 12 8 7(3t2+2) 30 45 0,8 0,5 0,6 
24 12 20 18 10 6(t+4) 90 – 0,5 0,3 0,4 
25 5 20 12 12 9(2+t2) 60 30 1,4 0,7 1,2 
26 10 12 10 8 6(2+t) 30 45 1,2 0,8 0,9 
27 6 18 16 14 8(2t2+3) 30 – 0,8 0,2 0,6 
28 10 20 20 20 3(t2+3) 45 30 0,6 0,3 0,5 
29 10 18 8 12 5(4+t+ t2) 30 60 1,2 0,8 0,9 
30 8 18 10 15 8(t2+5) 60 – 1,0 0,8 0,9 

 

Пример выполнения задания Д6. Исследование движения механической 
системы с применением общего уравнения динамики 

  
Механическая система состоит из груза 1, движущегося поступательно, 

ступенчатого диска 2 (каток), катящегося по неподвижной поверхности цилин-
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дрической ступенькой, и однородного диска 3 (блок), вращающегося вокруг 

неподвижной оси, проходящей через центр масс блока (рис. 6.6). Качение кат-

ка 2 без проскальзывания, скольжение 

груза 1 – без трения. Движение си-

стемы происходит под действием сил 

тяжести, силы F


, приложенной к гру-

зу 1 и пары сил с моментом М, при-

ложенной к диску 3.  

Найти уравнение движения 

центра масс катка 2 если движение 

системы началось из состояния покоя. 

Определить реакцию шарнира диска 3 в момент t  = 1 с, если: P1 = 10 Н; 

P2 = 20 Н; P3 = 15 Н; F = 5(t+1) Н; )2(16 tM   Н·м; R2 = 0,8 м; r2  = 0,2 м; 

R3 = 0,4 м; i2С = 0,6 м.    

Решение 

В рассматриваемой механической системе активными силами являются 

силы тяжести 

P1, 2P


, 3P


, сила F


 и пара сил с моментом М (рис. 6.7).  Связи 

идеальные, так как  скольжение груза 1 происходит по гладкой поверхности 

без трения, качение диска 2 без проскальзывания, а ось вращения блока 3 непо-

движна.  

Предположим, направление движения в системе задаёт пара сил с момен-

том М, приложенная к блоку 3. Обозначим 3 , 3  – угловая скорость  и угло-

вое ускорение блока 3, CV , Ca  – скорость и ускорение центра масс катка 2, 1V ,  

1a – скорость и ускорение груза 1. Направления векторов скоростей и ускоре-

ний точек и угловых скоростей и ускорений тел в соответствии с выбранным 

направлением движения системы показаны на рис. 6.7. 

Общее уравнение динамики имеет вид: 

0)()( иакт   kk RAFA


. 

 

Рис. 6.6. Схема движения механической 
системы 



 131

 Присоединим к телам системы силы инерции. Груз 1 движется поступа-

тельно. Главный вектор сил инерции груза 1 и
1R


 приложен в центре масс груза 

и направлен в сторону, противоположную ускорению 1a


 груза 1. Модуль глав-

ного вектора сил инерции гру-

за 1 и
1R  = m1a1, где m1 – масса 

груза 1; 1a  – величина ускоре-

ния груза 1. 

Система сил инерции 

катка 2, приводятся к силе, 

равной главному вектору сил 

инерции и
2R


, приложенному в 

центре масс катка 2, и паре 

сил с моментом, равным глав-

ному моменту сил инерции 

и
2M


 относительно оси, прохо-

дящей через центр масс перпендикулярно плоскости движения.  Главный век-

тор сил инерции направлен в сторону, противоположную ускорению Ca


, и со-

ставляет и
2R  = m2 aС , где m2 – масса катка 2; Ca  – величина ускорения центра 

масс. Главный момент сил инерции: 22
и
2  CJM , где CJ2  – момент инерции 

катка 2 относительно оси, проходящей через центр масс перпендикулярно 

плоскости движения; 2 – угловое ускорение катка 2. Направлен главный мо-

мент сил инерции и
2M  в сторону, противоположную угловому  ускорению 2.  

Главный вектор сил инерции, приложенных к блоку 3 и приведённых к 

центру масс блока, равен нулю, так как блок вращается вокруг неподвижной 

оси, проходящей через центр масс, и ускорение центра масс блока равно нулю. 

В результате силы инерции блока 3 приводятся к паре сил, момент которой ра-

 

Рис. 6.7. Расчётная схема исследования движения  
механической системы 
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вен главному моменту сил инерции и
3M


 относительно оси вращения. Главный 

момент сил инерции блока 3 равен по величине 33
и
3  OJM , где OJ3  – момент 

инерции блока 3 относительно оси вращения; 3  – угловое ускорение блока 3, 

и  направлен  в сторону, противоположную угловому ускорению 3 . Главные 

векторы и главные моменты сил инерции показаны на рис. 6.8.  

Определим кинематические соотношения между скоростями точек си-

стемы и выразим их через скорость CV  центра масс катка 2. Каток 2 катится по 

неподвижной поверхности без скольжения. Мгновенный центр скоростей катка 

находится в точке K касания катка с поверхностью (см. рис. 6.7). Угловая ско-

рость катка 2 
2

2 r

V

СK

V СC  . Скорость точки А катка 2: 

 2222 rRAKVA  =
2

22

r

rR
VC


. Скорость точки Е блока 3 равна скоро-

сти точки А катка 2, AE VV  . Тогда угловая скорость блока 3:  

3
3 R

VE  = 
3R

VA  = 
23

22 )(

rR

rR
VC


.  

Скорость груза 1 равна скорости точки D катка 2: 

 22221 rRDKVV D   = 
2

22 )(

r

rR
VC


. 

Соотношения между ускорениями определяются путем дифференциро-

вания установленных кинематических равенств: 

2

22
1

)(

r

rR
aa C


 ,   

2
2 r

aС ,   
23

22
3

)(

rR

rR
aC


 . 

Для того чтобы найти соотношения между перемещениями, выразим ки-

нематические равенства между скоростями в дифференциальном виде  и, пола-

гая, что действительное перемещение является  возможным, т. е. sds  , 

d , получим соотношения между возможными перемещениями: 
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2

22
1

)(

r

rR
ss C


 ,  

2
2 r

sС
 ,  

23

22
3

)(

rR

rR
sC


 . 

Сообщим системе возможное перемещение, совпадающее с действитель-

ным. Элементарная работа реакций связи на любом возможном перемещении 

системы равна нулю, так как связи в системе идеальные.  

Найдем элементарные работы активных сил и выразим их через  переме-

щение центра масс катка 2. Прежде заметим, что элементарные работы сил тя-

жести груза 1 и катка 2  равны нулю, так как направления перемещений точек 

приложения этих сил перпендикулярны векторам сил:  




cos90)( 111 sPPA  = 0, 


cos90)( 22 CsPPA  = 0. 

Элементарная работа силы тяжести блока 3 равна нулю, так как точка 

приложения силы тяжести блока 3 не перемещается: )( 3PA


 = 0. 

Элементарная работа пары сил с моментом М, приложенных к блоку 3: 

А )(M


 = М3 = 
23

22 )(

rR

rR
sM C


 . 

Элементарная работа силы F


:  




0cos15)( 1sFFA   = 0cos3
)(

2

22

r

rR
sF C


 . 

Сумма элементарных работ всех активных сил: 

)( акт kFA


= )(MA


  + )(FA


 = 
23

22 )(

rR

rR
sM C


  – 0cos3

)(

2

22

r

rR
sF C


  = 

= 















2,04,0

2,00,8
)21(6 t  – Cst 











 
 866,0

2,0

2,00,8
)1(5  = Cst  ),3568(23,35 . 

 Определим модули главных векторов и главных моментов сил инерции  в 

зависимости от ускорения Ca  центра масс катка 2: 

и
1R  = m1a1 = 1

1 a
g

P
 = Ca

gr

rRP

2

221 )( 
,   CamR 2

и
2   =  

g

aP C2 , 

2
2
2222

и
2  CC imJM = 

2

2
2

2

r

a
i

g

P С
C , 
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33
и
3  OJM  = 3

2
33

2


Rm
 = Ca

rR

rR

g

RP

23

22
2
33 )(

2


= Ca

gr

rRRP

2

2233

2

)( 
, 

где CJ2  – момент инерции катка 2 относительно оси, проходящей через его 

центр масс перпендикулярно плоскости движения, 2
222 CC imJ  ; Ci2  – радиус 

инерции катка 2; OJ3  – момент инерции блока 3 относительно оси вращения, 

проходящей через его центр масс, 
2

2
33

3
Rm

J O  . 

Найдем элементарные работы сил инерции на возможном перемещении 

системы и выразим их в зависимости от перемещения Cs  центра масс катка 2: 




0cos18)( 1
и
1

и
1 sRRA  = C

C s
gr

arRP





2
2

2
221 )(

;  




cos180)( и
2

и
2 СsRRA   = Cs

g

aP
 C2 , 2

и
2

и
2 )(  MMA


 = – C

С s
gr

aiP


2
2

2
22 ; 

3
и
3

и
3 )(  MMA


= C

C s
gr

arRP





2
2

2
223

2

)(
. 

Сумма элементарных работ сил инерции:  

)( и kRA


 = C
C s

gr

arRP





2
2

2
221 )(

 Cs
g

aP
 C2  – C

С s
gr

aiP


2
2

2
22  – C

C s
gr

arRP



2

2

2
223

2

)(
 = 

= – 
g

sa CC 


 
2

2

2,0

)2,0(0,810
 + 20 + 

2

2

2,0

6,020 
 +  








2

2

2,02

)2,0(0,815
  =  – 52,75 CC sa  , 

где g = 9,81 м/с2. 

С учетом проделанных вычислений общее уравнение динамики прини-

мает вид:  

)()( иакт   kk RAFA


= Cst  ),3568(23,35 – 52,75 CC sa   = 0, 

откуда ускорение центра масс катка 2:  

taC ,291,440  . 
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Выберем ось x по направлению движения центра масс катка 2 (см. рис. 6.7). 

Проектируя вектор Ca


 ускорения точки С  на ось х, получим дифференциальное 

уравнение txa CC ,291,440   . Интегрируя дважды это уравнение, найдём закон 

движения: 21

32

6
,291

2
,440 CtC

tt
xC  . Подставляя сюда начальные условия: 

t = 0, 0CV , 0Cx , найдём константы интегрирования: 021 CC . Оконча-

тельно уравнение движения центра масс диска 2 представим в виде: 

32 ,210,220 ttxC  . 

Рассмотрим вращательное движение блока 3, освободив его от связей. На 

блок действуют сила тяжести 3P


, реакция подшипника, разложенная на состав-

ляющие 3X


, 3Y


, пара сил с моментом М и ре-

акция нити 3H


 (см. рис. 6.8). Реакция нити, 

равная силе натяжения нити, приложена к 

блоку 3, направлена вдоль нити, связывающей 

каток 2 и блок 3. Присоединим к блоку 3 силы 

инерции. Направления сил, моментов пар сил 

и главного момента сил инерции, действую-

щих на блок 3, показаны на рис. 6.8.  

По принципу Даламбера система сил, приложенных к блоку 3, включая 

силы инерции, находится в равновесии. Составим уравнение  равновесия  в ви-

де равенства нулю суммарного момента всех сил (включая силы инерции) от-

носительно оси вращения. Получим  0и
333  MRHM , где  33

и
3  OJM  = 

= 
2

2233

2

)(

gr

arRRP C
. Из уравнения находим величину натяжения нити: 

2

223

3
3 2

)(

gr

arRP

R

M
H C

  = ),291,440(
2

)()2(16

2

223

3

t
gr

rRP

R

t






 = t,0427,9913  .  

В момент времени t = 1 с натяжение нити: Н3 = 41,04 Н. 

 

Рис. 6.8. Расчётная схема  
определения натяжения нити 
и реакции шарнира блока 3 
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Так как главный вектор сил инерции блока 3 равен нулю, то составлен-

ные по принципу Даламбера уравнения равновесия блока 3 в виде проекций  

сил на вертикальную и горизонтальную оси содержат только внешние силы. 

Имеем: 033  HX ,  033  PY  (см. рис. 6.8). Отсюда находим составляющие 

реакции шарнира блока 3 в момент времени t = 1 с: 33 HX  = – 41,04 Н, 

33 PY  = 15 Н. Отрицательное значение горизонтальной составляющей реакции 

шарнира 3X  означает её противоположное направление.   

Полная реакция  шарнира 2
3

2
33 YXR  =  43,69 Н. 

 

6.3. Уравнения Лагранжа II рода 
 
Обобщенными координатами механической системы называется сово-

купность любых s независимых параметров sq...qq ,,, 21 , однозначно опреде-

ляющих положение системы в любой момент времени.  

Если системе сообщить возможное перемещение, при котором все обоб-

щенные координаты изменяются на элементарные (бесконечно малые) величи-

ны sq...qq  ,,, 21 , называемые вариациями обобщенных координат, то все 

действующие активные силы совершат элементарную работу, которая может 

быть представлена в виде sqQ...qQqQA s  2211 . Величина kQ ,  

равная коэффициенту при вариации kq  обобщенной координаты, называется 

обобщенной силой, соответствующей данной обобщенной координате. Расчет 

обобщенных сил осуществляется  путем последовательного придания системе 

возможных перемещений, при которых варьируется только одна из обобщен-

ных координат, а вариации остальных координат равны нулю. 

Для материальной системы с идеальными связями дифференциальные 

уравнения движения в обобщенных координатах  – уравнения Лагранжа II 

рода – имеют вид: 
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k
kk

Q
q

T

q

T

dt

d

















,   k = 1, 2, … , s, 

где  Т – кинетическая энергия системы; sq...qq ,,, 21  – обобщенные координа-

ты; sq...qq  ,,, 21 – обобщенные скорости; s – число степеней свободы системы. 

 
6.4. Задание Д7. Исследование механической системы с одной степенью 

свободы с применением уравнений Лагранжа 
 

Механическая система состоит из трёх тел – бруса 1, блока 2, катка 3 и 

невесомой пружины жесткостью с. Брус 1, соединяющий каток 3 с блоком 2, 

расположен параллельно линии качения катка 3. Радиусы ступеней ступенчато-

го диска и радиус однородного диска указаны на схеме.  

Качение катка 3 происходит без проскальзывания. Скольжение между 

брусом и дисками отсутствует. В задачах, где пружина соединяется с блоком 2, 

передача движения блоку 2 производится посредством невесомого стержня без 

скольжения.  

Радиус инерции ступенчатого диска относительно оси, проходящей через 

его центр масс перпендикулярно плоскости движения, равен iz.  

Система движется в вертикальной плоскости под действием сил тяжести 

1P


, 2P


, 3P


, силы F


 и пары сил с моментом  М. 

Определить  закон движения бруса 1 и закон угловых колебаний блока 2, 

если в начальный момент пружина находилась в нерастянутом состоянии, а 

блоку 2 придали угловую скорость 20 , направленную в сторону заданного 

момента пары сил.  

Варианты заданий даны на рис. 6.9,  6.10.  Варианты исходных данных в 

табл. 6.2.  Отрицательные значения величин F или М в табл. 6.2 означают, что 

при заданных модулях силы или момента направление вектора силы F


 или 

момента М на схеме следует изменить на противоположные. 
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Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 
 
 

 
 

 

 

 
 
 

 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 
 
 

 

 

 
 

 
 

 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 
 

 
 

 

 
 
 
 

 

 
Рис. 6.9. Задание Д7. Исследование движения механической системы  

с одной степенью свободы. Номера вариантов задания  1 – 6, 11 – 16, 21 – 26 
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Окончание вариантов задания Д 7 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 
 

 
 

 
 
 
 

 

 
Рис. 6.10. Задание Д7. Исследование движения механической системы  

с одной степенью свободы. Номера вариантов задания  7 – 10, 17 – 20, 27 – 30 
 

Таблица 6.2 
 

Исходные данные задания Д7. Исследование движения механической системы  
с одной степенью свободы с применением уравнений Лагранжа 

 

Номер  
варианта 
задания 

Р1, Н  Р2, Н Р3, Н  F, Н  М, 
Н·м  

с,  
Н/м   

20 , 

рад/с  
R, м  r, м  iz, м  

1 8 12 18 15 3 50 0,3 0,6 0,3 0,4 
2 10 8 15 12 5 55 0,4 0,8 0,5 0,6 
3 5 18 10 8 4 60 0,2 0,5 0,3 – 
4 5 20 12 10 6 70 0,5 0,6 0,5 0,6 
5 5 8 16 8 8 65 0,2 0,6 0,3 – 
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Окончание табл. 6.2 
Номер  

варианта 
задания 

Р1, Н  Р2, Н Р3, Н  F, Н  М, 
Н·м  

с,  
Н/м   

20 , 

рад/с  
R, м  r, м  iz, м  

6 8 10 14 6 2 50 0,1 1,0 0,6 0,8 
7 10 12 15 12 3 65 0,2 0,8 0,6 0,7 
8 12 15 15 6 2 50 0,3 1,2 0,6 0,8 
9 5 20 12 8 4 75 0,1 0,6 0,4 0,5 
10 6 25 8 5 12 60 0,4 1,0 0,8 0,9 
11 4 10 12 –10 –2 60 0,2 0,8 0,4 0,6 
12 5 8 15 –8 3 50 0,5 1,0 0,5 0,7 
13 6 15 8 –12 –4 65 0,4 0,6 0,5 – 
14 10 25 10 6 10 55 0,1 0,8 0,6 0,7 
15 8 6 20 –10 2 70 0,2 1,2 0,6 – 
16 10 12 12 –5 6 60 0,3 0,8 0,6 0,7 
17 12 16 12 –6 –2 55 0,4 0,9 0,6 0,8 
18 10 20 20 10 4 60 0,1 0,8 0,4 0,7 
19 8 20 12 –10 6 65 0,2 1,2 0,4 0,8 
20 12 20 10 –3 6 50 0,24 1,0 0,6 0,9 
21 5 12 15 12 –3 55 0,3 0,6 0,5 0,55 
22 10 15 18 6 –2 65 0,1 0,8 0,4 0,6 
23 8 20 12 –8 2 45 0,2 0,8 0,6 – 
24 12 20 18 –4 –8 70 0,4 0,5 0,3 0,4 
25 6 10 15 –6 –2 60 0,1 1,4 0,7 – 
26 8 12 10 10 –3 65 0,2 1,2 0,8 0,9 
27 6 18 16 5 –3 70 0,2 0,8 0,2 0,6 
28 8 12 12 –6 2 65 0,3 0,6 0,3 0,5 
29 10 18 20 –10 4 60 0,2 1,2 0,8 0,9 
30 8 18 10 8 6 75 0,1 1,0 0,8 0,9 

 

Пример выполнения задания Д7. Исследование движения механической 
системы с одной степенью свободы с применением уравнений Лагранжа  

 
Механическая система состоит из трёх тел – бруса 1, блока 2, катка 3 и 

невесомой пружины жесткостью с. Брус, соединяющий каток 3 с блоком 2, 

расположен параллельно линии качения катка 3 (рис. 6.11). Радиусы ступеней 

ступенчатого диска R и r, радиус однородного диска r. Система движется в 

вертикальной плоскости под действием сил тяжести 1P


, 2P


, 3P


, силы F


 и пары 

сил  с моментом  М. Движение катка 3 по неподвижной поверхности происхо-

дит без проскальзывания. Скольжение между брусом и дисками отсутствует. 



 141

Передача движения от пружины блоку 2 производится посредством невесомого 

вертикального стержня без скольжения. 

Радиус инерции блока 2 относительно оси, 

проходящей через его центр масс перпен-

дикулярно плоскости движения, iz.  

Исходные данные задачи: Р1 = Р Н, 

Р2 = 2Р Н, Р3 = Р Н, F = 2Р Н, М = Pr Н·м, 

R = 1,5r м,  iz = 2r м, с = Р/r Н/м.   

Определить законы движения блока 2 

и бруса 1 при Р = 10 Н, r = 0,2 м, если в начальный момент пружина находилась 

в нерастянутом состоянии, а блоку 2 придали угловую скорость 0 = 0,5 рад/с, 

направленную в сторону заданного момента пары сил.  

Решение 

Рассматриваемая механическая система (рис. 6.11) имеет одну степень 

свободы, так как в системе не допускается независимое  друг от друга движе-

ние тел. В качестве обобщён-

ной координаты q выберем 

перемещение x верхнего края 

пружины, отсчитываемого от 

уровня, при котором пружина 

длиной 0l  находилась в не-

растянутом состоянии 

(рис. 6.12). Обобщённая ско-

рость xq   .  

Уравнение Лагранжа II 

рода, описывающее движе-

ние системы с одной степенью свободы, имеет вид xQ
x

T

x

T

dt

d

















, где Т – 

 

Рис. 6.11. Механическая система  
с одной степенью свободы 

 

Рис. 6.12. Расчётная схема колебаний  
механической системы  с одной степенью 

 свободы 



 142

кинетическая энергия системы, xQ  – обобщенная сила, соответствующая 

обобщенной координате x. 

Вычислим кинетическую энергию системы как сумму кинетических 

энергий бруса, блока и катка: 321 TTTT  . Кинетическая энергия поступа-

тельного движения бруса 1: 2
111 2

1
VmT  , где m1, V1 – масса и скорость бруса. 

Энергия вращательного движения блока 2: 2
222 2

1
 zJT , где 2  – угловая ско-

рость блока, zJ2  – момент инерции блока 2 относительно оси z, 2
22 zz imJ  . 

Каток 3 совершает плоскопараллельное движение. Его кинетическая 

энергия 2
3

2
33 2

1

2

1
 CC zJVmT , где CV  – скорость центра масс катка 3; CzJ  – 

момент инерции катка относительно оси, проходящей через его центр масс 

перпендикулярно плоскости движения, 2
32

1
rmJ Cz  ; r – радиус катка; 3  – уг-

ловая скорость катка. 

Выразим скорость V1 бруса 1, угловые скорости 2 , 3  блока 2 и катка 3, 

а также скорость CV  центра масс катка 3 через обобщённую скорость x .  

Заметим, что скорость точки D блока 2 равна скорости  верхнего края 

пружины  xVD  . Угловая скорость блока 2 
r

x

r

VD 
2 . Скорость бруса 1 

равна скорости точки А блока 2 и вычисляется по формуле 1V  = 
r

Rx
RVA


 2 . 

Так как брус совершает поступательное движение, то 1VVB  . Угловая скорость 

катка 3 
2

1
3

222 r

Rx

r

V

r

VB 
 . Здесь при определении угловой скорости катка 3 

учтено, что точка К касания катка 3 с неподвижной поверхностью является 

мгновенным центром скоростей катка. Скорость центра катка 3 
r

RxV
V B

C 22


 .  
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Подставляя исходные данные задачи с учётом найденных кинематиче-

ских соотношений, получим кинетическую энергию тел системы  

2
111 2

1
VmT  =

2

2








r

Rx

g

P 
= 2125,1 x

g

P
 ,  2

222 2

1
 zJT  =   

2
2

2
2

2

1








r

x
r

g

P 
 = 22 x

g

P
 , 

2
3

2
33 2

1

2

1
 CC zJVmT  = 

2

2

22

222

1

22

1















r

Rx

g

Pr

r

Rx

g

P 
= 24220, x

g

P
 . 

Тогда полная кинетическая энергия системы: 

321 TTTT   = 2547,3 x
g

P
 . 

Произвольное положение системы определяется обобщённой координа-

той х, показывающей растяжение пружины. Дадим пружине, находящейся в 

произвольном положении, возможное (бесконечно малое) перемещение x  в 

положительном направлении оси х (см. рис. 6.12).  При этом блок 2 повернётся 

на угол 2 : 
r

x
2 , брус 1 переместится на расстояние 1x : 

r

xR
x


 1 , 

центр масс катка 3 сдвинется на расстояние CS : 
r

xR
SC 2


 .  Все перемещения 

получены из установленных ранее кинематических соотношений и показаны  

на рис. 6.12. 

При заданном возможном перемещении системы работу совершают силы 

тяжести 1P


, 3P


 бруса 1 и катка 3, пара сил с моментом М, сила F


 и сила упру-

гости пружины (см. рис. 6.12).  Элементарная работа вращающего момента М, 

приложенного к блоку 2,  будет 
r

x
MMMA


 2)( . Работа силы тяжести 

бруса 1 определяется равенством 
r

xRP
xPxPPA

2
cos60cos120)( 1

11111


  . 

Работы силы тяжести катка 3 и силы F: 
r

xR
PsPPA C 4

cos120)( 333


  ,  

cos30
2

)(
r

xR
FFA


 . Модуль силы упругости пружины, растянутой из неде-
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формированного положения на расстояние х: cxF упр . Сила упрF


 упругости 

направлена в сторону, противоположную растяжению (см. рис. 6.12). Работа 

силы упругости при перемещении вдоль линии действия на расстояние x  вы-

числяется по формуле 


180cos)( упрупр xFFA  = xcx . 

Сумма работ сил на рассматриваемом возможном перемещении системы  

с учётом данных задачи составляет 

)()()()()( упр31 FAFAPAPAMAA   = 

= 
r

x
M


– 

r

xRP

2
1 –

r

xR
P

43


+ cos30
2r

xR
F


– xcx  =   xxP  574,11 , 

откуда обобщённая сила xQ =  xP 574,11  . 

Составим уравнения Лагранжа. Вычислим частные производные от кине-

тической энергии по обобщенной скорости x  и координате x : 
x

T



 = x

g

P
,0947 ,   

0



x

T
. Определим полную производную по времени: 











x

T

dt

d


= x
g

P
,0947 . Ре-

зультаты расчетов подставим в уравнения Лагранжа II  рода  и получим диффе-

ренциальное уравнение колебаний верхнего края пружины:  

x
g

P
,0947 =  xP 574,11  , или при  g = 9,81 м/с2,  xx 91,6 = 1,62. 

Решение дифференциального уравнения представляется в виде суммы 

общего решения однородного уравнения и частного решения неоднородного: 

частнодн xxx  . Общее решение однородного уравнения  имеет вид 

ktCktCx cossin 21одн  ,  где С1, С2 – произвольные постоянные; k – круговая 

частота собственных колебаний пружины, 6,91k  = 2,63 рад/с. Частное ре-

шение неоднородного уравнения ищется в виде константы bx частн . Подста-

вив его в уравнение колебаний, получим  b = 0,23. Таким образом, общее реше-

ние неоднородного уравнения имеет вид ,230cos2,63sin2,63)( 21  tCtCtx . 
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Произвольные постоянные С1, С2 находятся из начальных условий. По 

условию задачи в начальный момент пружина была в нерастянутом состоянии. 

Тогда начальная координата пружины (её верхнего края) 0)0( x . Скорость 

верхнего края пружины в начальный момент времени )0(x  равна начальной 

скорости (0)DV  точки D блока 2. Поскольку в начальный момент времени бло-

ку 2 сообщили угловую скорость 20 , то rVx D 20(0))0(  = 0,1 м/с. 

Подставляя значение начальной координаты в общее решение неодно-

родного уравнения при t  0 , получим ,2302 C .  

Вычисляем скорость движения пружины, взяв производную: 

tCtCtx 63,2sin63,263,2cos63,2)( 21  . Подставляя начальное значение скорости, 

получим 1C  = 0,038. Окончательно уравнение движения верхнего края пружин:  

,230cos2,633,20sin2,63038,0)(  tttx  м.  

Уравнения колебательных движений бруса 1 и блока 2 найдём из ранее 

полученных кинематических соотношений: 

r

xR
x 1  = 1,5 ,340,34cos2,630sin2,63057,0)(  tttx  м; 

r

x
2 = 5 ,151,15cos2,631,19sin2,630)(  tttx  рад. 

Амплитуда колебаний бруса 22 340,0570 ,A  = 0,35 м. 

 

6.5. Задание Д8. Исследование механической системы с двумя степенями 
свободы  

 
Механическая система, состоящая из четырёх тел, из состояния покоя 

движется в вертикальной плоскости под действием сил тяжести 1P


, 2P


, 3P


, 4P


, 

силы F


 и пары сил с моментом  М. Качение тел во всех случаях происходит 

без проскальзывания, скольжение грузов по поверхностям – без трения. Радиу-

сы дисков одинаковы и равны R. Найти уравнения движения системы в обоб-
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щённых координатах. Варианты заданий и рекомендуемые обобщённые коор-

динаты даны на рис. 6.13, 6.14,  варианты исходных данных – в табл. 6.3.  

Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 
 

 
 

 
 

 

 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 

 

 

 

 
 

 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 

 
 

 
 

 

 
Рис. 6.13. Задание Д8. Исследование движения механической системы  

с двумя степенями свободы. Номера вариантов задания  1 – 6, 11 – 16, 21 – 26 
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Окончание вариантов задания Д8 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 
 
 

 
 

 

 

 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 

 
 

 
 
 
 

 

 

Рис. 6.14. Задание Д8. Исследование движения механической системы  
с двумя степенями свободы. Номера вариантов задания  7 – 10, 17 – 20, 27 – 30 

 
Таблица 6.3 

Исходные данные задания Д8. Исследование движения механической системы  
с двумя степенями свободы 

Номер  
варианта 
задания 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

Р1, Н Р 2Р Р 1,5Р Р 3Р Р 1,2Р 3Р Р 2Р Р Р 2Р Р 

Р2, Н 3Р 3Р 4Р 3Р 2Р Р 2Р 3Р Р 2Р 3Р 2Р 3Р 4Р 3Р 

Р3, Н  2Р 2Р 3Р 2Р 2Р 2Р 3Р Р 2Р 3Р 2Р 2Р 2Р Р 2Р 

Р4, Н  2Р Р Р 2Р 3Р 3Р Р Р 2Р Р Р Р 2Р 2Р 2Р 

R, м 2r 1,5r 2,5r 1,2r 2r r 1,5r r 2r r 1,5r 1,2r 2r 2r 2r 

F, Н  Р 2Р Р 3Р Р Р 2Р 4Р Р 2Р Р 2Р 1,5Р 4Р 2Р 

М, Н·м  2Рr 3Рr 4Рr 3Рr 3Рr 4Рr 2Рr 2Рr 3Рr 2Рr 3Рr 4Рr 3Рr 3Рr 2Рr 
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Окончание табл. 6.3 
Номер  

варианта 
задания 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

Р1, Н 4Р 1,5Р Р 2Р Р Р 1,5Р 1,5Р 2Р Р Р 2Р 1,2Р 3Р 1,2Р 

Р2, Н 2Р 2Р 2Р 4Р 3Р 4Р 3Р 4Р 3Р 2Р 2Р 1,2Р 2Р 3Р 2Р 

Р3, Н  2Р 2Р 3Р 2Р 2Р 3Р 2Р 2Р Р 2Р 3Р 2Р Р Р 3Р 

Р4, Н  1,5Р 2Р 3Р Р 2Р 2Р 2Р Р 2Р 3Р Р Р 2Р Р 2Р 

R, м 1,5r r 1,5r 2r r 1,2r 2r 1,5r 2r r 1,5r 2r r 1,2r 2r 

F, Н  2Р 2Р Р 3Р 4Р 2Р 3Р 2Р 3Р Р 3Р 1,5Р 4Р 2Р 3Р 

М, Н·м  3Рr 2Рr 4Рr Рr 4Рr 4Рr 2Рr Рr 4Рr 2Рr 4Рr 2Рr 2Рr 3Рr 2Рr 

 

Пример выполнения задания Д8. Исследование движения механической 
системы с двумя степенями свободы 

 
Платформа 3 лежит горизонтально на катке 5 и блоке 4 одинакового ра-

диуса R (рис. 6.15). На платформу действует горизонтальная сила F


. К блоку 4, 

вращающемуся вокруг неподвижной 

оси, приложена пара сил с моментом 

М. Каток 5 катится по горизонтальной 

поверхности. К краю платформы од-

ним концом прикреплена горизонталь-

ная нить, а к другому концу, перебро-

шенному через невесомый блок, при-

креплён груз 6, движущийся вертикально. На платформе 3 установлен каток 2 

радиуса R. К центру катка прикреплена нить, расположенная параллельно 

платформе и натянутая грузом 1, движущимся вертикально (см. рис. 6.15). 

Движение системы началось из состояния покоя. Качение тел без проскальзы-

вания. Определить уравнения движения системы в обобщённых координатах, 

если R = 2r, веса тел Р1 = Р6 = Р, Р3 = 3Р, Р4 = Р5 = Р2 = 2Р, F = Р, М = 3Рr.  

Решение 

Рассматриваемая механическая система, включающая катки 2, 5, плат-

форму 3, блок 4 и грузы 1, 6,  имеет две степени свободы, так как перемещение 

 

Рис. 6.15. Механическая система 
с двумя степенями свободы 
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катка 2 относительно платформы 3 не зависит от перемещения самой платфор-

мы. За обобщенные координаты выберем перемещение x2 центра масс катка 2 

относительно края платформы и перемещение x3 платформы 3 относительно 

произвольной неподвижной вертикальной плоскости (рис. 6.16). Обобщенные 

скорости – скорость 2x  центра  масс катка 2 относительно края платформы  и 

скорость платформы 3x  относительно неподвижной вертикали. Уравнения Ла-

гранжа II рода, описывающие движение системы:  

2
22

xQ
x

T

x

T

dt

d

















,    
3

33
xQ

x

T

x

T

dt

d

















, 

где Т – кинетическая энергия системы; 
2xQ , 

3xQ – обобщенные силы, соответ-

ствующие указанным обоб-

щенным координатам.  

Вычислим кинетиче-

скую энергию системы как 

сумму кинетических энергий 

тел. 

Платформа 3 совершает 

поступательное движение. 

Кинетическая энергия плат-

формы  2
3

3
3 2

V
g

P
T  , где 3V  – скорость платформы, причём, в соответствии с вы-

бором обобщённых координат и скоростей, 33 xV  .   

Блок 4 вращается вокруг неподвижной оси. Энергия вращательного дви-

жения блока  2
444 2

1
 JT , где 4J , 4  – осевой момент инерции блока 4 и его 

угловая скорость. Угловая  скорость блока 4 
r

x

R

V

2
3

4

3
4


 .   

 
Рис. 6.16. Действующие силы  

и обобщённые координаты механической системы 
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Каток 5 совершает плоскопараллельное движение, его кинетическая 

энергия вычисляется по формуле: 2
55

25
5 2

1

2

1
5

 JV
g

P
T C , где  5J – момент 

инерции катка относительно оси вращения, проходящей через его центр масс; 

5 , 
5CV  – угловая скорость и скорость центра масс катка 5. Для определения 

скорости центра масс катка 5 заметим, что точка касания катка с платформой 

имеет скорость, равную скорости платформы, а точка К касания катка с непо-

движной горизонтальной поверхностью является 

его мгновенным центром скоростей. Следова-

тельно, скорость центра катка равна половине 

скорости платформы: 33 2

1

2

1
5

xVVC  . Угловая 

скорость катка 5 
r

x

R

V

42
3

5

3
5


  (рис. 6.17, а). 

При расчёте кинетической энергии катка 2 

необходимо учитывать, что каток совершает 

сложное движение. Качение катка по поверхно-

сти  платформы является относительным движе-

нием,  перемещение его вместе с платформой – переносным. Абсолютная ско-

рость 
2CV  центра масс катка 2 представляется в виде векторной суммы 

eCrCC VVV
222


  (рис. 6.17, b), где eCV

2


 – вектор переносной скорости катка, 

равный по модулю скорости платформы, 332
xVV eC  ; rCV

2


– вектор относи-

тельной скорости центра масс катка, равный по величине скорости центра масс 

катка 2 относительно края платформы, 22
xV rC  . Модуль абсолютной скорости 

центра масс катка 2 равен сумме eCrCC VVV
222

 = 32 xx    (рис. 6.17, b). 

Угловая скорость переносного движения катка 2 равна нулю, поскольку 

переносное движение катка – это поступательное движение платформы. В ре-

зультате угловая скорость катка 2  равна его угловой скорости в относительном 

 

Рис. 6.17. Скорости центров  
катков 2 и 5 
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движении: 
r

x

R

V rC

2
2

2
2

2 
 . Кинетическая энергия катка 2 рассчитывается по 

формуле: 2
22

22
2 2

1

2

1
2

 JV
g

P
T C , где 2J  – осевой момент инерции катка 2; 2  – 

угловая скорость катка; 
2CV  –  абсолютная скорость центра масс катка 2. 

 Движение грузов 1 и 6 поступательное, их кинетические энергии вычис-

ляются по формулам: 2
1

1
1 2

V
g

P
T  ,  2

6
6

6 2
V

g

P
T  . При этом скорость груза 1 равна 

абсолютной скорости центра катка 2: 
21 CVV  = 32 xx   , а скорость груза 6 рав-

на скорости платформы: 336 xVV  . 

Выразим кинетическую энергию системы через обобщённые скорости. 

Кинетическая энергия: 

654321 TTTTTTT   = 

= 2
1

1

2
V

g

P
+ 2

22
22

2

1

2

1
2

 JV
g

P
C + 2

3
3

2
V

g

P
+ 2

442

1
J + 2

55
25

2

1

2

1
5

 JV
g

P
C + 2

6
6

2
V

g

P
, 

где значения скоростей: 321 xxV   , 322
xxVC   , 

r

x

2
2

2


 , 33 xV  , 
r

x

2
3

4


 ,  

32

1
5

xVC  ,  
r

x

4
3

5


 ,  36 xV  . Значения осевых моментов инерции катков: 

g

RP
J

2

2
22

2  =
g

Pr24
, 

g

RP
J

2

2
44

4  =
g

Pr24
, 

g

RP
J

2

2
55

5  =
g

Pr24
. Подставляя значения 

скоростей, моментов инерции и данные задачи, получим выражение кинетиче-

ской энергии системы в виде 

 2322
xx

g

P
T   +  

2
2

2
2

32 2

4

2

12

2

1








r

x

g

Pr
xx

g

P 
  + 2

32

3
x

g

P
  + 

 +
2

3
2

2

4

2

1








r

x

g

Pr 
 + 

2
3

2

2

2

1








x

g

P 
 +

2
3

2

4

4

2

1








r

x

g

Pr 
+ 2

32
x

g

P
  = 

 = 2
22

1
x

g

P
  +  2322

3
xx

g

P
  + 2

38

23
x

g

P
  = 2

2
2

x
g

P
 + 32

3
xx

g

P
 + 2

38

35
x

g

P
 . 
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Дадим системе возможное перемещение по координате x3, оставляя ко-

ординату x2 без изменения: 3x  0, 2x = 0 (рис. 6.18). При таком перемещении 

каток 2 стоит на платформе и движется поступательно вместе с ней. В этом 

случае работа сил тяжести 2P


, 5P


, 3P


 катков 2, 5 и платформы 3 равна нулю, 

так как перемещения точек приложения этих сил перпендикулярны векторам 

сил (см. рис. 6.18). Работа 

силы тяжести 4P


 равна нулю, 

так как точка приложения 

силы лежит на неподвижной 

оси вращения блока 4.  

 Работу будут произво-

дить сила F


, пара сил с мо-

ментом М  и силы тяжести 

грузов 1P


 и 6P


. Суммарная 

работа сил на перемещении 3x : 363143 xPxPMxFA  .  

Представим полученное ранее соотношение 
r

x

2
3

4


  в дифференциаль-

ном виде: 
r

dx
d

2
3

4  . Поскольку дифференциалы координат также являются 

возможными перемещениями, получим нужное соотношение 
r

x

2
3

4


 . Те-

перь элементарную работу сил на возможном перемещении 3x  с учётом зна-

чений сил можно представить в виде: 

33
3

3 2
3 xPxP

r

x
PrxPA 


  = 32

1
xP , 

отсюда обобщённая сила, соответствующая координате 3x : 
3xQ  = – P

2

1
. 

Дадим системе другое независимое перемещение – по координате x2, 

оставляя координату x3 без изменения: 2x  0, 3x = 0 (рис. 6.19).  

 

Рис. 6.18. Возможное перемещение системы 
при вариации обобщённых координат δх3>0,  δх2=0  



 153

При этом возможном перемещении вся система стоит, кроме катка 2, ко-

торый катится по поверхно-

сти неподвижной платформы, 

и груза 1, который опускается 

вертикально вниз. Работу со-

вершает только сила тяжести 

груза 1. Выражая работу в 

виде 21 xPA  = 2xP , 

найдём обобщённую силу, 

соответствующую координа-

те  x2: PQx 
2

.  

Составим уравнения Лагранжа. С этой целью вычислим частные произ-

водные от кинетической энергии по обобщенным скоростям 3x  и 2x : 

32
3 4

353
x

g

P
x

g

P

x

T








,   32
2

34
x

g

P
x

g

P

x

T








 

 и по обобщённым координатам:  
3x

T




 = 0, 
4x

T




 = 0.  

Определим полные производные по времени от частных производных 

кинетической энергии по скоростям: 

32
3 4

353
x

g

P
x

g

P

x

T

dt

d















,  32
2

34
x

g

P
x

g

P

x

T

dt

d















. 

Подставляя результаты расчётов в уравнения Лагранжа с учётом вычис-

ленных значений обобщённых сил, получим систему дифференциальных урав-

нений, описывающих движение системы в обобщённых координатах: 

gxx 23512 32   ,  gxx  32 34  . 

Алгебраическим решением системы служат значения ускорений:  

gx
26

5
3   = – 0,19g  и  gx

104

41
2   = 0,39g. 

 

Рис. 6.19. Возможное перемещение системы  
при вариации обобщённых координат δх2>0,  δх3=0  
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Полученные выражения представляют собой дифференциальные уравне-

ния, проинтегрировав которые дважды с нулевыми начальными условиями 

(движение началось из состояния покоя), найдём уравнения абсолютного дви-

жения  платформы  и относительного движения центра масс катка 2: 

 2
3 095,0 gtx  ,   2

2 ,1950 gtx  . 

Отрицательное значение координаты х3 означает, что движение плат-

формы происходит в отрицательном направлении оси х3 (см. рис. 6.16).  

Абсолютное движение центра катка 2 представляется суммой относи-

тельного и переносного движений: 322
xxxC   = 2,10 gt .  

Уравнение вращательного движения катка 2 находится на основании вы-

ражения 2
2

2
1

x
R

 = 22

1
x

r
= 

r

gt2

097,0 . Вращение блока 4 описывается уравне-

нием 3
4

4
1

x
R

 = 32

1
x

r
 = 

r

gt 2

047,0 . 

Движение катка 5 описывается двумя уравнениями: уравнением движе-

ния центра масс катка 2
3 047,0

2

1
5

gtxxC   и уравнением вращательного 

движения катка 
5

3
5 2R

x
 = 

r

gt2

024,0 .  
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ОБЩИЕ МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ЗАДАНИЯМ НА КУРСОВУЮ 

РАБОТУ 
 

Курсовая работа по теоретической механике включает два задания  по 

темам:  «Применение общего уравнения динамики к исследованию движения 

механической системы при действии переменных сил» и «Применение уравне-

ний Лагранжа II  рода к исследованию малых колебаний механических систем 

с двумя степенями свободы». 

В каждом задании дается 10 пронумерованных рисунков (схем) – вариан-

тов задания и таблица исходных данных.  

Выбор номера варианта задания (номер схемы) осуществляется по по-

следней цифре номера зачетной книжки. Номер варианта исходных данных 

(номер строки) выбирается из таблицы с исходными данными по предпослед-

ней цифре номера зачетной книжки.  

Например, если две последние цифры номера зачетной книжки 56, то в 

каждом задании следует выбирать номер варианта (номер схемы) 6, а в таблице 

исходных данных – строку данных  с номером 5. 

 В учебно-методическом пособии содержатся основные понятия, форму-

лы и теоремы, необходимые для  выполнения курсовой работы, а также приме-

ры выполнения заданий с подробным разбором решений задач.  

При выполнении заданий все преобразования и числовые расчёты долж-

ны быть последовательно проделаны с необходимыми пояснениями.  Оба зада-

ния, входящие в курсовую работу, должны быть выполнены в одной тетради 

(ученической). При оформлении курсовой работы обязательно указать фами-

лию, инициалы студента, специальность, группу и номер зачетной книжки.  

 

 



 

1. ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ ДИНАМИКИ  

 

1.1. Принципы механики. Основные понятия и определения 
 

Силой инерции материальной точки  называют векторную величину, 

модуль которой равен произведению массы точки на модуль её ускорения, и 

направленную противоположно этому ускорению 

amR


и ,  

где m – масса точки; a


 – вектор ускорения точки. 

При поступательном движении тела с уско-

рением центра масс сa


 система сил инерции, при-

ложенных к каждой точке тела, приводится  к  главному вектору сил инерции 

иR


, равному по величине сmaR и , приложенному в центре масс тела и 

направленному  в сторону, противоположную ускорению сa


  (рис. 1.1). 

При вращении тела вокруг неподвижной оси z, проходящей через  центр 

масс, главный вектор сил инерции обращается в нуль. Система сил инерции 

приводится к паре сил с моментом иM


, равным главному моменту сил инер-

ции относительно оси вращения, величина которо-

го  zJM и , где zJ – момент инерции тела отно-

сительно оси z;   – угловое ускорение тела. 

Направлен главный момент сил инерции в сторону, 

противоположную угловому ускорению (рис. 1.2). 

При плоскопараллельном движении тела с 

ускорением центра масс сa


 и угловым ускорением   система сил инерции, 

приложенных к каждой точке тела,  приводится к силе 
иR


, равной главному 

вектору сил инерции, и паре  сил с моментом иM


, равным  главному моменту 

сил инерции относительно оси, проходящей через центр масс тела перпендику-

лярно плоскости движения (рис. 1.3). Главный вектор сил инерции равен по 

 
Рис. 1.2. Главный момент 

сил инерции при вращении 

тела вокруг оси, проходя-

щей через центр масс 

 
Рис. 1.1. Главный вектор сил 

инерции при поступательном 

движении твердого тела 



 

модулю произведению массы тела на ускорение его центра масс: сmaR и , 

приложен в центре масс тела и направлен в сторону, противоположную уско-

рению центра масс сa


.  

Главный момент сил инерции равен по ве-

личине произведению момента инерции тела от-

носительно оси, проходящей через центр масс 

перпендикулярно плоскости движения, на угло-

вое ускорение тела:  сJM и , где сJ  – момент 

инерции тела. Направлен главный момент сил 

инерции в сторону, противоположную угловому 

ускорению (см. рис. 1.3). 

Принцип Даламбера для системы. Если в любой момент времени к 

каждой из точек системы кроме действующих на нее внешних и внутренних 

сил присоединить соответствующие силы инерции, то полученная система сил 

будет уравновешенной. 

Принцип Даламбера даёт возможность составлять уравнения движения 

механической системы в виде уравнений равновесия:  

0и  RF e
k


,  

 0)( и  O
e

kO MFM


, 

где e
kF


 – внешние силы, приложенные к k-й точке системы; 
иR


 – главный век-

тор сил инерции; )( e
kО FM


 – момент внешних сил, приложенных к k-й точке 

системы, относительно произвольного центра О; и
OM


 – главный момент сил 

инерции относительно центра О. 

Связями называют любые ограничения, накладываемые на положения и 

скорости точек механической системы. 

Возможными перемещениями механической системы  называют любую 

совокупность элементарных (бесконечно малых) перемещений точек системы 

  
Рис. 1.3. Главный вектор   

и главный момент сил 

инерции при плоскопарал-

лельном движении  
твердого тела 

 

 



 

из занимаемого в данный момент времени положения, которые допускаются  

всеми наложенными на систему связями.  

Все действующие на точки системы внешние и внутренние силы всегда 

можно разделить на активные силы  и реакции связей.  

Идеальными связями в механической системе называют такие связи, 

для которых сумма элементарных работ их реакций  на любом возможном пе-

ремещении равна нулю.  

Принцип возможных перемещений. Для равновесия механической си-

стемы с идеальными связями необходимо и достаточно, чтобы сумма элемен-

тарных работ всех активных сил, приложенных к точкам системы, была равна 

нулю на любом возможном перемещении системы  

)( акт
 kFA


 = 0, 

где )( акт
kFA


  – элементарная работа активной силы, приложенной к k-й точке 

системы на её возможном перемещении. 

Совместное применение принципа Даламбера и принципа возможных 

перемещений приводит к формулировке общего уравнения динамики. 

Общее уравнение динамики. При движении механической системы с 

идеальными связями  в каждый момент времени сумма элементарных работ 

всех приложенных активных сил и сил инерции на любом возможном переме-

щении равна нулю 

0)()( иакт   kk RAFA


,  

где )( акт
kFA


 , )( и
kRA


  – элементарные работы активных сил и сил инерции, 

приложенных к  k-й точке системы на её возможном перемещении. 

При вычислении  элементарных работ активных сил и сил инерции ис-

пользуют обычные формулы для вычисления работы сил на элементарном пе-

ремещении точек их приложения.  

 



 

1.2. Задание 1. Применение общего уравнения динамики к исследованию 

движения механической системы 

 

Механическая система состоит из двух грузов и двух дисков. Диски сту-

пенчатые или однородные. Радиусы ступеней ступенчатого диска R и r. Радиус 

однородного диска  r или R указан на схеме.  

Все тела абсолютно твёрдые, соединены нерастяжимыми нитями. В вари-

антах задания  № 0, 3, 4 диски соединены невесомыми стержнями, которые 

обеспечивают равенство скоростей точек контакта стержня с дисками. В вари-

антах задания, где движение тел происходит по наклонной плоскости, угол 

наклона плоскости указан на схеме.  

Система движется в вертикальной плоскости под действием сил тяжести, 

переменной силы F


, зависящей от времени, и пары сил с переменным момен-

том М. Вес тел  1P  – 4P . Направление действия силы F


 определяется углом  .  

Радиус инерции ступенчатого диска относительно оси, проходящей через 

центр масс перпендикулярно плоскости движения, zi . Качение дисков проис-

ходит по прямой линии без проскальзывания. В вариантах задания № 0, 3, 4 

скольжение между невесомым стержнем и дисками отсутствует. При движении 

грузов по плоскости трение отсутствует. Трение в осях блоков не учитывается. 

Нити и стержни, соединяющие диски и грузы, параллельны соответствующим 

прямым линиям движения тел.  

Найти зависимость от времени ускорения центра масс диска 3. Опреде-

лить реакцию шарнира диска 2 в момент времени t = 1 с. 

Варианты задания приведены на рис. 1.4 – 1.5. Исходные данные выби-

раются из табл. 1.1. В табл. 1.1 в выражениях сил и моментов коэффициенты 

имеют необходимые для данного параметра размерности. 

0 
 

1 



 

 
  

 
 
 

2 

 
 

3 

 
 

 
 

4 

 
 

5 

 
 

 
Рис. 1.4. Задание 1. Применение общего уравнения динамики к исследованию  

движения механической системы. Варианты задания 0 – 5 
 

Окончание вариантов задания 1 
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Рис. 1.5. Задание 1. Применение общего уравнения динамики к исследованию  

движения механической системы. Варианты задания 6 – 9  
 

Таблица 1.1 

Варианты исходных данных задания 1 
 

Номер  
варианта 
исходных  
данных 

Р1, 
Н  

Р2, 
Н 

Р3, 
Н  

Р4, 
Н  

F, Н  М, Н·м   , 
град  

R, м  r, м  iz, м  

0 12 15 15 10 2(t+2) 15(t2+2) 30 0,6 0,2 0,5 
1 10 10 10 12 2(1+t) 6(3+2t) 45 0,5 0,3 0,4 
2 14 10 15 10 2t+1 7(2t+5) 60 0,8 0,6 0,8 

 
Окончание табл. 1.1 



 

Номер  
варианта 
исходных  
данных 

Р1, 
Н  

Р2, 
Н 

Р3, 
Н  

Р4, 
Н  

F, Н  М, Н·м   , 
град  

R, м  r, м  iz, м  

3 15 10 10 5 5t 8(2t2+2) 30 0,4 0,2 0,3 
4 12 15 10 12 4t+2 14(t2+2) 60 0,6 0,4 0,5 
5 10 20 10 15 2(2t+1) 5(6+t) 45 0,6 0,4 0,5 
6 8 12 8 10 1+4t 3(10+t) 30 1,0 0,6 0,8 
7 14 20 12 12 t2+1 8(3t2+4) 60 0,8 0,4 0,8 
8 8 15 10 10 6t+1 7(5t+4) 30 0,9 0,6 0,8 
9 15 15 12 15 3t+2 8(3t+3) 60 0,5 0,3 0,5 

 
 

Пример выполнения задания  

 

 Механическая система состоит из двух грузов 1 и 4, движущихся посту-

пательно, ступенчатого диска (катка) 3, катящегося по неподвижной горизон-

тальной поверхности, и однородного диска (блока) 2, вращающегося вокруг 

неподвижной оси, проходящей через центр масс блока (рис. 1.6). Тела системы 

соединены нерастяжимыми нитями.  Движение системы происходит в верти-

кальной плоскости.  

Груз 1 движется по гладкой го-

ризонтальной поверхности без трения. 

Трение в оси блока 2 не учитывается. 

Качение ступенчатого диска вдоль го-

ризонтальной прямой происходит без 

проскальзывания.  

К грузу 1 приложена сила F


 под 

углом   к горизонтальному направле-

нию движения груза. К блоку 2 при-

ложена пара сил с моментом М. 

 

 

Рис. 1.6. Схема движения механической 
системы 



 

Найти зависимость от времени ускорения  aС  центра масс катка 3. Опре-

делить реакцию шарнира блока 2 в момент времени t = 1 с, если  P1 = 10 Н;     

P2 = 15 Н; P3 = 20 Н; P4 = 10 Н; F = 5(t+2) Н; )2(43 tM   Н·м; R2 = 0,4 м;        

R3 = 0,8 м; r3  = 0,2 м; i3С = 0,6 м;   = 30.  

 
Решение 

В рассматриваемой механической системе активными силами являются 

силы тяжести 

P1 – 4P


, сила F


 и пара сил с моментом М (рис. 1.7). Реакциями 

связей являются нормальные реакции опор 1N


, 3N


 груза 1 и катка 3, сила сцеп-

ления  катка 3 с неподвижной по-

верхностью сцF


 и реакция шар-

нира О блока 2, разложенная на 

составляющие  2X


, 2Y


.  

Связи идеальные, так как  

скольжение груза 1  происходит 

по гладкой поверхности без тре-

ния, качение катка 3 без проскаль-

зывания, ось вращения блока 2 

неподвижна и трение в оси отсут-

ствует. 

 Предположим система 

движется так, что груз 4 поднима-

ется вверх со скоростью 4V


 и 

ускорением 4a


; блок 2 вращается 

с угловой скоростью 2  и угловым ускорением 2 ; каток 3 катится по горизон-

тальной поверхности с угловой скоростью 3  и угловым ускорением 3 ; ско-

рость центра масс катка 3 равна CV


, ускорение  Ca


; скорость и ускорение    

 

Рис. 1.7. Расчётная схема исследования движения  
механической системы 



 

груза 1 соответственно равны 1V


 и 1a


. Направления векторов скоростей и уско-

рений точек и угловых скоростей и ускорений тел показаны на рис. 1.7. 

Общее уравнение динамики имеет вид 

0)()( иакт   kk RAFA


. 

 Присоединим к телам системы силы инерции.  

Груз 1 движется поступательно. Главный вектор сил инерции груза 1 и
1R


 

приложен в центре масс груза и направлен в сторону, противоположную уско-

рению 1a


. Модуль главного вектора сил инерции груза 1: и
1R  = m1a1, где m1 – 

масса груза 1; 1a  – величина ускорения груза 1. 

Силы инерции блока 2, вращающегося вокруг неподвижной оси, прохо-

дящей через центр масс блока, приводятся к паре сил, момент которой равен 

главному моменту сил инерции и
2M


 относительно оси вращения. Главный мо-

мент сил инерции блока равен по величине 22
и
2  OJM , где OJ2  – момент 

инерции блока 2 относительно оси вращения; 2  – угловое ускорение блока. 

Направлен главный момент сил инерции блока 2 в сторону, противоположную 

угловому ускорению 2 .  

Силы инерции катка 3, совершающего плоское движение, приводятся к 

силе, равной главному вектору сил инерции и
3R


, и паре сил с моментом, рав-

ным главному моменту сил инерции и
3M


 относительно оси, проходящей через 

центр масс перпендикулярно плоскости движения.  Главный вектор сил инер-

ции равен по величине: и
3R  = m3 aС , где m3 – масса катка 3; Ca  – величина 

ускорения центра масс, приложен в центре масс катка и направлен в сторону, 

противоположную ускорению Ca


. Главный момент сил инерции по величине 

равен: 33
и
3  CJM , где CJ3  – момент инерции катка 3 относительно оси, про-

ходящей через центр масс перпендикулярно плоскости движения; 3 – угловое 



 

ускорение катка 3.  Направлен главный момент сил инерции в сторону, проти-

воположную угловому  ускорению 3.  

Силы инерции груза 4 приводятся к главному вектору и
4R


, приложенному 

в центре масс груза, равному по величине 44
и
4 amR  , где m4 – масса груза 4; 

4a  – величина ускорения груза 4,  и направленному в сторону, противополож-

ную ускорению 4a


.  

Главные векторы и главные моменты сил инерции показаны на рис. 1.7.  

Определим кинематические соотношения между скоростями точек си-

стемы и выразим их через скорость CV  центра масс катка 3.  

Каток 3 катится по неподвижной поверхности без проскальзывания. 

Мгновенный центр скоростей катка находится в точке K касания катка с по-

верхностью качения (см. рис. 1.7). Угловая  скорость катка 3  

3
3 r

V

СK

V СC  . 

Скорость точки А катка 3  

 3333 rRAKVA  = 






 

3

33

r

rR
VC . 

Скорость груза 4, как и скорость точки Е блока 2, равны скорости точ-

ки А  катка 3 (см. рис. 1.7), AE VVV 4 . Тогда скорость груза 4 и точки Е 








 


3

33

r

rR
VV CE  ,       







 


3

33
4 r

rR
VV C . 

Угловая скорость блока 2  

2
2 R

VE  = 






 

3

33

2 r

rR

R

VC . 

Скорость груза 1 равна скорости точки D катка 3 

 33331 rRDKVV D  = 






 

3

33

r

rR
VC . 



 

Выразим кинематические соотношения между скоростями в дифферен-

циальном виде и, полагая, что действительное перемещение является  возмож-

ным (т. е. sds  , d ), получим соотношения между возможными пере-

мещениями: 








 


3

33
1 r

rR
ss C ,  

3
3 r

sС
 ,  
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33

2
2 r

rR
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sC ,  






 


3

33
4 r

rR
ss C . 

Соотношения между ускорениями определяются путем дифференциро-

вания установленных кинематических равенств: 








 


3

33
1 r

rR
aa C ,   

3
3 r

aС ,   
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33

2
2 r

rR
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aC ,   






 


3

33
4 r

rR
aa C . 

Сообщим системе возможное перемещение, совпадающее с действитель-

ным.  

Элементарные работы реакций связей на возможном перемещении си-

стемы равны нулю, так как связи в системе идеальные.  

Найдем элементарные работы активных сил и выразим их через  переме-

щение Cs  центра масс катка 3. 

Прежде заметим, что элементарные работы сил тяжести груза 1 и катка 3  

равны нулю, так как перемещения точек приложения этих сил перпендикуляр-

ны силам:  




cos90)( 111 sPPA  = 0,      


cos90)( 33 CsPPA  = 0. 

Элементарная работа силы тяжести блока 2 равна нулю, так как точка 

приложения силы тяжести блока 2 не перемещается, )( 2PA


 = 0. 

Элементарная работа силы тяжести 4P


 груза 4 




0cos18)( 444 sPPA  = – 






 


3

33
4 r

rR
sP C . 

Элементарная работа пары сил с моментом М, приложенной к блоку 2 

А )(M


 = 2M  = 






 

3

33

2 r

rR

R

s
M C . 



 

 Элементарная работа силы F


, приложенной к грузу 1 




0cos15)( 1sFFA   = 0cos3
3

33







 


r

rR
sF C . 

Сумма элементарных работ всех активных сил 

)( акт
 kFA


 = )( 4PA


 + )(MA


  + )(FA


  =  

= 
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 866,0

2,0

2,00,8
)2(5  = 

= Cst  ),3523(16,7 . 

Определим модули главных векторов и главных моментов сил инерции  в 

зависимости от ускорения Ca  центра масс катка 3. 

и
1R  = m1a1 = 1

1 a
g

P
 = Ca

r

rR

g

P
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3

3322

2
, 

где CJ3  – момент инерции катка 3 относительно оси, проходящей через его 

центр масс перпендикулярно плоскости движения, 2
333 CC imJ  ; Ci3  – радиус 

инерции катка 3; OJ2  – момент инерции блока 2 относительно оси вращения, 

проходящей через его центр масс, 
2

2
22

2
Rm

J O  . 

Найдем элементарные работы сил инерции на возможном перемещении 

системы и выразим их в зависимости от перемещения Cs  центра масс катка 3. 
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Сумма элементарных работ сил инерции  
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0,20,8
10 = = – 61,93 CC sa  , 

где g = 9,81 м/с2. 

С учетом проделанных вычислений общее уравнение динамики прини-

мает вид 

)()( иакт
  kk RAFA


 = Cst  ),3523(16,7 – 61,93 CC sa   = 0, 

откуда ускорение центра масс катка 3 

Ca  = 0,27 + 0,38t м/с2. 

Для того, чтобы определить натяжение нити, удерживающей груз 4, вы-

делим его из системы, заменим действие нити реакцией 4H


, направленной 

вдоль нити, присоединим к грузу силу инерции и
4R


 (рис. 1.8)  и применим к 

нему принцип Даламбера.  



 

В соответствии с принципом Даламбера силы, приложенные к грузу, – 

сила тяжести 4P


, сила натяжения нити 4H


 и сила инерции и
4R


, образуют урав-

новешенную систему сил. Составим уравнение 

равновесия в виде равенства нулю суммы проек-

ций сил на ось x, параллельную линии движения 

груза (см. рис. 1.8): 

0и
444  RHP .   

Модуль силы инерции груза 4  

44
и
4 amR   = Ca

r

rR

g

P







 

3

334  = 

= )0,38  (0,27
2,0

2,00,8

81,9

10
t







 
 = 0,83 + 1,16t Н. 

Зависимость от времени силы натяжения нити 4H , удерживающей груз 4  

и
444 RPH   = 10 + 0,83 + 1,16t = 11,83 + 1,16t  Н. 

Для того, чтобы определить реакцию нити, к которой прикреплён груз 1, 

выделим груз из системы и применим к нему принцип Даламбера. На груз дей-

ствуют сила тяжести 1P


, нормальная реакция 1N


 гладкой поверхности, по ко-

торой движется груз, и сила F


.  Заменим действие нити реакцией 1H


 и присо-

единим к грузу силу  инерции и
1R


 (рис. 1.9). В соответствии с принципом Да-

ламбера составим уравнение равновесия полу-

ченной системы сил в виде равенства нулю 

суммы проекций всех сил на горизонтальную 

ось  x, параллельную линии движения груза 

(см. рис. 1.9) 

030cosи
11  FRH . 

Модуль силы инерции груза 1  

 
Рис. 1.8. Расчетная схема 

для определения натяжения 

нити, удерживающей груз 4 

 
Рис. 1.9. Расчетная схема  

для определения реакции нити 
 груза 1  



 

и
1R  = m1a1 =  Ca

r

rR

g

P







 

3

331  = 

= )0,38  (0,27
2,0

2,00,8

81,9

10
t







 
 = 1,38 + 1,94t Н. 

Сила натяжения нити 1H  

30cosи
11 FRH   = 1,38 + 1,94t  +  5(t+2)0,866 = 10,04 + 6,27t  Н. 

Рассмотрим вращательное движение блока 2, освободив его от связей.  

На блок действуют сила тяжести 2P


, реакция подшипника, разложенная на со-

ставляющие 2X


, 2Y


, пара сил с моментом М и натяжения нитей 4H 


 и 2H


   

(рис. 1.10).  

Сила натяжения нити 4H 


, приложенная к блоку 2, направлена верти-

кально вдоль нити, связывающей блок 2 и груз 4, и по модулю равна силе 

натяжения нити 4H


, приложенной к грузу 4. Сила  натяжения нити 2H


, при-

ложенная к блоку 2, направлена горизонтально вдоль нити, связывающей каток 

3 и блок 2 (см. рис. 1.10). 

Присоединим к блоку 2 пару сил с мо-

ментом, равным главному моменту сил инер-

ции и
2M  относительно оси вращения и направ-

ленным в сторону, противоположную углово-

му ускорению 2  блока 2 (см. рис. 1.10). 

По принципу Даламбера система сил, 

приложенных к блоку 2, включая силы инер-

ции, находится в равновесии. Составим уравнение  равновесия  в виде равен-

ства нулю суммарного момента всех сил относительно оси вращения:  

0и
22224  MRHRHM . 

Модуль главного момента сил инерции блока 2     

 
Рис.1.10. Расчётная схема  

определения натяжения нитей 
блока 2 и реакции шарнира 
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 = 0,25 + 0,35t Н·м. 

Из уравнения равновесия получим зависимость от  времени величины 

натяжения нити, соединяющей блок 2 и каток 3  

2

и
2

4
2

2 R

M
H

R

M
H   =  

0,4

0,35  0,25
 1,16  11,83

0,4

)2(43 t
t

t 



 = 41,21 + 15,28t Н. 

При вращательном движении блока 2 главный вектор сил инерции  равен 

нулю. В результате уравнения равновесия блока, составленные по принципу 

Даламбера, в виде проекций всех сил на вертикальную и горизонтальную оси 

содержат только внешние силы (см. рис. 1.10): 

022  HX ,     0422  HPY . 

Отсюда находим составляющие реакции шарнира блока 2   

22 HX  = – (41,21 + 15,28t) Н, 

422 HPY   = 15 + 11,83 + 1,16t  = 26,83 + 1,16t Н. 

Отрицательное значение горизонтальной составляющей 2X  реакции 

шарнира блока 2 показывает, что её направление противоположно тому, как  

показано на рис. 1.10.  

Полная реакция  шарнира О на момент времени 1 с 

)1()1((1) 2
2

2
22 YXR  = 22 (27,99)(56,49)  = 63,04 Н. 



 

2. ПРИМЕНЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ЛАГРАНЖА К ИССЛЕДОВАНИЮ 

ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ  
 

2.1. Уравнения Лагранжа II рода. Основные понятия и определения  
 

Механическая система, состоящая из n материальных точек, в инерци-

альной декартовой системе координат Оxyz описывается 3n координатами. Ес-

ли движение системы ограничивается наличием связей, то 3n координаты, опи-

сывающие положение точек системы, не являются независимыми. Числом 

степеней свободы материальной системы называется количество s независи-

мых координат, которое определяется как разность между общим числом ко-

ординат, описывающих положение точек материальной системы, и числом 

уравнений связей.   

Обобщенными координатами называется совокупность любых s неза-

висимых параметров sq...qq ,,, 21 , однозначно определяющих положение си-

стемы в любой момент времени.  

Если системе сообщить возможное перемещение, при котором все обоб-

щенные координаты изменяются на элементарные (бесконечно малые) величи-

ны sq...qq  ,,, 21 , называемые вариациями обобщенных координат, то все 

действующие активные силы совершат элементарную работу, которая может 

быть представлена в виде 

sqQ...qQqQA s  2211 . 

Величина kQ , k = 1, 2, … , s, равная коэффициенту при вариации kq  

обобщенной координаты, называется обобщенной силой, соответствующей 

данной обобщенной координате. Расчет обобщенных сил осуществляется  пу-

тем последовательного придания системе возможных перемещений, при кото-

рых варьируется только одна из обобщенных координат, а вариации остальных 

координат равны нулю. 



 

Для материальной системы с идеальными связями дифференциальные 

уравнения движения в обобщенных координатах  – уравнения Лагранжа II 

рода – имеют вид 

k
kk

Q
q

T

q

T

dt

d




















,   k = 1, 2, … , s, 

где  Т – кинетическая энергия системы; sq...qq ,,, 21  – обобщенные координа-

ты; sq...qq  ,,, 21 – обобщенные скорости; s – число степеней свободы системы. 

 
 
 

 2.2. Задание 2.  Применение уравнений Лагранжа II рода                      
к исследованию малых колебаний механической системы                               

с двумя степенями свободы 
 

Механическая система состоит из трёх тел – груза 1, блока 2 и катка 3. 

Все тела абсолютно твердые, соединены между собой гибкой нерастяжимой 

нитью или невесомым стержнем. Нить или стержень, соединяющие каток 3 с 

блоком 2, параллельны линии качения катка 3. Груз 1 соединяется с блоком 2 

или катком 3 пружиной жесткостью с. Радиусы ступеней ступенчатого диска R 

и r. Радиус однородного диска  r или R указан на схеме.  

Вес тел, входящих в систему, Р1, Р2, Р3. Вес пружины не учитывается. 

Система движется в вертикальной плоскости под действием сил тяжести, силы 

F


 и пары сил  с моментом  М. Трение скольжения груза 1 и сопротивление ка-

чению катка 3 отсутствуют. Движение катка 3 по неподвижной поверхности 

происходит без проскальзывания. Скольжение между невесомым стержнем и 

дисками отсутствует. Радиус инерции ступенчатого диска относительно оси, 

проходящей через его центр масс перпендикулярно плоскости движения, iz. 

В начальный момент система находилась в состоянии покоя. При этом  

груз 1 находился в положении, при котором пружина растянулась относитель-

но своего недеформированного состояния на величину ∆ℓ0.  



 

Определить  закон абсолютного движения груза 1. 

Варианты заданий даны на рис. 2.1 – 2.2.  Варианты исходных данных 

приведены в табл. 2.1.  

В таблице все длины выражены в долях условной единицы длины r, м, а 

вес тел и величина силы F


 – в долях условной единицы веса Р, Н. Момент па-

ры сил представлен в долях единиц условного момента Рr, Н·м; коэффициент 

жесткости пружины – в долях единиц условного коэффициента жесткости 

Р/r, Н/м.  
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Рис. 2.1. Задание 2. Применение уравнений Лагранжа к исследованию малых 

колебаний механической системы. Варианты заданий 0 – 3 
 



 

Задание 2. Окончание вариантов заданий 
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Рис. 2.2. Задание 2. Применение уравнений Лагранжа к исследованию малых 

колебаний механической системы. Варианты заданий 4 – 9 
Таблица 2.1 



 

Варианты исходных данных задания 2 
 

Номер  
варианта 
исходных  
данных 

Р1, Н  Р2, Н Р3, Н  F, Н  М,  
Н·м  

R, м  iz, м  с,  
Н/м 

∆ℓ0, м 

0 2Р 2,5Р 3Р 1,5Р 8Рr 1,5r r 2  1,5Р/r 0,1r 

1 Р 2Р 2Р 2Р 6Рr 2r r 3  0,5Р/r 0,08r 

2 Р 3Р 3,5Р 3Р 8Рr 2,5r 2r Р/r 0,2r 
3 2,5Р 3Р 2,5Р Р 10Рr 2r r 2  2Р/r 0,15r 

4 2Р 2Р 3Р 3Р 12Рr 1,5r 1,2r Р/r 0,1r 
5 1,5Р 2,5Р 2,5Р 2,5Р 8Рr 2r 1,5r Р/r 0,2r 
6 Р 1,5Р 2Р Р 6Рr 2,5r r 3  0,5Р/r 0,08r 

7 2Р 2,5Р 2,5Р 3,5Р 12Рr 2r r 2  1,5Р/r 0,15r 

8 2,5Р 3Р 3Р 2,5Р 10Рr 1,5r 2r 1,5Р/r 0,2r 
9 1,5Р 2Р 2,5Р 2Р 8Рr 2r r 2  Р/r 0,15 r 

 
 
 

Пример выполнения задания 

 

Механическая система состоит из трёх тел – груза 1, блока 2 и катка 3 

(рис. 2.3). Все тела абсолютно твердые. Невесомый стержень, соединяющий 

каток 3 с блоком 2, параллелен наклонной плоскости с углом наклона к гори-

зонту 30°. На цилиндрическую ступень блока 

2 радиусом r намотана нерастяжимая нить, к 

которой посредством пружины с коэффици-

ентом жесткости с прикреплён груз 1. Радиус 

блока R. Каток 3 однородный,  радиус катка r. 

Вес тел, входящих в систему, – Р1, Р2, Р3. Вес 

пружины не учитывается.  

Система движется в вертикальной 

плоскости под действием сил тяжести, силы 

F


, приложенной в центре масс катка 3 под углом 30° к направлению движения 

центра масс катка, и пары сил  с моментом  М, приложенной к блоку 2 (см. рис. 

 
Рис. 2.3. Механическая система  

с двумя степенями свободы 



 

2.3). Радиус инерции ступенчатого диска относительно оси, проходящей через 

его центр масс перпендикулярно плоскости движения, iz. Качение катка 3 по 

наклонной плоскости без проскальзывания, сопротивление качению отсутству-

ет. Скольжение между невесомым стержнем и дисками отсутствует.  

В начальный момент система находилась в покое. При этом  груз 1 нахо-

дился в положении, при котором пружина растянулась относительно своего 

недеформированного состояния на величину ∆ℓ0.  

Найти закон абсолютного движения груза 1 если Р1 = Р Н, Р2 = 2Р Н,      

Р3 = Р Н, F = 4Р Н, М = 5Pr Н·м, R = 1,5r м, iz = 2r  м, с = Р/r, Н/м,  

∆ℓ0 = 0,1r м. 

 
Решение 

 
Рассматриваемая механическая система – груз 1, блок 2 и каток 3 

(рис. 2.4) имеет две степени свободы, так как допускается движение груза 1, не 

зависящее от вращения блока 2, или перемещения катка 3. За обобщенные ко-

ординаты выберем угол 2  поворота блока 2 и удлинение пружины x1 относи-

тельно своего недеформиро-

ванного состояния. Длина не-

деформированной пружины 0l  

и  начало отсчёта координаты 

x1 – точка О, а также  положи-

тельные направления отсчета 

координат x1 и 2  показаны на 

рис. 2.4.  

Таким образом, обоб-

щенные координаты системы: 

11 xq  , 22 q ; обобщенные 

скорости: 11 xq   , 22  q .  

Рис. 2. 4. Расчётная схема колебаний механической 

системы  с двумя степенями свободы 



 

Уравнения Лагранжа II рода, описывающие движение системы  
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где Т – кинетическая энергия системы; xQ , Q  – обобщенные силы, соответ-

ствующие обобщенным координатам x1 и 2 . 

Вычислим кинетическую энергию системы как сумму кинетических 

энергий груза, блока и катка 

321 TTTT  . 

Рассмотрим движение груза 1. Колебания груза на пружине относительно 

точки О – нижнего конца недеформированной пружины – будем считать отно-

сительным движением. Движение пружины, прикреплённой верхним концом к 

нити, намотанной на цилиндрическую ступеньку блока 2, – переносным. 

Относительная скорость груза 11 xV r  , переносная – rVe 2  = r2 , где 

r – радиус ступеньки блока. Полагая, что движение системы происходит в по-

ложительном направлении отсчета обобщённых координат, получим модуль 

абсолютной скорости груза  

rxV 211   . 

В результате кинетическая энергия груза 1 определяется выражением  

2
111 2

1
VmT  = 2

211 )(
2

1
rxm   . 

Кинетическая энергия блока 2 

2
222 2

1
 zJT  = 2

222

1
zJ , 

где zJ2  – момент инерции блока 2 относительно оси z, 2
22 zz imJ  . 

Каток 3 совершает плоскопараллельное движение. Его кинетическая 

энергия 

2
3

2
33 2

1

2

1
 CC zJVmT , 

где CV  – скорость центра масс катка 3; CzJ  – момент инерции катка относи-



 

тельно оси, проходящей через его центр масс перпендикулярно плоскости 

движения, 2
32

1
rmJ Cz  ; r – радиус катка; 3  – угловая скорость катка. 

Выразим скорость центра масс катка 3 CV  и угловую скорость катка 3  

через обобщённую скорость 2 .  

Заметим, что скорость точки А блока 2 равна скорости точки В катка 3, 

BA VV   (см.  рис. 2.4). Выражая скорость точки  А через угловую скорость бло-

ка 2, а скорость точки В через угловую скорость катка 3 и приравнивая их, по-

лучим: rR 232  . Здесь при определении скорости точки В учтено, что точка 

К касания катка 3 с неподвижной поверхностью является его мгновенным цен-

тром скоростей.  

Из равенства скоростей точек А и В, с учётом  R = 1,5r, получим угловую 

скорость катка 3 

r

R

223   = 275,0  . 

Скорость центра катка 3 rVC 3  = r275,0  . 

Подставляя исходные данные задачи с учётом найденных кинематиче-

ских соотношений, получим кинетическую энергию тел системы  

2
2111 )(

2

1
rxmT   = 2

21 )(5,0 rx
g

P
  , 

 2
222 2

1
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2
2

22

1
zim =   2

2
2

2
2
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1
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g
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 = 22
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2
3

2
33 2

1

2

1
 CC zJVmT  =  

= 2
2

2
2

2 )5,70(5,20)5,70(5,0  
g

Pr
r

g

P
=  22

242,0 r
g

P
 . 

Складывая полученные выражения, найдем полную кинетическую энер-

гию системы 



 

321 TTTT  = 2
21 )(5,0 rx

g

P
  + 22

242,2 r
g

P
  = ),9225,0( 22

221
2
1 rrxx

g

P
  . 

Сумма элементарных работ сил при вариации обобщенных координат 

1x , 2  может быть представлена в виде: 21  QxQA x , где  xQ , Q  – 

обобщенные силы, соответствующие обобщённым координатам  x1 и 2 . 

Дадим системе возможное перемещение, при котором 1x  0, а другая 

координата не изменяется, const2  . При такой вариации обобщённых коор-

динат происходит растяжение пружины относительно точки О – относительное 

движение груза 1. Блок 2 и каток 3 – неподвижные. Работу на этом возможном 

перемещении будут производить сила тяжести груза и упругая сила пружины.  

Величина силы упругости пружины пропорциональна её удлинению: 

упрF = с∆ℓ, где ∆ℓ  – удлинение пружины относительно недеформированного 

состояния. Направление силы упругости при движении груза 1 в положитель-

ном направлении отсчета координаты x1 показано на рис. 2.4. Проекция силы 

упругости на ось Оx1:  xFупр =  – 1cx . 

Сумма элементарных работ сил на данном перемещении системы 

  111111упр xРcxxРxFA x  = 1xQx . 

С учётом исходных данных обобщенная сила xQ , соответствующая ко-

ординате x1   

11 PcxQx  = Px
r

P
 1 . 

Дадим системе другое независимое возможное перемещение, при кото-

ром пружина не растягивается, а блок 2 повернулся на угол 2 : const1 x ,  

2  0. В этом случае груз 1 движется вместе с нитью, сматывающейся с бло-

ка 2. Кроме того, вращение блока 2 вызывает качение катка 3.  

На этом перемещении работу совершают сила тяжести груза 1, пара сил с 

моментом М, приложенная к блоку 2, сила тяжести катка 3 и сила F


, прило-



 

женная в центре масс катка 3 (см. рис. 2.4).  Сумма элементарных работ сил на 

данном возможном перемещении системы 

 cos150cos603211 CC sFsPMsPA  , 

где 1s , Cs  – элементарные перемещения груза 1 и центра масс катка 3, вы-

званные поворотом блока 2 на элементарный угол 2  

rs 21  ,      rsC 275,0  . 

Подставляя заданные значения сил и момента в выражение суммы эле-

ментарных работ сил и с учётом найденных кинематических соотношений, по-

лучим: 

2222 598,2375,05  PrPrPrPrA  = 2,783 Pr . 

Следовательно, обобщенная сила  Q = Pr,783 . 

Составим уравнения Лагранжа. С этой целью вычислим частные произ-

водные от кинетической энергии по обобщенным скоростям 1x , 2  и координа-

там 1x  и 2 :  

)( 21
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Определим полные производные по времени  
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Результаты расчетов подставим в уравнения Лагранжа II  рода  и получим 

систему дифференциальных уравнений: 

rx 21   = gx
r

g
 1 ,     

rx 21 84,5   = g,783 . 



 

Решим данную систему как алгебраическую относительно 1x . Из первого 

уравнения найдем: gx
r

g
xr  112   и, подставив во второе, получим диф-

ференциальное уравнение относительных колебаний груза 1: 

11 21,1 x
r

g
x  = 0,43g. 

Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с по-

стоянными коэффициентами представляется в виде суммы общего решения 

однородного уравнения и частного решения неоднородного: частнодн1 xxx  .  

Общее решение однородного уравнения  

ktCktCx cossin 21одн  ,   

где С1, С2 – произвольные постоянные; k – круговая частота собственных коле-

баний груза 1, 
r

g
k

21,1
   рад/с. 

Частное решение неоднородного уравнения ищется в виде константы 

bx частн . Подставив его в уравнение колебаний, получим:  b
r

g21,1
 =  0,43g, 

откуда  b =  0,36r. 

Таким образом, общее решение неоднородного уравнения  

rt
r

g
Ct

r

g
Ctx ,360

1,21
cos

1,21
sin)( 211 



























 . 

Произвольные постоянные С1, С2 находятся из начальных условий.  

Начальная координата 01x  груза 1 определяется из условия, что в началь-

ный момент времени при  t  0 груз находился в положении, при котором 

пружина растянулась относительно своего недеформированного состояния на 

расстояние  ∆ℓ0 = 0,1r. Тогда (см. рис. 2.4) x01 = ∆ℓ0 = 0,1r. 

Подставляя значение начальной координаты в общее решение неодно-

родного уравнения при t  0, получим 

rrCxx 0,1,360(0) 2011  , откуда rC ,2602  . 



 

Относительная скорость груза 1 в любой момент времени  

t
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1,21
sin

1,211,21
cos

1,21
)( 211 . 

По условию задачи система начала движение из состояния покоя. Это 

означает, что груз 1 из начального положения был отпущен без начальной ско-

рости, т. е. при t  0 0)0(1 x . После подстановки начального условия в выра-

жение для скорости груза 1, получим  

r

g
Cx

1,21
0)0( 11  , откуда 01 C . 

Окончательно уравнение относительного движения груза 1  

rt
r

g
rtx ,360

1,21
cos,260)(1 













 . 

Найдём уравнение вращательного движения блока 2.  

Для этого в дифференциальное уравнение rx 21 84,5   = g,783   подставим 

значение второй производной решения относительных колебаний груза 1:  

grt
r

g

r

g
r ,78384,5

21,1
cos

21,1
26,0 2 













 . 

После преобразований получим дифференциальное уравнение второго 

порядка, описывающее вращение блока 2:  

t
r

g

r

g

r

g















21,1
cos0,05,6402 . 

Понизим порядок дифференциального уравнения подстановкой 

dt

d 2
2


 , где 2  – угловая скорость блока 2. После интегрирования получим 

зависимость угловой скорости блока 2 от времени 

32
21,1

sin0,045,640 Ct
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r

g
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r

g














 . 



 

Аналогично, положив 
dt

d 2
2


 , найдём закон вращательного движения 

блока 2 

43
2

2
21,1

0,041cos,320 CtCt
r

g
t

r

g














 . 

Произвольные постоянные С3 и С4 определяются из начальных условий 

движения блока 2: при t  0, 0)0(2  , 0)0(2  . Подставляя начальные усло-

вия в уравнения движения блока 2, получим 3C  = 0, 4C  = – 0,041. 

Уравнение вращательного движения блока 2 























 t

r

g
t

r

g 21,1
cos10,041,320 2

2 . 

Абсолютное движение груза 1 происходит по закону: 21  Rxs . Под-

ставляя сюда найденные уравнения относительного движения груза 1 и враще-

ния блока 2, получим 

t
r

g
rgtrs 















21,1
cos0,2,4803,0 2 . 
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ВВЕДЕНИЕ 

Инициативная самостоятельная работа студента есть неотъемлемая составная 

часть учебы в вузе. В современном формате высшего образования значительно 

возрастает роль самостоятельной работы студента. Правильно спланированная и 

организованная самостоятельная работа обеспечивает достижение высоких результатов 

в учебе.  
Самостоятельная работа студента (СРС) - это планируемая учебная, учебно-

исследовательская, научно-исследовательская работа студентов, выполняемая во 

внеаудиторное (аудиторное) время по заданию и при методическом руководстве 

преподавателя, но без его непосредственного участия, при сохранении ведущей роли 

студентов.  
Целью СРС является овладение фундаментальными знаниями, 

профессиональными умениями и навыками по профилю будущей специальности, 

опытом творческой, исследовательской деятельности, развитие самостоятельности. 

Ответственности и организованности, творческого подхода к решению проблем 

учебного и профессионального уровней. Самостоятельная работа студента – важнейшая 

составная часть учебного процесса, обязательная для каждого студента, объем которой 

определяется учебным планом. Методологическую основу СРС составляет 

деятельностный подход, при котором цели обучения ориентированы на формирование 

умений решать типовые и нетиповые задачи, т. е. на реальные ситуации, в которых 

студентам надо проявить знание конкретной дисциплины. Предметно и содержательно 

СРС определяется государственным образовательным стандартом, действующими 

учебными планами и образовательными программами различных форм обучения, 

рабочими программами учебных дисциплин, средствами обеспечения СРС: учебниками, 

учебными пособиями и методическими руководствами, учебно-программными 

комплексами и т.д. 
Самостоятельная работа студентов может рассматриваться как организационная 

форма обучения - система педагогических условий, обеспечивающих управление 

учебной деятельностью студентов по освоению знаний и умений в области учебной и 

научной деятельности без посторонней помощи. 
Самостоятельная работа студентов проводится с целью: 

 систематизации и закрепления полученных теоретических знаний и практических 

умений студентов; 
 углубления и расширения теоретических знаний; 
 формирования умений использовать нормативную, правовую, справочную 

документацию и специальную литературу; 
 развития познавательных способностей и активности студентов: творческой 

инициативы, самостоятельности, ответственности и организованности; 
 формирования самостоятельности мышления, способностей к саморазвитию, 

самосовершенствованию и самореализации; 
 формирования практических (общеучебных и профессиональных) умений и 

навыков; 
 развития исследовательских умений; 
 получения навыков эффективной самостоятельной профессиональной 

(практической и научно-теоретической) деятельности. 
Самостоятельная работа студента - это особым образом организованная 

деятельность, включающая в свою структуру такие компоненты, как: 
 уяснение цели и поставленной учебной задачи; 
 четкое и системное планирование самостоятельной работы; 
 поиск необходимой учебной и научной информации; 
 освоение информации и ее логическая переработка; 
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 использование методов исследовательской, научно-исследовательской работы для 

решения поставленных задач; 
 выработка собственной позиции по поводу полученной задачи; 
 представление, обоснование и защита полученного решения; 
 проведение самоанализа и самоконтроля. 

В учебном процессе выделяют два вида самостоятельной работы: аудиторная и 

внеаудиторная. 
Аудиторная самостоятельная работа по дисциплине выполняется на учебных 

занятиях под непосредственным руководством преподавателя и по его заданию: текущие 

консультации,  коллоквиум,  прием и разбор домашних заданий и другие. 
Внеаудиторная самостоятельная работа - планируемая учебная, учебно-

исследовательская, научно-исследовательская работа студентов, выполняемая во 

внеаудиторное время по заданию и при методическом руководстве преподавателя, но без 

его непосредственного участия: подготовка презентаций, составление глоссария, подготовка к 

практическим занятиям, подготовка рецензий, аннотаций на статью,  подготовка к дискуссиям, 

круглым столам. 
СРС может включать следующие формы работ: 

    изучение  лекционного материала;  
  работа с источниками литературы: поиск, подбор и обзор литературы и 

электронных источников информации по заданной проблеме курса; 
    выполнение домашних заданий, выдаваемых на практических занятиях: тестов, 
докладов, контрольных работ и других форм текущего контроля; 
 изучение материала, вынесенного на самостоятельное изучение; подготовка к 

практическим занятиям; 
 подготовка к контрольной работе или коллоквиуму;  
 подготовка к зачету, экзамену, другим аттестациям; 
 написание реферата, эссе по заданной проблем; 
 выполнение расчетно-графической работы; 
 выполнение выполнение курсовой работы или проекта; 
 анализ научной публикации по определенной преподавателем теме, ее реферирование; 
 исследовательская работа и участие в научных студенческих конференциях, семинарах и 
олимпиадах. 

Особенностью организации самостоятельной работы студентов является 

необходимость не только подготовиться к сдаче зачета /экзамена, но и собрать, обобщить, 

систематизировать, проанализировать информацию по темам дисциплины. 
Технология организации самостоятельной работы студентов включает 

использование информационных и материально-технических ресурсов образовательного 

учреждения. Для более эффективного выполнения самостоятельной работы по 

дисциплине преподаватель рекомендует студентам источники и учебно-методические 

пособия для работы, характеризует наиболее рациональную методику самостоятельной 

работы. 
Самостоятельная работа может осуществляться индивидуально или группами 

студентов online и на занятиях в зависимости от цели, объема, конкретной тематики 

самостоятельной работы, уровня сложности, уровня умений студентов.   
Подготовка к самостоятельная работа, не предусмотренная образовательной 

программой, учебным планом и учебно-методическими материалами, раскрывающими и 

конкретизирующими их содержание, осуществляется студентами инициативно, с целью 

реализации собственных учебных и научных интересов. 
В качестве форм и методов контроля внеаудиторной самостоятельной работы 

студентов могут быть использованы обмен информационными файлами, семинарские 

занятия, тестирование, опрос, доклад, реферат, самоотчеты, контрольные работы, защита 

творческих работ и электронных презентаций и др. 
.



 

 

1. Методические рекомендации по работе с текстом лекций 
На лекционных занятиях необходимо конспектировать учебный материал. Обращать 

внимание на формулировки, определения, раскрывающие содержание тех или иных 

понятий, научные выводы и практические рекомендации, положительный опыт в 

ораторском мастерстве. Внимательное слушание и конспектирование лекций 

предполагает интенсивную умственную деятельность студента, и помогает усвоить 

учебный материал.  
Желательно оставлять в рабочих конспектах поля, на которых делать пометки, 

дополняющие материал прослушанной лекции, а также подчеркивающие особую 

важность тех или иных теоретических положений, фиксировать вопросы, вызывающие 

личный интерес, варианты ответов на них, сомнения, проблемы, спорные положения. 
Рекомендуется вести записи на одной стороне листа, оставляя вторую сторону для 

размышлений, разборов, вопросов, ответов на них, для фиксирования деталей темы или 

связанных с ней фактов, которые припоминаются самим студентом в ходе слушания.  
Слушание лекций - сложный вид интеллектуальной деятельности, успех которой 

обусловлен умением слушать, и стремлением воспринимать материал, нужное записывая 

в тетрадь. Запись лекции помогает сосредоточить внимание на главном, в ходе самой 

лекции продумать и осмыслить услышанное, осознать план и логику изложения 

материала преподавателем. 
Такая работа нередко вызывает трудности у студентов: некоторые стремятся 

записывать все дословно, другие пишут отрывочно, хаотично. Чтобы избежать этих 

ошибок, целесообразно придерживаться ряда правил. 
1. После записи ориентирующих и направляющих внимание данных (тема, цель, 

план лекции, рекомендованная литература) важно попытаться проследить, как они 

раскрываются в содержании, подкрепляются формулировками, доказательствами, а затем 

и выводами. 
2. Записывать следует основные положения и доказывающие их аргументы, 

наиболее яркие примеры и факты, поставленные преподавателем вопросы для 

самостоятельной проработки. 
3. Стремиться к четкости записи, ее последовательности, выделяя темы, подтемы, 

вопросы и подвопросы, используя цифровую и буквенную нумерацию (римские и 

арабские цифры, большие и малые буквы), красные строки, выделение абзацев, 

подчеркивание главного и т.д. 
Форма записи материала может быть различной - в зависимости от специфики 

изучаемого предмета. Это может быть стиль учебной программы (назывные 

предложения), уместны и свои краткие пояснения к записям. 
Студентам не следует подробно записывать на лекции «все подряд», но  

обязательно фиксировать то, что преподаватели диктуют – это базовый конспект, 

содержащий основные положения лекции: определения, выводы, параметры, критерии, 

аксиомы, постулаты, парадигмы, концепции, ситуации, а также мысли-маяки (ими часто 

являются афоризмы, цитаты, остроумные изречения).  Запись лекции лучше вести в 

сжатой форме, короткими и четкими фразами. Каждому студенту полезно выработать 

свою систему сокращений, в которой он мог бы разобраться легко и безошибочно. 
 Даже отлично записанная лекция предполагает дальнейшую самостоятельную 

работу над ней (осмысление ее содержания, логической структуры, выводов). С целью 

доработки конспекта лекции необходимо в первую очередь прочитать записи, 

восстановить текст в памяти, а также исправить описки, расшифровать не принятые ранее 

сокращения, заполнить пропущенные места, понять текст, вникнуть в его смысл. Далее 

прочитать материал по рекомендуемой литературе, разрешая в ходе чтения возникшие 

ранее затруднения, вопросы, а также дополняя и исправляя свои записи.  В ходе 

доработки конспекта углубляются, расширяются и закрепляются знания, а также 

дополняется, исправляется и совершенствуется конспект. Доработанный конспект и 
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рекомендуемая литература используется при подготовке к практическому занятию. 

Знание лекционного материала при подготовке к практическому занятию обязательно. 
Особенно важно в процессе самостоятельной работы над лекцией выделить новый 

понятийный аппарат, уяснить суть новых понятий, при необходимости обратиться к 

словарям и другим источникам, заодно устранив неточности в записях. Главное - вести 

конспект аккуратно и регулярно, только в этом случае он сможет стать подспорьем в 

изучении дисциплины. 
Работа над лекцией стимулирует самостоятельный поиск ответов на самые 

различные вопросы: над какими понятиями следует поработать, какие обобщения сделать, 

какой дополнительный материал привлечь. 
Важным средством, направляющим самообразование, является выполнение 

различных заданий по тексту лекции, например, составление ее развернутого плана или 

тезисов; ответы на вопросы проблемного характера, (скажем, об основных тенденциях 

развития той или иной проблемы); составление проверочных тесты по проблеме, 

написание по ней реферата, составление графических схем. 
По своим задачам лекции могут быть разных жанров: установочная лекция вводит в 

изучение курса, предмета, проблем (что и как изучать), а обобщающая лекция позволяет 

подвести итог (зачем изучать), выделить главное, усвоить законы развития знания, 

преемственности, новаторства, чтобы применить обобщенный позитивный опыт к 

решению современных практических задач. Обобщающая лекция ориентирует в истории 

и современном состоянии научной проблемы.  
В процессе освоения материалов обобщающих лекций студенты могут выполнять 

задания разного уровня. Например: задания репродуктивного уровня (составить 

развернутый план обобщающей лекции, составить тезисы по материалам лекции); 

задания продуктивного уровня (ответить на вопросы проблемного характера, составить 

опорный конспект по схеме, выявить основные тенденции развития проблемы); 
задания творческого уровня (составить проверочные тесты по теме, защитить реферат и 

графические темы по данной проблеме). Обращение к ранее изученному материалу не 

только помогает восстановить в памяти известные положения, выводы, но и приводит 

разрозненные знания в систему, углубляет и расширяет их. Каждый возврат к старому 

материалу позволяет найти в нем что-то новое, переосмыслить его с иных позиций, 

определить для него наиболее подходящее место в уже имеющейся системе знаний. 
 
.



 

 

2. Методические указания по подготовке к опросу 
 

Самостоятельная работа обучающихся включает подготовку к устному или 

письменному опросу на семинарских занятиях. Для этого обучающийся изучает лекции, 

основную и дополнительную литературу, публикации, информацию из Интернет-
ресурсов. Темы и вопросы к семинарским занятиям, вопросы для самоконтроля 

приведены в методических указаниях по разделам и доводятся до обучающихся заранее.  
Письменный опрос 
Письменный опрос является одной из форм текущего контроля успеваемости 

студента. При изучении материала студент должен убедиться, что хорошо понимает 

основную терминологию темы, умеет ее использовать в нужном контексте. Желательно 

составить краткий конспект ответа на предполагаемые вопросы письменной работы, 

чтобы убедиться в том, что студент владеет материалом и может аргументировано, 

логично и грамотно письменно изложить ответ на вопрос. Следует обратить особое 

внимание на написание профессиональных терминов, чтобы избегать грамматических 

ошибок в работе. При изучении новой для студента терминологии рекомендуется 

изготовить карточки, которые содержат новый термин и его расшифровку, что 

значительно облегчит работу над материалом.  
Устный опрос 
Целью устного собеседования являются обобщение и закрепление изученного 

курса. Студентам предлагаются для освещения сквозные концептуальные проблемы. При 

подготовке следует использовать лекционный материал и учебную литературу. Для более 

глубокого постижения курса и более основательной подготовки рекомендуется 

познакомиться с указанной дополнительной литературой. Готовясь к семинару, студент 

должен, прежде всего, ознакомиться с общим планом семинарского занятия. Следует 

внимательно прочесть свой конспект лекции по изучаемой теме и рекомендуемую к теме 

семинара литературу. С незнакомыми терминами и понятиями следует ознакомиться в 

предлагаемом глоссарии, словаре или энциклопедии 1.  
Критерии качества устного ответа.  
1. Правильность ответа по содержанию.  
2. Полнота и глубина ответа.  
3. Сознательность ответа (учитывается понимание излагаемого материала).   
4. Логика изложения материала (учитывается умение строить целостный, 

последовательный рассказ, грамотно пользоваться профессиональной 

терминологией).    
5. Рациональность использованных приемов и способов решения поставленной 

учебной задачи (учитывается умение использовать наиболее прогрессивные и 

эффективные способы достижения цели).    
6. Своевременность и эффективность использования наглядных пособий и 

технических средств при ответе (учитывается грамотно и с пользой применять 

наглядность и демонстрационный опыт при устном ответе).    
7. Использование дополнительного материала (приветствуется, но не обязательно 

для всех студентов).    
8. Рациональность использования времени, отведенного на задание (не одобряется 

затянутость выполнения задания, устного ответа во времени, с учетом 

индивидуальных особенностей студентов)2.    

                                                           

1 Методические рекомендации для студентов [Электронный ресурс]: Режим доступа: 

http://lesgaft.spb.ru/sites/default/files/u57/metod.rekomendacii_dlya_studentov_21.pdf 
2Методические рекомендации для студентов [Электронный ресурс]:   

http://priab.ru/images/metod_agro/Metod_Inostran_yazyk_35.03.04_Agro_15.01.2016.pdf 

http://lesgaft.spb.ru/sites/default/files/u57/metod.rekomendacii_dlya_studentov_21.pdf
http://priab.ru/images/metod_agro/Metod_Inostran_yazyk_35.03.04_Agro_15.01.2016.pdf
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Ответ на каждый вопрос из плана семинарского занятия должен быть 

содержательным и аргументированным. Для этого следует использовать документы, 

монографическую, учебную и справочную литературу.  
Для успешной подготовки к устному опросу, студент должен законспектировать 

рекомендуемую литературу, внимательно осмыслить лекционный материал и сделать 

выводы. Объем временина на подготовку к устному опросу зависимости от сложности 

темы и особенностей организации обучающимся своей самостоятельной работы. 
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3.Методические рекомендации по подготовке доклада (презентации) 
 

 
Доклад – публичное сообщение по заданной теме, представляющее собой 

развернутое изложение на определенную тему, вид самостоятельной работы, который 

используется в учебных и внеаудиторных занятиях и способствует формированию 

навыков исследовательской работы, освоению методов научного познания, приобретению 

навыков публичного выступления, расширяет познавательные интересы, приучает 

критически мыслить.  
При подготовке доклада используется дополнительная литература, 

систематизируется материал. Работа над докладом не только позволяет учащемуся 

приобрести новые знания, но и способствует формированию важных научно-
исследовательских навыков самостоятельной работы с научной литературой, что 

повышает познавательный интерес к научному познанию. 
Приветствуется использование мультимедийных технологий, подготовка докладов-

презентаций. 
Доклад должен соответствовать следующим требованиям: 
- тема доклада должна быть согласованна с преподавателем и соответствовать теме 

занятия; 
- иллюстрации (слайды в презентации) должны быть достаточными, но не 

чрезмерными; 
- материалы, которыми пользуется студент при подготовке доклада-презентации, 

должны тсоответствовать научно-методическим требованиям ВУЗа и быть указаны в 
докладе; 

- необходимо соблюдать регламент: 7-10 минут выступления.  
Преподаватель может дать тему сразу нескольким студентам одной группы, по 

принципу: докладчик и оппонент. Студенты могут подготовить два выступления с 

противоположными точками зрения и устроить дискуссию по проблемной теме. 

Докладчики и содокладчики во многом определяют содержание, стиль, активность 

данного занятия, для этого необходимо: 
 использовать технические средства; 
 знать и хорошо ориентироваться в теме всей презентации (семинара); 

 уметь дискутировать и быстро отвечать на вопросы; 

 четко выполнять установленный регламент: докладчик - 7-10 мин.;  содокладчик - 
5 мин.;  дискуссия - 10 мин; 

 иметь представление о композиционной структуре доклада. 

После выступления докладчик и содокладчик, должны ответить на вопросы 

слушателей. 

В подготовке доклада выделяют следующие этапы:  
1. Определение цели доклада: информировать, объяснить, обсудить что-то 

(проблему, решение, ситуацию и т. п.) 
2. Подбор литературы, иллюстративных примеров. 
3. Составление плана доклада, систематизация материала, композиционное 

оформление доклада в виде печатного /рукописного текста и электронной презентации.   
Общая структура доклада  
Построение доклада включает три части: вступление, основную часть и 

заключение.  
Вступление.        
Вступление   должно содержать:  
-   название презентации (доклада);  
- сообщение основной идеи;   
- обоснование актуальности  обсуждаемого вопроса; 
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- современную оценку предмета изложения;  
- краткое перечисление рассматриваемых вопросов;   
- живую интересную форму изложения; 
- акцентирование оригинальности подхода.  

Основная часть.  
Основная часть состоит из нескольких разделов, постепенно раскрывающих тему. 

Возможно использование иллюстрации (графики, диаграммы, фотографии, карты, 

рисунки) Если необходимо, для обоснования темы используется ссылка на источники с 

доказательствами, взятыми из литературы (цитирование авторов, указание цифр, фактов, 

определений). Изложение материала должно быть связным, последовательным, 

доказательным.  
Задача основной части - представить достаточно данных для того, чтобы 

слушатели и заинтересовались темой и захотели ознакомиться с материалами. При этом 

логическая структура теоретического блока не должны даваться без наглядных пособий, 

аудио-визуальных и визуальных материалов. 
Заключение.  
Заключение - это ясное четкое обобщение, в котором подводятся итоги, 

формулируются главные выводы, подчеркивается значение рассмотренной проблемы, 

предлагаются самые важные практические рекомендации. Требования к оформлению 

доклада. Объем машинописного текста доклада должен быть рассчитан на произнесение 

доклада в течение 7 -10 минут (3-5 машинописных листа текста с докладом).  
Доклад оценивается по следующим критериям: 

 

Критерии оценки доклада, сообщения 
Количество  

баллов 

Содержательность, информационная насыщенность доклада 2 

Наличие аргументов 2 

Наличие выводов 2 

Наличие презентации доклада 2 

Владение профессиональной лексикой 2 

Итого: 10 

 Электронные презентации выполняются в программе MS PowerPoint в виде 

слайдов в следующем порядке: • титульный лист с заголовком темы и автором 

исполнения презентации; • план презентации (5-6 пунктов - это максимум); • основная 

часть (не более 10 слайдов); • заключение (вывод). Общие требования к стилевому 

оформлению презентации: • дизайн должен быть простым и лаконичным; • основная цель 

- читаемость, а не субъективная красота; цветовая гамма должна состоять не более чем из 

двух-трех цветов;  всегда должно быть два типа слайдов: для титульных и для основного 

текста;  размер шрифта должен быть: 24–54 пункта (заголовок), 18–36 пунктов (обычный 

текст);  текст должен быть свернут до ключевых слов и фраз. Полные развернутые 

предложения на слайдах таких презентаций используются только при цитировании; 
каждый слайд должен иметь заголовок;  все слайды должны быть выдержаны в одном 

стиле;  на каждом слайде должно быть не более трех иллюстраций;  слайды должны 

быть пронумерованы с указанием общего количества слайдов 
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4. Методические рекомендации по написанию эссе 
 

Эссе - это самостоятельная письменная работа на тему, предложенную 

преподавателем. Цель эссе состоит в развитии навыков самостоятельного творческого 

мышления и письменного изложения собственных мыслей. Писать эссе чрезвычайно 

полезно, поскольку это позволяет автору научиться четко и грамотно формулировать 

мысли, структурировать информацию, использовать основные категории анализа, 

выделять причинно-следственные связи, иллюстрировать понятия соответствующими 

примерами, аргументировать свои выводы; овладеть научным стилем речи. 
Эссе должно содержать: четкое изложение сути поставленной проблемы, включать 

самостоятельно проведенный анализ этой проблемы с использованием концепций и 

аналитического инструментария, рассматриваемого в рамках дисциплины, выводы, 

обобщающие авторскую позицию по поставленной проблеме. В зависимости от 

специфики дисциплины формы эссе могут значительно дифференцироваться. В 

некоторых случаях это может быть анализ имеющихся статистических данных по 

изучаемой проблеме, анализ материалов из средств массовой информации и 

использованием изучаемых моделей, подробный разбор предложенной задачи с 

развернутыми мнениями, подбор и детальный анализ примеров, иллюстрирующих 

проблему и т.д. 
Построение эссе - это ответ на вопрос или раскрытие темы, которое основано на 

классической системе доказательств. 
Структура эссе 

1. Титульный лист (заполняется по единой форме); 
2. Введение - суть и обоснование выбора данной темы, состоит из ряда 

компонентов, связанных логически и стилистически. 
На этом этапе очень важно правильно сформулировать вопрос, на который вы 

собираетесь найти ответ в ходе своего исследования. 
3. Основная часть - теоретические основы выбранной проблемы и изложение 

основного вопроса. 
Данная часть предполагает развитие аргументации и анализа, а также обоснование 

их, исходя из имеющихся данных, других аргументов и позиций по этому вопросу. В этом 

заключается основное содержание эссе и это представляет собой главную трудность. 

Поэтому важное значение имеют подзаголовки, на основе которых осуществляется 

структурирование аргументации; именно здесь необходимо обосновать (логически, 

используя данные или строгие рассуждения) предлагаемую аргументацию/анализ. Там, 

где это необходимо, в качестве аналитического инструмента можно использовать 

графики, диаграммы и таблицы. 
В зависимости от поставленного вопроса анализ проводится на основе следующих 

категорий: 
Причина - следствие, общее - особенное, форма - содержание, часть - целое, 

постоянство - изменчивость. 
В процессе построения эссе необходимо помнить, что один параграф должен 

содержать только одно утверждение и соответствующее доказательство, подкрепленное 

графическим и иллюстративным материалом. Следовательно, наполняя содержанием 

разделы аргументацией (соответствующей подзаголовкам), необходимо в пределах 

параграфа ограничить себя рассмотрением одной главной мысли. 
Хорошо проверенный (и для большинства — совершено необходимый) способ 

построения любого эссе - использование подзаголовков для обозначения ключевых 

моментов аргументированного изложения: это помогает посмотреть на то, что 

предполагается сделать (и ответить на вопрос, хорош ли замысел). Такой подход поможет 

следовать точно определенной цели в данном исследовании. Эффективное использование 

подзаголовков - не только обозначение основных пунктов, которые необходимо осветить. 
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Их последовательность может также свидетельствовать о наличии или отсутствии 

логичности в освещении темы. 
4. Заключение - обобщения и аргументированные выводы по теме с указанием 

области ее применения и т.д. Подытоживает эссе или еще раз вносит пояснения, 

подкрепляет смысл и значение изложенного в основной части. Методы, рекомендуемые 

для составления заключения: повторение, иллюстрация, цитата, впечатляющее 

утверждение. Заключение может содержать такой очень важный, дополняющий эссе 

элемент, как указание на применение (импликацию) исследования, не исключая 

взаимосвязи с другими проблемами. 
Структура аппарата доказательств, необходимых для написания эссе 

Доказательство - это совокупность логических приемов обоснования истинности 

какого-либо суждения с помощью других истинных и связанных с ним суждений. Оно 

связано с убеждением, но не тождественно ему: аргументация или доказательство должны 

основываться на данных науки и общественно-исторической практики, убеждения же 

могут быть основаны на предрассудках, неосведомленности людей в вопросах экономики 

и политики, видимости доказательности. Другими словами, доказательство или 

аргументация - это рассуждение, использующее факты, истинные суждения, научные 

данные и убеждающее нас в истинности того, о чем идет речь. 
Структура любого доказательства включает в себя три составляющие: тезис, 

аргументы и выводы или оценочные суждения. 
Тезис - это положение (суждение), которое требуется доказать. Аргументы - это 

категории, которыми пользуются при доказательстве истинности тезиса. Вывод - это 

мнение, основанное на анализе фактов. Оценочные суждения - это мнения, основанные на 

наших убеждениях, верованиях или взглядах. Аргументы обычно делятся на следующие 

группы: 
1. Удостоверенные факты — фактический материал (или статистические данные). 
2. Определения в процессе аргументации используются как описание понятий, 

связанных с тезисом. 
3. Законы науки и ранее доказанные теоремы тоже могут использоваться как 

аргументы доказательства. 
Требования к фактическим данным и другим источникам 

При написании эссе чрезвычайно важно то, как используются эмпирические 

данные и другие источники (особенно качество чтения). Все (фактические) данные 

соотносятся с конкретным временем и местом, поэтому прежде, чем их использовать, 

необходимо убедится в том, что они соответствуют необходимому для исследований 

времени и месту. Соответствующая спецификация данных по времени и месту — один из 

способов, который может предотвратить чрезмерное обобщение, результатом которого 

может, например, стать предположение о том, что все страны по некоторым важным 

аспектам одинаковы (если вы так полагаете, тогда это должно быть доказано, а не быть 

голословным утверждением). 
Всегда можно избежать чрезмерного обобщения, если помнить, что в рамках эссе 

используемые данные являются иллюстративным материалом, а не заключительным 

актом, т.е. они подтверждают аргументы и рассуждения и свидетельствуют о том, что 

автор умеет использовать данные должным образом. Нельзя забывать также, что данные, 

касающиеся спорных вопросов, всегда подвергаются сомнению. От автора не ждут 

определенного или окончательного ответа. Необходимо понять сущность фактического 

материала, связанного с этим вопросом (соответствующие индикаторы? насколько 

надежны данные для построения таких индикаторов? к какому заключению можно прийти 

на основании имеющихся данных и индикаторов относительно причин и следствий? и 

т.д.), и продемонстрировать это в эссе. Нельзя ссылаться на работы, которые автор эссе не 

читал сам. 
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Как подготовить и написать эссе? 
Качество любого эссе зависит от трех взаимосвязанных составляющих, таких как: 
1. Исходный материал, который будет использован (конспекты прочитанной 

литературы, лекций, записи результатов дискуссий, собственные соображения и 

накопленный опыт по данной проблеме). 
2. Качество обработки имеющегося исходного материала (его организация, 

аргументация и доводы). 
3. Аргументация (насколько точно она соотносится с поднятыми в эссе 

проблемами). 
Процесс написания эссе можно разбить на несколько стадий: обдумывание - 

планирование - написание - проверка - правка. 
Планирование - определение цели, основных идей, источников информации, сроков 

окончания и представления работы. 
Цель должна определять действия. 
Идеи, как и цели, могут быть конкретными и общими, более абстрактными. 

Мысли, чувства, взгляды и представления могут быть выражены в форме аналогий, 

ассоциации, предположений, рассуждений, суждений, аргументов, доводов и т.д. 
Аналогии - выявление идеи и создание представлений, связь элементов значений. 
Ассоциации - отражение взаимосвязей предметов и явлений действительности в 

форме закономерной связи между нервно - психическими явлениями (в ответ на тот или 

иной словесный стимул выдать «первую пришедшую в голову» реакцию). 
Предположения - утверждение, не подтвержденное никакими доказательствами. 
Рассуждения - формулировка и доказательство мнений. 
Аргументация - ряд связанных между собой суждений, которые высказываются 

для того, чтобы убедить читателя (слушателя) в верности (истинности) тезиса, точки 

зрения, позиции. 
Суждение - фраза или предложение, для которого имеет смысл вопрос: истинно 

или ложно? 
Доводы - обоснование того, что заключение верно абсолютно или с какой-либо 

долей вероятности. В качестве доводов используются факты, ссылки на авторитеты, 

заведомо истинные суждения (законы, аксиомы и т.п.), доказательства (прямые, 

косвенные, «от противного», «методом исключения») и т.д. 
Перечень, который получится в результате перечисления идей, поможет 

определить, какие из них нуждаются в особенной аргументации. 
Источники. Тема эссе подскажет, где искать нужный материал. Обычно 

пользуются библиотекой, Интернет-ресурсами, словарями, справочниками. Пересмотр 

означает редактирование текста с ориентацией на качество и эффективность. 
Качество текста складывается из четырех основных компонентов: ясности 

мысли, внятности, грамотности и корректности. 
Мысль - это содержание написанного. Необходимо четко и ясно формулировать 

идеи, которые хотите выразить, в противном случае вам не удастся донести эти идеи и 

сведения до окружающих. 
Внятность - это доступность текста для понимания. Легче всего ее можно достичь, 

пользуясь логично и последовательно тщательно выбранными словами, фразами и 

взаимосвязанными абзацами, раскрывающими тему. 
Грамотность отражает соблюдение норм грамматики и правописания. Если в чем-

то сомневаетесь, загляните в учебник, справьтесь в словаре или руководстве по 

стилистике или дайте прочитать написанное человеку, чья манера писать вам нравится. 
Корректность — это стиль написанного. Стиль определятся жанром, структурой 

работы, целями, которые ставит перед собой пишущий, читателями, к которым он 

обращается.



 

 

 
5. Методические рекомендации по подготовке семинарским занятиям 

 
Семинар представляет собой комплексную форму и завершающее звено в изучении 

определенных тем, предусмотренных программой учебной дисциплины. Комплексность 

данной формы занятий определяется тем, что в ходе её проведения сочетаются 

выступления обучающихся и преподавателя: рассмотрение обсуждаемой проблемы и 

анализ различных, часто дискуссионных позиций; обсуждение мнений обучающихся и 

разъяснение (консультация) преподавателя; углубленное изучение теории и приобретение 

навыков умения ее использовать в практической работе.  
По своему назначению семинар, в процессе которого обсуждается та или иная 

научная проблема, способствует:  
 углубленному изучению определенного раздела учебной дисциплины, 

закреплению знаний;  
 отработке методологии и методических приемов познания; 
 выработке аналитических способностей, умения обобщения и формулирования 

выводов; 
 приобретению навыков использования научных знаний в практической 

деятельности; 
 выработке умения кратко, аргументированно и ясно излагать обсуждаемые 

вопросы; 
 осуществлению контроля преподавателя за ходом обучения. 
Семинары представляет собой дискуссию в пределах обсуждаемой темы 

(проблемы). Дискуссия помогает участникам семинара приобрести более совершенные 

знания, проникнуть в суть изучаемых проблем. Выработать методологию, овладеть 

методами анализа социально-экономических процессов. Обсуждение должно носить 

творческий характер с четкой и убедительной аргументацией.  
По своей структуре семинар начинается со вступительного слова преподавателя, в 

котором кратко излагаются место и значение обсуждаемой темы (проблемы) в данной 

дисциплине, напоминаются порядок и направления ее обсуждения. Конкретизируется 

ранее известный обучающимся план проведения занятия. После этого начинается процесс 

обсуждения вопросов обучающимися. Завершается занятие подведением итогоа 

обсуждения, заключительным словом преподавателя. 
Проведение семинарских занятий в рамках учебной группы (20 - 25 человек) 

позволяет обеспечить активное участие в обсуждении проблемы всех присутствующих. 
По ходу обсуждения темы помните, что изучение теории должно быть связано с 

определением (выработкой) средств, путей применения теоретических положений в 

практической деятельности, например, при выполнении функций государственного 

служащего. В то же время важно не свести обсуждение научной проблемы только к 

пересказу случаев из практики работы, к критике имеющих место недостатков. Дискуссии 

имеют важное значение: учат дисциплине ума, умению выступать по существу, мыслить 

логически, выделяя главное, критически оценивать выступления участников семинара.  
В процессе проведения семинара обучающиеся могут использовать разнообразные 

по своей форме и характеру пособия, демонстрируя фактический, в том числе 

статистический материал, убедительно подтверждающий теоретические выводы и 

положения. В завершение обсудите результаты работы семинара и сделайте выводы, что 

хорошо усвоено, а над чем следует дополнительно поработать. 
В целях эффективности семинарских занятий необходима обстоятельная 

подготовка к их проведению. В начале семестра (учебного года) возьмите в библиотеке 

необходимые методические материалы для своевременной подготовки к семинарам. 

Готовясь к конкретной теме занятия следует ознакомиться с новыми официальными 
документами, статьями в периодических журналах, вновь вышедшими монографиями. 
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6. Методические рекомендации по подготовке к дискуссии 
 

Современная практика предлагает широкий круг типов семинарских занятий. 

Среди них особое место занимает семинар-дискуссия, где в диалоге хорошо усваивается 

новая информация, видны убеждения студента, обсуждаются противоречия (явные и 

скрытые) и недостатки. Для обсуждения берутся конкретные актуальные вопросы, с 

которыми студенты предварительно ознакомлены. Дискуссия является одной из 

наиболее эффективных технологий группового взаимодействия, обладающей особыми 

возможностями в обучении, развитии и воспитании будущего специалиста. 
Дискуссия (от лат. discussio - рассмотрение, исследование) - способ организации 

совместной деятельности с целью интенсификации процесса принятия решений в 

группе посредством обсуждения какого-либо вопроса или проблемы. 
Дискуссия обеспечивает активное включение студентов в поиск истины; создает 

условия для открытого выражения ими своих мыслей, позиций, отношений к 

обсуждаемой теме и обладает особой возможностью воздействия на установки ее 

участников в процессе группового взаимодействия. Дискуссию можно рассматривать 

как метод интерактивного обучения и как особую технологию, включающую в себя 

другие методы и приемы обучения: «мозговой штурм», «анализ ситуаций» и т.д. 
Обучающий эффект дискуссии определяется предоставляемой участнику 

возможностью получить разнообразную информацию от собеседников, 

продемонстрировать и повысить свою компетентность, проверить и уточнить свои 

представления и взгляды на обсуждаемую проблему, применить имеющиеся знания в 

процессе совместного решения учебных и профессиональных задач. 
Развивающая функция дискуссии связана со стимулированием творчества 

обучающихся, развитием их способности к анализу информации и 

аргументированному, логически выстроенному доказательству своих идей и взглядов, с 

повышением коммуникативной активности студентов, их эмоциональной включенности 

в учебный процесс.  
Влияние дискуссии на личностное становление студента обусловливается ее 

целостно - ориентирующей направленностью, созданием благоприятных условий для 

проявления индивидуальности, самоопределения в существующих точках зрения на 

определенную проблему, выбора своей позиции; для формирования умения 

взаимодействовать с другими, слушать и слышать окружающих, уважать чужие 

убеждения, принимать оппонента, находить точки соприкосновения, соотносить и 

согласовывать свою позицию с позициями других участников обсуждения. 
Безусловно, наличие оппонентов, противоположных точек зрения всегда 

обостряет дискуссию, повышает ее продуктивность, позволяет создавать с их помощью 

конструктивный конфликт для более эффективного решения обсуждаемых проблем. 
Существует несколько видов дискуссий, использование того или иного типа 

дискуссии зависит от характера обсуждаемой проблемы и целей дискуссии. 
Дискуссия- диалог чаще всего применяется для совместного обсуждения учебных 

и производственных проблем, решение которых может быть достигнуто путем 

взаимодополнения, группового взаимодействия по принципу «индивидуальных 

вкладов» или на основе согласования различных точек зрения, достижения консенсуса. 
Дискуссия - спор используется для всестороннего рассмотрения сложных 

проблем, не имеющих однозначного решения даже в науке, социальной, политической 

жизни, производственной практике и т.д. Она построена на принципе «позиционного 

противостояния» и ее цель - не столько решить проблему, сколько побудить участников 

дискуссии задуматься над проблемой, уточнить и определить свою позицию; научить 

аргументировано отстаивать свою точку зрения и в то же время осознать право других 

иметь свой взгляд на эту проблему, быть индивидуальностью. 
Условия эффективного проведения дискуссии:  
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- информированность и подготовленность студентов к дискуссии,  
- свободное владение материалом, привлечение различных источников для 

аргументации отстаиваемых положений;  
- правильное употребление понятий, используемых в дискуссии, их 

единообразное понимание;  
- корректность поведения, недопустимость высказываний, задевающих личность 

оппонента; установление регламента выступления участников;  
- полная включенность группы в дискуссию, участие каждого студента в ней. 
Подготовка студентов к дискуссии: если тема объявлена заранее, то следует 

ознакомиться с указанной литературой,  необходимыми  справочными материалами, 

продумать свою позицию, четко сформулировать аргументацию, выписать цитаты, 

мнения специалистов. 
В проведении дискуссии выделяется несколько этапов. 
Этап 1-й, введение в дискуссию: формулирование проблемы и целей дискуссии; 
определение значимости проблемы, совместная выработка правил дискуссии; 

выяснение однозначности понимания темы дискуссии, используемых в ней терминов, 

понятий. 
Этап 2-й, обсуждение проблемы:  обмен участниками мнениями по каждому 

вопросу. Цель этапа - собрать максимум мнений, идей, предложений, соотнося их друг с 

другом. 
Этап 3-й, подведение итогов обсуждения: выработка студентами 

согласованного мнения и принятие группового решения. 
Далее подводятся итоги дискуссии, заслушиваются и защищаются проектные 

задания. После этого проводится "мозговой штурм" по нерешенным проблемам 

дискуссии, а также выявляются прикладные аспекты, которые можно рекомендовать 

для включения в курсовые и дипломные работы или в апробацию на практике.  
Семинары-дискуссии проводятся с целью выявления мнения студентов по 

актуальным и проблемным вопросам.  
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7. Методические рекомендации по подготовке к сдаче экзаменов и зачетов 
 
Экзамен (зачет) - одна из важнейших частей учебного процесса, имеющая 

огромное значение.  
Во-первых, готовясь к экзамену, студент приводит в систему знания, полученные 

на лекциях, семинарах, практических и лабораторных занятиях, разбирается в том, что 

осталось непонятным, и тогда изучаемая им дисциплина может быть воспринята в 

полном объеме с присущей ей строгостью и логичностью, ее практической 

направленностью. А это чрезвычайно важно для будущего специалиста.  
Во-вторых, каждый хочет быть волевым и сообразительным., выдержанным и 

целеустремленным, иметь хорошую память, научиться быстро находить наиболее 

рациональное решение в трудных ситуациях. Очевидно, что все эти качества не только 

украшают человека, но и делают его наиболее действенным членом коллектива. 

Подготовка и сдача экзамена помогают студенту глубже усвоить изучаемые 

дисциплины, приобрести навыки и качества, необходимые хорошему специалисту.  
Конечно, успех на экзамене во многом обусловлен тем, насколько 

систематически и глубоко работал студент в течение семестра. Совершенно очевидно, 

что серьезно продумать и усвоить содержание изучаемых дисциплин за несколько дней 

подготовки к экзамену просто невозможно даже для очень способного студента. И, 

кроме того, хорошо известно, что быстро выученные на память разделы учебной 

дисциплины так же быстро забываются после сдачи экзамена.  
При подготовке к экзамену студенты не только повторяют и дорабатывают 

материал дисциплины, которую они изучали в течение семестра, они обобщают 

полученные знания, осмысливают методологию предмета, его систему, выделяют в нем 

основное и главное, воспроизводят общую картину с тем, чтобы яснее понять связь 

между отдельными элементами дисциплины. Вся эта обобщающая работа проходит в 

условиях напряжения воли и сознания, при значительном отвлечении от повседневной 

жизни, т. е. в условиях, благоприятствующих пониманию и запоминанию.  
Подготовка к экзаменам состоит в приведении в порядок своих знаний. Даже 

самые способные студенты не в состоянии в короткий период зачетно-экзаменационной 

сессии усвоить материал целого семестра, если они над ним не работали в свое время. 

Для тех, кто мало занимался в семестре, экзамены принесут мало пользы: что быстро 

пройдено, то быстро и забудется. И хотя в некоторых случаях студент может 

«проскочить» через экзаменационный барьер, в его подготовке останется серьезный 

пробел, трудно восполняемый впоследствии.  
Определив назначение и роль экзаменов в процессе обучения, попытаемся на 

этой основе пояснить, как лучше готовиться к ним. 
Экзаменам, как правило, предшествует защита курсовых работ (проектов) и сдача 

зачетов. К экзаменам допускаются только студенты, защитившие все курсовые работы 

проекты) и сдавшие все зачеты. В вузе сдача зачетов организована так, что при 

систематической работе в течение семестра, своевременной и успешной сдаче всех 

текущих работ, предусмотренных графиком учебного процесса, большая часть зачетов 

не вызывает повышенной трудности у студента. Студенты, работавшие в семестре по 

плану, подходят к экзаменационной сессии без напряжения, без излишней затраты сил в 

последнюю, «зачетную» неделю.  
Подготовку к экзамену следует начинать с первого дня изучения дисциплины. 

Как правило, на лекциях подчеркиваются наиболее важные и трудные вопросы или 

разделы дисциплины, требующие внимательного изучения и обдумывания. Нужно эти 

вопросы выделить и обязательно постараться разобраться в них, не дожидаясь экзамена, 

проработать их, готовясь к семинарам, практическим или лабораторным занятиям, 

попробовать самостоятельно решить несколько типовых задач. И если, несмотря на это, 

часть материала осталась неусвоенной, ни в коем случае нельзя успокаиваться, надеясь 
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на то, что это не попадется на экзамене. Факты говорят об обратном; если те или другие 

вопросы учебной дисциплины не вошли в экзаменационный билет, преподаватель 

может их задать (и часто задает) в виде дополнительных вопросов. 
Точно такое же отношение должно быть выработано к вопросам и задачам, 

перечисленным в программе учебной дисциплины, выдаваемой студентам в начале 

семестра. Обычно эти же вопросы и аналогичные задачи содержатся в экзаменационных 

билетах. Не следует оставлять без внимания ни одного раздела дисциплины: если не 

удалось в чем-то разобраться самому, нужно обратиться к товарищам; если и это не 

помогло выяснить какой-либо вопрос до конца, нужно обязательно задать этот вопрос 

преподавателю на предэкзаменационной консультации. Чрезвычайно важно приучить 

себя к умению самостоятельно мыслить, учиться думать, понимать суть дела. Очень 

полезно после проработки каждого раздела восстановить в памяти содержание изученного 

материала. кратко записав это на листе бумаги. создать карту памяти (умственную карту), 

изобразить необходимые схемы и чертежи (логико-графические схемы), например, 

отобразить последовательность вывода теоремы или формулы. Если этого не сделать, то 

большая часть материала останется не понятой, а лишь формально заученной, и при 

первом же вопросе экзаменатора студент убедится в том, насколько поверхностно он 

усвоил материал. 
В период экзаменационной сессии происходит резкое изменение режима работы, 

отсутствует посещение занятий по расписанию. При всяком изменении режима работы 

очень важно скорее приспособиться к новым условиям. Поэтому нужно сразу выбрать 

такой режим работы, который сохранился бы в течение всей сессии, т. е. почти на месяц. 

Необходимо составить для себя новый распорядок дня, чередуя занятия с отдыхом. Для 

того чтобы сократить потерю времени на включение в работу, рабочие периоды 

целесообразно делать длительными, разделив день примерно на три части: с утра до 

обеда, с обеда до ужина и от ужина до сна.  
Каждый рабочий период дня надо заканчивать отдыхом. Наилучший отдых в 

период экзаменационной сессии - прогулка, кратковременная пробежка или какой-либо 

неутомительный физический труд.  
При подготовке к экзаменам основное направление дают программа учебной 

дисциплины и студенческий конспект, которые указывают, что наиболее важно знать и 

уметь делать. Основной материал должен прорабатываться по учебнику (если такой 

имеется) и учебным пособиям, так как конспекта далеко недостаточно для изучения 

дисциплины. Учебник должен быть изучен в течение семестра, а перед экзаменом 

сосредоточьте внимание на основных, наиболее сложных разделах. Подготовку по 

каждому разделу следует заканчивать восстановлением по памяти его краткого 

содержания в логической последовательности.  
За один - два дня до экзамена назначается консультация. Если ее правильно 

использовать, она принесет большую пользу. Во время консультации студент имеет 

полную возможность получить ответ на нее ни ясные ему вопросы. А для этого он должен 

проработать до консультации все темы дисциплины. Кроме того, преподаватель будет 

отвечать на вопросы других студентов, что будет для вас повторением и закреплением 

знаний. И еще очень важное обстоятельство: преподаватель на консультации, как 

правило, обращает внимание на те вопросы, по которым на предыдущих экзаменах ответы 

были неудовлетворительными, а также фиксирует внимание на наиболее трудных темах 

дисциплины. Некоторые студенты не приходят на консультации либо потому, что 

считают, что у них нет вопросов к преподавателю, либо полагают, что у них и так мало 

времени и лучше самому прочитать материал в конспекте или и учебнике. Это глубокое 

заблуждение. Никакая другая работа не сможет принести столь значительного эффекта 

накануне экзамена, как консультация преподавателя.  
Но консультация не может возместить отсутствия длительной работы в течение 

семестра и помочь за несколько часов освоить материал, требующийся к экзамену. На 
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консультации студент получает ответы на трудные или оставшиеся неясными вопросы и, 

следовательно, дорабатывается материал. Консультации рекомендуется посещать, 

подготовив к ним все вопросы, вызывающие сомнения. Если студент придет на 

консультацию, не проработав всего материала, польза от такой консультации будет 

невелика.  
Итак, основные советы для подготовки к сдаче зачетов и экзаменов состоят в 

следующем:  
 лучшая подготовка к зачетам и экзаменам - равномерная работа в течение всего 

семестра; 
 используйте программы учебных дисциплин - это организует вашу подготовку к 

зачетам и экзаменам; 
 учитывайте, что для полноценного изучения учебной дисциплины необходимо 

время;  
 составляйте планы работы во времени; 
 работайте равномерно и ритмично;  
 курсовые работы (проекты) желательно защищать за одну - две недели до начала 

зачетно-экзаменационной сессии; 
 все зачеты необходимо сдавать до начала экзаменационной сессии;  
 помните, что конспект не заменяет учебник и учебные пособия, а помогает 

выбрать из него основные вопросы и ответы;  
 при подготовке наибольшее внимание и время уделяйте трудным и непонятным 

вопросам учебной дисциплины;  
 грамотно используйте консультации;  
 соблюдайте правильный режим труда и отдыха во время сессии, это сохранит 

работоспособность и даст хорошие результаты;  
 учитесь владеть собой на зачете и экзамене; 
 учитесь точно и кратко передавать свои мысли, поясняя их, если нужно, логико-

графическими схемами.  
Очень важным условием для правильного режима работы в период экзаменационной 

сессии является нормальный сон, иначе в день экзамена не будет чувства бодрости и 

уверенности.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
Методические указания по выполнению самостоятельной работы обучающихся 

являются неотъемлемой частью процесса обучения в вузе. Правильная организация 

самостоятельной работы позволяет обучающимся развивать умения и навыки в усвоении 

и систематизации приобретаемых знаний, обеспечивает высокий уровень успеваемости в 

период обучения, способствует формированию навыков совершенствования 

профессионального мастерства.   Также внеаудиторное время включает в себя 

подготовку к аудиторным занятиям и изучение отдельных тем, расширяющих и 

углубляющих представления обучающихся по разделам изучаемой дисциплины.  
Таким образом, обучающийся используя методические указания может в 

достаточном объеме усвоить и успешно реализовать конкретные знания, умения, навыки и 

получить опыт при выполнении следующих условий:  
1) систематическая самостоятельная работа по закреплению полученных знаний и 

навыков;  
2) добросовестное выполнение заданий;  
3) выяснение и уточнение отдельных предпосылок, умозаключений и выводов, 

содержащихся в учебном курсе;  
4) сопоставление точек зрения различных авторов по затрагиваемым в учебном 

курсе проблемам; выявление неточностей и некорректного изложения материала в 

периодической и специальной литературе;  
5) периодическое ознакомление с последними теоретическими и практическими 

достижениями в области управления персоналом;  
6) проведение собственных научных и практических исследований по одной или 

нескольким актуальным проблемам для HR;  
7) подготовка научных статей для опубликования в периодической печати, 

выступление на научно-практических конференциях, участие в работе студенческих 

научных обществ, круглых столах и диспутах по проблемам управления персоналом.  
 
Контроль результатов внеаудиторной самостоятельной работы студентов осуществляется 

в пределах времени, отведенного на обязательные учебные занятия по дисциплине 
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ВВЕДЕНИE 
 

Эпюр выполняется на формате Аl(594 841) в масштабе 1:1000 и включа- 
ет в себя решение следующих задач: 

- построение линии выхода пласта на поверхность; 
- построение прямого разреза (вкрест простирания); 
- построение вертикальных профилей АВ, ВС, СД, ДА, определяемых 
сторонами заданного плана; 
- построение линии среза пласта по горизонту 92,5; 
- построение блок-диаграммы (ячеечной), ограниченного вертикальными 

профилями АВ, ВС, CD, DA и плоскостью нулевого уровня ваксонометрии с 
линией выхода пласта на поверхность. 

Исходные параметры всех вариантов сведены в таблицу №1и задаютсяс- 
ледующим образом: 

1. Месторождение ограничено двумя параллельными плоскостями - 
плоскостью кровли пласта (верхняя плоскость) и плоскостью подошвы (нижняя 
плоскость). Плоскость кровли пластазадаётся точкой F(x,y,z), азимутом падения 

, интервалом l (масштабом паденияплоскости), параметры которых представ- 
лены в табл.l. 

2. Горизонтальнаямощность Hг пласта нужна для построения плоскости, 
называемой подошвой, которая также задана в табл. 1. 

3. Построение блок-диаграммы осуществляется в стандартной аксономет- 
рической проекции, указанной ее номером. В конце таблицы для каждой стан- 
дартной аксонометрической проекции этот номер присвоен. Пример выполне- 
ния графической работы представлен на рис.7. 

 

Построение линии выхода пласта на поверхность 

Для нахождения линии пересечения плоскости с топографической по- 
верхностью необходимо найти ряд общих точек, которые одновременно при- 
надлежат плоскости и заданной поверхности. На плане топографическая по- 
верхность задается изогипсами - плоскими линиями, параллельными горизон- 
тальной плоскости проекций, каждая из которых имеет свою высотную отметку. 
Надо построить горизонтали плоскости кровли, имеющие такие жевысотные 
отметки, что и изогипсы на плане. 

Плоскость кровли задана точкой F, азимутом падения     и интерваломl 
(см. табл.1). Построив плоскость кровли на плане (задав ее масштабом зало- 
жения), находим линию пересечения плоскости кровли с топографическойпо- 
верхностью. Точки, принадлежащие линии пересечения, получаются в ре – 
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зультате пересечения соответствующих изогипс и горизонталей плоскости 
кровли, т. е. имеющих одинаковые высотные отметки, если таковые имеются 
в пределах плана (рис. 1). 

Найденные общие точки соединяют плавной кривой, которая будет яв- 
ляться линией пересечения плоскости и топографической поверхности. 

Полученная линия кровли пласта обводится красным цветом. 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

Рис 1 
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Пересечение плоскости подошвы пласта и 

топографической поверхности 

Плоскость кровли пласта и плоскость подошвы пласта - две параллельные 
плоскости. Следовательно, на чертеже горизонтали этих плоскостей будут соот- 
ветственно параллельны, масштабы заложения равны, направления падения их 
совпадают. 

Горизонтальная мощность пласта определяется расстоянием между плос- 
костями кровлии подошвы пласта, измеряемое в горизонтальном направлении и 
в нашем случае равна Нг (см. табл.1). Следовательно, отложив отточки F рас- 
стояние, равное Нгпо направлению восстания плоскости пласта(т. к. плоскость 
подошвы ниже плоскости кровли), получим точкуЕ с такойже высотной отмет- 
кой, как и у точки F (рис.1). Направление и масштаб заложения подошвы пласта 
будут такими же, как и у кровли пласта. Плоскостьподошвы пласта определяет- 
ся точкойЕ, азимутом падения и интервалом l. 

Строят те горизонтали подошвы пласта, высотные отметки которых сов- 
падают c высотными отметками изогипс. Находят общие точки, которые соеди- 
няют плавной кривой линией. Полученная линия подошвы пласта обводится 
синим цветом. 

Полное построение линии выхода пласта на поверхность показано на 
рис.1. 

 
 

Построение прямого разреза (вкрест простирания) 
 

На планевыбирают вертикальную плоскость, перпендикулярную к го- 
ризонталям пласта (в удобном месте, как показано на рис. 1). Полученныйразрез 
называется прямым или вкрест простирания. 

Разрез ограничивается нулевой плоскостью, топографической поверх- 
ностью и прямыми пересечения плоскости прямого разреза с ближайшимивер- 
тикальными плоскостями, ограниченными прямоугольником AВCD. 

Для построения прямого разреза вводят декартову систему координат 
х'О'у' на плане, где ось О'х' совпадает с плоскостью разреза, ось О'у' перпен- 
дикулярна к оси О'х' (по часовой стрелке), ось z' проецируется в точку(рис. 1 ). 

Вертикальный прямой разрез будет определяться осьюО'х' и осью O'z', где 
координата z' будет равна числовой отметке соответствующей изогипсы (рис. 
2). Таким образом, получают построение вертикального прямого (вкрест про- 
стирания) разреза, на котором строят следы пласта. 

Для построения следов пласта на разрезе вкрестпростирания поступают 
так. По горизонтали переносят точку F на след плоскости вертикального 
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разреза – осьО'х' и любую из горизонталей (например, 70) – точки F'и M'(рис. 1). 
На профиле (рис. 2) через полученные точки F'и M' проводят перпендикуляры, 
на которых откладывают высотные отметки кровли пласта. Затем проводят 
прямую линию – след кровли пласта. 

Подошва пласта отстоит от кровли пласта на расстоянии, равном горизон- 
тальной мощности пласта и строится параллельно плоскости кровли (рис. 2 – 
профиль ограничен нижней плоскостью с отметкой 40). 

 

Рис. 2 
 

Построение вертикальных профилей AB, BC, CD, DA выполняется анало- 
гично. Пример построения вертикального профиля AB показан на рис. 3. Для 
построения подошвы от прямой следа плоскости кровли пласта откладывают 
вертикальную мощность Нв, взятую с разреза вкрест простирания и проводят 
прямую, параллельную следу плоскости кровли. 

 

 
Рис. 3 
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Нахождение высотной отметки точки, 
не лежащей на изогипсе 

 
Для построения высотной отметки точки а (рис. 4), не лежащей на изогип- 

се, поступают следующим образом: 
- через точку А проводят кратчайшую прямую III между изогипсами 50 и 

60; 
- из точки пересечения с изогипсой 60 проводят прямую под произволь- 

ным углом, на которой откладывают отрезок, равный разности высотных отме- 
ток (т. е. 10) в заданном масштабе – точка II'; 

- соединяют полученную точку II' с точкой II, имеющей отметку 50 и с 
помощью подобных треугольников переносят точку А на прямую III', которую 
называют «высотной шкалой». 

Таким образом точка А имеет высотную отметку 57. 
 
 

Рис. 4 
 

Построение плана среза по горизонту 92,5 

Для построенияплана среза воспользуемся умением находить высотные 
отметки точек, не лежащих на изогипсах, который был рассмотрен ранее. 

Количество точек, необходимых для построения изогипсы 92,5, определя- 
ется самостоятельно в зависимости от конфигурации рядом лежащих изогипс. 
План среза по горизонту 92,5 показан на рис. 5. 
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Построение блок диаграммы части месторождения, огра- 
ниченного вертикальными профилями AB, BC, CD, DA и 

плоскостью нулевого уровня в аксонометрии с линией 
выхода пласта на поверхность 

Блок диаграммой будем называть аксонометрическую проекцию части 
земной коры, ограниченную четырьмя вертикальными плоскостями, горизон- 
тальной плоскостью (например, с отметкой ноль) и топографической поверхно- 
стью. Блок диаграмма строится ячеечная, т. е. заданный план разбивается на 
квадраты, размеры которых 250 250. Затем построения осуществляются по сле- 
дующему алгоритму. 

Алгоритм построения: 
- на план наносим декартову систему координат, у которой ось Х совпада- 

ет с AD, ось Yсовпадает с DC, ось Zсовпадает с точкой D; 
- строим декартову систему координат в указанной аксонометрической 

проекции (прямоугольная изометрия, прямоугольная диметрия, косоугольная 
фронтальная диметрия, косоугольная горизонтальная изометрия - военная пер- 
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спектива, косоугольнаяфронтальнаяизометрия – кавальерная проекция) соглас- 
но ГОСТ 2.317 – 69; 

- построение осуществляется по координатам тех точек, которые имеют 
точные высотные отметки, с учетом коэффициентов искажения по координат- 
ным осям. Пример построения показан на рис. 6. 
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Таблица 1 
 

Номер 
варианта 

Точка F 
Азимут 
падения 

Интервал 
плоскости 
кровли l, мм 

Горизон- 
тальная 

мощность 
Нг, мм 

Вид 
аксономет- 

рии 

 
x 

 
y 

 
z 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 46 10 120 210 20 180 1 

2 20 85 110 170 20 75 2 

3 67 40 100 210 20 30 3 

4 78 25 120 190 20 50 4 

5 98 110 105 80 20 30 5 

6 40 135 105 30 20 15 1 

7 60 60 85 225 20 45 2 

8 38 105 100 135 14 17 3 

9 46 10 120 210 20 155 4 

10 20 85 110 170 20 95 5 

11 67 40 100 210 20 100 1 

12 78 25 120 190 20 85 2 

13 98 100 105 80 20 15 3 

14 40 135 105 30 20 45 4 

15 60 60 85 225 20 65 5 

16 38 105 100 135 14 31 1 

17 55 40 95 190 20 70 2 

18 46 10 120 210 20 135 3 

19 20 85 110 170 20 110 4 

20 67 40 100 210 20 125 5 

21 78 25 120 190 20 105 1 

22 135 20 120 260 20 135 2 

23 20 110 115 30 20 30 3 

24 98 35 80 225 20 45 4 

25 38 105 100 135 14 60 5 

26 46 10 120 210 20 115 1 

27 115 135 130 170 20 20 2 

28 27 42 100 210 20 75 3 

29 115 135 130 170 20 50 4 

30 97 95 115 210 20 70 5 

31 135 20 120 260 20 145 1 

32 58 177 80 135 14 31 2 

33 27 42 100 210 20 95 3 

34 115 135 130 170 20 65 4 

35 97 95 115 210 20 95 5 
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Продолжение табл. 1 
 

1 2 3 4 5 6 7 8 

36 58 177 80 135 14 42 1 

37 27 42 100 210 20 115 2 

38 98 35 80 225 20 25 3 

39 58 177 80 135 14 68 4 

40 27 42 100 210 20 140 5 

1 -прямоугольная изометрия (изометрия) 
2 - прямоугольная диметрия (диметрия) 
3 – косоугольная фронтальная диметрия (кабинетная проекция) 
4 -косоугольнаяфронтальнаяизометрия (кавальерная проекция) 
5 -косоугольная горизонтальная изометрия (военная перспектива) 
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В учебном процессе выделяют два вида самостоятельной работы: 
аудиторная; 
внеаудиторная. 

- 
- 
Аудиторная самостоятельная работа по дисциплине выполняется на учебных 

занятиях под непосредственным руководством преподавателя и по его заданию. 
Внеаудиторная самостоятельная работа – планируемаяучебная, учебно- 

исследовательская, научно-исследовательская работа студентов,выполняемая 
вовнеаудиторное время по заданию и при методическом руководстве преподавателя, 
но без его непосредственного участия. 

Самостоятельная работа, не предусмотренная образовательной программой, 
учебным планом и учебно-методическими материалами, раскрывающими и 
конкретизирующими их содержание, осуществляется студентами инициативно, с 

 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Самостоятельная работа студентов - это разнообразные виды деятельности 
студентов, осуществляемые под руководством, но без непосредственного участия 
преподавателя в аудиторное и/или внеаудиторное время. 

Это особая форма обучения по заданиям преподавателя, выполнение которых 
требует активной мыслительной, поисково-исследовательской и аналитической 
деятельности. 

Методологическую основу самостоятельной работы студентов составляет 
деятельностный подход, когда цели обучения ориентированы на формирование 
умений решать типовые и нетиповые задачи, то есть на реальные ситуации, где 
студентам надо проявить знание конкретной дисциплины, использовать 
внутрипредметные и межпредметные связи. 

Цель самостоятельной работы - закрепление знаний, полученных на 
аудиторных занятиях, формирование способности принимать на себя 
ответственность, решать проблему, находить конструктивные выходы из сложных 
ситуаций, развивать творческие способности, приобретение навыка организовывать 
своё время. 

Кроме того самостоятельная работа направлена на обучение студента 
осмысленно и самостоятельно работать сначала с учебным материалом, затем с 
научной информацией, заложить основы самоорганизации и самовоспитания с тем, 
чтобы привить умение в дальнейшем непрерывно повышать свой профессиональный 
уровень. 

Самостоятельная работа реализует следующие задачи: 
- систематизация и закрепление полученных теоретических знаний и 

практических умений студентов; 
- углубление и расширение теоретических знаний; 
- формирование умений использовать нормативную, правовую, 

справочную документацию и специальную литературу; 
- развитие познавательных способностей и активности студентов: 

творческой инициативы, самостоятельности, ответственности и организованности; 
- формирование самостоятельности мышления, способностей к 

саморазвитию, самосовершенствованию и самореализации; 
- формирование практических (общеучебных и профессиональных) 

умений и навыков; 
- развитие исследовательских умений; 
- получение навыков эффективной самостоятельнойпрофессиональной 
(практической и научно-теоретической) деятельности. 
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целью реализации собственных учебных и научных интересов. 
Для более эффективного выполнения самостоятельной работы по дисциплине 

преподаватель рекомендует студентам источники и учебно-методические пособия 
для работы, характеризует наиболее рациональную методику самостоятельной 
работы, демонстрирует ранее выполненные студентами работы и т. п. 

 
 

ВИДЫ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТА 
 

Основные формы организации самостоятельной работы студентов 
определяются следующими параметрами: 

- содержание учебной дисциплины; 
- уровень образования и степень подготовленности студентов; 
- необходимость упорядочения нагрузки студентов при самостоятельной 

работе. 
В соответствии с реализацией рабочей программы дисциплины в рамках 

самостоятельной работы студенту необходимо выполнить следующие виды работ: 
для подготовки ко всем видам текущего контроля: 
- повторение материала лекций; 
- самостоятельное изучение курса; 
- подготовка к практическим занятиям; 
- подготовка к контрольной работе, написание контрольной работы. 
для подготовки ко всем видам промежуточной аттестации: 
- подготовка к зачёту. 
Особенностью организации самостоятельной работы студентов является 

необходимость не только подготовиться к сдаче зачета, но и собрать, обобщить, 
систематизировать, проанализировать информацию по темам дисциплины. 

Технология организации самостоятельной работы студентов включает 
использование информационных и материально-технических ресурсов 
образовательного учреждения. 

Самостоятельная работа может осуществляться индивидуально или группами 
студентов как online, так и на занятиях в зависимости от цели, объема, конкретной 
тематики самостоятельной работы, уровня сложности, уровня умений студентов. 

В качестве форм и методов контроля внеаудиторной самостоятельной работы 
студентов могут быть использованы обмен информационными файлами, 
тестирование, опрос, контрольные работы, защита контрольных работ, защита 
зачётных работ и др. 

Текущий контроль результатов внеаудиторной самостоятельной работы 
студентов осуществляется в пределах времени, отведенного на обязательные 
учебные занятия по дисциплине. 

Промежуточный контроль  результатов внеаудиторной самостоятельной 
работы студентов осуществляется в пределах времени, отведенного для сдачи зачёта. 

В методических указаниях по каждому виду контроля представлены 
материалы для самостоятельной работы и рекомендации по организации отдельных 
её видов. 



 

 

МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ КО ВСЕМ 
ВИДАМ ТЕКУЩЕГО КОНТРОЛЯ 

 
Повторение материала лекций и самостоятельное изучение курса 

 
Лекционный материал по дисциплине излагается в виде устных лекций 

преподавателя во время аудиторных занятий. Самостоятельная работа студента во 
время лекционных аудиторных занятий заключается в ведении записей (конспекта 
лекций). 

Конспект лекций, выполняемый во время аудиторных занятий, дополняется 
студентом при самостоятельном внеаудиторном изучении некоторых тем курса. 
Самостоятельное изучение тем курса осуществляется на основе списка основной и 
дополнительной литературы к дисциплине. 

Перечень основной и дополнительной учебной литературы, необходимой для 
освоения дисциплины приведён в рабочей программе дисциплины. 

Рекомендуемые задания для самостоятельной внеаудиторной работы студента, 
направленные на повторение материала лекций и самостоятельное изучение тем 
курса: для овладения знаниями: 

- конспектирование текста; 
- чтение основной и дополнительной литературы; 
- составление плана текста; 
- работа со словарями, справочниками и нормативными документами; 
- просмотр обучающих видеозаписей 

для закрепления и систематизации знаний: 
- работа с конспектом лекций; 
- повторная работа над учебным материалом; 
- составление таблиц для систематизации учебного материала; 
- изучение нормативных материалов; 
- составление плана и тезисов ответа на вопросы для самопроверки; 
- ответы на вопросы для самопроверки; 
- составление библиографических списков по изучаемым темам; 

для формирования навыков и умений: 
- выполнение рисунков, схем, эскизов оборудования; 
- рефлексивный анализ профессиональных умений. 
Тематический план изучения дисциплины и содержание учебной дисциплины 

приведены в рабочей программе дисциплины. 
Вопросы для самопроверки приведены в учебной литературе по дисциплине 

или могут быть предложены преподавателем на лекционных аудиторных занятиях 
после изучения каждой темы. 

 
Подготовка к практическим занятиям 

 
Практические занятия по дисциплине выступают средством формирования у 

студентов системы интегрированных умений и навыков, необходимых для освоения 
профессиональных компетенций, а также умений определять, разрабатывать и 
применять оптимальные методы решения профессиональных задач. 

На практических занятиях происходит закрепление теоретических знаний, 
полученных в ходе лекций, осваиваются методики и алгоритмы решения типовых 
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задач по образцу и вариантных задач, разбираются примеры применения 
теоретических знаний для практического использования. 

Рекомендуемые задания для самостоятельной внеаудиторной работы студента, 
направленные на подготовку к практическим занятиям: для овладения знаниями: 

- чтение основной и дополнительной литературы; 
- работа со словарями, справочниками и нормативными документами; 
- просмотр обучающих видеозаписей; 

для закрепления и систематизации знаний: 
- работа с конспектом лекций; 
- ответы на вопросы для самопроверки; 
- подготовка публичных выступлений; 
- составление библиографических списков по изучаемым темам; 

для формирования навыков и умений: 
- решение задач по образцу и вариативных задач; 
- выполнение рисунков, схем, эскизов оборудования; 
- рефлексивный анализ профессиональных умений. 
Тематический план изучения дисциплины и содержание учебной дисциплины 

приведены в рабочей программе дисциплины. 
 

Подготовка и написание контрольной работы 
 

Контрольная работа - индивидуальная деятельность обучающегося по 
концентрированному выражению накопленного знания, обеспечивает возможность 
одновременной работы всем обучающимся за фиксированное время по однотипным 
заданиям, что позволяет преподавателю оценить всех обучающихся. Контрольная 
работа является средством проверки умений применять полученные знания для 
решения задач определенного типа по теме или разделу. 

Рекомендуемые задания для самостоятельной внеаудиторной работы студента, 
направленные на подготовку к контрольной работе: для овладения знаниями: 

- чтение основной и дополнительной литературы; 
- работа со словарями, справочниками и нормативными документами. 

для закрепления и систематизации знаний: 
- работа с конспектом лекций; 
- ответы на вопросы для самопроверки. 

для формирования навыков и умений: 
- решение задач по образцу и вариативных задач; 
- выполнение рисунков, схем, эскизов оборудования; 

 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К 
ПРОМЕЖУТОЧНОЙ АТТЕСТАЦИИ 

 
Подготовка к зачёту 

 
Зачёт по дисциплине может быть проведён в виде теста или включать в себя 

защиту контрольной работы. 
Тест - это система стандартизированных заданий, позволяющая 

автоматизировать процедуру измерения уровня знаний и умений обучающегося. 
При самостоятельной подготовке к зачёту, проводимому в виде теста, 

студенту необходимо: 



 

- проработать информационный материал (конспект лекций, учебное 
пособие, учебник) по дисциплине; проконсультироваться с преподавателем по 
вопросу выбора дополнительной учебной литературы; 

- выяснить условия проведения теста:количествовопросоввтесте, 
- продолжительность выполнения теста, систему оценки результатов и т. д.; 
- приступая к работе с тестом, нужно внимательно и до конца прочитать 
вопрос и предлагаемые варианты ответов, выбрать правильные (их может 
быть несколько), на отдельном листке ответов вписать цифру вопроса и 
буквы, соответствующие правильным ответам. 
В процессе выполнения теста рекомендуется применять несколько подходов в 

решении заданий. Такая стратегия позволяет максимально гибко оперировать 
методами решения, находя каждый раз оптимальный вариант. Не нужно тратить 
слишком много времени на трудный вопрос, а сразу переходить к другим тестовым 
заданиям, к трудному вопросу можно обратиться в конце. Необходимо оставить 
время для проверки ответов, чтобы избежать механических ошибок. 

Зачёт также может проходить в виде защиты контрольной работы (доклад с 
презентацией). Методические рекомендации по подготовке и выполнению доклада с 
презентацией приведены в п. «Подготовка и написание контрольной работы». 
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Учебно-методическое пособие 
 

По курсу «Метрология, стандартизация и сертификация» 

для студентов направления: 15.03.01 - «Машиностроение», 
15.03.02 - «Технологические машины и оборудование», 15.03.06 
«Мехатроника и робототехника». 

 
 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 
 

Дисциплина «Метрология, стандартизация и сертификация» 

является одной из важнейших дисциплин, так как неразрывно 

связана с главной задачей современного машиностроения – 

обеспечение высокого качества выпускаемой продукции. Качество 

изделий машиностроения, как и любого другого вида продукции, 

является физической категорией, зависящей от множества 

конструкторских, технологических и организационно- 

технологических факторов, проявляющихся на этапах жизненного 

цикла изделия. Установлено, что до 90% эксплуатационных свойств 

деталей изделий машиностроения может быть достигнуто за счет 

соответствующего нормирования точностей геометрических 

параметров элементов деталей и их поверхностей. К таким 

эксплуатационным свойствам следует отнести взаимозаменяемость 

деталей и сборочных единиц, износостойкость трущихся 

поверхностей, долговечность, герметичность и прочность 

соединений и др. 

Знания, умения и навыки, полученные в результате изучения 

дисциплины «Метрология, стандартизация и сертификация» 
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помогут студентам пользоваться государственными стандартами 

при нормировании точности геометрических параметров гладких 

цилиндрических и типовых деталей и сборочных единиц, 

обозначать их на рабочих чертежах. 
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1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ В ОБЛАСТИ 

ВЗАИМОЗАМЕНЯЕМОСТИ 

 
Взаимозаменяемость – свойство независимо изготовленных 

деталей и сборочных единиц занимать свое место в изделии без 

дополнительной механической или ручной обработки при сборке, 

обеспечивая при этом нормальную работу собираемых узлов, 

механизмов, машин. Взаимозаменяемость не обеспечивается только 

точностью геометрических параметров, Взаимозаменяемыми 

должны быть форма, механические, электрические и другие 

количественные и качественные характеристики деталей и 

сборочных единиц. Такая взаимозаменяемость называется полной. 

Полную взаимозаменяемость экономически целесообразно 

применять для деталей, изготовленных с допусками не точнее 6-го 

квалитета. 

При полной взаимозаменяемости: 

- упрощается процесс сборки – он сводится к простому 

соединению деталей рабочими преимущественно невысокой 

квалификации; 

- появляется возможность точно нормировать процесс сборки 

во времени, устанавливать необходимый темп работы и применять 

поточный метод; 

- создаются условия для автоматизации процессов изготовления 

и сборки изделий; 

-упрощается и удешевляется ремонт изделий, гак как любая 
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изношенная или поломанная деталь или сборочная единица может 

быть заменена новой (запасной). 

Иногда для удовлетворения эксплуатационных требований 

необходимо изготовлять детали и сборочные единицы с малыми 

экономически неприемлемыми или технологически трудно 

выполнимыми допусками. В этих случаях для получения требуемой 

точности сборки применяют групповой подбор деталей 

(селективную сборку), компенсаторы, регулирование положения 

некоторых частей машин и приборов, пригонку и другие 

дополнительные технологические мероприятия при обязательном 

выполнении требовании к качеству сборочных единиц и изде7ий. 

Такую взаимозаменяемость называют неполной (ограниченной). Ее 

можно осуществлять не по всем, а только по отдельным 

геометрическим или другим параметрам. 

Внешняя взаимозаменяемость — это взаимозаменяемость 

покупных и кооперируемых изделий (монтируемых в другие более 

сложные изделия) и сборочных единиц по эксплуатационным 

показателям, а также по размерам и форме присоединительных 

поверхностей. Например, в электродвигателях внешнюю 

взаимозаменяемость обеспечивают по частоте вращения вала и 

мощности, а также по размерам присоединительных поверхностей; 

в подшипниках качения — по наружному диаметру наружного 

кольца и внутреннему диаметру внутреннего кольца. 

Внутренняя взаимозаменяемость распространяется на детали, 

сборочные единицы и механизмы, входящие в изделие. Например, в 

подшипнике качения внутреннюю групповую взаимозаменяемость 



 

имеют тела качения и кольца. 

2. ПОНЯТИЯ О РАЗМЕРАХ, ДОПУСКАХ И ПОСАДКАХ 
 
 

Под размером понимают числовое значение линейной или 

угловой величины в выбранных единицах измерения. Различают 

номинальный, действительный и предельные размеры. 

Номинальный размер — это размер, относительно которого 

определяются предельные размеры и который служит также началом 

отсчета отклонений. Номинальный размер, общий для отверстия и 

вала, образующих соединение, называется номинальным размером 

соединения. Это основной размер, полученный на основе 

кинематических, динамических и прочностных расчетов или 

выбранный из конструктивных, технологических, эксплуатационных, 

эстетических и других соображений и указанный на чертеже. 

Полученный, таким образом номинальный размер должен быть 

округлен до ближайшего стандартного из ряда нормальных 

линейных размеров по ГОСТ 6636-69 «Нормальные линейные 

размеры». 

Действительный — это размер, установленный измерением с 

допустимой погрешностью. Величина допускаемой погрешности 

измерения, по которой выбирается необходимое средство 

измерения, регламентируется ГОСТ 8.051-81 в зависимости от 

точности изготовления, заданной на чертеже. 

Предельные размеры — это два предельно допустимых размера, 

между которыми должен находиться или которым может быть равен 

действительный размер. Больший из двух предельных размеров 
8 
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называется наибольшим предельным размером, а меньший- 

наименьшим предельным размером. 

Принято обозначать номинальный, действительный и предельные 

размеры для отверстий - D, Dr , D max , D min ; 

для валов – d ,d r , d max , d min.. 

При выходе действительного размера за предельные – деталь 

считается бракованной. 

Условие годности для отверстий: Dmin ≤ Dr ≤ Dmax; 

для валов d min. ≤ d r ≤ d max . 

Для упрощения простановки размеров на чертежах вместо 

предельных размеров проставляют предельные отклонения. 

Предельные отклонения подразделяют на верхнее и нижнее. 

Верхнее — это алгебраическая разность между наибольшим 

предельным и номинальным размерами, нижнее отклонение — это 

алгебраическая разность между наименьшим предельным и 

номинальным размерами. 

В ГОСТ 25346-89 приняты условные обозначения: верхнее 

отклонение отверстия —ES, вала — es, нижнее отклонение отверстия 

— El, вала — ei. 

Согласно определениям: 

Для отверстий 

ES = D max – D ; El = Dmin - D ; 
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Для валов 

еs = d max . - d ; ei = d min – d ; 
 

Предельные отклонения могут иметь положительные и 

отрицательные значения, или одно из них может быть равным нулю. 

Допуск размера — это разность между наибольшим и наименьшим 

предельными размерами или алгебраическая разность между 

верхним и нижним отклонениями. Допуск обозначается IT или TD – 

допуск отверстия и Td – допуск вала. 

Согласно определениям: 

Допуск отверстия 

 

Допуск вала 

TD = D max - D min ; 
 
 

Td = d max - d min . 
 

Допуск размера всегда положительная величина. 

Поле допуска - это поле, ограниченное верхним и нижним 

отклонениями. Для графического изображения полей допусков, 

позволяющего понять соотношения номинального и предельных 

размеров, предельных отклонений и допуска, введено понятие 

нулевой линии. 

Нулевая линия — это линия, соответствующая номинальному 

размеру, от которой откладываются предельные отклонения размеров 

при графическом изображении допусков и посадок. При 

горизонтальном расположении нулевой линии положительные 
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отклонения откладываются вверх от нее, а отрицательные — вниз 

(рис. 2.1 и 2.2). 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

В машинах и механизмах детали не находятся обособленно 

друг от друга, они собираются в определенные узлы, 

комплекты, группы. Поверхности деталей, по которым 
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происходит сопряжение одной детали с другой называют 

сопрягаемыми поверхностями. 

Остальные поверхности называются свободными. 

Поверхности могут быть как цилиндрическими (ось вагона, 

подшипник скольжения), так и плоскими (шпонка, 

шпоночный паз). В терминологии по допускам и посадкам: 

вал - все охватываемые наружные поверхности, отверстие - 

внутренние охватывающие поверхности. 

Посадкой – называется характер соединения деталей, 

определяемый разностью действительных размеров вала и 

отверстия. Различают три вида посадок: с зазором, с натягом и 

переходные посадки. 

Посадкой с зазором называют такое соединение, у которого 

действительный размер отверстия больше действительного 

размера вала. Поле допуска отверстия располагается над 

полем допуска вала. (рис. 2.3). Основными характеристиками 

посадки с зазором являются: 

 
Наименьший зазор Smin = Dmin - d max ; 

наибольший зазор Smax = D max - d min ; 

средний зазор Sm = Smax    Smin   ; 
2 

действительный зазор Sд = D д – dd ; 

допуск зазора (допуск посадки с зазором) Ts = Smax - Smin = 

= TD + Td 
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Рис.2.3 Схемы расположения полей допусков при посадках с зазором 
 
 

посадкой с натягом называется посадка, у которой при 

любых условиях сборки, действительный размер вала больше 

действительного размера отверстия (поле допуска вала 

расположено над полем допуска отверстия) (рис. 2.4). Натяг 

обеспечивает взаимную неподвижность деталей после их 

сборки. Основными характеристиками посадки с натягом 

являются: 

наименьший натяг    Nmin = d min - D max ; 

наибольший натяг        Nmax = d max - Dmin; 
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средний натяг Nm = Nmax   Nmin   ; 
2 

 

действительный натяг Nд = dd - D д 

допуск натяга (допуск посадки с натягом) TN = Nmax - Nmin = 

= TD + Td. 
 
 
 

Рис.2.4 Схемы расположения полей допусков при посадках с натягом 
 
 

Переходной посадкой называется посадка, при которой 

возможно получение как зазора, так и натяга (поля допусков 

отверстия и вала перекрываются частично или полностью) 

(рис.2.5). Переходные посадки используются для 

неподвижных соединений, когда при эксплуатации 

необходима частая разборка и сборка, а также когда к 

центрированию деталей предъявляются повышенные 

требования. 

Основными характеристиками переходных посадок являются: 
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наибольший натяг Nmax = d max - Dmin; 

наибольший зазор Smax = D max - d min ; 

действительный натяг  Nд = dd - D д 

действительный зазор  Sд = D д – dd ; 

допуск посадки TN ( S) = Nmax+ Smax = TD + Td. 
 
 
 
 
 
 

 
Рис.2.5 Схемы расположения полей допусков при переходных 

посадках 
 
 
 
3. ЕДИНАЯ СИСТЕМА ДОПУСКОВ И ПОСАДОК 
 
 

Системой допусков и посадок называют совокупность допусков 

и посадок, закономерно построенных на основе опыта, 

теоретических и экспериментальных исследований и 

оформленных в виде стандартов. Система предназначена для 

выбора минимально необходимых, но достаточных для практики 

вариантов допусков и по- 
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3 D 

садок типовых соединений деталей машин. Единая система 

допусков и посадок (ЕСДП) гладких соединений изложена в 

стандартах: ГОСТ 25346-89; ГОСТ 25347-82; Согласно стандартам 

в ЕСДП установлены допуски и посадки для размеров до 1 мм; 

свыше 1 мм до 500 мм; свыше 500 мм до 3150 мм. Детали, размеры 

которых входят в  каждый из этих  диапазонов, имеют свои 

особенности при  проектировании, обработке и контроле.  Так, 

размеры диапазона свыше 0 до 1 мм наиболее часто реализуются в 

микроэлектронике   с  использованием нанотехнологий, размеры 

свыше 1 до 500 мм – в машиностроении, а размеры свыше 500 мм – 

в станкостроении,   тяжелом машиностроении.  Рассмотрим 

построение системы допусков  и посадок для размеров от 1 до 500 

мм. 

3.1 Закономерности построения допусков 

Основная закономерность построения допусков размеров IT, 

имеет вид 

IT (Т)= a i (1.1) 

Где a – число единиц допуска; i- единица допуска, мкм 

Единица допуска функционально связана с номинальным 

размером и является масштабом для измерения допуска в 

закономерности (1.1). 

На основании исследований точности механической 

обработки установлены следующие зависимости единиц 

допуска для размеров до 500 мм 

i = 0,45 + 0,001D, (1,2) 
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где i — единица допуска, мкм; D — среднее геометрическое 

крайних размеров каждого интервала размеров, мм. 

Каждый диапазон размеров разбивается на интервалы — 

основные и промежуточные. В пределах каждого интервала 

основные отклонения и допуски неизменны. Основные 

интервалы используются для определения всех допусков 

системы. В СДП для номинальных размеров от 1 до 500 мм 

предусмотрено 13 основных интервалов размеров. Для полей 

допусков, образующих посадки с большими величинами 

зазоров или натягов, введены дополнительные промежуточные 

интервалы, что позволяет уменьшить колебание зазоров и 

натягов и 

Интервалы подразделяются на основные и промежуточные. 

диапазон размеров до 500 мм разбит на 13 основных 

интервалов: 

свыше1 до З мм; свыше 30 до 50 мм; свыше 250 до 315 мм; 

свыше З до б мм; свыше 50 до 80 мм; свыше 315 до 400 мм; 

свыше б до10 мм;  свыше 80 до 120 мм; свыше 400 до 500мм. 

свыше 10 до 18 мм; свыше 120 до 180 мм; 

свыше 18 до 30 мм;       свыше 180 до 250 мм; 

Промежуточные интервалы введены для номинальных 

размеров свыше 10 мм и делят каждый основной интервал на 

две, а в некоторых случаях – на три части. В пределах каждого 

интервала по зависимости (1.2.) установлена единица допуска 

Детали разного назначения в различных машинах и 

механизмах должны быть изготовлены с различной точностью. 

Нормирование требуемых уровней точности осуществляется с 
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помощью квалитетов. Под квалитетом понимается 

совокупность допусков, изменяющихся в зависимости от 

номинального размера так, что уровень точности для всех 

номинальных размеров остается одинаковым. Допуск, 

характеризующий точность, в пределах одного квалитета 

зависит только от номинального размера, входящего в единицу 

допуска i. 

В ЕСДП предусмотрено 20 квалитетов, которые обозначают- 

ся арабскими цифрами (01; 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; …;18 ). 

С увеличением номера квалитета точность понижается 

(допуск увеличивается). 

Самые точные квалитеты (01, 0, 1, 2, 3, 4), как правило, 

применяются при изготовлении образцовых мер и калибров. 

Квалитеты с 5-го по 12-й, как правило, применяются для 

сопрягаемых элементов деталей при образовании посадок. 

Квалитеты с 12-го по 18-й применяют для несопрягаемых 

элементов деталей. 

Допуск по квалитету обозначается буквами IT с указанием 

номера квалитета, например IT8 - допуск по 8 квалитету. 

Квалитеты отличаются друг от друга коэффициентом 

точности a (количеством единиц допуска) В табл. 1 приведено 

количество единиц допуска для каждого квалитета, начиная с 

5 по 18. 

Таблица 1 

Число единиц допуска 
 
 
 

квалитет 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 
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«a» 7 10 16 25 40 64 100 160 250 400 640 1000 1600 2500 

 
 

3.2 системы допусков и посадок 

Стандарты предусматривают две равноправные системы 

посадок: систему отверстия и систему вала. 

Система отверстия – система допусков и посадок, при 

которой для данного номинального размера и данного 

квалитета предельные отклонения отверстия остаются 

постоянными, а требуемые посадки достигаются за счет 

изменения предельных размеров вала (рис.3.1). В системе 

отверстия основной деталью является основное отверстие, 

которого нижнее отклонение El=0, а верхнее ES = + TD. 

 
Рис.3.1 Посадки в системе отверстия 

 
 

Система вала – система допусков и посадок, при которой 

для данного номинального размера и данного квалитета 

предельные отклонения вала остаются постоянными, а 
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требуемые посадки достигаются за счет изменения 

предельных размеров отверстия (рис.3.2). В системе вала 

основной деталью является основной вал, у которого верхнее 

отклонение еs=0, а нижнее ei = - Td. 

 

 
Рис.3.2. посадки в системе вала 

 
 

Выбор системы посадки (отверстия или вала) определяют исходя 

из конструктивных, технологических и экономических 

соображений. 

Предпочтительной является система отверстия. Это связано с тем, 

что отверстия обрабатываются дорогостоящим режущим 

инструментом (сверлом, протяжкой, зенкером, разверткой и т.п.), 

предназначенным для обработки только одного размера с 

определенным полем допуска. Вал, независимо от размера, в 

большинстве своем обрабатывается одним и тем же инструментом 

(резцом, шлифовальным кругом). Таким образом, количество 

типоразмеров инструмента для обработки отверстий будет 

значительно меньше при назначении посадки в системе отверстия. 

Система вала применяется в следующих случаях: 
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- когда на одном валу необходимо чередовать соединения 

нескольких отверстий одного номинального размера с 

различными посадками. На рис. 3.3, а представлено соединение 

поршневого пальца 1 с поршнем 2 и шатуном 3. Для нормальной 

работы этого узла соединение поршня и пальца должно быть 

выполнено по неподвижной посадке, а шатуна с пальцем — по 

подвижной посадке. Назначение посадок в системе отверстия (рис. 

3.3, б) привело бы к неудобствам при обработке ступенчатого 

пальца и, главное, к порче отверстия шатуна при сборке. При 

назначении посадок в системе вала (рис. 3.3, в) эти недостатки 

исключаются. 
 

 

 

а б в 

Рис.3.3 Соединение поршневого пальца с поршнем и шатуном двигателя 

автомобиля; 

а – общий вид соединения: 1 – поршневой палец; 2- поршень; 3- шатун; б- 

соединение в системе отверстия; в- соединение в системе вала 
 
 

- система вала также применяется в случаях, когда детали типа 

валиков или осей изготавливаются из калиброванных холодно- 
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тянутых прутков, дополнительная механическая обработка 

которых не предусматривается. 

- и, наконец, посадка в системе вала назначается в случаях, 

когда вал является стандартной деталью или сборочной единицей 

(штифт, шплинт, шпонка, наружное кольцо подшипника и т.п.). 

Необходимо также отметить, что возможно назначение и 

внесистемных посадок, образованных сочетанием стандартных 

полей допусков, которые иногда называют комбинированными. 
 
 

3.3 Ряды основных отклонений 
 
 

Основное отклонение- это одно из двух предельных 

отклонений (верхнее или нижнее), по величине и знаку 

которого определяется положение поля допуска относительно 

нулевой линии. 

По ЕСДП таким отклонением является отклонение, 

ближайшее к нулевой линии. Стандарт предусматривает 28 

рядов основных отклонений для валов и столько же основных 

отклонений для отверстий. Отклонения валов обозначаются 

строчными буквами латинского алфавита от a до z, а отверстия 

прописными буквами от A до Z. 

Схематично ряды основных отклонений показаны на рис.3.4 

Каждому основному отклонению на схеме соответствуют 

горизонтальная черта, от которой начинается поле допуска. 

Штриховкой показано направление поля допуска, а второе 
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отклонение зависит от того, по какому квалитету будет 

выполнено данное предельное отклонение. 
 

 
 
 
 

Рис.3.4. основные отклонения для валов (а), для отверстий (б) 
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3.4 Поля допусков 

Поле допуска в ЕСДП образуется сочетанием одного из основных 

отклонений с допуском по одному из квалитетов. В соответствии с 

этим поля допусков обозначаются буквой основного отклонения и 

номерами квалитетов, например 

для валов h6, d11, b12, s8 и т.д.; 

для отверстий A11, H8, S7 и т.д. 

По основному отклонению и допуску вычисляют второе 

предельное отклонение, ограничивающее данное поле допуска. 

Если основное отклонение - верхнее, то нижнее отклонение 

определяют по зависимости: 

для вала ei = еs – IT; 

для отверстия El = ES – IT. 

Если основное отклонение – нижнее, то верхнее отклонение: 

для вала  еs = ei + IT; 

для отверстия ES= El + El. 

В системе ЕСДП можно образовывать поля допусков для любого 

квалитета, что позволяет получить более 500 полей допусков для 

валов и столько же полей допусков для отверстий. Однако не все 

возможные поля допусков могут найти применение даже в 

перспективе, на которую ориентирован стандарт, так как 

одновременное применение на практике всех полей допусков 

неприемлемо по экономическим соображениям (затрудняет 

унификацию изделий, различных инструментов и калибров). В ЕСДП 
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для диапазона размеров от 1 до 500 мм применяется отбор полей 

допусков, которые делятся на основные и дополнительные. 

Основные поля допусков включают в себя предпочтительные 

(имеющие первоочередное применение) и рекомендуемые. 

Дополнительные поля допусков являются полями ограниченного 

применения и используются тогда, когда применение основных 

полей допусков не позволяет выполнить требования, 

предъявляемые к изделию. 

3.5 Образование посадок 

Посадки в системе ЕСДП образуются сочетанием полей 

допусков отверстия и вала. 

Принципиально допускается любое сочетание полей 

допусков отверстия и вала. Предпочтение следует отдавать 

посадкам, образованным в системе отверстия или в системе 

вала. ГОСТ 25347 -82 устанавливает ряд стандартных посадок 

в системе отверстия и в системе вала. В каждой системе 

выделяются предпочтительные посадки, выделенные 

рамочками. 
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ОБЩИЕ УКАЗАНИЯ К КУРСОВОМУ ПРОЕКТУ 
 

Задание на курсовой проект по анализу плоского рычажного механизма и 

синтезу профиля кулачка с плоским или роликовым толкателем включает в се-

бя кинематическую схему механизма и его параметры, вид кулачкового меха-

низма и характер движения толкателя. 

Варианты заданий содержат схемы плоских рычажных механизмов, таб-

лицы исходных данных и параметры движения толкателя. Способ выбора ва-

рианта задания приведены в разделе 2.  

Учебно-методическое пособие содержит сводку основных понятий, не-

обходимых для кинематического и динамического анализа плоского механиз-

ма, а также пример выполнения курсового проекта.  

Все схемы и чертежи к курсовому проекту выполняются на одном листе 

формата А1. Пояснительная записка выполняется на листах формата А4. При 

оформлении записки на титульном листе указать тему курсового проекта, фа-

милию, инициалы студента, специальность и группу.  

При выполнении задания все преобразования и числовые расчёты долж-

ны быть последовательно проделаны с необходимыми пояснениями.   
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Выполнение курсового проекта по прикладной механике связано с реше-

нием ряда задач по определению рациональных параметров механизмов на осно-

ве их кинематического и динамического анализа и последующий синтез механиз-

ма. Студент, самостоятельно выполняющий задание, часто сталкивается с трудно-

стями выбора методов решения и вынужден обращаться к соответствующей ли-

тературе. К сожалению, в последнее время такой литературы становится все 

меньше, а справочные материалы, содержащие весь комплекс вопросов, связан-

ных с проектированием механизмов и машин, достаточно редки.  

В учебно-методическом пособии приведено решение одной из основных 

задач курса прикладной механики – анализ механизма, который заключается в ис-

следовании кинематических и динамических свойств плоского рычажного меха-

низма по заданной его схеме. Задача  синтеза механизма в настоящем пособии 

ограничена конструированием профиля кулачка, обеспечивающего заданное 

движение толкателя. 

В основе методик решения задач курсового проекта лежат фундаменталь-

ные положения механики, математики, сопротивления материалов, что позволяет 

считать курс прикладной механики связующим звеном между общенаучными и 

специальными дисциплинами. Все излагаемые материалы служат основой вы-

полнения заданий по расчету и проектированию механизмов горных машин и мо-

гут быть использованы для самостоятельной работы. 
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1. ПОРЯДОК  ВЫПОЛНЕНИЯ КУРСОВОГО  ПРОЕКТА 
 

1.1.  Структурный анализ механизма 
  

Механизм есть система тел, предназначенная для преобразования движения 

одного или нескольких твердых тел в требуемые движения других твердых тел. 

Твердое тело, входящее в состав механизма, называется звеном. В каждом меха-

низме имеется неподвижное звено, называемое стойкой, а также входное звено, 

которому сообщается движение, и выходное звено, совершающее заданное дви-

жение. Остальные подвижные звенья называются соединительными, или проме-

жуточными.  

Подвижное соединение двух соприкасающихся звеньев называется кине-

матической парой. По характеру соприкосновения звеньев в паре сами пары 

подразделяются на низшие и высшие. Кинематическую пару называют низ-

шей, если соприкосновение происходит по поверхности, и высшей, если со-

прикосновение происходит по линии или в точке. Низшие кинематические па-

ры могут выдерживать большую нагрузку, а высшие имеют меньшие потери на 

трение. 

Число связей, налагаемых кинематической парой, определяет класс па-

ры. В курсовом проекте рассматриваются плоские механизмы, в которых все зве-

нья соединены поступательными или вращательными кинематическими парами, 

относящиеся к пятому классу.  

Одним из методов нахождения структурной схемы механизма является 

метод присоединения к ведущему звену структурных групп Ассура. Группой 

Ассура называется кинематическая цепь, которая в случае ее присоединения 

элементами внешних пар к стойке получает нулевую степень подвижности, то 

есть образует ферму. Связь между числом подвижных звеньев группы  Ассура  

и количеством входящих в неё кинематических пар  определяется по структур-
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ной формуле плоской кинематической цепи: 523 pn  , где n,  р5 – число по-

движных звеньев и число кинематических пар 5-го класса в группе Ассура. 

 Группы Ассура II класса соответствуют значениям n = 2,  р5 = 3; группы 

Ассура III класса – значениям n = 4,  р5 = 6. На рис. 1.1 приведены возможные 

виды групп Ассура II класса. 

  

Разложение механизма  на группы  Ассура  следует  начинать с послед-

ней, наиболее отдалённой от ведущего  звена  и наиболее  простой  группы.  

Структурная классификация механизмов заключается в следующем. 

Начальное звено и стойка, образующие кинематическую пару 5-го класса, при-

нимаются за механизм I класса. Далее исходный механизм разбивается на 

группы Ассура, присоединяемые к механизму I класса. Для каждой из присо-

единённых групп Ассура определяется её класс. Класс механизма  равен мак-

симальному классу входящих в его состав групп Ассура.   

Структурным анализом механизма является определение количества 

звеньев и кинематических пар, определение степени подвижности механизма, а 

также установление класса механизма. Проводя структурный анализ механиз-

ма, необходимо придерживаться следующей схемы решения: 

1. Определить количество ведущих звеньев механизма как степень его   

подвижности, которая  может  быть  вычислена по  формуле  П. Л. Чебышева  

для плоских механизмов: 523 pnW  , где n,  р5 – число подвижных звеньев в 

механизме и число кинематических пар 5-го класса. 

 

Рис. 1.1. Группы Ассура II  класса: 
а – первого вида; b – второго вида; c – третьего вида; d – четвёртого вида   
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2. Изобразить звенья механизма, образующие кинематические пары, 

определить вид относительного движения звеньев в паре, дать наименование 

пары и определить её класс. 

3. Изобразить группы Ассура механизма, дать им наименование и опре-

делить класс. 

4. Описать схему образования механизма группами Ассура, определить 

класс механизма. 

Результаты структурного анализа механизма приводятся в табл. 1.1 – 1.2. 

                                                                                                           Таблица 1.1 

Анализ кинематических пар 

Обозначение 
кинематической пары       

Звенья, образующие пару       

Наименование пары       

Класс пары       
 

                                                                                                               Таблица 1.2 

Анализ групп Ассура 

Группы Ассура    

Наименование группы Ассура    

Класс групп Ассура    

Класс механизма  

 

1.2.  Графическое определение положений звеньев механизма 

 
Построение плана механизма следует начинать с определения масштаб-

ного коэффициента длины k . Масштабный коэффициент длины выбирается 

таким образом, чтобы длина самого большого звена max , заданная в метрах, не 

превышала на чертеже 100   150 мм. Тогда масштабный коэффициент длины 

равен: 
мм

м

)150100(
max





k . Например, максимальная длина звена механизма 
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max = 0,4 м. Предположим, что на чертеже длина 0,4 м должна быть равной 

100 мм. Масштабный коэффициент длины в этом случае равен: 
100

4,0
k  = 

= 0,004 
мм

м
. В соответствии с выбранным масштабным коэффициентом опре-

деляем длины остальных звеньев на чертеже по формуле: 





k
i

i  мм, где i  – 

заданная длина i-го звена, м; i  – длина i-го звена на чертеже, мм. 

В начале построения плана механизма на чертеже фиксируются непо-

движные точки – оси вращения кривошипа, коромысла и расстояния, опреде-

ляющие положения прямых, вдоль которых движется ползун. По заданным  

значениям длины кривошипа и угла, задающего его начальное положение, 

определяется первая точка плана механизма. Далее построение проводится ме-

тодом зацепов. Для этого из фиксированных центров проводятся дуги радиуса-

ми, равными длинам звеньев механизма, рассчитанным в соответствии с мас-

штабным коэффициентом. Точки пересечения дуг являются точками соедине-

ния звеньев механизма. 

Построение плана механизма проводится на листе формата А1. Масштаб 

выбирается  самостоятельно. 

 

1.3.  Кинематический анализ плоского механизма 

1.3.1.  Построение  плана скоростей плоского механизма 

 Основу построения плана скоростей составляет векторная формула опре-

деления скорости точки М плоской фигуры:  MPPM VVV


 , где PV


 –  вектор 

скорости точки Р, выбранной за полюс;  MPV


 – вектор скорости точки М во 

вращательном движении плоской фигуры относительно полюса Р. Величина 

скорости MPV  определяется из выражения: MPVMP  , где ω – угловая ско-

рость плоской фигуры. 
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Чтобы воспользоваться векторной формулой построения скорости точки 

на чертеже, необходимо выбрать масштабный коэффициент скорости vk , кото-

рый равен отношению скорости полюса к длине отрезка, изображающего эту 

скорость. Для обеспечения требуемой точности длину отрезка принимают рав-

ной 40   80 мм, тогда 
0)8(40 

 P
v

V
k  

мм

м/с
. Построение плана скоростей для за-

данного положения механизма начинается с определения модуля и направле-

ния вектора скорости точки конца кривошипа, которая в дальнейшем принима-

ется за полюс. Результаты вычислений абсолютных и относительных скоростей 

точек, скоростей центров масс звеньев механизма и их угловых скоростей  

приводятся в табл. 1.3. 

Таблица 1.3 

Абсолютные скорости центров масс и угловые скорости звеньев 

Звено     

Обозначение скорости центра масс звена     

Величина скорости, м/с     

Обозначение угловой скорости звена     

Величина угловой скорости, рад/с     

 
Построение плана скоростей точек механизма с учётом масштабирования 

проводится на том же листе формата А1, где изображена схема механизма. 

 

1.3.2.  Построение плана ускорений плоского механизма 

 Построение плана ускорений состоит в многократном применении век-

торной формулы определения ускорения точки М плоской фигуры, совершаю-

щей плоское движение: τ
MP

n
MPPM aaaa


 , где Pa


 –  ускорение точки Р, вы-

бранной за полюс;  n
MPa


, τ
MPa


 – нормальная и касательная составляющие уско-

рения точки М во вращательном движении плоской фигуры относительно по-

люса Р.  
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Величины ускорений n
MPa


, τ
MPa


 определяются из выражений:  

MPan
MP  2 , MPaMP τ , где ω,   – угловая скорость и угловое ускорение 

плоской фигуры. Сложение векторов производится по обычному правилу, ко-

гда к концу первого вектора присоединяется второй, к концу второго – третий. 

Тогда вектор, направленный из начала первого в конец последнего, называется 

суммой этих векторов. 

Чтобы воспользоваться векторной формулой построения ускорения точ-

ки на чертеже необходимо выбрать масштабный коэффициент ускорения ak , 

который равен отношению ускорения полюса к длине отрезка, изображающего 

это ускорение. Для обеспечения требуемой точности длину отрезка принимают 

равной 40   80 мм, тогда 
0)8(40 

 P
a

a
k  

мм

м/с2

. 

Построение плана ускорений для заданного положения механизма начина-

ется с определения модуля и направления вектора ускорения точки конца кри-

вошипа. Это связано с тем, что ведущее звено –  кривошип вращается с посто-

янной скоростью и потому вектор ускорения точки конца кривошипа  совпада-

ет по величине и направлению со своей нормальной составляющей. В даль-

нейшем точка конца кривошипа  принимается за полюс.   

Результаты вычислений ускорений центров масс звеньев, а также  угловых 

ускорений звеньев механизма приводятся в табл. 1.4. 

Таблица 1.4 

Ускорения  центров масс звеньев механизма и угловые ускорения звеньев 
 

 

Звено     

Обозначение ускорения центра масс звена     

Величина ускорения, м/с2     

Обозначение углового ускорения звена     

Величина углового ускорения, рад/с2     
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Построение плана ускорений точек механизма с учётом масштабирования 

проводится на том же листе формата А1, где изображены схема механизма в 

заданном положении и план скоростей. 

 
1.3.3. Особенности построений планов скоростей и ускорений           
кулисного  механизма 
 

 В кулисных механизмах одно из звеньев, называемое кулисным камнем, 

может перемещаться поступательно относительно другого подвижного звена – 

кулисы (на рис. 1.2  звено 2 является кулисой). В результате кулисный камень 

совершает сложное движение. 

 Напомним, что сложное движение твердого тела раскладывается на два 

составляющих движения: относительное (относительно подвижной системы 

отсчета) и переносное (движение подвижной системы отсчета относительно 

неподвижной).  

Скорость точки в сложном движении определяется как векторная сум-

ма: erM VVV


 , где MV


 – абсолютная скорость точки; rV


 – скорость точки в 

относительном движении; eV


 – скорость той точки подвижной системы отсче-

та, с которой в данный момент времени совпадает подвижная точка (перенос-

ная скорость точки). 

При определении ускорения точки в сложном движении следует, наряду 

с относительным и переносным ускорением, учитывать ускорение Кориолиса: 

KerM aaaa


 . Для плоского переносного движения модуль ускорения Ко-

риолиса  равен: rK Va  2 . 

Рассмотрим пример построения планов скоростей и ускорений для ку-

лисного механизма (рис. 1.2, а, b). Проведем графические построения для по-

ложения механизма, в котором кривошип ОА (звено 1) перпендикулярен линии 

О1О. Предположим следующие исходные данные: ОА = 0,2 м;  О1О = 0,34 м; 

угловая скорость кривошипа 1 = 10 рад/с.  
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Начальное звено 1 совершает вращательное движение, и потому скорость 

точки А звена 1 1AV


 находится как OAVA  11  = 10·0,2 = 2 м/с. Вектор скоро-

сти 1AV


 направлен перпендикулярно звену 1 в сторону его движения. 

 
Выбрав произвольную точку vp  за полюс плана скоростей 

(см. рис. 1.2, b), изобразим вектор скорости 1AV


, задавшись его длиной 

AVl = 50 мм на плане скоростей. В этом случае масштабный коэффициент ско-

рости  
50
2



AV

A
v l

V
k  = 0,04 (м/с)/мм. В конце вектора 1AV


 на плане скоростей 

отметим точку a1.  

Точка А кулисного камня 3 совершает сложное движение. Относитель-

ным движением точки будет движение камня вдоль прямой О1В, переносным – 

вращение звена 2 вокруг оси  О1. В результате абсолютная скорость точки (ско-

рость 1AV


) может быть представлена в виде суммы векторов относительной и 

переносной скоростей: 21 ArA VVV


 . Вектор переносной скорости точки А 

звена 2 2AV


 направлен перпендикулярно к О1А (так как переносное движение 

 

Рис. 1.2 Кинематика кулисного механизма: 
а – схема механизма; b – план скоростей; с – план ускорений 
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вращательное), а вектор относительной скорости rV


 – вдоль прямой О1А (так 

как относительное движение прямолинейное). 

Из полюса плана скоростей проведём прямую, перпендикулярную О1А – 

направление переносной скорости 2AV


, а из точки a1 – прямую, параллельную 

О1А – направление относительной скорости rV


. Обозначим точку пересечения 

этих прямых a2. Тогда отрезок 2apv  в выбранном масштабе отображает пере-

носную скорость.  

Измерив на плане скоростей (рис. 1.2, b) отрезок 2apv  ( 2apv = 25 мм), 

найдем величину переносной скорости vvA kapV  22   = 25·0,04 = 1 м/с. Анало-

гично, измерив отрезок а1a2 (43 мм), получим  величину относительной скоро-

сти vr kaaV  21  = 43·0,04 = 1,72 м/с. При заданном направлении движения 

вектор относительной скорости направлен от а2 к  a1. 

Вычислив длину О1А в данном положении механизма 

   21
2

1 OOOAAO  = 22 34,02,0  = 0,39 м, найдём величину угловой ско-

рости звена 2 как отношение 
0,39

1

1

2
2 

AO

VA = 2,56 рад/с. 

Переходим к построению плана ускорений. При равномерном вращении 

звена 1 ускорение точки А звена 1 равно: OAaa n
AA  2

111  = 100·0,2 = 20 м/с2. 

Вектор ускорения 1Aa


 направлен вдоль звена 1 от точки А к оси вращения О. 

Выбрав произвольную точку ap  за полюс плана ускорений (рис. 1.2, с), 

изобразим вектор ускорения 1Aa


, положив его длину на плане 
Aal = 50 мм. То-

гда масштабный коэффициент ускорения 
50

201 

Aa

A
a l

a
k  = 0,4 (м/с2)/мм.  

В конце вектора 1Aa


 на плане ускорений отметим точку a1.  

Абсолютное ускорение 1Aa


 может быть представлено в виде векторной 

суммы: KArA aaaa


 21 , где ускорение точки А звена 2 (переносное ускоре-
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ние 2Aa


) имеет две составляющие: τ
222 A

n
AA aaa


 . В результате абсолютное 

ускорение 1Aa


 представляется в виде: KA
n
ArA aaaaa


 τ

221 .  

Величина нормального ускорения в переносном движении 

AOan
A 1

2
22  = 2,562·0,39 = 2,56 м/с2. Вектор ускорения направлен вдоль зве-

на 2 от точки А в сторону оси вращения О1.  

Ускорение Кориолиса rK Va 22 = 2·2,56·1,72 = 8,81 м/с2, вектор уско-

рения перпендикулярен звену 2 и направлен в сторону переносного вращения. 

На плане ускорений из полюса ускорений ap  параллельно линии АО1 

изображаем вектор переносного нормального ускорения n
Aa 2


 длиной 

0,4

2,562

2


a

n
A

a k

a
l n

A
 = 6,4 мм. В конце вектора ставим точку n.  

Касательная составляющая переносного ускорения точки А звена 2 
2Aa


 

перпендикулярна линии АО1. На плане ускорений из точки n перпендикулярно 

вектору n
Aa 2


 (линии npa ) проводим прямую, показывающую направление век-

тора 
2Aa


 – касательной составляющей ускорения точки А. 

Сумма ускорений должна быть равна абсолютному ускорению 1Aa


. Тогда 

векторный многоугольник должен замкнуться в точке а1. Для этого построим 

вектор ускорения Кориолиса перпендикулярно линии АО1 так, чтобы он был 

направлен в точку а1. Длина вектора на плане 
0,4

8,81


a

K
a k

a
l

K
= 22,03 мм. Нача-

ло вектора обозначим точкой К.  

Относительное ускорение точки А направлено вдоль звена 2 (линии АО1), 

поэтому на плане ускорений из точки К проводим перпендикуляр к а1К до пе-

ресечения с прямой, перпендикулярной npa , показывающей направление век-

тора 
2Aa


 – касательной составляющей ускорения точки А. Полученную точку 

обозначим а2.  
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Таким образом, на плане ускорений (рис. 1.2, с) вектор nа2 отображает 

касательную составляющую ускорения точки А в переносном движении, а2К – 

относительное ускорение, Ка1 – ускорение Кориолиса.  

Соединив точку ap  с точкой а2, найдем ускорение точки А звена 2. Изме-

рив на плане расстояние 2apa  (23 мм), найдём величину ускорения 

aaA kapa  22 = 23·0,4 = 9,2 м/с2. 

Результаты вычислений ускорений центров масс звеньев, а также  угло-

вых ускорений звеньев механизма приводятся в таблице, аналогичной табл. 1.4. 

Построение плана ускорений точек механизма с учётом 

масштабирования проводится на том же листе формата А1, где изображены 

схема механизма в заданном положении и план скоростей. 

1.4.  Силовой анализ механизма 

1.4.1. Определение движущего момента, приведённого к оси вала             

кривошипа, на основе кинетостатического расчёта механизма 
 

Кинетостатическим расчётом механизма называется его силовой расчёт с 

учётом сил инерции. В первом приближении расчёт производится без учёта сил 

трения в кинематических парах. Реакции определяются в кинематических па-

рах по группам Ассура. Расчёт реакций производится на основании принципа 

Д’Аламбера, согласно которому все силы, приложенные к механизму (или ча-

сти его), уравновешиваются силами инерции.  

Модули главных векторов сил инерции звеньев механизма и главных 

моментов сил инерции определяют по формулам:  SmaF ин ,  SJM ин , где 

инF , инM  – модули главных векторов сил инерции звеньев механизма и глав-

ных моментов сил инерции; Sa ,   – ускорение центра масс звена и его угловое 

ускорение; SJ  – момент инерции звена относительно его центра масс. 

Силовой расчёт производится в следующей последовательности: 
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1. На чертеже в выбранном масштабе изображается группа Ассура. Рас-

чёт начинается с последней – рабочего органа. 

2. В соответствующих точках звеньев прикладываются силы. Силы тяже-

сти из центров тяжести звеньев направляют вертикально вниз. Главные векто-

ры сил инерции звеньев изображаются согласно плану ускорений в сторону, 

противоположную ускорению центра масс данного звена. Направление главно-

го момента сил инерции противоположно направлению углового ускорения 

звена, задаваемого касательной составляющей ускорения. 

3. Реакции во вращательных кинематических парах раскладывают на две 

составляющие – вдоль одного из звеньев и перпендикулярно ему. Реакцию 

стойки на ползун изображают перпендикулярно направляющим ползуна.  

4. Неизвестные силы реакции определяются из уравнений равновесия в 

форме равенства нулю суммы моментов всех сил и из силового многоугольни-

ка, выражающего равенство нулю векторной суммы всех сил.  

При построении силового многоугольника (плана сил) необходимо вы-

брать масштабный коэффициент так, чтобы длина максимального вектора была 

не более 150200 мм. 

5. На ведущее звено механизма – стойку и кривошип – действуют сила 

тяжести кривошипа, приложенная на его оси вращения, и реакция шарнира А  в 

конце кривошипа.  

Движущий момент, приведённый к оси вала кривошипа и обеспечиваю-

щий вращение кривошипа с постоянной угловой скоростью, прикладывается к 

кривошипу и находится из уравнения моментов сил, действующих на ведущее 

звено.  

 

1.4.2.  Определение движущего момента, приведённого к валу криво-

шипа,  по методу Н. Е. Жуковского 
 

Для вычисления движущего момента, приведённого к валу кривошипа, 

необходимо знать уравновешивающую силу.  
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Величина уравновешивающей силы определяется по методу «жёсткого 

рычага» Н. Е. Жуковского следующим образом: 

1. Вычисляем силы тяжести, для чего заданные массы звеньев умножаем 

на ускорение свободного падения  (принимаем g = 9,8 м/с2). 

2. Вычисляем силы инерции, действующие на механизм. Для этого за-

данные массы звеньев умножаем на ускорения центров тяжести этих звеньев, 

которые определили при построении плана ускорения. 

3. Вычисляем моменты сил инерции, действующие на механизм. Для это-

го заданные моменты инерции звеньев относительно их центров тяжести 

умножаем на угловые ускорения звеньев, которые определили при построении 

плана ускорения.  

Определение приведенной силы «методом жесткого рычага» сводится к 

следующему: 

– строится повернутый на 90° план скоростей механизма; 

– в соответствующих точках плана скоростей изображаются заданные 

силы и силы инерции; 

– момент каждой пары сил представляется как две антипараллельные 

силы, приложенные в двух произвольных точках звена (обычно, крайних 

точках), направленных перпендикулярно отрезку, соединяющему эти точки; 

– уравновешивающую силу урF  прикладывают в крайней точке 

кривошипа, перпендикулярно ему. Величина уравновешивающей силы 

находится по теореме Н. Е. Жуковского, что сумма моментов всех 

действующих на механизм сил, приложенных к соответствующим точкам 

повёрнутого на 90º плана скоростей механизма, относительно полюса равна 

нулю.   

Величина приведенного к валу кривошипа движущего момента равна: 

крурпр FM  , где урF  – уравновешивающая сила, приведённая к кривошипу; 

кр  – длина кривошипа.  
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В конце расчётов проводится сравнение результатов и определяется от-

носительная величина погрешности расчёта движущего момента методом ки-

нетостатического анализа по сравнению с методом Н. Е. Жуковского. 

1.5.  Синтез кулачкового механизма 

Рассматривается процесс синтеза кулачкового механизма с центральным 

плоским и нецентральным роликовым толкателем, состоящий в определении 

профиля кулачка по заданному закону движения толкателя. 

 
1.5.1.  Построение кинематических диаграмм движения толкателя 
 

Целью построения кинематических диаграмм перемещения толкателя и 

аналога его скорости  в зависимости от угла поворота кулачка является необхо-

димость определения в дальнейшем зависимости аналога скорости толкателя 

от его перемещения. Такой график, обычно, строится по точкам. 

Движение толкателя может быть задано как законом изменения пути, 

пройденного толкателем, в зависимости от угла поворота кулачка, так и зако-

нами изменения аналогов скорости и ускорения в той же зависимости.  

Если движение толкателя задано законом  перемещения толкателя )(S , 

то для получения аналога скорости следует произвести дифференцирование: 




d

dS
S .  Если движение толкателя задано законом изменения аналога ускоре-

ния )(S , то для получения аналога скорости и перемещения толкателя необ-

ходимо произвести двукратное интегрирование:   dSS ,   dSS . 

Рассмотрим пример построения графиков. Предположим, закон движе-

ния толкателя при его подъёме в зависимости от угла поворота кулачка задан 

графически (рис. 1.4). В задании уточняется аналитический вид законов (ли-

нейный или параболический) по фазам движения кулачка.  

График движения толкателя на фазе опускания кулачка  симметричен. 
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hS max  = 20 мм 
Вид законов движения 

толкателя по фазам движения  
кулачка 

1-й участок:  10  , 01 S . 

2-й  участок:  21  . 

Линейный закон движения. 
3-й участок: 32  . 

Параболический закон движения,  
вершина параболы при 3 . 

601  , 1302  , 1803   
 

 
Рис. 1.4. Примерный закон движения толкателя 

 

При заданном законе движения толкателя на первом участке движения 

при 0 <   < 1  перемещения толкателя нет (см. рис. 1.4). 

На втором участке движение толкателя происходит по линейному закону 

в виде: 222 baS  . Из графика найдём величину перемещения толкателя в 

граничных точках участка 1  и 2 : 0)( 12 S  и 
2

)( 22
h

S   = 10 мм. Подстав-

ляя их в уравнение движения (при этом значения граничных точек 601  , 

1302   следует перевести в радианы), получим два алгебраических уравне-

ния относительно неизвестных 2a  и 2b : 22 ,0510 ba  ,  22 ,27210 ba  . 

Решая систему, находим 2a  = 8,20; 2b = – 8,61. Таким образом, закон 

движения толкателя на втором участке 61,80,282 S  при  1,05 <  < 2,27. 

Аналог скорости  толкателя на этом участке не зависит от угла поворота 

кулачка и равен: 



d

dS
S 2

2  = 8,20 мм/рад.  

На третьем участке, на отрезке 32  , толкатель движется по пара-

болическому закону. Представим закон движения  в виде: 33
2

33 dbaS  , 

где коэффициенты 3a , 3b , 3d  подлежат определению. Первые два уравнения 
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для определения коэффициентов получим, подставив в уравнение параболы её 

значения в граничных точках: при 2  = 2,27 рад 10
2

)( 23 
h

S  мм и при 

3  = 3,14 рад 20)( 33  hS  мм. Получим уравнения: 

33
2

3 ,272,27210 dba  ,  33
2

3 ,143,14320 dba  . 

По условию вершина параболы находится в точке 3 , следовательно, 

выполняется равенство: 0)( 33 S .  Третье уравнение найдём, подставив коор-

динату точки вершины параболы ( 3  = 3,14) в уравнение 02 333  baS . 

Получим: 014,32 33  ba . Решая совместно систему уравнений 

333 ,272,15510 dba  ,  333 ,143,86920 dba  ,  0,286 33  ba  

Найдём коэффициенты: 3a  = –13,33; 3b  = 83,71; 3d  = – 111,37. 

Окончательно, закон движения толкателя на третьем участке  

,37111,7183,3313 2
3 S    при 14,327,2  . 

Соответственно, аналог скорости ,7183,66263 S  мм/рад.  

Графики движения толкателя и аналога его скорости приведены на 

рис. 1.5, а, b. Масштабы выбраны произвольно. 

 

График зависимости аналога скорости S   от перемещения толкателя S , 

построенный по точкам, взятым с диаграмм перемещения  на фазе подъёма ку-

лачка, приведён на рис. 1.5, с. Ось S , обычно, располагают вертикально вверх, 

 
Рис. 1.5. Кинематические диаграммы движения толкателя: 

а – график перемещения; b – график аналога скорости; с – зависимость аналога скорости 

от перемещения толкателя 
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а ось S   – горизонтально влево. Масштабные коэффициенты по обеим осям 

должны быть одинаковы и равны масштабному коэффициенту длины.  

 

1.5.2.  Синтез кулачкового механизма с центральным плоским тол-

кателем 
 

На рис. 1.6 изображена расчётная схема кулачкового механизма с цен-

тральным плоским толкателем. Обозначения, принятые на схеме:   – угол по-

ворота кулачка; 0R  – минимальный начальный радиус кулачка;   – угол давле-

ния кулачка в точке контакта с толкателем; S  – перемещение толкателя; R  – 

радиус-вектор точки контакта кулачка с толкателем;   – полярный 

угол радиус-вектора R в точке контакта.   

 Для построения профиля 

кулачка используется метод ин-

версии (обращения движения), 

при котором вращение подвиж-

ного кулачка заменяется поворо-

том толкателя вокруг неподвиж-

ного кулачка.  

Построение профиля ку-

лачка начинается с определения 

начального (минимально допу-

стимого) радиуса кулачка 0R . 

Для этого необходимо: 

1. Построить график зави-

симости аналога скорости S   от 

перемещения толкателя S . 

2. Задаться максимально допустимым значением угла давления доп , ко-

торое для кулачка с плоским толкателем находится в пределах 
 3020 доп  . 

 

Рис. 1.6. Расчётная схема кулачкового меха-

низма с центральным плоским толкателем: 
1 – профиль кулачка с осью вращения                 

в точке О;  2 – плоский толкатель, движущийся 

поступательно 
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3. Под углом доп  к оси S построить прямую, касательную к графику 

)(SS , и путём измерения на графике соответствующих расстояний, определить 

координаты BS  и BS  точки касания.  

4. Вычислить начальный радиус кулачка 0R , который связан с макси-

мальным значением угла давления соотношением: 
B

B

SR

S






0
допtg . 

 Вычисление начального радиуса 0R  кулачка с центральным плоским 

толкателем рассмотрим на примере движения толкателя, разобранного в 

предыдущем п. 1.5.1, и где построен график зависимости аналога скорости 

толкателя от перемещения.  

Положим, что максимально допустимое значение угла давления равно 

доп  = 27º.  

На графике зависимости аналога ско-

рости толкателя от перемещения (рис. 1.7) 

проведём прямую аа под углом доп  к оси 

перемещений S и касающуюся графика. 

Точку пересечения касательной с осью S 

обозначим О, а точку касания с графиком – 

В. Расстояние АО на графике с учётом 

масштабного коэффициента длины выра-

жает величину начального радиуса 0R .  

Обозначим координаты точки В на 

графике BS  и BS . В рассматриваемом при-

мере в соответствии с масштабом длин ко-

ординаты точки В: BS = 23,19 мм/рад, 

BS =10 мм. Соотношение между выбранным допустимым углом давления и 

 

Рис. 1.7. Схема вычисления  
начального радиуса кулачка 
 с центральным толкателем 
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начальным радиусом имеет вид: 
B

B

SR

S






0

0,51tg27   = 
10

,1923

0 R
, откуда вели-

чина начального радиуса  0R = 35,47 мм.  

Построение профиля кулачка производится в полярной системе коорди-

нат. Для этого, задавшись углом   поворота толкателя,  необходимо найти по-

лярный угол   радиус-вектора R в точке контакта А1 (см. рис. 1.6):  

  = 
SR

S






0

arctg , 

где S   и S  – аналог скорости толкателя и его перемещение при одном и том же 

значении угла   поворота толкателя. Длина радиус-вектора R в точке контакта  

находится по формуле: 22
0 )()( SSRR  . 

Отмечая точками на графике длины радиус-векторов, вычисленных при 

соответствующих полярных углах  ,  и обводя их гладкой кривой линией, по-

лучим профиль кулачка. Масштаб длин выбирается произвольно.  

Для более точного построения профиля желательно внутри каждой  фазы 

движения  толкателя выбирать по два – три значения угла поворота кулачка. 

 

1.5.3.  Синтез кулачкового механизма с роликовым толкателем 

Построение профиля кулачка со смещённым роликовым толкателем 

начинается с определения начального (минимально допустимого) радиуса ку-

лачка 0R . Величина начального радиуса кулачка со смещённым толкателем 

находится следующим образом:  

1. Построить график аналога скорости S   толкателя  в зависимости от его 

перемещения S . 

2. Выбрать максимально допустимое значение угла давления доп  (для 

кулачка с роликовым толкателем находится в пределах 
 4520 доп  ).  
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3. Под углом доп  к оси S построить прямую аа, касательную к графи-

ку )(SS .  

4. Параллельно оси S на расстоянии е 

(смещение оси толкателя относительно оси 

вращения кулачка) провести прямую до пере-

сечения её с касательной аа в точке O  

(см. рис. 1.8).  

Расстояние OА выражает величину 

начального радиуса 0R , которая находится пу-

тём измерения её на графике. 

Выбор начального минимально допу-

стимого радиуса кулачка 0R  показан на рис. 

1.8 на примере с исходными данными движе-

ния толкателя, взятыми из п. 1.5.1 при 

доп  = 30º,  е = 5 мм.  

Расчетная схема для определения профиля кулачка с роликовым толкате-

лем со смещением изображена на рис. 1.9.  

Обозначения, принятые на схеме:   – угол поворота кулачка; 0R  – ми-

нимальный начальный радиус кулачка; S  – перемещение толкателя; R  – ради-

ус-вектор центра ролика толкателя;   – полярный угол  радиус-вектора R в 

точке контакта относительно начального положения центра роликового толка-

теля;    – угол для промежуточных вычислений; 0S  – начальная высота центра 

ролика толкателя относительно оси вращения кулачка; е – смещение оси толка-

теля относительно оси вращения кулачка (дезаксиал). 

Построение профиля кулачка производится в полярной системе коорди-

нат. Для этого сначала строим окружность радиусом е (см. рис. 1.9), равным 

величине дезаксиала, и с центром в точке О. Затем  из того же центра проводим 

окружность радиусом R0. Проводим вертикальную касательную СВ0 к окруж-

 

Рис. 1.8. Схема вычисления  
начального радиуса кулачка 

 с нецентральным толкателем 
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ности радиуса е до пересечения её с окружностью радиусом R0. Точка пересе-

чения В0 является центром ролика  в начальном положении толкателя. 

В обращенном движении ось толкателя всегда расположена вдоль каса-

тельной к окружности радиуса е. 

Задавшись углом   поворота толкателя,  необходимо найти полярный 

угол   радиус-вектора R при перемещении центра ролика из положения В0 в 

положение В1. С учётом, что В2С1 = S0, 
22

00 eRS   и B1B2 = S (см. рис. 1.9),  

угол   находится по формуле  

e

S

e

SS 00 arctgarctg 


 . 

Величина радиуса-вектора R для 

данного угла  : 

22
0 )( eSSR  . 

Отмечая точками на графике длины 

радиус-векторов, вычисленных при соот-

ветствующих полярных углах  ,  и обво-

дя их гладкой кривой линией, получим 

профиль кулачка.  

Масштаб длин выбирается произ-

вольно.  

Для более точного построения профиля желательно внутри каждой  фазы 

движения  толкателя выбирать по два – три значения угла поворота кулачка. 

 

 

Рис.1.9. Расчётная схема  
построения профиля кулачка 

с роликовым толкателем 
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2. ЗАДАНИЕ НА КУРСОВОЙ ПРОЕКТ  
 

При курсовом проектировании механизма необходимо выполнить сле-

дующие виды работ: 

– провести структурный анализ механизма; 

– выполнить кинематический анализ механизма, для чего при заданном 

положении кривошипа построить планы механизма, скоростей и  ускорений 

(масштабы выбираются самостоятельно); определить ускорения центров масс 

звеньев механизма и их угловые ускорения; 

– провести кинетостатический расчёт механизма и определить усилия в 

кинематических парах; определить движущий момент, приведённый к оси вала 

кривошипа; 

– определить величину движущего момента, приведённого к оси вала 

кривошипа, с помощью «жесткого рычага» Н. Е. Жуковского и провести оцен-

ку расхождения результата по сравнению с кинетостатическим расчётом; 

– определить профиль кулачка механизма, обеспечивающий заданное 

движение толкателя. 

По результатам расчетов на листе формата А1 сделать чертежи плана ме-

ханизма, плана скоростей, плана ускорений, схему «жесткого рычага» 

Н. Е. Жуковского и эскизный чертёж профиля кулачка. 

 Пояснительная записка выполняется на листах формата А4. 

Варианты заданий № 1 – 9, 0 приведены на рис. 2.1 – 2.10. Исходные 

данные для всех вариантов заданий приведены в табл. 2.1 – 2.10. 

При выборе задания на курсовой проект номер варианта задания (номер 

схемы) соответствует последней цифре в зачётке студента. Номер варианта ис-

ходных данных выбирается из таблицы с исходными данными по предпослед-

ней цифре номера зачетной книжки.  
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Задание № 1. Инерционный конвейер 

 
 

 

 

 

hS max  
Вид законов движения 

толкателя по фазам движения  
кулачка 

1-й участок: 10  .  
Движения нет, 01 S .  

 2-й участок: 21  .  
Линейный закон движения.  

3-й участок: 32  . Пара-

бола с вершиной при 2 . 

4-й участок 
1803  . Пара-

бола с вершиной при 
180  

 
Рис. 2.1. Схема механизма инерционного конвейера и закон движения  

плоского центрального толкателя кулачкового механизма   
 

 

Инерционный конвейер состоит из  кривошипа 1 шатуна 2, коромысла 

3, шатуна 4 и рештака (ползуна) 5. Центр масс кривошипа расположен на оси 

вращения  в точке О1, а  центры масс остальных звеньев – посередине их длин. 

Сила сопротивления движению рештака постоянна и равна Fp. Рабочий ход 

слева – направо. На холостом ходу сила сопротивления составляет 10 % от но-

минальной. 

Кулачковый механизм включает кулачок 1 и плоский толкатель 2. Ли-

ния движения толкателя проходит через ось вращения кулачка О. Закон пере-
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мещения толкателя в зависимости от угла поворота кулачка приведён на фазе 

подъёма кулачка, 1800  . График движения толкателя на фазе опускания 

кулачка  симметричен.  

Варианты исходных данных задания № 1 приведены в табл. 2.1. 

Таблица 2.1 

Варианты исходных данных механизма инерционного конвейера 
для варианта задания № 1 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Размеры звень-

ев механизма  
и характерные 

расстояния, м 

O1А  0,2 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,24 0,25 
AB 0,8 0,8 0,11 0,11 0,29 0,23 0,11 0,11 0,92 1,06 
О2В 1,0 1,0 0,12 0,12 0,25 0,25 0,12 0,12 0,84 0,87 
О2С 1,2 1,2 0,1 0,12 0,15 0,25 0,15 0,12 0,9 0,5 
CD 1,2 1,2 0,25 0,25 0,3 0,4 0,4 0,3 1,45 0,65 
а 0,9 0,9 0,06 0,04 0,15 0,35 0,04 0,07 0,8 0,8 
b 0,7 0,7 0,04 0,06 0,05 0,11 0,06 0,02 0,6 0,6 

Угол поворота 

кривошипа, 
град 

  45 30 290 235 120 115 140 50 300 150 

Частота вра-

щения криво-

шипа, об/мин 

n 190 95 200 180 150 170 250 190 100 120 

Массы звеньев 

механизма, кг 

m2
 80 8 15 18 38 24 16 20 37 32 

m3
 100 10 18 25 23 30 28 25 22 17 

m4
 60 6 25 25 30 40 40 30 36 31 

m5
 100 10 100 70 80 90 90 60 73 62 

Моменты 

инерции звень-

ев относит. 

центров масс, 

кг·м2  

J1 0,5 0,5 0,2 0,1 0,1 0,09 0,18 0,09 0,3 0,21 
J2 1,0 1,0 0,1 0,2 0,3 0,2 0,08 0,2 4,1 3,1 
J3 0,8 0,8 0,4 0,8 0,18 0,2 0,6 0,5 2,7 2,9 
J4 0,6 0,6 1,2 1,0 1,03 1,4 1,4 1,05 1,6 1,1 

Сила  сопро-

тивления, кН 
Fр 10,0 2,25 3,0 2,5 1,5 1,6 3,0 1,8 4,6 3,6 

Максимальный 
ход толкателя, 

мм 
h 20 22 18 25 16 14 18 20 22 16 

Границы фаз 

движения тол-

кателя, град 

1  30 40 25 30 45 20 30 35 25 30 

2  90 60 80 60 100 80 60 85 65 70 

3  120 130 140 100 140 120 110 120 125 140 
 
 



 31 

 

Задание № 2. Плунжерный питатель с грохотом 

 
 
 

 

 

wS max  
Вид законов аналога ускоре-

ния толкателя по фазам  
движения кулачка 

1-й участок: 10  .  
Ускорения нет, 01 S .  

2-й участок: 21  . Ли-

нейный закон аналога ускорения. 
3-й участок: 32  .  
Ускорения нет, 03 S .  

4-й участок: 1803  .  

Ускорение постоянно 
 

Рис. 2.2. Схема механизма плунжерного питателя с грохотом  
и закон изменения аналога ускорения смещённого роликового толкателя  
 

   Плунжерный питатель с грохотом состоит из  кривошипа 1, шатунов 

2 и 4, сита грохота 5, плунжера 3. Центр тяжести кривошипа расположен на оси 

вращения О1, центры тяжести остальных звеньев находятся в их середине. Сила 

сопротивления движению плунжера 3 сохраняет постоянное значение Fp на 

протяжении всего рабочего хода (рабочий ход слева – направо). На холостом 

ходу сила сопротивления постоянна и составляет 10 % от номинальной. 

 Кулачковый механизм включает кулачок 1 и роликовый толкатель 2. 

Линия движения толкателя отстоит от оси вращения кулачка О на расстояние е 

(дезаксиал). Закон изменения аналога ускорения толкателя в зависимости от 
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угла поворота кулачка приведён на фазе подъёма кулачка, 1800  . График 

изменения аналога ускорения толкателя на фазе опускания кулачка  симметри-

чен.  

Варианты исходных данных задания № 2 приведены в табл. 2.2. 

Таблица 2.2 

Варианты исходных данных механизма плунжерного питателя с грохотом 
для варианта задания № 2 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Размеры звень-

ев механизма  
и характерные 

расстояния, м 

O1А  0,08 0,05 0,06 0,08 0,06 0,08 0,08 0,06 0,1 0,1 
AB 0,5 0,5 0,4 0,5 0,4 0,5 0,5 0,4 0,6 0,5 
DВ 0,4 0,3 0,3 0,35 0,3 0,25 0,25 0,3 0,43 0,33 
О2С 0,4 0,27 0,19 0,3 0,24 0,25 0,22 0,24 0,31 0,21 
CD 0,12 0,09 0,2 0,2 0,2 0,13 0,14 0,2 0,16 0,16 
а 0,57 0,45 0,4 0,57 0,45 0,5 0,45 0,45 0,5 0,4 
b 0,12 0,02 0,12 0,12 0,12 0,05 0,05 0,13 0,13 0,13 

Угол поворота 
кривошипа, 

град 

  60 56 58 55 55 58 57 65 60 70 

Частота вра-

щения криво-

шипа, об/мин 

n 150 30 210 150 160 140 130 160 130 120 

Массы звеньев 

механизма, кг 

m2
 42 38 35 36 31 35 36 31 40 40 

m3
 8 12 8 10 12 8 10 12 10 12 

m4
 16 9 16 18 20 13 14 20 16 16 

m5
 40 27 35 30 24 25 22 24 31 21 

Моменты 

инерции звень-

ев относит. 

центров масс, 

кг·м2  

J1 0,08 0,09 0,08 0,1 0,07 0,07 0,08 0,07 0,1 0,1 
J2 1,3 1,2 1,1 1,1 1,0 1,1 1,1 1,0 1,2 1,2 
J4 0,5 0,3 0,5 0,6 0,6 0,4 0,5 0,6 0,4 0,5 
J5 1,2 0,9 1,1 0,9 0,8 0,8 0,7 0,8 1,0 0,6 

Сила  сопро-
тивления, кН PF  100 90 980 80 80 80 700 80 100 60 

Дезаксиал, мм е 5 4 5 6 4 5 6 3 4 5 
Максимальное 

значение  анало-
га ускорения 

толкателя, 
мм/рад2 

w 12 16 15 10 8 12 14 10 8 6 

Границы фаз 

движения тол-

кателя, град 

1  20 22 15 10 20 18 15 25 20 18 

2  80 92 90 70 90 65 85 90 85 72 

3  120 110 105 120 110 133 110 115 125 126 
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Задание № 3. Поршневой насос 

 
 

 

 

VS max  
Вид законов аналога скорости 
толкателя по фазам движения 

кулачка 
1-й участок: 10  .  
Скорости нет, 01 S . 

2-й участок: 21  .      
Линейный закон изменения 

аналога скорости. 
3-й участок: 32  .  

Скорость постоянна, VS 3 . 

4-й участок: 1803  . Пара-

бола с вершиной при 3  

 
Рис. 2.3. Схема механизма поршневого насоса 

и закон изменения аналога скорости смещённого роликового толкателя  
 

Механизм  поршневого насоса состоит из  кривошипа 1, шатунов 2 – 4  

и ползуна (поршня) 5. Рабочий ход поршня сверху – вниз. Центры масс звеньев 

2 – 4 находятся посредине их длин, звена 1 – в точке О1, звена 5 – в точке D. 

Сила сопротивления движению поршня 5 сохраняет постоянное значение Fp на 

протяжении всего рабочего хода. На холостом ходу сила сопротивления посто-

янна и составляет 10 % от номинальной. 
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Кулачковый механизм включает кулачок 1 и роликовый толкатель 2. 

Линия движения толкателя отстоит от оси вращения кулачка О на расстояние е 

(дезаксиал). Закон изменения аналога скорости толкателя в зависимости от уг-

ла поворота кулачка приведён на фазе подъёма кулачка, 1800  . График 

аналога скорости толкателя на фазе опускания кулачка  симметричен.  

Варианты исходных данных задания № 3 приведены в табл. 2.3. 

Таблица 2.3 

Варианты исходных данных механизма поршневого насоса 
для варианта задания № 3 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Размеры звень-

ев механизма  
и характерные 

расстояния, м 

O1А  0,16 0,13 0,16 0,18 0,11 0,18 0,13 0,12 0,18 0,1 
AB 0,56 0,5 0,52 0,6 0,6 0,56 0,47 0,45 0,56 0,42 
АС 0,38 0,35 0,4 0,4 0,3 0,42 0,35 0,3 0,42 0,3 
О2В 0,55 0,5 0,55 0,55 0,45 0,55 0,5 0,48 0,55 0,45 
CD 0,6 0,55 0,6 0,55 0,45 0,6 0,55 0,5 0,6 0,45 
с 0,5 0,3 0,32 0,35 0,25 0,5 0,4 0,3 0,5 0,2 
а 0,5 0,45 0,45 0,3 0,3 0,5 0,28 0,4 0,5 0,35 
b 0,3 0,35 0,32 0,3 0,25 0,38 0,28 0,3 0,38 0,2 

Угол поворота 
кривошипа, 

град 

  60 56 45 60 65 65 23 65 60 63 

Частота враще-
ния кривошипа, 

об/мин 
n 140 70 130 160 80 110 90 55 110 50 

Массы звеньев 

механизма, кг 

m2
 28 28 30 30 26 30 25 25 30 26 

m3
 25 20 25 25 18 25 28 20 25 18 

m4
 28 25 28 30 20 28 36 22 25 20 

m5
 38 32 25 40 34 28 45 26 28 22 

Моменты 
инерции звень-

ев  
относительно 
 центров масс, 

кг·м2  

J1 0,15 0,11 0,18 0,2 0,1 0,2 0,13 0,1 0,15 0,1 
J2 0,92 0,7 0,83 1,08 0,72 0,8 0,95 0,6 0,85 0,72 
J3 0,75 0,63 1,05 0,8 0,62 1,15 0,72 0,65 1,1 0,86 
J4 1,15 0,93 1,2 1,05 0,95 1,15 1,1 0,9 1,15 1,0 

Сила  сопро-
тивления, кН pF  1,2 1,4 1,5 20,4 0,8 2,2 1,4 1,7 2,2 0,8 

Дезаксиал, мм е 4 5 8 6 4 5 3 6 4 5 
Максимальное 

значение  аналога 
скорости толка-

теля, мм/рад 

V 20 15 18 12 16 14 18 20 22 16 

Границы фаз 
движения тол-

1  20 18 16 22 15 12 18 16 20 18 

2  85 90 75 100 95 102 98 85 95 92 
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кателя, рад 3  110 120 90 125 105 120 118 110 115 102 
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Задание № 4. Глубинный насос 

 

 
 

 

 

hS max  
Вид законов движения 

толкателя по фазам движения  
кулачка 

1-й участок: 10  . Пара-

бола с вершиной при 0 .  
 2-й участок: 21  . Ли-

нейный закон движения.  
3-й участок: 32  . Па-

рабола с вершиной при 3 . 

4-й участок: 1803  .  
Движения нет, hS 4  

 

Рис. 2.4. Схема механизма глубинного насоса 
 и закон движения плоского центрального толкателя  

  

Механизм  глубинного насоса состоит из  кривошипа 1, шатунов 2, 4, 

коромысла 3 и ползуна (поршня) 5. Рабочий ход поршня снизу – вверх. Центры 

масс звеньев 2 – 4 находятся посредине их длин, звена 1 – в точке О1, звена 5 – 

в точке D. Сила сопротивления движению поршня 5 сохраняет постоянное зна-

чение Fp на протяжении всего рабочего хода. На холостом ходу сила сопротив-

ления постоянна и составляет 10 % от номинальной. 

Кулачковый механизм включает кулачок 1 и плоский толкатель 2. Ли-

ния движения толкателя проходит через ось вращения кулачка О. Закон изме-
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нения перемещения толкателя в зависимости от угла поворота кулачка приве-

дён на фазе подъёма кулачка, 1800  . График движения толкателя на фазе 

опускания кулачка симметричен.  

Варианты исходных данных задания № 4 приведены в табл. 2.4. 

Таблица 2.4 

Варианты исходных данных механизма глубинного насоса 
для варианта задания № 4 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Размеры звень-

ев механизма  
и характерные 

расстояния, м 

O1А  0,09 0,11 0,15 0,1 0,12 0,17 0,13 0,14 0,16 0,095 
AB 0,6 0,72 0,7 0,7 0,7 0,55 0,8 0,70 0,65 0,9 
О2В 0,38 0,47 0,5 0,4 0,5 0,5 0,6 0,8 0,7 0,8 
О2С 0,2 0,7 0,5 0,45 0,35 0,5 0,5 0,55 0,75 0,6 
CD 0,6 0,8 0,85 0,6 0,65 0,8 1,5 1,55 1,75 1,6 
а 0,45 0,43 0,5 0,36 0,5 0,5 0,5 0,6 0,7 0,65 
b 0,46 0,63 0,6 0,45 0,66 0,6 0,5 0,55 0,7 0,8 

Угол  
поворота кри-
вошипа, град 

  180 210 0 165 150 253 30 45 60 120 

Частота враще-
ния кривошипа, 

об/мин 
n 140 130 180 70 150 200 100 110 160 190 

Массы звеньев 

механизма, кг 

m2
 38 24 14 22 27 20 23 26 29 30 

m3
 35 52 34 40 47 40 33 37 41 44 

m4
 33 30 36 28 34 40 43 47 49 51 

m5
 35 36 20 32 30 20 44 49 51 60 

Моменты 
инерции звень-

ев относит. 
центров масс, 

кг·м2  

J1 0,22 0,1 0,14 0,2 0,1 0,15 0,1 0,2 0,3 0,4 
J2 1,1 0,83 0,5 1,2 0,9 0,75 0,8 0,9 0,6 0,4 
J3 3,5 4,9 2,5 4 4,1 4,3 2,1 2,5 2,7 3,0 
J4 2,1 2,0 2,3 1,6 2,2 2,4 3,0 3,5 3,9 4,4 

Сила  сопро-
тивления, кН Fр 3,0 1,26 1,44 1,68 2,17 2,16 3,0 4,8 5,1 6,1 

Максимальный 
ход толкателя, 

мм 

h 12 18 16 22 18 16 15 18 20 12 

Границы фаз 
движения толка-

теля, рад 

1  60 85 75 80 65 90 85 68 82 92 

2  100 125 100 115 100 125 135 102 125 130 

3  160 165 145 160 150 160 170 162 162 170 
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Задание № 5. Вытяжной пресс 

 

 
 

 

wS max  
Вид законов аналога ускоре-

ния толкателя по фазам  
движения кулачка 

1-й участок: 10  . Линей-

ный закон аналога ускорения.  
2-й участок: 21  .  

Ускорение постоянно. 
3-й участок: 32  .  
Линейный закон аналога  

ускорения. 

4-й участок: 1803  .  

Линейный закон аналога  
ускорения 

 
Рис. 2.5. Схема механизма вытяжного пресса 

 и закон изменения аналога ускорения смещённого роликового толкателя  
 

     Механизм  вытяжного пресса состоит из  кривошипа 1, шатунов 2 – 4 

и ползуна (поршня) 5. Рабочий ход поршня снизу – вверх. Центры масс звеньев 

2 – 4 находятся посредине их длин, звена 1 – в точке О1, звена 5 – в точке D. 

Сила сопротивления движению поршня 5 сохраняет постоянное значение Fp на 

протяжении всего рабочего хода. На холостом ходу сила сопротивления посто-

янна и составляет 10 % от номинальной. 

Кулачковый механизм включает кулачок 1 и роликовый толкатель 2. 
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Линия движения толкателя отстоит от оси вращения кулачка О на расстояние е 

(дезаксиал).  Закон изменения аналога ускорения толкателя в зависимости от 

угла поворота кулачка приведён на фазе подъёма кулачка, 1800  . График 

аналога ускорения толкателя на фазе опускания кулачка симметричен. Вариан-

ты исходных данных задания № 5 приведены в табл. 2.5. 

Таблица 2.5 

Варианты исходных данных механизма вытяжного пресса 
для варианта задания № 5 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Размеры звень-

ев механизма  
и характерные 

расстояния, м 

O1А  0,1 0,09 0,09 0,09 0,08 0,1 0,07 0,1 0,11 0,08 
AB 0,32 0,45 0,36 0,38 0,4 0,42 0,46 0,48 0,5 0,52 
О2В 0,3 0,6 0,5 0,42 0,51 0,6 0,62 0,46 0,45 0,5 
О2С 0,42 0,9 0,7 0,6 0,7 0,85 0,8 0,66 0,65 0,7 
CD 0,11 0,3 0,4 0,6 0,5 0,8 0,9 0,35 0,49 0,5 
а 0,16 0,35 0,45 0,44 0,56 0,62 0,6 0,64 0,68 0,66 
b 0,29 0,3 0,4 0,41 0,46 0,5 0,51 0,55 0,6 0,6 
с 0,41 0,7 0,6 0,56 0,65 0,75 0,8 0,62 0,6 0,65 

Угол поворота 
кривошипа, град   30 60 120 150 210 240 300 330 25 45 
Частота враще-
ния кривошипа, 

об/мин 
n 40 65 50 55 60 165 70 75 285 150 

Массы звеньев 

механизма, кг 

m2
 30 7 8 9 10 12 11 14 12 11 

m3
 40 12 10 10 8 10 8 7 14 10 

m4
 15 5 6 4 7 8 9 6 4 5 

m5
 20 30 33 35 37 30 37 35 40 42 

Моменты 
инерции звень-

ев относит. 
центров масс, 

кг·м2  

J1 0,5 2,0 2,4 2,4 2,6 2,5 2,2 2,0 2,2 2,2 
J2 0,2 0,10 0,20 0,21 0,24 0,28 0,29 0,31 0,33 0,35 
J3 0,3 0,20 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6 0,65 
J4 0,1 0,10 0,12 0,14 0,16 0,18 0,2 0,22 0,24 0,26 

Сила  сопро-

тивления, кН 
Fр 36 36 40 41 39 37 34 32 36 42 

Дезаксиал, мм е 5 6 8 4 6 8 5 6 8 6 
Максимальное 

значение аналога 
ускорения толка-

теля, мм/рад2 
w 8 12 14 10 15 8 6 10 12 16 

Границы фаз 
движения тол-

кателя, рад 

1  50 60 70 72 30 80 56 64 78 48 

2  100 120 140 144 60 160 112 128 156 96 

3  140 150 160 162 120 170 146 154 168 138 
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Задание № 6. Гайковырубной автомат 

 

 

 

 

 

VS max  
Вид законов аналога скорости 
толкателя по фазам движения 

кулачка 
1-й участок: 10  . Пара-

бола с вершиной при 0 .  
2-й участок: 21  . Пара-

бола с вершиной при 2 .  
3-й участок: 32  .  

Линейный закон изменения 
аналога скорости. 

4-й участок: 1803  . 

Скорости нет, 04 S  

 
Рис. 2.6. Схема механизма гайковырубного автомата  

и закон изменения аналога скорости смещённого роликового толкателя  
 

     Механизм  гайковырубного автомата состоит из  кривошипа 1, ша-

тунов 2, 4, коромысла 3 и ползуна (поршня) 5. Рабочий ход поршня слева – 

направо. Центры масс звеньев 2 – 4 находятся посредине их длин, кривошипа 1 

– в точке О1, звена 5 – в точке D. Сила сопротивления движению поршня 5 со-

храняет постоянное значение Fp на протяжении всего рабочего хода. На холо-

стом ходу сила сопротивления постоянна и составляет 10 % от номинальной. 
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Кулачковый механизм включает кулачок 1 и роликовый толкатель 2. 

Линия движения толкателя отстоит от оси вращения кулачка О на расстояние е 

(дезаксиал).  Закон изменения аналога скорости толкателя в зависимости от уг-

ла поворота кулачка приведён на фазе подъёма кулачка, 1800  . График 

аналога скорости толкателя на фазе опускания кулачка  симметричен.  

Варианты исходных данных задания № 6 приведены в табл. 2.6. 

Таблица 2.6 

Варианты исходных данных механизма гайковырубного автомата 
для варианта задания № 6 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Размеры звень-

ев механизма  
и характерные 

расстояния, м 

O1А  0,09 0,11 0,1 0,12 0,08 0,11 0,12 0,1 0,1 0,12 
AB 0,43 0,41 0,48 0,43 0,38 0,48 0,44 0,44 0,37 0,52 
О2В 0,25 0,29 0,28 0,3 0,22 0,28 0,31 0,26 0,26 0,31 
ВD 0,25 0,29 0,28 0,3 0,22 0,28 0,31 0,26 0,26 0,31 
а 0,24 0,27 0,27 0,29 0,21 0,27 0,3 0,25 0,25 0,29 
b 0,45 0,43 0,5 0,45 0,4 0,5 0,47 0,39 0,39 0,55 

Угол поворота 

кривошипа, град   30 45 60 120 150 210 240 300 305 25 
Частота враще-
ния кривошипа, 

об/мин 
n 100 45 50 55 60 65 70 75 80 90 

Массы звеньев 

механизма, кг 

m2
 11 10 12 10 9 12 11 11 9 13 

m3
 15 17 16 20 13 18 19 16 16 18 

m4
 15 17 16 20 13 18 19 16 16 18 

m5
 60 62 56 70 46 65 67 57 58 63 

Моменты 
инерции звень-

ев относит. 
центров масс, 

кг·м2  

J1 1,2 1,4 1,6 1,0 0,9 1,5 1,3 1,1 1,0 1,3 
J2 0,2 0,17 0,28 0,18 0,13 0,28 0,21 0,21 0,12 0,35 
J3 0,09 0,14 0,12 0,18 0,08 0,14 0,18 0,11 0,11 0,17 
J4 0,09 0,14 0,12 0,18 0,08 0,14 0,18 0,11 0,11 0,17 

Сила  сопро-

тивления, кН 
Fр 60 65 70 58 55 52 53 54 60 70 

Дезаксиал, мм е 6 5 8 6 4 8 5 6 8 4 
Максимальное 

значение анало-
га скорости тол-
кателя, мм/рад 

V 15 10 12 18 16 20 18 15 16 20 

Границы фаз 
движения тол-

кателя, рад 
 

1  60 50 55 90 80 70 65 80 75 65 

2  130 100 105 140 145 120 140 150 140 130 

3  170 160 165 170 165 155 170 175 145 160 
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Задание № 7. Качающийся конвейер 

 

 
 

 

 

hS max  
Вид законов движения 

толкателя по фазам движения  
кулачка 

1-й участок: 10  .  
Движения нет, 01 S .  

 2-й участок: 21  .  
Парабола с вершиной при 1 .  

3-й участок: 32  .  
Парабола с вершиной при 3 . 

4-й участок: 1803  .  
Линейный закон движения 

 
 

Рис. 2.7. Схема механизма качающегося конвейера  
и закон движения плоского центрального толкателя   

 

     Механизм  качающегося конвейера состоит из  кривошипа 1, шату-

нов 2, 4, коромысла 3 и ползуна (поршня) 5. Рабочий ход поршня слева – 

направо. Центры масс звеньев 2 – 4 находятся посредине их длин, кривошипа 1 

– в точке О1, звена 5 – в точке D. Сила сопротивления движению поршня 5 со-

храняет постоянное значение Fp на протяжении всего рабочего хода. На холо-

стом ходу сила сопротивления постоянна и составляет 10 % от номинальной.  

Кулачковый механизм включает кулачок 1 и плоский толкатель 2. Ли-

ния движения толкателя проходит через ось вращения кулачка О. Закон изме-
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нения перемещения толкателя в зависимости от угла поворота кулачка приве-

дён на фазе подъёма кулачка, 1800  . График движения толкателя на фазе 

опускания кулачка  симметричен.  

Варианты исходных данных задания № 7 приведены в табл. 2.7. 

Таблица 2.7 

Варианты исходных данных механизма качающегося конвейера 
для варианта задания № 7 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Размеры звень-

ев механизма  
и характерные 

расстояния, м 

O1А  0,1 0,09 0,1 0,11 0,12 0,14 0,1 0,12 0,14 0,12 
AB 0,38 0,38 0,46 0,42 0,46 0,28 0,45 0,55 0,53 0,45 
ВС 0,32 0,3 0,33 0,35 0,39 0,35 0,4 0,4 0,45 0,38 
ВD 1,3 1,4 1,5 1,4 1,5 1,6 1,5 1,5 1,6 1,5 
а 0,29 0,3 0,34 0,32 0,33 0,32 0,35 0,41 0,4 0,35 
b 0,05 0,06 0,06 0,05 0,06 0,04 0,05 0,07 0,07 0,06 

Угол поворота 

кривошипа, 

град 

  25 45 60 115 135 150 210 245 290 300 

Частота вра-

щения криво-

шипа, об/мин 

n 80 60 68 73 70 63 63 79 74 50 

Массы звеньев 

механизма, кг 

m2
 20 20 21 20 20 25 20 22 25 20 

m3
 90 80 90 100 85 100 90 95 100 90 

m4
 400 400 450 500 500 500 400 450 500 450 

m5
 900 800 900 900 950 900 950 800 900 950 

Моменты 
инерции звень-

ев относит. 
центров масс, 

кг·м2  

J1 1,0 1,0 1,1 1,0 1,2 1,4 1,0 1,2 1,4 1,2 
J2 1,0 1,0 1,1 1,0 1,2 1,4 1,0 1,2 1,4 1,2 
J3 0,4 0,4 0,6 0,5 0,5 0,6 0,4 0,5 0,6 0,5 
J4 40 40 42 35 40 38 42 45 35 45 

Сила  сопро-

тивления, кН 
Fр 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0 11,0 12,0 13,0 

Максимальный 
ход толкателя, 

мм 
h 15 18 12 20 22 18 16 21 18 15 

Границы фаз 
движения тол-

кателя, рад 

1  20 25 30 22 18 25 15 25 16 18 

2  65 80 90 75 95 80 65 92 85 95 

3  130 120 140 110 155 140 130 142 150 130 
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Задание № 8. Щековая дробилка 

 
 

 
 

wS max  
Вид законов аналога ускоре-

ния толкателя по фазам  
движения кулачка 

1-й участок: 10  . Линей-

ный закон аналога ускорения.  
2-й участок: 21  .  
Линейный закон аналога  

ускорения.  

3-й участок: 1802  .  

Ускорение постоянно 
 

Рис. 2.8. Схема механизма щековой дробилки  
и закон изменения аналога ускорения смещённого роликового толкателя  

 

     Механизм  щековой дробилки состоит из  кривошипа 1, шатуна 2, 

коромысла 3, тяги 4,  подвижной щеки 5 и неподвижной щеки 6. Рабочий ход 

подвижной щеки слева – направо. Центр масс кривошипа 1 – в точке О1. У зве-

ньев 2 – 5 центры масс находятся посредине их длин. Момент сил сопротивле-

ния движению подвижной щеки 5 сохраняет постоянное значение МС на про-

тяжении всего рабочего хода. На холостом ходу щеки момент сил сопротивле-

ния постоянный и составляет 10 % от номинального. 

Кулачковый механизм включает кулачок 1 и роликовый толкатель 2. 

Линия движения толкателя отстоит от оси вращения кулачка О на расстояние е 

(дезаксиал).  Закон изменения аналога ускорения толкателя в зависимости от 
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угла поворота кулачка приведён на фазе подъёма кулачка, 1800  . График 

аналога ускорения толкателя на фазе опускания кулачка симметричен.  

Варианты исходных данных задания № 8 приведены в табл. 2.8. 

Таблица 2.8  

Варианты исходных данных механизма щековой дробилки 
для варианта задания № 8 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Размеры звень-

ев механизма  
и характерные 

расстояния, м 

OА  0,11 0,1 0,15 0,07 0,15 0,08 0,1 0,15 0,12 0,07 
AB 0,8 0,9 0,75 0,6 0,9 0,7 0,45 0,9 0,8 0,65 
O1B 0,45 0,5 0,6 0,3 0,6 0,6 0,5 0,6 0,6 0,3 
ВD 0,2 0,15 0,2 0,3 0,1 0,15 0,25 0,15 0,2 0,2 
O2E 0,8 0,85 1,2 0,9 1,15 1,0 0,8 1,2 1,0 0,75 
DE 0,6 0,55 0,6 0,4 0,7 0,35 0,3 0,65 0,3 0,45 
а 0,45 0,5 0,4 0,3 0,3 0,4 0,5 0,4 0,4 0,3 
b 0,55 0,6 0,5 0,4 0,5 1,0 0,5 0,5 1,0 0,4 
с 0,4 0,35 0,6 0,3 0,6 0,4 0,25 0,6 0,5 0,3 
d 0,12 0,15 0,3 0,4 0 0,2 0,2 0 0,1 0,2 

Угол поворота 
кривошипа, 

град 

  20 30 45 60 115 145 215 240 295 330 

Частота вра-
щения криво-
шипа, об/мин 

n 160 190 150 250 170 200 200 140 240 240 

Массы звеньев 

механизма, кг 

m2
 55 50 45 40 48 40 35 55 50 40 

m3
 30 25 30 15 30 30 25 30 35 30 

m4
 30 27 30 20 35 18 15 33 15 22 

m5
 90 85 120 110 100 80 120 100 75 100 

Моменты 
инерции звень-

ев относит. 
центров масс, 

кг·м2  

J1 0,23 0,25 0,35 0,2 0,3 0,2 0,25 0,35 0,2 0,24 
J2 0,8 4,0 3,4 1,6 3,9 1,9 0,7 4,5 3,2 1,7 
J3 0,9 0,6 1,1 0,14 1,1 1,1 0,5 1,1 0,26 0,14 
J4 0,9 0,82 1,0 0,32 1,7 0,22 0,14 1,4 0,15 0,45 
J5 6,3 6,1 17,3 7,3 14,5 10,0 5,1 17,3 10,0 4,2 

Момент сил  
сопротивления, 

кН·м 
МС 4 8 30 9 20 10 7 35 2 15 

Дезаксиал, мм е 6 5 8 6 7 8 6 5 8 7 
Максимальное 
значение ана-

лога ускорения 
толкателя, 

мм/рад2 

w 8 6 10 12 8 15 6 8 12 10 

Границы фаз 
движения тол-

кателя, рад 

1  60 40 54 65 75 50 42 74 58 78 

2  120 140 126 115 105 130 138 106 122 102 
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Задание № 9. Кулисный конвейер 

 

 
 
 
 

 

VS max  
Вид законов аналога скорости 
толкателя по фазам движения 

кулачка 
1-й участок: 10  .  

Линейный закон изменения  
аналога скорости.  

2-й участок: 21  .  
Линейный закон изменения  

аналога скорости.  
3-й участок: 32  .  

Скорость постоянная. 

4-й участок: 1803  .  

Линейный закон изменения  
аналога скорости  

 
Рис.2.9. Схема механизма кулисного конвейера  

и закон изменения аналога скорости смещённого роликового толкателя  
 

     Механизм  кулисного  конвейера состоит из  кривошипа 1, кулисного 

камня 2, кулисы 3, шатуна 4 и ползуна (поршня) 5. Рабочий ход поршня слева – 

направо. Центры масс звеньев 2 – 4 находятся посредине их длин, кривошипа 1 

– в точке О, звена 5 – в точке С. Сила сопротивления движению поршня 5 со-

храняет постоянное значение Fp на протяжении всего рабочего хода. На холо-

стом ходу сила сопротивления постоянна и составляет 10 % от номинальной. 

Кулачковый механизм включает кулачок 1 и роликовый толкатель 2. 

Линия движения толкателя отстоит от оси вращения кулачка О на расстояние е 
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(дезаксиал). Закон изменения аналога скорости толкателя в зависимости от уг-

ла поворота кулачка приведён на фазе подъёма кулачка, 1800  . График 

аналога скорости толкателя на фазе опускания кулачка симметричен.  

Варианты исходных данных задания № 9 приведены в табл. 2.9. 

Таблица 2.9 

Варианты исходных данных механизма кулисного конвейера 
для варианта задания № 9 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Размеры звень-

ев механизма  
и характерные 

расстояния, м 

OА  0,17 0,08 0,1 0,12 0,09 0,11 0,13 0,14 0,15 0,16 
O1B 1,5 0,8 1,0 1,2 0,9 1,1 1,3 1,4 1,25 1,45 
ВС 2,1 1,8 1,9 2,0 1,75 1,65 1,45 1,5 1,85 1,95 
а 0,9 0,6 0,8 0,9 0,6 0,6 0,7 1,0 0,95 1,1 
b 0,28 0,05 0,07 0,08 0,09 0,1 0,055 0,065 0,06 0,065 

Угол поворота 

кривошипа, 

град 

  300 20 30 45 60 110 120 150 210 240 

Частота вра-

щения криво-

шипа, об/мин 

n 190 100 110 120 130 140 150 160 170 180 

Массы звеньев 

механизма, кг 

m2
 14 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

m3
 28 10 12 14 16 18 20 22 24 26 

m4
 32 14 16 18 20 22 24 26 28 30 

m5
 280 100 120 140 160 180 200 220 240 260 

Моменты 
инерции звень-

ев относит. 
центров масс, 

кг·м2  

J1 3,0 1 2 3 4 4,5 3,6 4,7 2,8 2,9 
J2 0,65 0,6 0,4 0,3 0,5 0,7 0,8 0,35 0,45 0,55 
J3 6,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 5,5 
J4 1,5 2,0 2,5 3,5 4,5 5,0 3,0 4,0 6,0 6,5 

Сила сопро-
тивления, кН 

Fp 14 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

Дезаксиал, мм е 8 10 6 12 9 7 10 8 12 6 
Максимальное 
значение ана-
лога скорости 

толкателя, 
мм/рад 

V 15 18 12 18 20 16 15 12 18 20 

Границы фаз 
движения тол-

кателя, рад 

1  60 55 65 75 80 85 90 75 80 95 

2  100 95 110 120 125 140 130 135 145 150 

3  120 105 120 130 140 145 145 150 155 160 
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Задание № 0. Строгальный станок 

 
 

 

hS max  
Вид законов движения 

толкателя по фазам движения  
кулачка 

1-й участок: 10  .  
Парабола  с вершиной при 0 .  
 2-й участок: 21  . Пара-

бола  с вершиной при 2 . 
3-й участок: 32  . Линей-

ный закон движения. 

4-й участок: 1803  .  
Движения нет, hS 4  

 
Рис. 2.10. Схема механизма строгального станка  

и закон движения центрального плоского толкателя  
 

     Механизм  строгального станка состоит из  кривошипа 1, кулисного 

камня 2, кулисы 3, шатуна 4 и резца (вместе с суппортом) 5. Рабочий ход резца 

справа – налево. Центры масс звеньев 2 – 4 находятся посредине их длин, кри-

вошипа 1 – в точке О, резца 5 – в точке С. Сила сопротивления движению рез-

цу 5 сохраняет постоянное значение Fp на протяжении всего рабочего хода. На 

холостом ходу сила сопротивления постоянна и составляет 10 % от номиналь-

ной. 
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Кулачковый механизм включает кулачок 1 и плоский толкатель 2. Ли-

ния движения толкателя проходит через ось вращения кулачка О. Закон изме-

нения перемещения толкателя в зависимости от угла поворота кулачка приве-

дён на фазе подъёма кулачка, 1800  . График движения толкателя на фазе 

опускания кулачка симметричен.  

Варианты исходных данных задания № 0 приведены в табл. 2.10. 

Таблица 2.10 

Варианты исходных данных механизма кулисного конвейера 
для варианта задания № 0 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Размеры звень-

ев механизма  
и характерные 

расстояния, м 

OА  0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 0,11 0,12 0,13 0,14 0,15 
O1B 1,35 1,45 1,6 1,6 1,8 1,55 1,45 1,75 1,45 1,4 
ВС 0,5 0,6 0,7 0,8 0,45 0,35 0,55 0,65 0,75 0,8 
а 0,8 0,85 0,9 0,95 1,05 0,75 0,65 0,85 1,1 1,2 
b 0,7 0,8 0,85 0,9 0,95 0,95 0,95 1,05 0,6 0,5 

Угол поворота 

кривошипа, 

град 

  20 35 60 75 120 150 210 240 295 330 

Частота вра-

щения криво-

шипа, об/мин 

n 120 130 140 150 160 170 180 190 110 100 

Массы звеньев 

механизма, кг 

m2
 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

m3
 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 

m4
 6 7 8 9 10 11 12 13 14 5 

m5
 25 28 30 32 35 37 40 43 45 49 

Моменты 
инерции звень-

ев относит. 
центров масс, 

кг·м2  

J1 1 1,2 1,3 1,4 1,6 1,8 1,9 2,1 2,2 2,3 
J2 0,2 0,25 0,3 0,35 0,1 0,15 0,18 0,22 0,26 0,32 
J3 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 6,5 7 7,5 
J4 1,1 1,3 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,1 2,2 2,3 

Сила сопро-
тивления, кН Fp 6 5 4 4,5 5,5 6,5 7,5 8,5 9,5 10 

Максимальный 
ход толкателя, 

мм 
h 20 22 18 25 20 24 18 22 18 16 

Границы фаз 
движения тол-

кателя, рад 

1  60 65 75 70 85 80 65 90 85 65 

2  130 123 140 150 135 125 130 130 135 145 

3  150 150 160 165 160 140 165 170 165 170 
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3. ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ КУРСОВОГО ПРОЕКТА 
 

Рассмотрим последовательность выполнения курсового проекта  на при-

мере условной схемы пятизвенного плоского механизма и кулачкового меха-

низма с центральным плоским толкателем (рис. 3.1). 

Пример. Пятизвенный механизм 

 

 

 

wS max  
Вид законов аналога ускорения 

толкателя по фазам  
движения кулачка 

1-й участок: 10  .  
Линейный закон аналога  

ускорения.  

2-й участок: 1801  .  

Ускорение постоянно 

 
Рис. 3.1. Схема пятизвенного  механизма  

и закон изменения аналога ускорения центрального плоского толкателя  
 

Механизм состоит из кривошипа 1, шатуна 2, коромысла 3, шатуна 4 и 

ползуна 5. Центр масс кривошипа расположен на оси вращения, в точке О, цен-

тры масс линейных звеньев – посередине их длин. Рабочий ход ползуна справа 

– налево. Сила сопротивления движению ползуна на протяжении рабочего хода 

равна Fp.  На холостом ходу сила сопротивления составляет 10 %  от номи-

нального значения.  

Кулачковый механизм включает кулачок 1 и плоский толкатель 2. Ли-

ния движения толкателя проходит через ось вращения кулачка О. Закон изме-
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нения перемещения толкателя в зависимости от угла поворота кулачка приве-

дён на фазе подъёма кулачка, 1800  . График движения толкателя на фазе 

опускания кулачка симметричен.  

Данные для кинематического и динамического расчета механизма и син-

теза кулачкового механизма приведены в табл. 3.1 – 3.3.  

Таблица 3.1 

Кинематические характеристики механизма  
 

Размеры звеньев механизма Угол поворо-

та кривоши-

па, φ, град 

Частота 

вращения 

кривошипа, 

n, об/мин 
a,  м OA, м AB, м O1С, м ВC, м CD, м 

0,4 0,1 0,4 0,15 0,15 0,5 90 95,5 
 

                                                                                                          Таблица 3.2 

Параметры динамического расчёта 
  

 

Массы звеньев, кг 

 

Моменты инерции звеньев, 
кг·м2 

 

Сила полезно-

го сопротивле-

ния, кН 
 

m1 m2 m3 m4 m5 J01 JS2 31OJ  4SJ  Fp 

5 40 30 50 10 1 2 1 3 16,045 
 

                                                                                                  Таблица 3.3 

Параметры движения толкателя 
  

Максимальное значение  
аналога ускорения толкателя, 

мм/рад2 

Границы фаз движения 

толкателя, град 

w  1  

40 90 
 
 
 
 
 
 
 

 

3.1.  Структурный анализ механизма  
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В рассматриваемом механизме 5 подвижных звеньев и 7 кинематических 

пар (рис. 3.2, а): 

 

– вращательная кинематическая пара О (рис. 3.2, b) низшего типа 5-го 

класса образуется неподвижной стойкой 6 и кривошипом 1; 

– вращательная кинематическая пара А (рис. 3.2, c) низшего типа 5-го 

класса образуется кривошипом 1 и шатуном 2; 

– вращательная кинематическая пара В (рис. 3.2, d) низшего типа 5-го 

класса образуется  шатуном 2 и коромыслом 3; 

– вращательная кинематическая пара О1 (рис. 3.2, e) низшего типа 5-го 

класса образуется коромыслом 3 и стойкой 7; 

– вращательная кинематическая пара С (рис. 3.2, f) низшего типа 5-го 

класса образуется коромыслом 3 и шатуном 4; 

– вращательная кинематическая пара D (рис. 3.2, g) низшего типа 5 клас-

са образуется шатуном 4 и ползуном 5; 

– поступательная кинематическая пара D1 (рис. 3.2, h) низшего типа        

5-го класса образуется ползуном 5 и направляющими 8.  

 

Рис. 3.2. Кинематические пары механизма: 
а – схема механизма; b – h – звенья, составляющие кинематические пары  
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   Высших кинематических пар  в данном механизме нет, так как  соеди-

нение всех  звеньев  осуществляется  по  поверхности.  

Степень подвижности плоского механизма определяется по  формуле  

П. Л. Чебышева:  523 pnW   = 3·5 – 2·7 = 1, где n = 5 – число подвижных 

звеньев механизма;  р5 = 7 – число кинематических пар 5-го класса. Следова-

тельно, механизм имеет одно ведущее звено.  

В рассматриваемом механизме можно выделить две группы Ассура и 

начальное звено (рис. 3.3):  

 

– группа звеньев, состоящая из шатуна 4 и ползуна 5, является группой 

Ассура  II класса, второго вида (ползун – поводок) (рис. 3.3, b); 

– группа звеньев, состоящая из коромысла 3 и шатуна 2, является груп-

пой Ассура  II класса, первого вида (двухповодковая группа) (рис. 3.3, c); 

– кривошип 1 вместе со стойкой 6 образуют начальное звено или началь-

ный механизм I класса (рис. 3.3, d).  

Схема образования механизма группами Ассура: 

(1) (2,3) (4,5). 

К  первому (ведущему) звену  присоединяется  группа  Ассура, состоящая  

 

 

Рис. 3.3. Группы Ассура механизма: 
а – схема механизма; b, с – группы Асура;  d – начальное звено 
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из  звеньев  2 и 3, образуя раму, имеющую ту же степень подвижности, что и 

исходный механизм. К группе  Ассура, состоящей из звеньев 2 и 3, присоеди-

няется  группа  Ассура, состоящая из звеньев 4 и 5. При этом степень подвиж-

ности образованного механизма не увеличивается. 

Представленный механизм включает начальный механизм I класса и две 

группы Ассура  II класса, в результате чего является механизмом II класса. 

Результаты структурного анализа механизма приводятся в табл. 3.4 – 3.5. 

Таблица 3.4 

Анализ кинематических пар 

Обозначение 
кинематической пары 

О А В О1 С D D1 

Звенья, образующие пару 1 – 6 1 – 2 2 – 3 3 – 7 3 – 4 4 – 5 5 – 8 
Наименование пары Вращательная, низшая Поступательная,  

низшая 
Класс пары 5-й класс 

 

Таблица 3.5 

Анализ групп Ассура 

Группы Ассура 4 – 5 2 – 3 1 
Наименование группы Ассура Ползун–поводок Двухповодковая Начальное 

звено 
Класс групп Ассура II класс II класс I класс 

Класс механизма Механизм II класса 
 

 
3.2.  Построение плана  механизма  

 
Построение плана механизма начинается с определения масштабного ко-

эффициента длины. Выберем для плана механизма стандартный масштаб, 

например 1:4. Масштаб выбирается таким образом, чтобы длина самого боль-

шого звена механизма на чертеже не превышала 100 – 150 мм. Так, при мас-

штабе 1:4 длина отрезка СDl , изображающего на чертеже звено СD (с макси-

мальной среди всех звеньев длиной 0,5 м), составит: 
4

5,0
СDl = 0,125 м = 125 
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мм и находится в пределах допустимых границ длин. Масштабный коэффици-

ент длины рассчитывается как отношение заданной длины звена к длине его 

изображения на чертеже: lk = 
512

,50
 = 0,004 

мм

м
. 

Определяем длины звеньев на чертеже с учётом масштабного коэффици-

ента:  

0,004

0,1


l
OA k

OA
l  = 25 мм,       

0,004

0,5


l
СD k

СD
l = 125 мм, 


0,004

0,4

l
AB k

AB
l  100 мм,       

0,004

0,4


l
а k

а
l  = 100 мм,    

0,004

0,151
1


l

СO k

СO
l = 37,5 мм,   

0,004

0,15


l
BС k

BС
l  = 37,5 мм.  

 

Порядок построения положения механизма таков:  

1. Первоначально на чертеже фиксируем неподвижные точки О и О1. По-

ставим на свободном поле чертежа точку О1, затем, отложив расстояние a, по-

ставим точку О2..  

2. Радиусом OAl  проведём окружность, по которой будет перемещаться 

точка А, лежащая на кривошипе. Установим заданное положение кривошипа 

под углом   = 90° и получим положение точки А (начальное положение и 

направление отсчёта угла показано на схеме механизма). 

3. Из точки А проводим дугу радиусом ABl , затем из точки О1 дугу радиу-

сом CBCOBO lll 
11

. В точке пересечения ставим точку В. Прямая линия, со-

единяющая точки А и В, определяет положение шатуна 2. 

4. Из точки С, находящейся на средине коромысла 3, проводим дугу 

окружности радиусом DСl  до пересечения её с продолжением линии ОО1. Точ-

ка пересечения D определяет положение ползуна 5.   

План механизма насоса в масштабе 1: 4 показан на рис. 3.4. 
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3.3.  Построение плана скоростей механизма  

 

Построение начинаем с определения модуля скорости точки А ведущего 

звена 1 – кривошипа.  

Вычисляем угловую скорость кривошипа ω, рад/с, по заданной его часто-

те вращения n, об/мин: 
30

n
  = 

30

95,53,14 
 = 10 рад/с. Вычисляем модуль 

скорости точки А кривошипа: AOVA 1  = 10·0,1 = 1 м/с. Длину вектора ско-

рости AV


 точки А на плане скоростей принимаем равной 100 мм. Вычисляем 

масштаб плана скоростей: (мм/c)/м01,0
100

1

100
 A

v
V

k . 

Точка В принадлежит как звену АВ (шатун 2), совершающему плоскопа-

раллельное движение, так и звену О1В (коромысло 3), вращающемуся вокруг 

неподвижного центра  О1 (рис. 3.4).  

Скорость точки В звена АВ равна векторной сумме скорости полюса, 

например точки А, и скорости точки В во вращательном движении звена АВ по 

отношении к полюсу. Тогда для определения скорости точки В имеем первое 

векторное равенство BAAB VVV


 , где BV


 – вектор скорости точки В; AV


 – 

вектор скорости точки А, известный по величине и направлению; BAV


 – вектор 

 

 

Рис. 3.4. План механизма насоса в масштабе  1:4 
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скорости точки В во вращательном движении звена АВ по отношении к полюсу 

А. Известно, что вектор скорости BAV


 перпендикулярен линии АВ (рис. 3.5, а).  

 

Проведём построение векторов на плане скоростей (рис. 3.5, b). Выберем 

в качестве полюса плана скоростей точку vp , которую изображаем на поле чер-

тежа в удобном для построения месте. Изобразим вектор скорости AV


. На 

плане механизма (см. рис. 3.5, а) вектор AV


 перпендикулярен кривошипу О1А и 

направлен в сторону его вращения. На плане скоростей вектор, изображающий 

скорость точки  А, направляется из точки vp  параллельно AV


. Длина вектора на 

чертеже в соответствии с масштабным коэффициентом равна 100 мм. В конце 

построенного вектора поставим точку а. Таким образом,  вектор AV


 на плане 

скоростей изображается горизонтальным отрезком apv  (см. рис. 3.5, b). Далее, 

из точки а направляем вектор BAV


 перпендикулярно линии звена АВ. Посколь-

ку величина вектора BAV


 неизвестна, найти вектор BV


 из первого векторного 

уравнения не представляется возможным.  

С другой стороны, в силу того, что точка В принадлежит звену О1В, вра-

щающемуся вокруг неподвижного центра О1, скорость точки В может быть 

найдена из второго векторного равенства: BV


= 
1BOV


, где 

1BOV


– вектор скорости 

 

Рис. 3.5. План скоростей механизма: 
а – направления векторов скоростей точек механизма; b – план скоростей 
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точки В при вращении звена ВО1 вокруг центра О1. Вектор 
1BOV


(и, следова-

тельно, вектор BV


) перпендикулярен линии ВО1 (см. рис. 3.5, а).   

Построим вектор BV


 в соответствии со вторым векторным уравнением. 

Из него следует, что направление вектора BV


 совпадает направлением вектора 

1BOV


, который перпендикулярен линии звена ВО1. Проведём из полюса vp  ли-

нию, параллельную вектору BV


 (перпендикулярную ВО1), до пересечения её с 

линией, вдоль которой направлен вектор BAV


. Обозначим пересечение этих ли-

ний точкой b. Вектор, проведённый из полюса vp  в точку b, равен вектору ско-

рости BV


. Для определения модуля скорости точки В измерим длину отрезка 

bpv  на плане скоростей (в мм) и умножим её на масштабный коэффициент 

плана скоростей. Получим: vvB kbpV  = 92·0,01 = 0,92 м/с. 

Скорость BAV  точки В во вращательном движении звена АВ вокруг полю-

са А  найдём измерив длину отрезка ab на плане скоростей и умножив её на ве-

личину масштабного коэффициента: vBA kabV  . Угловая скорость 2  звена 

АВ определяется как отношение: 
BA

VBA2 =
BA

kab v
= 

4,0

01,018 
 = 0,45 рад/с. Уг-

ловая скорость 3  вращения коромысла ВО1 вокруг оси О1 равна: 

1
3 BO

VB = 
0,3

0,92
 = 3,06 рад/с. 

Точка С является срединой коромысла ВО1. Вектор скорости CV


 перпен-

дикулярен линии ВО1 и по модулю равен: 13 COVC  = 3,06·0,15 = 0,46 см/с. 

Скорость точки С механизма направлена так же как скорость точки В, но 

по величине в два раза её меньше. На плане скоростей точке С механизма соот-

ветствует точка с, лежащая на средине отрезка bpv , изображающего скорость 

точки В. 
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Величина и направление скорости DV


 точки D (ползуна 5) находится с 

учётом плоскопараллельного движения звена СD на основании векторной 

формулы: DCCD VVV


 , где величина и направление вектора CV


 скорости  

точки С определены на плане скоростей. Вектор DCV


 скорости точки D при 

вращении звена CD вокруг полюса С направлен перпендикулярно звену CD. В 

соответствии с этим на плане скоростей (см. рис. 3.5, b) из точки с (конец век-

тора CV


) проводим прямую, параллельную скорости DCV


, (перпендикулярно 

линии CD) и, так как точка D (ползун 5) движется горизонтально, из полюса vp  

проводим горизонтальную прямую, параллельную скорости DV


. Точка d пере-

сечения этих прямых на плане скоростей определяет конец вектора DV


 (см. 

рис. 3.5, b). Измерим на чертеже расстояние dpv  (44 мм) и, умножив его на 

масштабный коэффициент скоростей, получим модуль скорости точки D:  

vvD kdpV  = 44·0,01 = 0,44 м/с. 

Угловая скорость звена 4 равна: 
DC

VDC4 , где скорость DCV  точки D.  

Измерим на чертеже расстояние dc (dc = 8 мм) и, умножив его на масштабный 

коэффициент скоростей получим скорость DCV = dc·kv = 8·0,01 = 0,08 м/с. Уг-

ловая скорость звена 4: 
DC

kdc

DC

V vDC 
4 = 

0,5

0,018 
 = 0,16 рад/с. 

Найдём скорости центров масс звеньев механизма. Полагая, что центры 

масс звеньев механизма расположены в средине соответствующих отрезков, 

отметим эти точки на плане скоростей. Так, для того, чтобы на плане скоростей 

найти скорость центра масс звена AB механизма, разделим пополам отрезок ab. 

Получим точку s2. Скорость центра масс звена AB равна расстоянию 2spv , 

умноженному на масштабный коэффициент, vvS kspV  22
= 96·0,01 = 0,96 м/с. 

Аналогично, разделив пополам отрезки  bpv , cd  на плане скоростей, по-

лучим точки 3s , 4s , которые определяют скорости центров масс, соответствен-
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но, звена 3 (коромысла) и звена 4 (шатуна). Измерив нужные расстояния, полу-

чим: vvS kspV  33
= 46·0,01 = 0,46 м/с,  vvS kspV  44

= 44·0,01 = 0,44 м/с. 

Результаты расчётов скоростей центров масс звеньев механизма и угло-

вых скоростей звеньев приведены в табл. 3.6.  

Таблица 3.6 

Абсолютные скорости центров масс и угловые скорости звеньев 

Звено АВ ВО1 СD Ползун 
Обозначение скорости центра масс звена 2SV  3SV  4SV  DV  

Величина скорости, м/с 0,96 0,46 0,44 0,44 
Обозначение угловой скорости звена 2  3  4  – 

Величина угловой скорости, рад/с 0,45 3,06 0,16 – 
 
 

3.4.  Построение плана ускорений механизма  
 

Для определения значений ускорений точек механизма и угловых уско-

рений его звеньев построим план ускорений.  

Ведущее звено 1 – кривошип ОА – движется с постоянной угловой ско-

ростью. В этом случае касательное ускорение точки  А равно нулю: 
Aa  = 0. 

Полное ускорение Aa


 точки А совпадает с нормальным и направлено к оси 

вращения звена – точке О1 (рис. 3.6, а). По величине ускорение точки А равно: 

AOaa n
AA 1

2
1   = 0,1102   = 10 м/с2.  

Перед началом построения плана ускорений выберем масштабный коэф-

фициент. Примем длину вектора ускорения точки А на плане ускорений  рав-

ной 100 мм. В этом случае масштабный коэффициент ускорений: 

100

10

100
 A

a
a

k  = 0,1 (м/с2)/мм. 

Чертёж плана ускорений начинаем с построения ускорения точки А.  

Из некоторой точки ра, называемой полюсом плана ускорений и взятой 

на чертеже в произвольном месте (рис. 3.6, b), направим линию вертикально 

вниз параллельно направлению вектора Aa


 ускорения  точки А кривоши-
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па (рис. 3.6, а). С учётом масштабного коэффициента ускорений длина вектора 

ускорения точки А на чертеже 100 мм. В конце вектора поставим стрелку и 

точку а (см. рис. 3.6, b).  

 
Ускорение точки В находим в соответствии с векторной формулой: 

τ
BA

n
BAAB aaaa


 , где Aa


 – ускорение точки А, выбранной за полюс; n

BAa


, 

τ
BAa


 – нормальная и касательная составляющие ускорения точки В во враща-

тельном движении шатуна АВ относительно полюса А.  

Правило сложения векторов в векторной формуле следующее: к концу 

вектора, изображающего на чертеже ускорение Aa


, присоединяем вектор, 

изображающий ускорение n
BAa


, а к его концу – вектор, изображающий ускоре-

ние τ
BAa


. Тогда вектор, проведённый из начала первого вектора в конец по-

следнего, представляет собой сумму складываемых векторов.  

 

Рис. 3.6. План ускорений механизма: 
а – направления векторов ускорений точек механизма; b – план ускорений 
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Проведём необходимые построения для определения ускорения точки В. 

Модуль вектора n
BAa


 – нормальной составляющей ускорения точки В при вра-

щении шатуна АВ вокруг полюса А равен: ABan
BA  2

2 = 0,452·0,4 = 0,08 м/с2. 

На плане ускорений это будет отрезок длиной 
1,0

08,0


a

n
BA

k

a
 = 0,8 мм. Отложим на 

чертеже из точки а (конец вектора Aa


) отрезок длиной 0,8 мм вдоль линии, па-

раллельной вектору n
BAa


 (см. рис. 3.6, a, b), в сторону, куда на плане механизма 

направлен этот вектор. В конце отрезка поставим точку 2n . Отрезок 2an  на 

плане ускорений изображает нормальную составляющую n
BAa


 ускорения точки 

В во вращательном движении шатуна АВ относительно полюса А. Здесь следует 

заметить, что расчётная величина отрезка 2an  мала и точно показать его на 

чертеже невозможно.  В расчётах можно считать, что вектор n
BAa


 нормальной 

составляющей ускорения точки В и отрезок 2an  на плане ускорений равны ну-

лю: 0n
BAa , 02 an  и точка n2 совпадает с точкой а. На рис. 3.6, b  отрезок 2an  

показан ненулевым только для того, чтобы сохранить правило последователь-

ного построения суммы векторов. 

 Далее, из конца отрезка 2an  проведём линию, параллельную вектору 
BAa


 

(рис. 3.6, a), то есть перпендикулярно отрезку 2an . Однако вычислить сумму 

этих векторов и получить ускорение точки В  невозможно, так как величина ка-

сательного ускорения τ
BAa  неизвестна.  

Воспользуемся тем, что точка В принадлежит звену 3 – коромыслу ВО1, 

совершающему вращательное движение вокруг неподвижного центра О1. В 

этом случае полное ускорение точки В может быть представлено как сумма его 

нормальной и касательной составляющих: τ
B

n
BB aaa


 . Направления векторов 

n
Ba


 и τ
Ba


 показаны на рис. 3.6, a. Величина нормальной составляющей ускоре-
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ния: BOan
B 1

2
3   = 3,062·0,3 = 2,84 см/с2. Относительно касательной состав-

ляющей τ
Ba


 ускорения точки В известно только, что она направлена перпенди-

кулярно ВО1. Вычислим длину отрезка, изображающего на чертеже нормаль-

ную составляющую ускорения точки В, как отношение 
a

n
B

k

a
 = 

0,1

2,84
 = 28,4 мм и 

на чертеже отложим его из полюса ра параллельно вектору n
Ba


. В конце отрезка 

поставим точку 3n  (см. рис. 3.6, b). По  правилу сложения векторов из точки 3n   

(конца отрезка 3npa , изображающего ускорение n
Ba


) проводим  линию, парал-

лельную вектору τ
Ba


 (касательная составляющая ускорения точки В). Линия, 

параллельную вектору τ
Ba


 перпендикулярна отрезку 3npa . Пересечение  двух 

перпендикуляров (к отрезку 3npa  в точке n3 и к отрезку 2an  в точке n2)  обо-

значим точкой b. Отрезок, проведённый из полюса ap  в точку b, изображает на 

плане ускорений полное ускорение Ba


 точки В механизма. Величину ускоре-

ния точки В найдём, измерив на чертеже длину отрезка bpa  и умножив его на 

масштабный коэффициент: aaB kbpa   = 52·0,1 = 5,2 м/с2. 

Отрезок bn3  изображает на чертеже касательную составляющую ускоре-

ния 
Ba


 точки В . Измеряем  длину отрезка bn3  ( bn3  = 43 мм), тогда угловое 

ускорение звена 3 равно: 
1

3

1
3 BO

kbn

BO

a aB 




 = 
0,3

0,143 
 = 14,3 рад/с2. Угловое 

ускорение звена 2 находится аналогично. На чертеже измеряем отрезок bn2 , 

который изображает ускорение τ
BAa


 ( bn2  = 74 мм). Тогда угловое ускорение 

звена 2: 
BA

kbn

BA

a aBA 



2

2  = 
0,4

0,174 
 = 18,5 рад/с2.  

Точка С принадлежит звену 3, совершающему вращательное движение 

вокруг неподвижного центра О1. Так как точка С на плане механизма находит-

ся в средине звена ВО1, величина ускорения точки С равна половине ускорения 
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точки В: Ca  =  2,6 м/с2. Соответствующая ей точка с на плане ускорений нахо-

дится на средине отрезка bpa . Отрезок cpa  изображает ускорение точки С   

Ускорение точки D находим на основании векторной формулы: 

τ
DC

n
DCCD aaaa


 , где Ca


 – ускорение точки С, выбранной за полюс; n

DCa


, 

τ
DCa


 – нормальная и касательная составляющие ускорения точки D во враща-

тельном движении шатуна DC относительно полюса C. 

Заметим сразу, что величина вектора n
DCa


 (нормальной составляющей 

ускорения точки D) очень мала: DCan
DC  2

4 = 0,162·0,5 = 0,01 м/с2. На плане 

ускорений это будет отрезок, длиной 
1,0

01,0


a

n
DC

k

a
 = 0,1 мм, который при вы-

бранном масштабе построить точно невозможно. Можно считать, что вектор 

n
DCa


 и соответствующий ему отрезок  на плане ускорений равны нулю. В ре-

зультате ускорение точки D находим из векторной формулы: τ
DCCD aaa


 .  

Ускорение Da


 точки D ползуна на плане механизма направлено вдоль 

линии ОО1. Это означает, что на плане ускорений ускорение точки D должно 

изображаться горизонтальным отрезком, исходящим из центра ap .  

Проведём необходимые построения. На плане ускорений (см. рис. 3.6, b) 

из точки с (конец вектора Ca


) проведём линию, параллельную вектору 
DCa


, до 

пересечения её с горизонтальной прямой, идущей из полюса ускорений,  вдоль 

которой направлен вектор ускорения точки D. Обозначим точку пересечения d. 

Отрезок прямой dpa  изображает на плане ускорений ускорение точки D. Заме-

ряем на чертеже длину отрезка dpa  dpa(  = 13 мм) и находим ускорение 

точки D: aaD kdpa  = 13·0,1 = 1,3 м/с2. Замеряем на плане ускорений длину 

отрезка cd, изображающего ускорение 
DCa


 (cd = 18 мм),  и находим угловое 

ускорение звена 4: 
DC

kcd

DC

a aDC 




4 =
0,5

0,118 
 = 3,6 рад/с2. 
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Определим ускорения центров масс звеньев механизма.  

Разделим пополам отрезок ab на плане ускорений, обозначим середину 

отрезка точкой s2 и соединим с полюсом ap . Отрезок 2spa  изображает ускоре-

ние центра масс звена 2 – шатуна АВ. Длина отрезка 2spa  = 70 мм. Ускорение 

центра масс звена 2: aaS kspa  22 = 70·0,1 = 7 м/с2. Аналогично, точка s4, ле-

жащая на средине отрезка cd, изображает центр масс звена 4 шатуна CD. Уско-

рение центра масс звена 4: aaS kspa  44 = 18·0,1 = 1,8 м/с2. Ускорение центра 

масс звена 3 равно ускорению точки С: CS aa 3  =  2,6 м/с2. 

Все построения плана ускорений приведены на рис. 3.6. 

Результаты вычислений ускорений центров масс звеньев, а также  угловых 

ускорений звеньев механизма приводятся в табл. 3.7. 

Таблица 3.7 

Ускорения  центров масс звеньев механизма и угловые ускорения звеньев 
 

Звено АВ ВО1 DC Ползун 
Обозначение ускорения центра масс звена 2Sa  3Sa  4Sa  Da  

Величина ускорения, м/с2 7 2,6 1,8 1,3 
Обозначение углового ускорения звена 2  3  4  – 

Величина углового ускорения, рад/с2 18,5 14,3 3,6 – 

 

3.5.  Кинетостатический расчёт механизма  

 
Разделение механизма на группы Ассура  приведено на рис. 3.3. Изобра-

зим группу Ассура, состоящую из звеньев 5 – 4, в масштабе 1:4 и приложим в 

соответствующих точках действующие силы (рис. 3.7).  

Силу тяжести 4G


 и силу инерции ин
4F


 прикладываем в точке  s4 – центре 

масс стержня CD. При этом сила тяжести 4G


 направлена вертикально вниз, а 

сила инерции ин
4F


 направлена параллельно линии 4spa , обозначающей на 

плане ускорений (см. 3.6, b) направление ускорения центра масс стержня, в 

сторону, противоположную направлению вектора ускорения 4Sa


. 
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В точке D – центре масс ползуна 5 – прикладываем силу тяжести 5G


, си-

лу полезного сопротивления pF


, направленную в сторону, противоположную 

направлению вектора скоро-

сти ползуна, и силу инерции 

ин
5F


, направленную в сторо-

ну, противоположную 

направлению вектора  

ускорения ползуна Da


. 

Направления векторов скоро-

стей и ускорений показаны на рис. 3.5 – 3.6. Реакцию 05R


 стойки на ползун (0 – 

индекс стойки, 5 – индекс ползуна) изображаем перпендикулярно  

неподвижным направляющим.  

Полную реакцию шарнирного соединения в точке С раскладываем на две 

составляющие: вдоль стержня СD – nR34


 и перпендикулярно ему – 

34R


. Здесь 

первый нижний индекс в обозначении реакции означает, со стороны какого 

звена действует реакция, второй нижний – на какое звено. 

Главный момент сил инерции, приложенный к 4 звену, обозначаем 

дуговой стрелкой  ин
4M , направленной в сторону, прогтивоположную угловому 

ускорению стержня 4 (см. рис. 3.6).  

В соответствии с принципом Д’Аламбера полученная система сил 

находится в равновесии. Составим уравнение равновесия в виде равенства 

нулю суммы моментов сил относительно точки D. 

0ин
44

ин
43434   MhFhGCDR . 

Способ построения плеч 3h , 4h  сил 4G


 и ин
4F


 показан на рис. 3.7. 

Вычисляем модули сил и моментов сил инерции. 

44
ин

4 SamF  = 50·1,8 = 90 Н,   DamF 5
ин

5  = 10·1,3 = 13 Н. 

 

Рис. 3.7. Силы, действующие на группу Асура 5–4 
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44
ин
4  SJM = 3·3,6 = 10,8 Н·м. 

Вычисляем плечи сил. Длина звена СD равна 0,5 м. При масштабе 1:4 

масштабный коэффициент длины выбран равным: lk = 0,004 
мм

м
 (см. рис. 3.4).  

На рис. 3.7 измеряем длины отрезков плеч сил (в мм) и умножаем их на мас-

штабный коэффициент длины. Получим 

lh klh 33  = 61·0,004 = 0,244 м, lh klh 44   = 48·0,004 = 0,192 м. 

Из уравнения равновесия находим силу 
34R : 

CD

MhFhG
R

ин
44

ин
434

34


 = 
0,5

10,80,192900,244490 
= 183 Н. 

Неизвестные силы nR34  и 5R  находим из многоугольника сил, который 

строится согласно векторному уравнению: 

0053434
ин

445
ин

5p   RRRFGGFF n 
. 

Для построения силового многоугольника выбираем масштабный 

коэффициент сил Fk  таким образом, чтобы на чертеже длина максимального 

вектора составляла, например, 300 мм. Таким вектором здесь является сила 

сопротивления.  Тогда 
300

pF
kF   = 

300

16045
 =  53,48 Н/мм.  

Определяем длины векторов силового многоугольника: 

F
F k

F
l p

p
  = 

53,48

16045
 = 300 мм,  

F
F k

F
l

ин
5

ин
5

 = 
53,48

13
 1,3 мм, 

F
G k

G
l 5

5
 = 

53,48

98
 = 1,8 мм,  

F
G k

G
l 4

4
 = 

53,48

490
 = 9,2 мм, 

F
F k

F
l

ин
4

ин
4

 = 
53,48

90
 = 1,7 мм,    

F
R k

R
l




34

34
= 

53,48

183
 = 3,4 мм. 

 Построение многоугольника сил (рис. 3.8) проводим последовательно в 

том же порядке, в каком они расположены в векторном равенстве 

многоугольника сил. Направления действия сил показаны на рис. 3.8, а. 
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Из произвольной точки Fp  – полюса сил – (см. рис. 3.8, b) строим 

горизонтальный вектор pF


+ ин
5F


 с учётом выбранного масштаба и в сторону 

действия этих сил. Из конца этого вектора вертикально вниз строим вектор 

4G


+ 5G


 и так далее последовательно строятся все вектора из векторного урав-

нения многоугольника сил.  

Для того, чтобы завершить построение и определить неизвестные силы 

nR34


 и 05R


, поступаем следующим образом.  

Из конца вектора 
34R


 (см. рис. 3.8, b) проводим линию, параллельную 

линии действия силы nR34


 (по направлению стержня СD). Так как равенство ну-

лю векторного уравнения означает, что силовой многоугольник замкнут, из по-

люса Fp  проводим линию, параллельную линии действия реакции 05R


. Точка 

Рис. 3.8. Силовой многоугольник группы Ассура 5 – 4: 
а – направления действия сил; b – силовой многоугольник 
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пересечения этой линии с линией действия силы nR34


 является концом вектора 

nR34


 и началом вектора 05R


. Соединив начало вектора 

34R


 с концом вектора 

nR34


, получим полную реакцию 34R


 звена 3 на звено 4 (см. рис. 3.8, b). Модуль 

силы 34R


 равен произведению длины отрезка, изображающего силу, на 

масштабный коэффициент силы: FR klR 
3434  = 327·53,48 = 17487 Н. 

Изобразим вторую группу Ассура, состоящую из звеньев 3 – 2, в масшта-

бе 1:4 (рис. 3.9). Прикладываем в точках, изображающих центры масс, силы 

тяжести 2G


, 3G


, силы инерции ин
2F


, ин
3F


 и изображаем моменты сил инерции 

ин
2M , ин

3M . Направления сил и моментов сил инерции противоположны 

направлениям, соответственно, векторов ускорений центров масс и угловых 

ускорений стержней на плане ускорений (см. рис. 3.6, b). Силы реакции со сто-

роны звена 1 на звено 2 в точ-

ке А раскладываем на состав-

ляющие – вдоль звена 2 – nR12


 

и перпендикулярно ему – 
12R


. 

Аналогично раскладываем на 

составляющие nR03


 и 

03R


  ре-

акцию стойки (индекс 0) на 

звено 3 (индекс 3) в точке О1. 

Реакцию 43R


 со стороны звена 4 на звено 3 прикладываем в точке С и направ-

ляем в сторону, противоположную направлению реакции 34R


 (см. рис. 3.8). 

Вычисляем модули сил и моментов сил инерции: 

gmG 22  = 40·9,8 = 392 Н,  gmG 33  = 30·9,8 = 294 Н, 

22
ин

2 SamF  = 40·7 = 280 Н,   33
ин

3 SamF  = 30·2,6 = 78 Н, 

22
ин
2  SJM = 2·18,5 = 37 Н·м,   33

ин
3  SJM = 1·14,3 = 14,3 Н·м. 

 

Рис. 3.9.  Силы, действующие на группу Асура 3–2 
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Касательную составляющую реакции шарнира О1 находим на основании 

принципа Д’Аламбера из условия равновесия звена 3. Составим условие равно-

весия звена 3 в виде равенства нулю суммы моментов сил и сил инерции отно-

сительно точки В. 

0ин
3343

ин
3103 3433

  MhGhRhFBOR GRF . 

Вычисляем плечи сил 
3Fh , 

43Rh , 
3Gh относительно центра В (на рис. 3.9  

показано построение плеча 
43Rh  силы 43R


). Для этого необходимо  измерить на 

чертеже (в мм) длины отрезков плеч сил и умножить их на масштабный коэф-

фициент длины lk = 0,004 
мм

м
. Получим:   

 lFF klh 
33

=32·0,004 = 0,13 м,      lRR klh 
4343

 = 30·0,004 = 0,12 м.   

lGG klh 
33

= 9,7·0,004 = 0,04 м 

Из уравнения моментов следует: 

 ин
3343

ин
3

1
03 3433

1
MhGhRhF

BO
R GRF   = 

=  14,30,042940,12174870,1378
30,

1
  = 6940 Н. 

Аналогично, касательную составляющую реакции шарнира А находим из 

условия равновесия звена 2, записанного в виде равенства нулю суммы 

моментов сил относительно точки В:  

0ин
22

ин
212 22

 MhGhFABR GF . 

Отсюда 

 ин
32

ин
212 22

1
MhGhF

AB
R GF   =  370,183920,15280

0,4

1
  = 21,1 Н. 

Неизвестные силы nR12


 и nR03


 находим из силового многоугольника, 

представляющего векторное уравнение равновесия системы сил, действующих 

на группу Ассура 3–2 
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012120303
ин

3
ин

24332   RRRRFFRGG nn 
. 

Выбираем масштабный коэффициент сил Fk . Предположим, что на 

чертеже длина максимального вектора, каковым здесь является сила реакции 

43R


, модуль которой 43R  = 17487 Н, должна быть равна 300 мм. Тогда 

масштабный коэффициент сил: 
300

43R
kF   = 

300

17487
 = 58,29 Н/мм.  

Определяем длины векторов сил: 

F
G k

G
l 2

2
 = 

58,29

392
 = 6,7 мм,     

F
G k

G
l 3

3
 = 

58,29

294
 = 5,1 мм, 

F
R k

R
l 43

43
  = 

58,29

17487
 = 300 мм,    

F
F k

F
l

ин
2

ин
2

 = 
58,29

280
 = 4,8 мм, 

F
F k

F
l

ин
3

ин
3

 = 
58,29

78
 = 1,3 мм,     

F
R k

R
l




03

03
= 

58,29

6940
 = 119,1 мм, 

F
R k

R
l




12

12
= 

58,29

21,1
 = 0,4 мм. 

Построение многоугольника сил проводим последовательно в том же 

порядке, в каком они расположены в векторном равенстве многоугольника сил. 

Из произвольной точки Fp  – полюса сил – вертикально вниз проводим 

вектор 2G


+ 3G


 с учётом выбранного масштаба его длины (рис. 3.10, b). Затем 

из конца вектора 2G


+ 3G


 строим вектор 43R


, величина и направление которого 

получены из силового анализа группы Ассура 4–5 и показаны на рис. 3.10, а. 

Таким образом, последовательно строятся все вектора из векторного уравнения 

многоугольника сил. 

 Для того, чтобы завершить построение и определить неизвестные силы 

nR03


 и nR12


, поступаем следующим образом. Из конца вектора 

03R


 проводим 

линию, перпендикулярную этому вектору. Это направление вектора nR03


. 

Вектор nR12


 следует строить перпендикулярно вектору 

12R


 так, чтобы конец 
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вектора суммы nR12


+ 

12R


 пришёлся в точку Fp  (условие замкнутости силового 

многоугольника). 

 

 
Заметим, что длина векора 

12R


 настолько мала ( 
12R

l = 0,4 мм), что 

изобразить его на чертеже силового многоугольника группы Ассура 3 – 2 не 

представляется возможным. Полагаем этот вектор равным нулю.  Тогда из 

точки Fp  (формально из начала вектора 
12R


) проводится линия, параллельная 

 

 
Рис. 3.10. Силовой многоугольник группы Ассура 3 – 2: 
а – направления действия сил; b – силовой многоугольник 
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звену 2 (см. рис. 3.10, b). Это  направление нормальной составляющей реакции 

nR12


. Точка пересечения двух построенных линий определяет конец вектора nR03


 

и начало nR12


.  

Полная реакция 03R


 стойки на звено 3 в точке О1 на чертеже силового 

многоугольника представляется вектором, проведённым из начала вектора 
03R


 

в конец вектора nR03


.  

Полная реакция шарнира А совпадает по величине и направлению с 

нормальной составляющей 12R


= nR12


. 

Для того, чтобы найти величины полных реакций, измерим (в мм) на 

плане сил длины векторов 03R


 и nR12


 и умножим их на масштабный 

коэффициент сил. Получим: 

12R = nR12 = FR
kl n

12
 = 132,5·58,29 = 7723 Н,  03R = FR

kl
03

 = 211·58,29 = 12299 Н. 

Ведущее звено механизма в масштабе 1:4 и силы, действующие на него, 

показаны на рис. 3.11. Масштабный коэффициент длины такой же, как и при 

построении плана механизма lk = 0,004 
мм

м
 (см. рис. 3.4). Сила 21R


 направлена 

навстречу силе 12R


 (см. рис. 3.10, b) и приложена в 

точке А. Предполагается, что центр масс 

кривошипа находится на валу, тогда сила тяжести 

кривошипа 1G


 приложена на оси вала.  

Движущий момент двM  находим из 

уравнения равновесия ведущего звена в форме 

моментов относительно оси вала кривошипа: 0
2121дв  RhRM , где 

21Rh – 

плечо силы 21R


. Измерив (в мм) на чертеже длину отрезка, изображающего 

плечо силы 21R


, и умножив его на масштабный коэффициент длины, получим 

 

Рис. 3.11. Ведущее звено 
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плечо lRR klh 
2121

 = 23·0,004 = 0,093 м. Из уравнения равновесия ведущего 

звена находим величину движущего момента:  

2121дв RhRM   = 7723·0,093 = 718,2 Н·м. 

 

3.6.  Определение движущего момента на валу кривошипа                            

по методу Н. Е. Жуковского  
 

Проверку найденного значения движущего момента проведём, рассчитав 

его по методу Н. Е. Жуковского. 

Определим уравновешивающую силу, приведённую к точке А кривоши-

па. Вычисляем силы тяжести звеньев.  

gmG 22  = 40·9,8 = 392 Н,  gmG 33  = 30·9,8 = 294 Н, 

gmG 44  = 50·9,8 = 490 Н,  gmG 55  = 10·9,8 = 98  Н. 

Вычисляем модули сил инерции, действующих на механизм. 

22
ин

2 SamF  = 40·7 = 280 Н,   33
ин

3 SamF  = 30·2,6 = 78 Н, 

44
ин

4 SamF  = 50·1,8 = 90 Н,   DamF 5
ин

5  = 10·1,3 = 13 Н. 

Вычисляем модули моментов сил инерции. 

22
ин
2  SJM = 2·18,5 = 37 Н·м,   33

ин
3  SJM = 1·14,3 = 14,3 Н·м, 

44
ин
4  SJM = 3·3,6 = 10,8 Н·м. 

Построим «жёсткий рычаг» Жуковского. Изобразим план скоростей ме-

ханизма (см. рис. 3.5, b), повернув его на 90º. Приложим силы тяжести и силы 

инерции в точках, изображающих на повернутом плане скоростей, центры масс 

звеньев механизма. Направление сил инерции противоположно направлению 

ускорений центров масс, показанных на плане ускорений. Моменты сил инер-

ции, действующие на звенья механизма, раскладываем на две антипараллель-

ные силы, приложенные к крайним точкам звена, перпендикулярно ему: 

AB

M
FF

ин
2

22   = 
4,0

37
 = 92,5 Н,    

BO

M
FF

1

ин
3

33   = 
0,3

14,3
= 48 Н, 
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CD

M
FF

ин
4

44   = 
0,5

10,8
 = 21,6 Н. 

Заданное положение кривошипа осуществляется на рабочем ходу порш-

ня. Сила полезного сопротивления pF  

направлена в сторону, противоположную 

движению поршня. Рычаг Н. Е. Жуковского 

приведён на рис. 3.12.  На рисунке отмече-

ны силы тяжести и силы инерции звеньев, 

приложенные в точках плана скоростей 

2s  – 4s , соответствующих положению цен-

тров масс этих звеньев. Показаны пары сил 

инерции ),( 22 FF

 , ),( 33 FF


 , ),( 44 FF


 , обра-

зующие главные моменты сил инерции 

ин
2M , ин

3M , ин
4M , приложенные, соответ-

ственно, к звеньям 2 – 4. Применение «ры-

чага Жуковского» для определения приве-

дённой силы заключается в составлении 

уравнения равновесия в форме равенства 

нулю суммы моментов заданных сил относительно полюса vp :  

прпр hF  – 22 hF  + 22 hF  – 22 GhG  + 2
ин

2 hF  + 33 hF  – 44 hF  + 44 hF  – 

– 44 GhG  – 33 GhG  + 5
ин

5p )( hFF  + 4
ин

4 hF  + 3
ин

3 hF   = 0. 

  При вычислении моментов сил плечи сил определяются графически с 

учётом масштабного коэффициента плана скоростей. Так плечом прh силы пpF


 

относительно полюса vp  на плане рычага Жуковского является отрезок apv , 

равный, согласно масштабному коэффициенту, 100 мм. На рис. 3.12, в качестве 

примера, показан способ вычисления плеча 2h  силы 2F

  – как кратчайшее рас-

 

Рис. 3.12. «Жёсткий рычаг» 
Н. Е.  Жуковского 
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стояние от полюса vp  до линии действия силы 2F

 . Измерив это расстояние, 

найдём 2h  = 52 мм. Аналогичным образом в уравнении равновесия вычисляют-

ся плечи остальных сил. В результате получим: 

100пр F  = – 525,92  + 2192,5  – 6392  + 31280  + 9248  – 2321,6  + 3321,6  – 

– 3490  – 7294  + 44)13(16045  + 4290  + 3678  , 

откуда находим: прF  = 7177 Н·м. Величина движущего момента на валу кри-

вошипа, находится из формулы: AOFM 1прпр   = 7177·0,1 = 717,7 Н·м. 

Погрешность расчёта движущего момента по методу «рычага Н. Е. Жу-

ковского» по сравнению с кинетостатическим расчётом ( двM  = 718,2 Н·м) со-

ставляет:  100
2718

77172718

,

,,
M


  % = 0,0 7 %. 

 

3.7.  Построение профиля кулачка  
 

Построение кинематических диаграмм движения толкателя 
 
Закон изменения аналога ускорения центрального плоского толкателя по 

фазам движения кулачка приведён в задании на курсовой проект (см. рис. 3.1).  

Построенный в масштабе, с учётом исходных данных, указанных в задании, 

график изменения аналога ускорения центрального плоского толкателя по фа-

зам движения кулачка показан на рис. 3.13, а.  

На первом участке изменение аналога ускорения происходит по линей-

ному закону: 111 baS  . Из графика найдём величины аналога ускорения в 

граничных точках первого участка (численные значения граничных точек 

должны быть переведены в радианы): 0(0)1 S , 40(1,57)1 S  мм/рад2. Под-

ставляя их в закон изменения аналога ускорения на первом участке, получим 

два алгебраических уравнения относительно неизвестных 1a , 1b :  

11 00 ba  ,  11 ,57140 ba  , 
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откуда находим 1a  = 25,48; 1b = 0. Таким образом, закон изменения аналога 

ускорения толкателя на первом участке  ,48251S . На втором участке величи-

на аналога ускорения 202 S  мм/рад2. 

Для того, чтобы построить диаграмму 

изменения аналога скорости, проинтегрируем 

полученный аналог ускорения. На первом 

участке получим:  

  ddSS ,482511  = 1
274,12 C . 

Константа интегрирования С1 находится 

из начального условия: при 0  01 S . Отсю-

да следует С1 = 0. Окончательно закон измене-

ния аналога скорости на первом участке дви-

жения толкателя представляет собой параболу 

2
1 ,7412 S  с вершиной при 0 .  

В конце первого участка (при 1,57 ) 

величина аналога скорости толкателя равна: 

2
1 1,57,7412(1,57) S  =  31,4 мм/рад.  

Аналогично проводим интегрирование 

аналога ускорения толкателя на втором участ-

ке:   ddSS 2022  = 220 C .  

Константу интегрирования С2 найдём из краевого условия, согласно ко-

торому аналог скорости толкателя в начале второго участка равен аналогу ско-

рости в конце первого: ,431(1,57)(1,57) 12  SS  мм/рад.  Подставляя это усло-

вие в уравнение для аналога скорости на втором участке, получим 

,57120,4312 C = 62,8. В результате, закон изменения аналога скорости на 

втором участке представляется линейной функцией: 8,62202 S . График 

изменения аналога скорости толкателя показан на рис. 3.13, b.   

 

Рис. 3.13. Диаграммы  
движения толкателя: 

а – диаграмма изменения анало-

га ускорения; b – диаграмма    
изменения аналога скорости;          

с – диаграмма изменения пути 
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Для того, чтобы получить график изменения пути толкателя, необходимо 

проинтегрировать его скорость по участкам. Получим на первом участке: 

  ddSS 2
11 ,7412  = 4,25 3 + С3. Используя краевое условие на начало 

движения толкателя: при 0 01 S , получим С3 = 0. Таким образом, на пер-

вом участке движение толкателя определяется кубической параболой: 

1S  = 4,25 3 . В конце первого участка  при ,571  3
1 57,125,4 S  = 16,45 мм, 

На втором участке   ddSS )8,6220(22  = – 10 2 + 62,8  + С4. 

Константу С4 найдём из условия, что положение толкателя в конце первого 

участка равно его положению на начало второго: 16,45)57(1,)57(1, 12  SS  мм. 

Подставляя это условие в уравнение движения толкателя, получим С4 = – 57,4. 

Окончательно на втором участке движение толкателя описывается параболой:  

S2 = –10 2 + 62,8  – 57,4. Вершина параболы, которая определяется из условия 

равенства нулю производной: 8,62202 S  = 0, находится в конце второго 

участка при   = 3,14. Значение функции в вершине (максимальный ход толка-

теля): S2 = –10·3,142 + 62,8·3,14 – 57,4 = 41,2 мм. Диаграмма движения толкате-

ля приведена на рис. 3.13, с. Результаты расчётов параметров движения толка-

теля на фазе подъёма кулачка поместим в таблицу 

Таблица 3.8 

Значения параметров движения толкателя на фазе подъёма 

 Первый участок Второй участок 
 , град 0 30 60 90 90 120 150 180 
 , рад 0 0,52 1,05 1,57 1,57 2,09 2,62 3,14 
S , мм 0 0,6 4,92 16,5 16,5 30,17 38,5 41,2 

S  , мм/рад 0 3,44 14,05 31,4 31,4 21 10,4 0 
S  , мм/рад2 0 13,25 26,75 40 –20 –20 –20 –20 
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Вычисление начального радиуса кулачка и построение профиля 
 
 График зависимости аналога скорости S   от перемещения толкателя S , 

построенный по точкам, приведён на  рис. 3.14. Масштабные коэффициенты по 

обеим осям одинаковы. 

Выбираем максимально допустимое значение угла давления доп  для ку-

лачка с плоским толкателем 30доп  . Прямая аа (см. рис. 3.14), проведённая 

под углом 30доп   к оси S , касается графика в точке В с координатами 

BS = 12 мм и BS  = 32 мм (измерены на графике). Начальный радиус кулачка 0R  

определяется из соотношения: 
12

32
58,0tg

00
доп









RSR

S

B

B , откуда полу-

чим 0R = 43,2 мм. 

Построение профиля кулачка произво-

дится в полярной системе координат с цен-

тром на оси вращения кулачка. Задавшись 

углом   поворота толкателя, найдём поляр-

ный угол   радиус-вектора R в точке контак-

та по формуле: 
SR

S






0

arctg , где S   и 

S  – аналог скорости толкателя и его переме-

щение при одном и том же значении угла   

поворота толкателя. Длина радиус-вектора R 

в точке контакта  находится по формуле: 

22
0 )()( SSRR  . 

Результаты расчётов полярных координат  , R  точек профиля кулачка 

на фазе подъёма толкателя при 0R = 43,2 мм приведены в табл. 3.9. Эскиз про-

филя кулачка показан на рис. 3.15. На фазе опускания толкателя профиль ку-

лачка является симметричным.  

 

Рис. 3.14. Схема построения  
начального радиуса кулачка 
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Таблица 3.9 

Расчёт полярных координат точек профиля кулачка на фазе подъёма толкателя 

Параметры Расчётные точки профиля и значения параметров в расчётных точках 

 , град 0 30 60 90 120 150 180 

 , рад 0 0,52 1,05 1,57 2,09 2,62 3,14 

S , мм 0 0,6 4,92 16,5 30,17 38,5 41,2 

S  , мм/рад 0 3,4 14,05 31,4 21 10,4 0 

 , град 0 4,44 16,28 27,74 15,97 7,25 0 

 , град 0 34,44 76,28 117,74 135,97 157,25 180 

R , мм 43,2 43,9 50,13 67,45 76,32 82,36 84,4 

 

 

 

Рис. 3.15. Профиль кулачка 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Теория механизмов и машин (ТММ) является одним из разделов 

механики, в котором изучается строение, кинематика и динамика механизмов 

и машин в связи с их анализом и синтезом. 

Прикладная механика, которая в настоящее время объединяет такие 

дисциплины, как ТММ, сопротивление материалов, и детали машин, является 

одной из старейших областей знаний. Известно, например, что еще при 

строительстве египетских пирамид использовались простейшие механизмы 

(рычаги, блоки и т. д.). ТММ как наука выделилась около 200 лет тому назад. 

Существенный вклад в её развитие внесли такие ученые и изобретатели, как 

М.В. Ломоносов, И.И. Ползунов – создатель паровой машины, И.П. Кулибин 

– создатель часов-автоматов, механизма протеза и т. п., отец и сын 

Черепановы, построившие первый в России паровоз, Л. Эйлер, разработавший 

теорию плоского зацепления и предложивший эвольвентный профиль зубьев 

колес, который используется в настоящее время. 

Внесли свой вклад в развитие науки академики П.Л. Чебышев, И.А. 

Вышнеградский, Н.П. Петров, В.П. Горячкин, М.В. Остроградский; 

профессора Н.Е. Жуковский – отец русской авиации, В.Л. Кирпичев, Н.И. 

Мерцалов, Л.А. Ассур, И.В. Мещерский, физик Д. Максвелл, а также 

современные ученые, такие как И.И. Артоболевский, Н.Г. Бруевич, Д.Н. 

Решетов и другие. 
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1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

 

Ведущей отраслью современной техники является машиностроение, 

развитие которого неразрывно связано с созданием новых машин и 

механизмов, повышающих производительность труда и заменяющих ручной 

труд машинным. 

В технике широко используются подвижные механические системы, 

подразделяемые на машины, машинные агрегаты и механизмы. 

В обобщенном виде машина – это устройство, создаваемое человеком 

для использования законов природы с целью облегчения физического и 

умственного труда. 

По функциональному назначению машины условно можно разделить на 

энергетические, транспортные, технологические, контрольно-управляющие, 

логические (ЭВМ). 

Устройства, включающие ряд машин и механизмов, называются 

машинными агрегатами (МА). Обычно МА состоит (рис. 1) из двигателя (D), 

передаточного механизма (ПМ), рабочей машины (РМ) и, в ряде случаев, 

контрольно-управляющего устройства, или системы автоматического 

регулирования (САР). 

 
Рис. 1. Схема машинного агрегата 

 

В состав каждой отдельной машины входит один или несколько 

механизмов. 
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Механизмом называется система материальных тел, предназначенных 

для преобразования движения одного или нескольких тел в требуемые 

движения остальных. 

Состав механизмов разнообразен и включает механические, 

гидравлические, электрические и другие устройства. 

Несмотря на разницу в назначении механизмов их строение, кинематика 

и динамика имеет много общего, поэтому исследование механизмов 

проводится на базе основных принципов современной механики. 

Всякий механизм состоит из отдельных тел (деталей), соединенных 

между собой. 

Деталь – это изделие, изготовленное из однородного материала без 

сборочных операций. 

Детали, соединенные между собой неподвижно или с помощью упругих 

связей, образуют отдельное звено. 

Выполнение звеньев из нескольких деталей обеспечивается их 

соединением. Различают соединения неразъемные (сварные, заклепочные, 

клеевые) и разъемные (шпоночные, шлицевые, резьбовые). 

Звенья в зависимости от вида их материала могут быть твердые и гибкие 

(упругие). 

Два звена, соединенных друг с другом подвижно, образуют 

кинематическую пару. 

Неподвижное звено, состоящее из одной или нескольких деталей, 

называется стойкой. 

Таким образом, каждый механизм имеет стойку и подвижные звенья, 

среди которых выделяют входные, выходные и промежуточные звенья. 

Входным (ведущим) звеньям сообщается движение, преобразуемое 

механизмом в требуемые движения выходных (ведомых) звеньев с помощью 

промежуточных звеньев. В простых механизмах имеется одно входное и одно 

выходное звено. 



7 
 

Но в некоторых случаях имеют место механизмы с несколькими 

входными или выходными звеньями, например, дифференциал автомобиля. 

Развитие техники осуществляется в направлении совершенствования 

ранее известных механизмов и путем создания принципиально новых их 

видов. 
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2. ОСНОВНЫЕ СТАДИИ ПРОЕКТИРОВАНИЯ                          
И СОЗДАНИЕ НОВОЙ ТЕХНИКИ 

 

При проектировании новой техники возникает необходимость 

проведения работ, связанных с анализом и синтезом новой конструкции. 

Анализ осуществляется при заданных размерах и массе звеньев, когда 

необходимо определить: скорости, ускорения, действующие силы, 

напряжения в звеньях и их деформации. В результате может быть произведен 

проверочный расчет на прочность, выносливость и т. д. 

Синтез осуществляется при заданных скоростях, ускорениях, 

действующих силах, напряжениях или деформациях. При этом требуется 

определить необходимые размеры звеньев, их форму и массу. 

При синтезе часто решается задача оптимального проектирования 

конструкции, когда находятся необходимые показатели работы машины при 

наименьших затратах труда. 

Обычно основными этапами создания новой конструкции являются: 

1) разработка принципиальной схемы; 

2) проектирование и расчет машины и отдельных ее узлов; 

3) экспериментальные исследования и доводка опытного образца. 

Проектирование новой техники включает следующие основные этапы: 

а) разработка технического задания, включающего основные исходные 

данные; 

б) разработка эскизного проекта, включающего выбор схемы и 

компоновку основных узлов конструкции; 

в) разработка технического проекта, где осуществлены основные 

расчеты и представлены сборочный чертеж и др. документация. 

При проектировании сложных механизмов обычно стремятся выделить 

из общей схемы отдельные, более простые типовые механизмы, 

проектирование которых имеет свои закономерности. К таким широко 

используемым в технике механизмам относятся рычажные (стержневые), 
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кулачковые, фрикционные, зубчатые и т. д., причем с точки зрения строения, 

кинематики и динамики любой механизм можно заменить условным 

рычажным механизмом с последующим его анализом, поэтому структура, 

кинематика и динамика рычажных механизмов рассматривается наиболее 

подробно. 
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3. СТРУКТУРНАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ И ВИДЫ 
МЕХАНИЗМОВ 

 
3.1. Классификация кинематических пар 

 

Подвижные соединения двух звеньев, называемые кинематической 

парой (КП), классифицируются по разным признакам. Например, по характеру 

соприкосновения звеньев различают низшие КП, когда контакт происходит по 

поверхности (рис. 2, а), и высшие, когда контакт звеньев осуществляется по 

линии или в точке (рис. 2, б). 

 

а             б 

Рис. 2. Кинематические пары:                                                                            
а – низшая; б – высшая 

 

Преимуществом низших КП является возможность передачи 

значительных усилий при малом износе, а достоинством высших кп 

возможность воспроизводить достаточно сложные относительные движения. 

Низшие КП могут быть поступательными, вращательными, плоскими и 

пространственными, а также классифицироваться по числу условий связи, 

накладываемых на звенья при формировании КП. 

Любое тело в декартовой системе координат (рис. 3) имеет 6 степеней 

свободы, или подвижности (W = 6), часть из которых уничтожается в КП. При 

этом класс КП определяется числом S накладываемых связей, а число её 

степеней подвижности равно 

                                                6 .W S                                                         (3.1) 

На рис. 4 приведены КП различных классов. 
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Рис. 3. Степени свободы в декартовой системе координат 

 
Рис. 4. Классификация КП по числу условий связи:                                                     

а – КП 1 класса, S = 5; б – КП 2 класса, S = 4; в – КП 3 класса, S = 3;                                                    
г – КП 4 класса, S = 2; д – КП 5 класса, S = 1 

 

Кинематические пары и звенья механизмов изображаются упрощенно 

(рис. 5) при соблюдении стандарта на обозначения звеньев и КП. 

а                                                   б 

в                                                   г 

д 
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Рис. 5. Упрощенное изображение КП 

 

3.2. Кинематические цепи и их классификация 
 
 
Любой механизм представляет собой кинематическую цепь (КЦ) 

звеньев, соединенных в КП. КЦ могут быть простыми и сложными, 

открытыми и замкнутыми, плоскими и пространственными. 

В простой КЦ каждое из ее звеньев входит в состав одной или двух КП, 

а в сложной КЦ имеются звенья, входящие в состав трех и более КП. 

В открытой КЦ имеются звенья, входящие в состав одной КП, а в 

замкнутой цепи каждое звено входит в состав двух и более КП (рис. 6). 

 

                 а                                      б                                  в 

Рис. 6. Классификация КЦ:                                                                                                                
а – простая открытая; б – простая замкнутая; в – сложная открытая  

 
 

Если точки всех звеньев двигаются в одной или параллельных 

плоскостях, то КЦ называется плоской, в противном случае КЦ –
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пространственная (точки звеньев описывают плоские кривые в 

непараллельных плоскостях или пространственные кривые). 

 

3.3. Понятие о степени подвижности механизма 

 

Если в пространственной КЦ, состоящей из n подвижных звеньев, 

имеются КП 1, 2,… 5 класса, число которых, соответственно, p1, p2,… p5, то 

КЦ имеет число степеней свободы, определяемое формулой А.П. Малышева: 

                              6 5 5 4 4 3 3 2 2 1.W п р р р р р                                        (3.2) 

Так как любой механизм имеет одно неподвижное звено (стойку) и n 

подвижных звеньев, то формула (3.2) может использоваться для определения 

W пространственного механизма, где n – число подвижных звеньев, а W –

степень подвижности механизма, показывающая, сколько нужно иметь 

ведущих звеньев (двигателей) для получения определенного движения 

остальных его звеньев. 

Для плоского механизма степень подвижности определяется по формуле 

Чебышева:   

                                           3 2 5 4,W п р р                                                  (3.3) 

причём КП 5 класса существуют в виде поступательных, вращательных и 

винтовых пар. 

Например, кривошипно-ползунный плоский механизм (рис. 7), в 

котором n = 3; p5 = 4; p4 = 0, имеет степень подвижности 

                                        3 3 2 4 0 1.W        

При определении W необходимо учитывать возможность наличия так 

называемых пассивных звеньев, т.е. звеньев, которые могут быть исключены 

без формального ущерба для кинематики анализируемого механизма (рис. 8). 
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Рис. 8. Механизм с пассивным звеном 

 
Кроме того, необходимо учитывать возможность наличия избыточных 

связей, которые не реализуются в реальном механизме, а их число q 

определяется разностью между числом связей в КП действительного и 

формально возможного механизмов. 

На рис. 9, а показан действительный механизм, а на рис. 9, б – формально 

возможный механизм, имеющий функциональное назначение, аналогичное 

действительному механизму, но все связи в котором, в отличие от 

действительного механизма, реализованы. 

 

                                  а                                                              б 

Рис. 9. Примеры механизмов:                                                                         
а – действительный механизм; б – формально возможный механизм 

 

1 

2 

Пассивное звено 

3 

4 
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Степень подвижности действительного механизма с учётом избыточных 

связей равна 

                                      3 2 5 4 .W п р р q                                                (3.4) 

В общем случае пространственного механизма 

                                          6 ,W п iрi q                                             (3.5)   

где i от 1 до 5. 

 

3.4. Структурный анализ механизмов 

 

Основной принцип образования рычажных механизмов был 

сформулирован в 1914 г. профессором Л. В. Ассуром и заключается в 

следующем. 

Схема любого механизма может быть составлена последовательным 

присоединением к входным (начальным) звеньям и стойке КЦ с нулевой 

степенью подвижности. Такие КЦ называются структурными группами 

Ассура. Примеры различных групп Ассура показаны на рис. 10. 

Начальное звено со стойкой образует простейший механизм 1-ого класса 

(рис. 11). 

Путем присоединения к таким механизмам различных групп Ассура 

можно получить механизм любой сложности. 

Группы Ассура классифицируются по числу КП, которыми они 

присоединяются к основному механизму. Это число определяет порядок 

группы. Кроме того, группа Ассура имеет класс, определяемый числом КП, 

образующих наиболее сложный замкнутый контур. 

Состав и последовательность присоединения групп Ассура в механизме 

можно выразить его формулой строения. Механизм в целом классифицируется 

по группе наивысшего класса. Для показанного на рис. 12 механизма формула 

строения выглядит следующим образом: 
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                                            1(1,6) 2(2,3) 2(4,5),                                        (3.6) 

и означает, что механизм 1 класса, состоящий из звена 1 и стойки 6, 

взаимодействует с группой 2 класса из звеньев 2 и 3, которая, в свою очередь, 

взаимодействует с группой 2 класса из звеньев 4 и 5. 

 
Рис. 10. Примеры групп Ассура:                                                                                                                     

а – двухповодковая группа 2 класса, 2 порядка, W = 3 · 2 – 2 · 3 = 0;                                                       
б – трёхповодковая группа 3 класса, 3 порядка, W = 3 · 4 – 2 · 6 – 0 = 0;                                       

в – группа 4 класса, 2 порядка, W = 3 · 4 – 2 · 6 – 0 = 0 
 

 
Рис. 11. Простейшие механизмы 1 класса 

а 

в б 
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Рис. 12. Классификация механизма по группам Ассура:                                                                           
а – схема полного механизма; б – механизм 1 класса;                                                                     

в – группы Ассура 2 класса, 2 порядка 
 

3.5. Виды механизмов и их структурные схемы  

 

Среди всего многообразия конструкций механизмов различают: 

стержневые (рычажные), кулачковые, фрикционные, зубчатые механизмы, 

механизмы с гибкими звеньями (например, ременные передачи) и другие 

виды. 

Менее распространенные классификации подразумевают наличие 

механизмов с низшими или высшими парами в плоском или 

пространственном исполнении и т. д. 

Учитывая возможность условного превращения практически любого 

механизма с высшими парами в рычажный, в дальнейшем наиболее подробно 

рассматривается именно эти механизмы, а структурные схемы других 

механизмов изложены в соответствующих разделах. 

Среди рычажных механизмов наиболее распространены так называемые 

четырехзвенные, примеры которых представлены на рис.13. 

В этих механизмах встречаются однотипные звенья: кривошип 1 –звено, 

совершающее полноповоротное вращательное движение вокруг неподвижной 

оси; коромысло 3 (рис. 13, б) – звено, совершающее неполноповоротное 

вращательное движение вокруг неподвижной оси; ползун 3 (рис. 13, а) – звено, 

совершающее поступательное движение относительно стойки; камень 2 – 

а б в 

1 

2 3 

4 

5 

6 
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звено, совершающее поступательное движение относительно подвижной 

направляющей, называемой кулисой 3 (рис. 13, в, г); шатун 2 (рис. 13, а, б) – 

звено, совершающее плоскопараллельное движение. 

 
Рис. 13. Виды четырехзвенных рычажных механизмов:                                                                             

а – кривошипно-ползунный механизм; б – четырехшарнирный механизм;  
в – кулисный механизм; г – синусный механизм 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

а   б 

в г 

1 

2 

3 
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4. КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ РЫЧАЖНЫХ 
МЕХАНИЗМОВ 

 
4.1. Построение планов положения механизма 

 

Кинематический анализ механизмов включает вопросы изучения 

звеньев с геометрической точки зрения, т. е. без учета действующих сил. Для 

этого используются графические, аналитические и экспериментальные 

методы исследования. 

Одним из наглядных методов является графоаналитический, который 

включает: 

а) построение планов положения механизма; б) определение скоростей 

и ускорений характерных точек или звеньев механизма. 

При графических построениях на чертеже изображаются длины звеньев, 

скорости, ускорения и другие величины в определенном масштабе, 

характеризуемом масштабным коэффициентом μ: 

                                            
значение параметра

μ .
длина отрезка

                                       (4.1) 

Например, вектор pa длиной 10 мм изображает скорость v = 20 м/с. 

Тогда 

                                      
120

μ 2 м с / мм.
10

                          

Графическое изображение взаимного расположения звеньев механизма, 

соответствующее заданному моменту времени, называется планом положений 

или планом механизма. 

Планы положения строятся в определенном масштабе методом засечек 

в соответствии с формулой строения механизма. Линейные размеры всех 

звеньев должны быть заданы (рис. 14). 
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После построения 

нескольких совмещенных 

планов механизма при 

необходимости можно 

определить графически 

траектории характерных 

точек звеньев, имеющих 

сложное движение, 

например, центра тяжести S 

шатуна AB. 

 

4.2. Определение скоростей и ускорений механизма методом планов 

 

Метод планов является одним из самых наглядных. Определению 

подлежат линейные скорости и ускорения точек и угловые скорости и угловые 

ускорения звеньев. При этом предварительно составляются векторные 

уравнения для скоростей и ускорений точек звеньев, совершающих сложное 

движение. 

Пусть звено совершает плоскопараллельное движение, состоящее из 

переносного, т. е. поступательного со скоростью полюса и относительного 

вращательного вокруг полюса (рис. 15). 

Принимая за полюс т. A, получим векторное уравнение скоростей точек: 

                                              ,B A BAv v v                                                    (4.2) 

где Bv скорость точки В; Av скорость точки А; BAv  скорость точки В 

относительно точки А.  

Относительная скорость по модулю равна 

                                               ω ,BA ABv l                                                     (4.3) 

где ω – угловая скорость звена; lAB – длина звена (длина отрезка АВ). 

 

Рис. 14. План положений (план механизма) 

A                       S                         B 

О1                                 О2 
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Векторное уравнение ускорений 

точек выглядит следующим образом: 

                     ,B A BAa a a               (4.4) 

где Ba ускорение точки В; Aa 

ускорение точки А; BAa ускорение 

точки В относительно точки А. 

Относительное ускорение равно                                           

             τ ,n
BA BA BAa a a            (4.5)                                   

где τ,n
BA BAa a  нормальная и касательная составляющие ускорения BAa  

соответственно. 

Нормальное и касательное составляющие по модулю равны 

                                              2ω ;n
BA ABa l                                                    (4.6) 

                                               τ ε ,BA ABa l                                                    (4.7) 

где ε – угловое ускорение звена. 

Пусть звено 1 совершает сложное движение, состоящее из переносного 

вращательного вместе со звеном 2 и относительного поступательного вдоль 

звена 2 (рис. 16). Точку на звене 1 обозначим B1, а точку на звене 2, лежащую 

под точкой В1, обозначим B2. Тогда для скорости 1Bv  справедливо векторное 

уравнение 

                                           1 2 1 2 ,B В B Вv v v                                                  (4.8) 

где 2Вv окружная скорость точки В2 (т. е. переносная скорость); 1 2B Вv 

скорость точки В1 относительно точки B2. 

Величина переносной скорости                                                      

Рис. 15. Векторы скоростей и ускорений  
для механизма (пример 1) 

 

vA 

aA 
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aτ
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lB
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               2 ω .B ABv l                   (4.9) 

Векторное уравнение для 

ускорения точки В1:                                     

  1 2 1 2 1 2 ,t k
B В В В B Bа а а a        (4.10) 

где 2Ва ускорение точки В2; 1 2
t
В Ва 

ускорение точки В1 относительно 

точки В2; 1 2
k
B Ba  ускорение Кориолиса, 

которое равно                                             

         1 2 1 22 ωk
B B B Ba v               (4.11) 

и совпадает с направлением вектора 

1 2B Вv , повернутого на 90° в сторону переносного вращения. 

Решение векторных уравнений осуществляется графически путем 

построения так называемых планов скоростей и ускорений, на которых 

абсолютные скорости и ускорения откладываются от одной точки, называемой 

полюсом, в определенном масштабе. 

Пример расчета кривошипно-ползунного механизма рассмотрен на рис. 

17, где план положений показан на рис. 17, а, план скоростей – на рис. 17, б и 

план ускорений – на рис. 17, в. 

 
Рис. 17. Пример расчета кривошипно-ползунного механизма:                                                                
а – план положений; б – план скоростей; в – план ускорений 

Векторное уравнение для скорости точки В записывается в виде: 

x A 

B 

4 
x 

3 
2 

ω2 

ε S 
A 

1 

ω1 φ 

р 

μv = … 

a 
S 

b b π 

a 

S 

n 

μa = … 

             а          б              в 

A 

B 

2 

1 

ak 

aτ 

ε 

ω 

B1B2 
B1B2 

Рис. 16. Векторы скоростей и ускорений  
для механизма (пример 2) 
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                                              ,B A BAv v v                                                         (4.12) 

где 1ω ; ; .A OA BA Bv l v AB v x x    

План скоростей строится в масштабе 

                                          
м

μ , ,
с мм

A
v

v

pa


                                              (4.13) 

где ра – отрезок произвольной длины. 

На плане скоростей вектор Bv  отображается отрезком рb, а вектор BAv   

отрезком аb, поэтому pb || x – x; ab AB. 

Величины скоростей определяются по формулам: 

                                              

2

μ ;

μ ;

ω .

BA v

B v

BA

AB

v ab

v pb

v

l

 

 


                                                 (4.14) 

Векторное уравнение для ускорения точки В при 1ω const  

записываются в виде: 

                                          τ ,n
B A BA BAa a a a                                               (4.15) 

где 2 2 τ
1 2ω ; ω ; ; ; .n

A O A B A A B A Bа l а A B a A B a A B a x x      

Все ускорения представлены на рис. 17 в выбранном масштабе μa, 

равном  

                                          2

м
μ , ,

π с мм
A

а

а

a



                                            (4.16) 

где πа – отрезок произвольной длины. 

При определении скоростей и ускорений промежуточных точек звеньев, 

например, точки S, можно использовать так называемую теорему подобия, 

согласно которой точки на плане положений звеньев и соответственные точки 

на планах скоростей и ускорений образуют подобные фигуры или 

пропорциональные отрезки. Рассмотрим доказательство данной теоремы.  

На рис. 18 показано звено ABC и планы скоростей и ускорений для точек 

этого звена: 
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– отрезок ca на плане скоростей соответствует ;CAv CA  

– отрезок ab на плане скоростей соответствует ;ABv AB  

– отрезок bc на плане скоростей соответствует ;BCv BC  

т. е. треугольник abc подобен треугольнику ABC. 

 
Рис. 18. Теорема подобия 

 

Ускорения относительного (вращательного) движения равны: 

                                        

4 2

4 2

4 2

ω ε ;

ω ε ;

ω ε ,
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AB AB

BC BC

a l

a l

a l

 

 

 
                                           (4.17) 

т. е. aCA /lCA = aAB /lAB = aBC /lBC, или ca/CA = ab/AB = bc/BC. 

Следовательно, .abc ABC    

Аналогично выполняется построение фигур для любой промежуточной 

точки, например, точки S (рис. 18, а, б). 

 

4.3. Исследование рычажных механизмов методом кинематических 
диаграмм 

 

Кинематической диаграммой называется графическая зависимость 

какого-либо параметра движения звена от времени или от перемещения 

входного звена, представленные в определенной системе координат. 
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Если известна одна кинематическая диаграмма, то можно получить 

остальные зависимости путем графического дифференцирования или 

интегрирования. 

На рис. 19, а, б показана последовательность построения 

кинематической диаграммы перемещения ползуна кривошипно-ползунного 

механизма от угла поворота кривошипа S(φ) и от времени S(t), а также 

элементы графического дифференцирования с получением диаграммы 

скоростей v(t) методом хорд. 

Если диаграмма v(t) первична, то процесс, обратный интегрированию, 

обеспечит получение диаграммы S(t) и называется графическим 

интегрированием. 

Следует отметить, что графические методы часто приводят к 

искажениям результатов из-за неточности графических построений, поэтому 

необходимо контролировать расположение характерных точек, 

соответствующих экстремумам на диаграммах. 

 
4.4. Кинематическое исследование рычажных механизмов 
       аналитическим методом 

 

Аналитические методы исследования позволяют проводить анализ с 

заданной степенью точности. Кроме того, создание математических моделей 

механизмов позволяет решать задачи их оптимального синтеза при 

использовании ЭВМ. 

Рассмотрим пример кинематического исследования синусного 

механизма (механизм двойного ползуна), где кривошип 1 вращается с угловой 

скоростью ω и угловым ускорением ε (рис. 20). 

Тогда скорость и ускорение точки А равны: 

                                         4 2

      ω ;

ω ε .

A OA

A OA

v l

a l



 
                                              (4.18) 
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Рис. 19. Последовательность построения кинематической диаграммы перемещения 

ползуна кривошипно-ползунного механизма:                                                                                            
а – план механизма; б – кинематическая диаграмма перемещения ползуна 

 

Рассмотрим пример кинематического исследования синусного 

механизма (механизм двойного ползуна), где кривошип 1 вращается с угловой 

скоростью ω и угловым ускорением ε (рис. 20). 

Тогда скорость и ускорение точки А равны: 

                                         4 2

      ω ;

ω ε .

A OA

A OA

v l

a l



 
                                              (4.18) 

φk 

φi 

Si 

Sk 
Крайнее 
положение 

S 

S1 

1 2 

Sk φ, t 

μv 

H 

μs = … 

μu = … 

μt = … 

а 

 б 
 

S 

1 2 

φ, t 

  Mv 
 H μt 



27 
 

Все точки звеньев 1 и 2 описывают 

окружности, а точки звена 3 движутся 

поступательно, причём их перемещения, 

скорости и ускорения равны:                                                                          

                 sin φ sin ω ;B OA OAS l l t           (4.19)                            

         
φ

ωcos φ;
φ

B B
B OA

dS dS d
v l

dt dt d
        (4.20)                                      

        
2

2
2

(ε cosφ ω sin φ).B
B OA

d S
a l

dt
      (4.21) 

В случае равномерного вращения кривошипа 

при ε = 0  

                                         
2ω sinφ.B OAa l                                            (4.22) 

При исследовании многих механизмов получаются достаточно 

громоздкие формулы, что не является препятствием при использовании ЭВМ. 

В исследовании пространственных механизмов используются элементы 

векторной алгебры и векторного анализа. Положения, скорости и ускорения 

точек механизма выражаются в векторной форме, при необходимости 

вычисляются проекции на оси и плоскости. Примеры таких исследований 

изложены в учебной литературе. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 20. Синусный механизм 
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5. ДИНАМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ РЫЧАЖНЫХ 
МЕХАНИЗМОВ 

 
5.1. Классификация действующих сил 

 

Среди сил, действующих на механизм, различают: 

а) движущие силы Fд или моменты Mд, ускоряющие движение входных 

(начальных) звеньев и совершающие положительную работу (например, силы 

давления газа на поршень в двигателе внутреннего сгорания, силы веса при 

опускании груза и т. д.); 

б) силы сопротивления Fc или моменты Мс, замедляющие движение 

входных звеньев и совершающие отрицательную работу. Они могут быть 

силами полезного сопротивления, дающими производственный эффект, и 

силами вредного сопротивления, не дающими такого эффекта (к первому типу 

относятся, например, силы тяжести при подъеме груза, а ко второму типу – 

силы трения); 

в) силы реакции в кинематических парах Fij, возникающие в опорах 

звеньев и являющиеся внутренними силами для механизма в целом и 

внешними для каждого отдельного звена; 

г) силы инерции Fи или моменты сил инерции Mи, возникающие при 

неравномерном движении звеньев механизма и могут быть как движущими, 

так и силами сопротивления (в зависимости от их направления относительно 

направления движения звеньев).  

Фактически силы инерции действуют на тело, вызывающее ускорение 

другого тела. Однако условное приложения сил инерции к ускоряемому телу 

позволяет рассматривать его в равновесии. Этот способ называется 

принципом Даламбера и позволяет задачу динамики свести к статическому 

расчету. 
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Силы инерции относятся к 

категории распределенных по 

объёму или так называемых 

массовых сил, которые, как и 

другие аналогичные силы, могут 

быть приведены к главному 

вектору и главному моменту 

(рис. 21). 

 

 

На рис. 21 сила и момент сил инерции равны: 

                                             
и

и

;

ε ,
s

s

F m a

M J

 

 
                                                 (5.1) 

где m, JS – масса и момент инерции звена относительно оси, проходящей через 

центр масс; aS – ускорение центра масс; ε – угловое ускорение звена; знаки 

минус показывают, что направления Fи и Ми противоположны 

соответствующим ускорениям. 

Сила Fи и момент Ми, могут быть заменены одной силой и и ,F F          

линия действия которой проходит через так называемый центр качаний (точка 

K на рис. 21) на оси звена и отстоит от линии действия Fи на расстоянии 

и

и

M
h

F
  при замене Ми парой сил: и и .М F h  

 

5.2. Приведение сил и масс в механизме 

 

Для исследования закона движения механизма его удобно заменить 

одним условным звеном – звеном приведения, имеющим закон движения 

аналогичного звена реального механизма. 

Для этого все внешние силы, действующие на звенья, заменяются одной 

Рис. 21. Пояснение принципа Даламбера 
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приведенной силой прF , мощность прР  которой равна сумме мощностей 

заменяемых сил Fi: 

                             пр пр прcos( ) cos( ),i i i i iР P Fv F v F v F v                                    

(5.2) 

или приведённым моментом прМ  , мощность прР   которого равна сумме 

мощностей заменяемых моментов сил Mi:  

                                            пр прω ω.i i iР Р М М                                           (5.3) 

В формулах (5.2), (5.3) vi – скорость точки приложения i-ой силы; v – 

скорость точки приложения приведённой силы на звене приведения; ωi – 

угловая скорость i-го звена; ω – угловая скорость звена приведения. 

Приведённую силу или приведённый момент удобно записывать в виде 

суммы составляющих, например: 

                                  пр  пр  пр ,Fi МiМ М М                                            (5.4) 

где  пр  пр,Fi МiМ М  – составляющие приведённого момента, обусловленные 

действием сил и моментов соответственно. 

В кривошипно-ползунном механизме (рис. 22):  

                                      пр пр пр ,F GМ М М                                         (5.5) 

где  

               

пр
1

пр
1

                 ;
ω

cos( ) cos( ),
ω

B
F OA

S
M S OA S

Fv pb
М Fl

pa

Gv ps
M G v Gl G v

pa
 

 

 
                   (5.6) 

где pа, pb, ps –вектора, взятые с плана скоростей (рис.22). 

Как видно из формул, величина Fпр (Мпр) зависит лишь от соотношения 

скоростей, а не от их абсолютной величины, что позволяет для приведения сил 

использовать планы скоростей без учета их масштабов. 
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Рис. 22. Пример кривошипно-ползунного механизма:                                                         
а – схема; б – план скоростей 

 

Каждое i-ое звено механизма обладает массой mi и моментом инерции Ji 

относительно оси, проходящей через центр масс звена, при этом кинетическая 

энергия i-го звена плоского механизма равна: 

                                        
2 2ω

.
2 2
i i i i

i

m v J
Е                                                (5.7) 

Массы и моменты инерции всех звеньев механизма можно условно 

заменить некоторой массой mпр, сосредоточенной в произвольно выбранной 

точке А звена приведения (рис. 23, а), или некоторым моментом инерции Jпр, 

приписанным звену приведения (рис. 23, б). 

Замена должна производится из условия равенства кинетических 

энергий: 

                                     

2 2
пр пр

пр

ω
,

2 2
Аm v J

Е                                           (5.8)  

где Епр – приведённая кинетическая энергия. 
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Рис. 23. Массы и моменты инерции звеньев приведения:                                                    

а – звено приведения – ползун; б – звено приведения - кривошип 
 

Приведённые масса при поступательном движении звена приведения 

определяется по формуле 

                                

2 2

пр

ω
,i i

i i
A A

v
т m J

v v

    
     
     

                                    (5.9) 

а при вращательном движении звена приведения – по формуле 

                                

2 2

пр

ω
.

ω ω
i i

i i

v
J m J

         
     

                                   (5.10) 

Приведённые масса и момент инерции являются функциями положения 

звена приведения, т.е. их величина может меняться при изменении положения 

звена в процессе его движения. 

 

5.3. Уравнение движения машины 

 

Работу машины можно разбить на три периода (рис. 24): 

1) период пуска (разгона) tп; 

2) период установившегося движения ty; 

3) период остановки (выбега) to. 

Аналитическая зависимость между действующими на звенья силами и 

кинематическими параметрами движения называется уравнением движения. 

vA 

mпр 

A Jпр
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а           б 
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Рис. 24. Периоды работы машины 

 

Это уравнение в общем случае имеет вид  

                                      0 д с ,Е Е Е А А                                                        (5.11) 

где ΔЕ – изменение кинетической энергии за рассматриваемый промежуток 

времени; Е и Е0 – величина кинетической энергии в конце и начале 

промежутка; Ад, Ас – работа движущих сил и сил сопротивления. 

В период пуска (разгона) Ад > Ас, т. е. происходит ускорение движения 

звеньев, движение является неустановившимся. 

В период установившегося движения Ад = Ас, т. е. скорости звеньев в 

конечный и начальный моменты периода равны, и вся работа движущихся сил 

расходуется на преодоление сопротивлений. 

В период остановки (выбега) Ад < Ас, движение продолжается некоторое 

время за счет накопленной кинетической энергии, поглощаемой силами 

сопротивления движению. 

Уравнение движения может быть выражено в интегральной и 

дифференциальной форме, а для упрощения его решения исследование 

машины заменяют исследованием звена приведения, в котором изменение 

кинетической энергии равно 

                                          
пр пр

пр д с ,Е А А                                                (5.12) 

где суммарная работа действующих на звено приведения сил может быть 

выражена: 

ω 

tn ty to 

t 
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а) в интегральной форме: 

                                         пр пр
д с прА А F ds                                               (5.13) 

или 

                                        пр пр
д с пр φ,А А М d                                           (5.14) 

где ds – элементарное перемещение точки приведения; dφ – элементарный 

угол поворота звена приведения; 

б) в дифференциальной форме: 

                                 
пр пр

пр д с пр( )d Е d А А F ds                                      (5.15) 

или   

                               
пр пр

пр д с пр( ) φ.d Е d А А М d                                       (5.16) 

Таким образом, уравнение движения машины приводится к тому или 

иному конкретному виду и решается графическим и графоаналитическим 

методами, а учитываемые силы и моменты сил, приведенные массы и моменты 

инерции могут быть как постоянными, так и переменными величинами, 

зависящими от того или иного фактора. 

 

5.4. Понятие об уравновешивающей силе. Теорема Жуковского                          
о жестком рычаге 

 

Одним из способов определения приведенной силы Fпр является способ, 

предложенный Н. Е. Жуковским. Уравнение, из которого может быть найдена 

Fпр, основано на равенстве мощностей (формула (5.2)).  

Рассмотрим какое-либо звено механизма, в точке В которого приложена 

сила Fi под углом αi к вектору скорости vi этой точки (рис.25, а). 

Мощность силы Fi равна 

                                            cos α .i i i iP Fv                                                (5.17) 
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Рис. 25. Теорема Жуковского о жестком рычаге:                                                               
а – звено механизма; б – план скоростей 

 

Если вектор скорости точки В (план скоростей) повернуть на 90° и силу 

Fi приложить к концу вектора (к точке b), сохранив ее направление, то момент 

этой силы относительно полюса p будет равен (рис. 25, б) 

                                    cosα ,i i i i i i iМ Fh Fv P                                         (5.18) 

т.е. равен мощности силы Fi. Таким образом, Fi можно найти, повернув на 90° 

план скоростей и приложив к нему все внешние силы, включая силы инерции, 

в соответствующих точках и сохраняя их направления. Тогда из уравнения 

моментов такого рычага 

                                              пр пр i iF h Fh                                                 (5.19) 

получим:  

                                              пр
пр

,i iFh
F

h
                                                     (5.20) 

где hi и hпр – кратчайшие расстояния от полюса плана скоростей до линий 

действия i-ой и приведенной сил. 

Повернутый на 90° план скоростей с приложенными к нему силами 

называется жестким рычагом Жуковского. 

Величина Fпр или Мпр зависит от положения механизма, поэтому можно 

построить диаграмму, например, Fпр(φ), являющуюся функцией положения 

звена приведения. Для этого необходимо последовательно определить 

αi 
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Fi 
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hi 

αi b 

а       б 
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значения Fпр методом рычага Жуковского для целого ряда положений 

механизма в пределах цикла (F1пр, F2пр, …) и отложить их на диаграмме (рис. 

26). 

 
Рис. 26. Диаграмма приведенной силы 

 

Приведенная сила Fпр или момент Мпр характеризуют реакцию 

механизма на движение его входного звена по определенному закону, 

задаваемому двигателем. Сила или момент, равные по величине приведенной 

силе или моменту, но противоположные им по направлению, называется 

уравновешивающей силой Fу или уравновешивающим моментом Му. Эти сила 

или момент развиваются двигателем и обеспечивают заданное движение 

входного звена. 

Если к рычагу Жуковского приложить все внешние силы, включая силы 

инерции, а также Fу, то его можно рассматривать в равновесии, из условия 

которого 

                                                      у у 0i iF h Fh                                                 (5.21) 

можно определить неизвестную Fу, а также найти мощность двигателя Pдв, 

требуемую для получения заданного движения входного звена в заданном 

положении: 

                                 дв у у уcos( ) ω.А АР F v F v М                                     (5.22) 
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5.5. Графоаналитический метод решения уравнения движения 
машины 

 

Данный метод позволяет не только наглядно иллюстрировать связь 

между динамическими и кинематическими параметрами движения, но и 

решать практические задачи синтеза, например, задачу уменьшения 

неравномерности вращения звеньев. 

В качестве примера рассмотрим построение так называемой диаграммы 

энергомасс. Эта диаграмма строится на основе графиков Jпр(φ) и 

                                               пр пр 0пр(φ) (φ) ,Е Е Е                                          (5.23) 

где Епр0 – энергия звена приведения в начале цикла. 

График ΔЕпр(φ) может быть получен путем графического 

интегрирования графика Мпр(φ). 

На рис. 27 показана последовательность построения диаграммы 

энергомасс в координатах ΔЕпр(Jпр), которая при установившемся движении 

является замкнутой кривой и строится на базе диаграмм ΔЕпр(φ) и Jпр(φ) путем 

исключения параметра φ (угла поворота звена приведения). 

 
Рис. 27. Диаграмма энергомасс 
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Если известна угловая скорость вращения ω0 звена приведения в начале 

цикла, то можно определить начальную кинетическую энергию: 

                                                     

2
0 пр 0

0пр

ω
.

2

J
Е                                                (5.24) 

Тогда диаграмму энергомасс можно рассматривать в координатах 

ΔЕпр(J1пр), где ось J1пр отстоит от первоначальной оси Jпр на величину Е0пр (рис. 

27). 

Так как  

                                            

2
пр

пр

ω
,

2

J
Е                                                         (5.25) 

то  

                                   
пр2

пр

2 μ
ω 2 tg ψ,

μ
Е

J

Е

J
                                        (5.26) 

где μЕ и μJ – масштабные коэффициенты, используемые для построения 

диаграмм.  

Таким образом, диаграмма энергомасс позволяет при установившемся 

движении определить угловую скорость ω звена приведения в любой момент 

времени, т. е. 

                                          2

μ
ω 2 tgψ ,

μ

μ ω
 tg ψ .

2μ

Е

J

J

E




                                             (5.27) 

 

5.6. Неравномерное движение машин. Маховики 

 

Одним из режимов движения машины при совершении полезной работы 

является режим равномерного или установившегося движения. 

При равномерном движении угловая скорость ω вала двигателя 

постоянна, а при установившемся движении она периодически изменяется 
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(рис. 28), причём степень неравномерности можно оценить коэффициентом 

неравномерности δ: 

                                         
max min

c

ω ω
δ ,

ω


                                             (5.28) 

где ωс – средняя угловая скорость за цикл: 

                                                  
max min

c

ω + ω
ω .

2
                                             (5.29) 

 
Рис. 28. Изменение угловой скорости ведущего звена 

 

Неравномерность вредно сказывается на работе машин, т. к. вызывает 

дополнительные инерционные нагрузки, которые могут привести к поломке. 

Практикой установлены значения δ, которые допустимы в различных 

условиях эксплуатации. Регулировать величину δ можно путем изменения 

величины момента инерции звена приведения, т. е. на быстро вращающийся 

вал закрепляется дополнительная масса, называемая маховиком. 

При конструировании маховика стремятся к получению необходимого 

момента инерции маховика Jм с наименьшим весом G и заданным диаметром 

D. Для этой цели маховик изготавливается в виде тяжелого обода, 

соединенного со втулкой тонким диском с отверстием или спицами (рис. 29). 

Приближенно Jм можно определить по формуле: 

                                         

2 2

,
8м

D d
J G

g


                                            (5.30) 

ω 

ωс ωmax 
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где D, d – диаметры обода маховика; g – ускорение свободного падения. 

 

5.7. Подбор момента инерции Jм маховика по заданному 
       коэффициенту неравномерности δ 

 

Обычно требуется определить параметры маховика при заданных 

значениях ωс и δ. Существуют различные методы определения Jм, наиболее 

точным из которых является метод Ф. Виттенбауэра, в соответствии с которым 

предварительно строится диаграмма энергомасс ΔЕпр(Jпр). 

Согласно этой диаграмме (рис. 30):  

                                

2
max(min) max(min)
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max(min)
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E




                                   (5.31) 

С другой стороны, из уравнений (5.28), (5.29): 

                                     max(min) c

δ
ω ω 1 .

2
   
 

                                       (5.32) 

Таким образом, найдя ψmax, ψmin и проведя касательные к диаграмме 

энергомасс под этими углами к горизонтали (рис. 30), получим в точке их 

D
 

d 
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пересечения начало новой системы координат с осями Епр и J1пр, отстоящими 

от принятых ранее осей на искомую величину Jм и Е0пр. 

 
Рис. 30. Определение момента инерции маховика                                                       

по диаграмме Виттенбауэра 
 

В целом последовательность определения Jм включает следующие 

операции: 

1) строится диаграмма Мпр(φ) для установившегося движения; 

2) строится диаграмма ΔЕпр(φ) путем графического интегрирования 

диаграммы Мпр(φ); 

3) строится график Jпр(φ) и диаграмма энергомасс путем исключения 

параметра φ из графиков ΔЕпр(φ) и Jпр(φ); 

4) определяются углы ψmax, ψmin, после чего находится Jм в новых 

координатах Епр и J1пр диаграммы Епр(J1пр). 

 

5.8. Регулирование непериодических колебаний скорости движения   
машин 

 

В процессе выполнения работы приходится регулировать скорость 

рабочего органа машины. Например, в стационарных двигателях необходимо 
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поддерживать скорость рабочего органа постоянной, а в двигателях 

транспортных машин эта скорость должна изменяться в широких пределах. 

Из уравнения движения машины следует, что изменения скорости 

рабочего органа можно достигнуть за счет изменения разности работ 

движущих сил и сил сопротивления (Ад – Ас). Устройства, обеспечивающие 

изменения работы сил сопротивления применяются в виде тормозов, 

например, в транспортных машинах, которые снабжаются также и 

приспособлениями для одновременного разобщения двигателя с 

исполнительным механизмом. 

Другим способом регулирования является изменение работы движущих 

сил путем воздействия на орган, подающий энергию к входному звену 

(поршню у двигателя внутреннего сгорания, лопаткам турбины и т. д.). 

Регулирование может осуществляться либо человеком-оператором, 

либо автоматически – с помощью устройств, называемых регуляторами. 

Одним из них является центробежный регулятор (рис. 31), приводимый 

во вращение валом двигателя В. Ползун А соединяется с органом, подводящим 

рабочее тело (пар, топливо и т. д.). Регулятор за счёт изменения сил инерции 

Fи, действующих на шары С, автоматически поддерживает угловую скорость 

вала двигателя постоянной, т. к. ее увеличение приводит к уменьшению 

подачи рабочего тела и наоборот. 

 

5.9. Силовой расчет рычажных механизмов 

 

Зная активные силы, действующие на звенья механизма и силы инерции 

этих звеньев, можно произвести его кинетостатический расчет, т.е. определить 

реакции в кинематических парах и уравновешивающую силу (момент) на 

входном звене, причем эта сила (момент) является движущей при совпадении 

ее направления с направлением движения входного звена или силой 
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(моментом) сопротивления, если ее направление противоположно этому 

движению. 

 

 
Рис. 31. Центробежный регулятор 

 

При кинетостатическом расчете реакции в кинематических парах 

определяются путем статического расчета, который базируется на результатах 

кинематического анализа, включая ускорения, необходимые для определения 

сил (моментов) инерции. 

При силовом расчете используется принцип Даламбера, позволяющий 

решение задачи динамики свести к статическому расчету (метод 

кинетостатики). Согласно этому принципу, приведение ускоренно 

движущейся системы в равновесие обеспечивается условным приложением к 

этой системе сил инерции. При этом неизвестные силы определяются из 

уравнений статики. 

Силы взаимодействия между звеньями (реакции) можно считать 

направленными по нормали к контактирующим поверхностям, если расчет 

ведется без учета сил трения (рис. 32). Принято следующее обозначение 

реакций: R12 – реакция со стороны звена 1 на звено 2; R21 – реакция со стороны 

звена 2 на звено 1. 

С           A 
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Рис. 32. Реакции в кинематических парах:                                                                           

а – вращательной; б – поступательной  
 

При графоаналитическом решении используется метод плана сил.  

Механизм расчленяется на структурные группы Ассура и начальные 

звенья. Расчет ведется, начиная с последней структурной группы и 

заканчивается расчетом входного звена. 

При расчете структурных групп к ним прикладываются все 

действующие силы, включая силы инерции и реакции отброшенных связей. 

Каждая из неизвестных реакций, при необходимости, может быть разложена 

на две составляющих по выбранным направлениям, например, вдоль оси звена 

(нормальная Rn) и перпендикулярно оси (тангенциальная Rτ). При равенстве 

числа уравнений статики числу неизвестных реакций их можно определить 

аналитически и графически, построив многоугольник (план) сил. Неизвестные 

определятся из условия замкнутости векторной суммы сил.  

Рассмотрим примеры. 

Пример 1. Двухповодковая группа с вращательными парами (рис. 33). 

Составляющая τ
1iR определяется из уравнения моментов для звена 1 

относительно точки В: ΣМB1 = 0 (рис.33, а). 

Составляющая τ
2jR определяется из уравнения моментов для звена 2 

относительно точки В: ΣМB2 = 0 (рис.33, а). 
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При отрицательных значениях реакций необходимо изменить их 

направления на противоположные. 

 

 
Рис. 33. Двухповодковая группа с вращательными парами:                                                      

а – план группы; б – план сил 
 

Составляющие 1
n
iR , 2

п
jR  определяются из плана сил (рис. 33, б), 

полученного на основе векторного уравнения 0,  где  k kF F    силы, 

действующие на структурную группу, включая найденные составляющие 

реакций. 

Пример 2. Двухповодковая группа шатун-ползун (рис. 34). 

Реакция Rj2 определяется из уравнения моментов ΣМА = 0. 

Реакция Ri1 определяется непосредственно из плана сил (рис. 34, б) на 

основе векторного уравнения 0.kF   Вычислять для этого составляющую

τ
1iR нет необходимости. 

Пример 3. Двухповодковая группа кулиса-камень (рис. 35) при G2 ≈ 0. 

Реакция Rj2 определяется из уравнения моментов ΣМА = 0. 

Реакция Ri1 определяется непосредственно из плана сил (рис. 34, б) на 

основе векторного уравнения 0kF  по аналогии с примером 2. 
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Рис. 34. Двухповодковая группа шатун-ползун:                                                        

а – план группы; б – план сил 
 

 
Рис. 35. Двухповодковая группа кулиса-камень:                                                                  

а – план группы; б – силы на звене В; в – план сил 
 

Особенность расчета данной группы Ассура состоит в возможности 

некоторого упрощения вычислений в случае, когда весом камня 2 можно 

пренебречь. Тогда реакция R12 равна по модулю и противоположна реакции Rj2 

(рис. 35, б). 

4. Входное звено – кривошип (рис. 36). 

G
1
 

G
2
 

G
2
 G

1
 

Ri1 

М
и1

 

F
и1

 

Rj2 

B 

А 

F
и2

 F 

Rj2 

 

F
и1

 

F F
и2

 

           а      б 

Ri1 

G
1
 

М
и1

 

B 

Ri1 

F
и1

 

F 

R
i2

 

R
i,2

 

R
12

 

F 

F
i,2

 

F
и1

 

G
1
 

           а     б    в    

Ri1 

1 

2 



47 
 

Уравновешивающий момент Му определяется из уравнения моментов 

ΣМО = 0. 

 
Рис. 36. Входное звено – кривошип:                                                                                    

а – план звена; б – план сил 
 

Реакция Ri1 определяется непосредственно из плана сил (рис. 36, б) на 

основе векторного уравнения 0kF  по аналогии с примером 2. 
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6. СИНТЕЗ РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

6.1. Постановка задачи, виды и способы синтеза 

 

Задачи синтеза рычажных механизмов в общем случае являются 

сложными задачами оптимального проектирования, включающими этапы 

структурного, кинематического и динамического расчёта. Поэтому для 

упрощения решения рассматриваются частные задачи, в которых 

учитываются лишь некоторые (основные) условия проектирования. 

В зависимости от исходных данных различают следующие виды 

синтеза: 

– геометрический, когда заданы отдельные положения звеньев или 

траектории отдельных точек; 

– кинематический, когда заданы некоторые скорости, ускорения или их 

соотношения; 

– динамический, когда заданы действующие силы или наложены 

некоторые ограничения на динамические параметры. 

К способам синтеза относятся: 

а) опытный, когда экспериментальным путём подбираются размеры 

звеньев для реализации заданной траектории; 

б) графический; 

в) аналитический. 

Возможны различные комбинации видов и способов синтеза, 

перечисленных выше. 

 

6.2. Решение задач оптимального синтеза стержневых механизмов 

 

При постановке задачи оптимального синтеза следует различать 

входные и выходные параметры. 
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Входные – это изначально заданные параметры (размеры звеньев, 

скорости, ускорения или их соотношения). 

Выходные –это параметры, определяемые в результате решения задачи. 

При синтезе необходимо учитывать ряд требований кинематического, 

конструктивного, технологического характера и т. д., среди которых одно, как 

правило, является главным, а остальные – второстепенными 

(дополнительными). 

Если главное требование записать математически в виде функции Z = 

f(x1, x2, ..., xn), где х1, х2, …, хn – выходные параметры, то такая функция 

называется функцией цели (целевой), при этом дополнительные условия, 

выраженные в виде аi  ≤ gi(x1, x2, ..., xn) ≤ bi, называются ограничениями. 

Задачей оптимального синтеза является обеспечение экстремального 

значения Z при соблюдении всех ограничений. 

Например, выразив вес механизма в виде функции Z его параметров 

(длин звеньев), можно решать задачу минимизации Z при соблюдении условий 

его существования. К таким условиям относятся условия проворачивания 

кривошипа в шарнирном четырёхзвеннике, условие соблюдения заданного 

угла давления и ряд других. 

При малом числе выходных параметров решение задачи оптимизации 

может быть получено в аналитической форме. В противном случае 

используются численные методы направленного, случайного или 

комбинированного поиска оптимальных решений. 

 

6.3. Условия проворачиваемости кривошипа в шарнирном 
       четырёхзвеннике 

 

При проектировании (синтезе) механизма с ведущим звеном – 

кривошипом одним из учитываемых условий является проворачиваемость 

кривошипа. Данное условие иначе называется условием существования 

кривошипа.  
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Выполнение условия существования кривошипа обеспечивается 

определённым соотношением длин звеньев. Например, для того чтобы звено 

АВ четырёхзвенника (рис. 37) могло стать кривошипом, оно должно 

последовательно пройти через два крайних положения.  

 
Рис. 37. Выполнение условия существования кривошипа 

 

Используя три положения механизма, получим следующие условия для 

положений 1, 2, 3, предварительно обозначив длины звеньев lAB = a; lBC = b; 

lCD = c; lAD = d: 

a) a + d < b + c – положение 1; 

б) a + b < d + c – положение 2; 

в) c < b + d – a или a + c < b + d – положение 3; 

то есть сумма длин кривошипа и любого другого звена меньше суммы 

остальных звеньев. 

Сложим попарно полученные неравенства и получим: a < c; a < d ; a < b, 

то есть кривошип является самым коротким звеном. 

А если данные условия не выполняются, то механизм будет либо 

двухкривошипным, либо двухкоромысловым. Эти условия используются при 

геометрическом синтезе. 

A 
D B

1
 

B
0
 

B
2
 

B
3
 

C
0
 

C
1
 C

3
 

C
2
 



51 
 

6.4. Учёт углов давления в стержневых механизмах 

 

Углы давления во 

многом определяют 

условия работы механизма. 

Угол давления (например, 

угол α на рис. 38) 

измеряется между вектором 

силы и вектором скорости в 

точке её приложения и 

влияет на трение и износ в кинематических парах. 

Поэтому максимальные значения углов давления при синтезе 

механизмов ограничивают допустимыми значениями [α] для исключения 

возможности заклинивания и предотвращения снижения КПД. Для упрощения 

расчётов, связанных с определением углов давления, обычно пренебрегают 

тангенциальными составляющими реакций, что позволяет находить 

наихудшие положения с точки зрения риска заклинивания и назначать длины 

звеньев lmin, обеспечивающие приемлемые условия работы при заданном [α], 

т. е. при выполнении условия αmax ≤ [α]. 

Углы γ = 90° – α называются углами передачи и ограничиваются при 

проектировании величиной γmin. 

 

6.5. Синтез четырёхзвенника по трём заданным положениям шатуна 

 

Так как точки В и С шарнирного четырёхзвенника описывают дуги 

окружностей (рис. 39), то, проведя перпендикуляры через середины хорд, 

соединяющих концы шатуна в трёх положениях, получим центры вращения 

звеньев АВ и CD (точки A и D). Вид синтеза – геометрический; способ синтеза 

– графический. 

A 

О 
В 

l 

r α 

αmax 

α 

vB 

γ Fi,j ≈ Fn
i,j 

Рис. 38. Углы давления в стрежневом механизме 
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6.6. Синтез кривошипно-кулисного механизма по заданному 
коэффициенту изменения скорости хода 

 

Схема кривошипно-кулисного механизма показана на рис. 40.  

Одной из кинематических характеристик стержневого механизма может 

служить коэффициент изменения скорости хода kv, представляющий собой 

отношение средней скорости холостого хода vx.x к средней скорости рабочего 

хода vp.x. 

При равномерном движении кривошипа коэффициент kv равен 

                           
p.xx.x

p.x x.x

180 θ ω 180 θ
,

ω 180 θ 180 θv

tv s
k

v t s

   
     

   
                       (6.1) 

где s – ход ползуна; tp.x и tx.x – время рабочего и холостого хода; ω – угловая 

скорость кривошипа; θ – угол размаха кулисы. 

При заданном V k можно определить  или наоборот. Используя 

дополнительные конструктивные соображения, можно определить размеры 

всех звеньев механизма. 

Вид синтеза – кинематический; способ – графоаналитический. 

 

A 

D 

B1 

C1 

B2 

B3 

C2 

C3 

Рис. 39. Синтез четырёхзвенника 
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Рис. 40. Синтез кривошипно-кулисного механизма 

 

6.7. Синтез кривошипно-ползунного механизма по некоторым 
       заданным размерам 

 
Кривошипно-ползунный механизм характеризуется пятью 

параметрами: a, φ1, φ2, r = lOA, l = lAВ (рис. 41), при этом можно записать два 

аналитических выражения, связывающие эти параметры:  

                                            
1

2

sin φ ;

sin φ .

a

l r
a

l r







                                                (6.2) 

 

Рис. 41. Синтез кривошипно-ползунного механизма 
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Таким образом, задавая три параметра из пяти, можно определить два 

оставшихся из указанных выражений. Например, задав величины: a, φ1 и φ2, 

можно определить r и l. 

Вид синтеза – геометрический; способ – аналитический. 

 

6.8. Понятие о синтезе механизма по заданному закону движения 
       выходного звена 

 

Пусть задан закон движения ведомого звена (угла поворота коромысла 

обозначен ψ) в зависимости от угла поворота кривошипа φ, например, в 

четырёхшарнирном механизме (рис. 42). 

 
Рис. 42. Синтез механизма по заданному закону движения выходного звена 
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Приближенный синтез включает разбивку всего интервала по оси 

графика ψ(φ) по оси абсцисс φ на участки, соответствующие трём 

произвольным значениям φ1, φ2, φ3. Используется метод обращения движения, 

когда механизму условно задаётся движение, обратное кривошипу. Если 

заданы длина коромысла и межцентровое расстояние, то по трём положениям 

в обращённом движении можно найти размеры шатуна и кривошипа согласно 

рис. 42, где точку В находят как центр вращения точки С в обращённом 

движении.  

Существует постановка задачи, когда отыскивается оптимальный закон 

движения с точки зрения различных параметров: скорости, ускорения, работы 

динамических сил и т. д. 

 

6.9. Понятие о синтезе механизма по заданной траектории 

 

Часто требуется спроектировать механизм с заданной траекторией 

движения ведомого звена. Например, четырёхшарнирный механизм стрелы 

портального крана позволяет перемещать груз горизонтально при вращении 

стрелы в вертикальной плоскости (рис. 43).  

Синтез таких механизмов осуществляется графическими и 

аналитическими методами с использованием теории функций с наибольшим 

приближением к заданной траектории. В этой области имеются работы 

Чебышева, который первым 

предложил решение задачи для 

лямбдообразного прямила 

Чебышева, положенного в основу 

конструкции стрелы портального 

крана. 

Искомыми параметрами 

являются длины звеньев, включая и ln. 

l
n
 

Рис. 43. Синтез механизма по заданной 
траектории 



56 
 

6.10. Общий порядок проектирования рычажного механизма 

 

Процесс проектирования рычажного механизма включает следующие 

основные этапы: 

1) производится синтез кинематической схемы (определяются длины 

звеньев по заданным условиям; 

2) принимается упрощённый закон движения входного звена, 

определяются скорости и ускорения звеньев, производится приближённый 

силовой расчёт (определяются реакции в кинематических парах); 

3) по найденным усилиям подбираются сечения звеньев и определяются 

их массы; 

4) производится приведение сил и масс, подбор маховика и определение 

истинного закона движения звена приведения; 

5) при найденном законе движения звена приведения находятся 

уточнённые значения скоростей и ускорений, определяются более точные 

величины реакций и производится проверка прочности и жёсткости звеньев. 

Размеры сечений и массы звеньев последовательно уточняются. 

Иногда используют более простую последовательность, в которой 

расчёт ведётся при заданных длинах и массах звеньев, а также при 

упрощённом законе движения входного звена. 
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7. КУЛАЧКОВЫЕ МЕХАНИЗМЫ 

7.1. Классификация кулачковых механизмов 

 

Кулачковые механизмы содержат хотя бы 

одну высшую кинематическую пару и состоят из 

кулачка 1, толкателя 2 и стойки 3 (рис. 44). 

Степень подвижности такого механизма 

равна: 

      5 43 2 3 2 2 2 1 1.W n p p                  (7.1) 

Основными достоинствами кулачковых 

механизмов является возможность получения 

заранее заданного закона движения толкателя с 

помощью кулачка. К недостаткам следует отнести большое удельное давление 

в точке контакта кулачка с толкателем, а также сложность изготовления 

профиля кулачка. 

Постоянный контакт толкателя с кулачком обеспечивается с помощью 

кинематического (рис. 45, а) или силового замыкания (рис. 45, б). 

 
Рис. 45. Классификация кулачковых механизмов по типу контакта толкателя с кулачком:     

а – с кинематическим замыканием; б – с силовым замыканием  
 

 

     а          б 

Рис. 44. Кулачковый механизм 

 

ω 

3 

2     1 
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В зависимости от характера движения кулачка и толкателя возможно 

преобразование вращательного или поступательного движения кулачка во 

вращательное или поступательное движение толкателя (рис. 46). На рис. 46, а 

показан механизм с преобразованием поступательного движения в 

поступательное (плоский с тарельчатым толкателем); на рис. 46, б – с 

преобразованием вращательного движения в поступательное (плоский 

внеосный с плоским толкателем); на рис. 46, в – с преобразованием 

вращательного движения в поступательное (пространственный с роликовым 

толкателем). 

 
Рис. 46. Классификация кулачковых механизмов 

 

Кулачковые механизмы могут быть плоскими (рис. 46, а, б) и 

пространственными (рис. 46, в), осевыми (е = 0) и внеосными (е ≠ 0), с 

плоским, тарельчатым или роликовым толкателем. Назначение ролика – 

уменьшение трения и износа в контакте толкателя с кулачком. 

Кулачковые механизмы, как правило, используются в машинах 

автоматического или полуавтоматического действия и обеспечивают функции 

«жёсткого» управления выполняемого процесса. 

 

 

 

 

             а     б           в 

е 
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7.2. Кинематический анализ кулачковых механизмов 

 

Основной задачей кинематического анализа является определение 

перемещений, скоростей и ускорений толкателя при заданных схеме 

механизма и профиле кулачка. Решение этой задачи может быть осуществлено 

аналитическими и графическими методами, первый из которых более точен, 

но сложен, а второй – менее точен, но более прост. 

Рассмотрим графический метод на примере осевого механизма с 

роликовым толкателем. Анализ начинается с построения планов механизма. 

При этом используется метод обращения движения, когда всему механизму 

условно задают вращение с угловой скоростью (– ω), обратной скорости 

кулачка (рис. 47). Тогда толкатель в 

обращённом движении будет 

двигаться вокруг неподвижного 

кулачка, а центр ролика опишет 

кривую, отстоящую от профиля 

кулачка на расстояние радиуса r 

ролика и называемую 

эквидистантой. Построение 

профиля кулачка называется 

профилированием. 

Путь s любой точки толкателя при повороте кулачка на угол φ будет 

равен разности радиусов-векторов, соединяющих центр кулачка и 

соответствующие положения центра ролика. 

На основе планов механизма можно построить диаграмму перемещений 

толкателя в координатах (s; φ) или (s; t), после чего определяются скорости v 

– ω 

 

эквидистанта 

1 
2 

3 

4 

5 
6 

7 

8 

ω 

r 

в обращенном 
движении 
 

Рис. 47. Профилирование кулачка 
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(рис. 48) (аналоги скорости 
φ

ds

d
) и ускорения a (аналоги ускорения 

2

2φ

d s

d
) 

путём графического дифференцирования графиков s(φ), s(t), v(t), (φ)
φ

ds

d
. 

Движение толкателя имеет 

реверсивный характер за весь 

кинематический цикл, при этом 

наблюдаются четыре фазы 

движения толкателя (см. рис. 54), 

соответствующие четырём фазовым 

углам поворота кулачка: φу – угол 

удаления (подъёма) толкателя; φд – 

угол дальнего выстоя; φв – угол возврата (опускания); φб – угол ближнего 

выстоя. 

С целью непосредственного определения скоростей и ускорений 

толкателя осуществляют условную замену высшей пары на низшую. Замена 

осуществляется так, что движение заменяемого механизма в момент замены 

соответствует движению заменяющего. 

В общем случае мгновенный заменяющий механизм представляет 

шарнирный четырёхзвенник с подвижными шарнирами А и В, 

расположенными в центрах кривизны, контактирующих в точке Р профилей 

(рис. 49). 

В частных случаях возможны 

различные варианты замены (рис. 

50), при этом можно производить 

кинематический анализ кулачкового 

механизма как обычного 

стержневого. 

Рис. 48. Диаграмма перемещений толкателя 

 

s 

φ, t 

А 

Р 

В 

Рис. 49. Мгновенный заменяющий механизм 
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Рис. 50. Различные варианты замены кулачкового механизма 

 

7.3. Некоторые вопросы динамического анализа кулачковых 
механизмов 

 

Условия нормальной работы звеньев кулачкового механизма в 

существенной степени зависит от угла давления α между направлением усилия 

F, действующего на толкатель со стороны кулачка, и направлением скорости 

толкателя (рис. 51, а). 

Угол давления – переменная величина, с увеличением которой 

возрастает опасность заклинивания механизма, т. к. увеличивается 

составляющая Fx, вызывающая трение в кинематических парах. 

Обычно величину αmax ограничивают подбором размеров кулачка при 

условии, что 

max

30 для механизмов с поступательным движением толкателя;
α

45 для механизмов с коромысловым толкателем.

 
   

 

Рассмотрим задачу определения текущего угла α для любого положения 

механизма (рис. 51).  

Построим заменяющий кривошипно-ползунный механизм ОАВ, где 

точка А совпадает с центром кривизны кулачка в точке его контакта с роликом 

(рис. 51, а). 
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На рис. 51, б приведён план скоростей заменяющего механизма, где 

pab OAK   (треугольники с взаимно перпендикулярными сторонами), 

поэтому 

                            ,
ω φ

OK B

OA A OA OA

l vpb ds ds dt

l pa v dt l dt d l
                                        (7.2) 

откуда 

                                                           .
φOK

ds
l

d
                                                             (7.3) 

Таким образом, отложив вектор 
φ

ds

d
 от точки В в направлении вектора 

скорости v толкателя, повёрнутого на 90° в сторону вращения кулачка, и 

проведя линию mn через точку О и конец вектора 
φ

ds

d
, получим угол α. 

 

B 

v 

F 

Fx 

ds 
dφ 
 

n 

α α 
А 

K 
ω 

O 

m 

p 

b 

a 
α 

φ 

αmax 

           а     б     в 

Рис. 51. Динамический анализ кулачковых механизмов:                                                           
а – план положений; б – план скоростей заменяющего механизма; в – диаграмма 

изменения угла α 
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Можно решить обратную задачу, находя положение центра О вращения 

кулачка при заданных значениях α и 
1 ,

φ

ds

d
2

φ

ds

d
для двух положений толкателя 

(рис. 52). 

Из рис. 52 видно, что чем 

больших значений достигают углы 

давления α, тем меньшие габариты 

имеет механизм, но риск 

заклинивания при этом 

увеличивается. 

 

 

 

 

 

7.4. Синтез кулачковых механизмов 

 

7.4.1. Выбор закона движения толкателя 

При проектировании кулачковых механизмов используются различные 

методы синтеза. 

Если известен минимальный радиус (rmin) кулачка и закон его движения, 

то построение профиля – задача кинематического синтеза. Если rmin должен 

определяться с условием отсутствия заклинивания, то построение профиля –

задача динамического синтеза.  

Вопрос о выборе закона движения толкателя отпадает в случае, если он 

полностью определяется той операцией, которую толкатель осуществляет, т. 

е. является исходно заданным. Однако во многих случаях заданы лишь 

частичные перемещения, скорости или ускорения толкателя и необходимо 

подобрать какой-либо закон движения на недостающих участках. 

Рис. 52. Решение обратной задачи 
(нахождение положения центра вращения) 
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s1 
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dφ 
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Например, может быть задано максимальное и минимальное 

перемещение толкателя по двум участкам t2 и t4 (рис. 53) в виде графика s(t), 

показанного основной линией. На остальных участках t1 и t3 закон движения 

следует выбрать. 

 

 
Рис. 53. Выбор закона движения толкателя 

 

Из всех возможных законов движения необходимо выбирать 

оптимальный с точки зрения условий работы механизма. Одним из таких 

законов является синусоидальный закон s2(t), обеспечивающий плавную 

безударную работу механизма без резких изменений скорости и без больших 

значений ускорений, как, например, при выборе закона s1(t), где ускорения, а 

следовательно, силы инерции достигают больших величин, способных 

вызвать износ и поломку. 
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7.4.2. Профилирование кулачка 

Рассмотрим графический метод получения профиля кулачка как задачу 

кинематического синтеза. В этом случае заданы схема кулачкового механизма, 

закон движения толкателя и rmin кулачка. Профилирование осуществляется на 

основе закона движения толкателя. В качестве примера рассмотрим 

профилирование кулачка в осевом механизме с поступательно движущимся 

толкателем. 

Cхема механизма, диаграмма движения толкателя и rmin кулачка даны 

(рис. 54). 

 

 
Рис. 54. Профилирование кулачка:                                                                         

а – схема механизма; б – диаграмма движения толкателя 
 

В начале размечаются основные размеры механизма в масштабе μl, а 

также фазовые углы, причём углы φу и φв делятся на ряд равных частей в 

соответствии с диаграммой (рис. 54, б). Строятся начальное, а затем ряд 

последующих положений толкателя в обращённом движении (рис. 55, а), и 

полученные точки соединяются плавной кривой.  

В случае построения профиля кулачка для механизма с роликовым 

толкателем сначала строится эквидистанта (центровой профиль) как и в 
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предыдущем случае, а затем и сам рабочий профиль кулачка, отстоящий от 

эквидистанты на величину радиуса ролика rрол (рис. 55, б). 

 

 
Рис. 55. Построение профиля кулачка:                                                                                                              

а – ряд положений толкателя в обращенном движении; б – построение профиля кулачка 
для механизма с роликовым толкателем 

 
 

Величина rрол выбирается из соотношения: 

                                                  
min

рол
min

0,4 ;
min

0,8ρ ,

r
r


 


                                                       (7.4) 

где ρmin – минимальный радиус центрового профиля кулачка, который можно 

определить графически по трём точкам в месте наибольшей кривизны 

эквидистанты (рис. 55, б). 

Профилирование кулачка механизма с коромысловым толкателем 

состоит из аналогичных операций, т. е. после разметки межцентровых 

расстояний строится ряд положений коромысла в обращённом движении (рис. 

56, а) в соответствии с заданной диаграммой s(φ), часть которой показана на 

рис. 56, б. 
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Рис. 56. Профилирование кулачка механизма с коромысловым толкателем:                                          

а – ряд положений коромысла в обращенном движении; б – диаграмма движения 
коромысла 

 

7.4.3. Динамический синтез кулачкового механизма 

Задача динамического синтеза заключается в нахождении центра 

вращения кулачка при условии минимизации размеров механизма, когда 

заданы закон движения толкателя и предельно допустимый угол давления αдоп. 

В конечном итоге задача состоит в определении rmin кулачка, после чего может 

быть выполнен кинематический синтез (профилирование). 
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Рассмотрим пример определения rmin кулачка для механизма с 

поступательно движущимся толкателем, когда заданы диаграммы 

перемещений s(φ) и аналогов скоростей (φ)
φ

ds

d
, которые должны быть 

вычерчены в едином масштабе 
φ

μ μ ...s ds

d

   

Путём исключения параметра φ вычерчивается совмещённая диаграмма 

,
φ

ds
s

d

 
 
 

как показано на рис. 57. 

 
Рис. 57. Совмещенная диаграмма движения 

 

Проведя касательные mn к диаграмме 
φ

ds
s

d

 
 
 

 под углами φдоп, как 

показано на рис. 57, получим точку а1 на их пересечении. Тогда отрезок а1b 

будет соответствовать в масштабе μs величине 

                                           min 1μ ( )sr a b                                                   (7.5) 

для внеосного механизма со смещением оси толкателя е ≠ 0 относительно 

центра вращения кулачка. Так как центр кулачка можно располагать в любой 

точке заштрихованной области, то при е = 0 получим  

                                                       μ ( ),sr ab                                                    (7.6) 

когда центр кулачка совпадает с осью толкателя. 
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Таким образом, габариты механизма уменьшаются при е ≠ 0, т. к. центр 

кулачка приближается к точке b, а предельный угол давления φдоп остаётся 

неизменным. 

Обычно при силовом замыкании такие построения делаются только для 

фазы удаления, т. к. на фазе возврата толкатель является ведущим звеном и 

заклинивания не происходит. 

Для механизма с коромысловым толкателем построение совмещённой 

диаграммы 
φ

ds
s

d

 
 
 

 производится в пределах заданного максимального угла 

размаха коромысла ψmax. Причём отрезки, равные 
φ

ds

d
 откладываются в 

масштабе μl от траектории точки А коромысла по его оси в сторону вектора 

φ

ds

d
, повёрнутого на 90° в направлении вращения кулачка (рис. 58). 

  
Рис. 58. Построение совмещенной диаграммы движения для механизма                                                 

с коромысловым толкателем 
 

Точки, полученные для нескольких положений коромысла, соединяют 

плавной кривой и строят допускаемую зону размещения центра вращения 

кулачка, которую приближённо можно получить, проведя касательные к 

диаграмме 
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перпендикулярами к ней (рис. 58, б). Выбранное положение центра О1 в 

допускаемой (заштрихованной) зоне определяет величину rmin и межцентровое 

расстояние О1О2 между кулачком и коромыслом. 

 

7.4.4. Аналитический способ синтеза кулачковых механизмов 

При аналитическом методе синтеза вместо диаграмм в графической 

форме используются аналитические зависимости s(φ), (φ)
φ

ds

d
 и т. д. 

Например, для осевого кулачкового механизма с поступательно движущимся 

толкателем профиль кулачка может быть представлен аналитической 

зависимостью вида 

                                           min (φ).r r s                                                   (7.7) 

При заданном rmin и известной зависимости S(φ) можно получить 

профиль кулачка с любой заданной степенью точности. 

 

7.4.5. Понятие о проектировании пространственных кулачковых 
механизмов 

Распространённым методом синтеза пространственных механизмов 

является условная их замена плоским кулачковым механизмом. Тогда задача 

сводится к синтезу плоского механизма. Например, задача проектирования 

механизма с поступательно движущимся толкателем и вращающимся 

кулачком сводится при заданном законе s(φ) к построению развёртки 

цилиндра, на которой по данным диаграммы строится теоретический и 

действительный профиль кулачка (рис. 59). 

 



71 
 

 
Рис. 59. Проектирование пространственного кулачкового механизма:                                                    

а – план механизма; б – диаграмма движения толкателя; в – развертка цилиндра 
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8. ФРИКЦИОННЫЕ И ЗУБЧАТЫЕ МЕХАНИЗМЫ 

8.1. Общие сведения о передачах вращения 

 

Фрикционные и зубчатые механизмы предназначены для передачи 

вращательного движения с одного вала на другой с помощью деталей типа 

диска в основном цилиндрической формы. При этом, как правило, меняется 

величина угловой скорости и передаваемого момента, а также их направление. 

Вал, от которого передаётся движение, называется ведущим, а вал, которому 

передаётся движение – ведомым. 

Оси валов могут быть параллельными, пересекаться или скрещиваться 

под различными углами. В первом случае механизм является плоским, в 

остальных случаях механизмы пространственные. 

Если в механизме имеются только ведущие и ведомые валы и 

отсутствуют промежуточные вращающиеся звенья, то механизм называется 

передачей. Передача вращения может осуществляться: 

1) путём непосредственного соприкосновения двух дисков, жёстко 

связанных с ведущим и ведомым валами (фрикционная, червячная, зубчатая); 

2) посредством промежуточных гибких тел, сцепляющихся с дисками, 

которые жёстко связаны с ведущим и ведомым валами (ременная, цепная, 

волновая). 

Отношения угловых скоростей вращения обоих валов передачи 

называется передаточным отношением (i), которое характеризует процесс 

преобразования движения количественно. 

Отношения угловой скорости ведущего вала к угловой скорости 

ведомого называется передаточным числом (u), которое определяет 

направление передачи энергии. 

Величина i и u может меняться или оставаться постоянным за время 

одного оборота ведущего вала. 
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Любую передачу можно 

схематично представить в виде двух 

начальных поверхностей, 

контактирующих между собой, а 

плоскую передачу – в виде двух 

начальных окружностей с радиусами 

rw1 и rw2, перекатывающихся друг по 

другу без скольжения и 

контактирующих в полюсе р (рис. 60).  

Тогда 

       1 1 2 2ω ω ,p w wv r r          (8.1) 

откуда следует выражение для 

передаточного отношения 

                                           
21

12
2 1

ω
.

ω
w

w

r
i

r
                                                           (8.2) 

Аналогично можно изобразить ременную или цепную передачи, а также 

пространственные передачи (рис. 61). 

 

 
Рис. 61. Схематические обозначения различных типов передач:                                                       

а – ременная или цепная передача; б – коническая зубчатая передача;  
в – червячная передача 
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Рис. 60. Схема передачи вращения 
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8.2. Фрикционные передачи 

 

Одной из наиболее простых и во многих случаях достаточно надёжной 

является фрикционная передача, состоящая в простейшем случае из двух 

колёс (роликов), закреплённых на ведущем и ведомом валах. Для передачи 

движения без скольжения необходимо приложить к одному из роликов силу 

Q, достаточную для возникновения трения в месте контакта (рис. 62), при этом 

касательная сила их сцепления равна 

по величине передаваемого 

окружному усилию.  

Фрикционные передачи могут 

быть с постоянным и переменным 

передаточным отношением. 

Передачи с переменным 

передаточным отношением 

называются вариаторами (рис. 64). 

 

 
Рис. 63. Вариаторы: а – лобовой; б – торовый 

 

а                                                       б 

Рис. 62. Фрикционная передача 

Q  
Q  
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Достоинствами фрикционных передач являются: плавность и 

бесшумность в работе, простота конструкции, невозможность поломки при 

резком изменении крутящего момента на одном из валов благодаря 

возможности проскальзывания роликов, возможность бесступенчатого 

регулирования скоростей. 

Недостатками являются: необходимость прижимного устройства, 

непостоянство передаточного отношения, невозможность передачи 

значительных крутящих моментов. 

В связи с указанными недостатками фрикционные передачи не получили 

такого широкого распространения как зубчатые. 

 

8.3. Зубчатые передачи. Виды и классификация 

 

Зубчатые передачи осуществляют передачу вращательного движения с 

одного вала на другой с помощью цилиндрических, конических, червячных 

колёс, имеющих специально профилированные зубья, при этом зубчатые 

колёса могут иметь прямые, косые, спиральные, шевронные зубья и т.д. (рис. 

64). 

 

 
Рис. 64. Виды зубчатых колес:                                                                                                                      

а – цилиндрические колеса; б – конические колеса; в – червяк 
 

При использовании колёс с непрямыми зубьями повышается плавность 

и бесшумность работы и увеличивается нагрузочная способность передачи. 

В зубчатых передачах с пересекающимися осями в качестве начальных 

поверхностей используются усечённые конусы, вершины которых 

пересекаются в одной точке (рис. 65, а), а в передачах с перекрещивающимися 

                      а                       б          в 
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осями теоретическими начальными поверхностями являются гиперболоиды 

вращения (рис. 65, б). Такие передачи называются гиперболоидными. 

 

 
Рис. 65. Начальные плоскости зубчатых передач: а – зубчатая передача с 

пересекающимися осями; б – зубчатая передача с перекрещивающимися осями 
 

При использовании колёс с непрямыми зубьями повышается плавность 

и бесшумность работы и увеличивается нагрузочная способность передачи. 

В зубчатых передачах с пересекающимися осями в качестве начальных 

поверхностей используются усечённые конусы, вершины которых 

пересекаются в одной точке (рис. 65, а), а в передачах с перекрещивающимися 

осями теоретическими начальными поверхностями являются гиперболоиды 

вращения (рис. 65, б). Такие передачи называются гиперболоидными. 

Контакт зубьев колёс в таких передачах происходит по прямолинейным 

образующим mn. В машиностроительной практике ограничиваются 

отдельными короткими частями гиперболоидов. Например, используя 

среднюю часть гиперболоидов, получают винтовую зубчатую передачу, а если 

использовать усечённые конусы, близкие по профилю к гиперболоидам в их 

широкой части, то получим так называемую гипоидную передачу (рис. 65, б). 

Частным случаем винтовой передачи является червячная передача, в 

которой малое колесо называется червяком, а большое – червячным колесом 

(рис. 66). 
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Рис. 66. Червячная передача:                                                                                                             

а – передача с цилиндрическим червяком; б – передача с тороидным (глобоидным) 
червяком 

 

Червячные передачи могут быть с одно и многозаходными червяками, 

при этом число заходов червяка равно числу его зубьев. 

Червячные передачи позволяют обеспечить большое передаточное 

отношение при сравнительно малых габаритах вследствие малого числа z1 

зубьев (заходов) на червяке (обычно z1 = 1; 2; 4). Однако коэффициент КПД 

передачи ниже, чем у цилиндрической. 

Широко употребляются следующие значения передаточных отношений 

для зубчатой пары: 1…6 – для цилиндрических передач; 1…4 – для 

конических передач; 10…40 – для червячных передач. 

По форме профиля зуба различают передачи эвольвентные, циклоидные, 

цевочные, а также передачи с зацеплением Новикова. 

Наибольшее распространение получили эвольвентные передачи с 

профилем, предложенным Л. Эйлером в 1754 г. Преимуществом этого 

профиля является простота изготовления, достаточно высокая нагрузочная 

способность, малая чувствительность к неточностям межцентрового 

расстояния. Однако эвольвентный профиль удовлетворяет не всем 

требованиям, предъявляемым к современным зубчатым передачам. Так, 

например, в мощных передачах внешнего зацепления, где контактируют 
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выпуклые зубья с малыми радиусами кривизны профилей, происходит их 

быстрое разрушение из-за недостаточной контактной прочности. Одним из 

путей повышения контактной прочности является использование внутреннего 

зацепления, в котором профиль зуба одного из колёс вогнутый.  

Другой путь – применение передач с зацеплением Новикова, где 

выпуклые профили зубьев одного из колёс, очерченные по дуге окружности, 

контактируют с вогнутыми профилями другого колеса. При этом нагрузочная 

способность передачи повышается в два – три раза по сравнению с 

эвольвентной, а также уменьшаются потери на трение. 

Одной из интересных и перспективных передач является так называемая 

волновая передача (рис. 67), состоящая из жёсткого 1 и гибкого 2 зубчатых 

колёс, а также генератора волн 3 с роликами 4. При вращении генератора 3, 

благодаря разнице чисел зубьев жёсткого и гибкого колёс, приводится во 

вращение колесо 2, причём передаточное отношение может быть очень 

большим (i = 40...400). Изобретатель волновой передачи У. Массер (США, 

1959 г.) указывал на возможность использования треугольного профиля 

зубьев. 

К зубчатым передачам относятся передачи с некруглыми, секторными 

колёсами, колёсами, имеющими зубья на части обода и т. д. 

Обычно в зубчатых передачах меньшее колесо называется шестерней. 

1  

2  

3  

4 

ω3 ω2 

         Рис. 67. Волновая передача                                                                                                              
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Выбор той или иной передачи зависит от традиционной области её 

применения и конкретных функциональных особенностей механизма, в 

котором эта передача будет использована. 

 

8.4. Основная теорема зацепления (теорема Виллиса) 

 

Для постоянства передаточного отношения при зацеплении двух 

профилей зубьев необходимо, чтобы радиусы начальных окружностей 

зубчатых колёс, перекатывающихся друг по другу без скольжения, оставались 

неизменными. Если рассмотреть обращённое движение начальных 

окружностей (рис. 68, а), когда всей системе задана угловая скорость (– ω2), то 

второе колесо будет условно неподвижным и точка р является мгновенным 

центром относительного вращения колёс. Эта точка, называемая полюсом 

зацепления, где контактируют начальные окружности, делит межцентровое 

расстояние на отрезки, обратно пропорциональные угловым скоростям, т. к. 

при rw = const 

                                         11
12

2 2

ω
.

ω
w

w

r
i const

r
                                                       (8.1) 

Рассмотрим обращённое движение профилей зубьев зубчатых колёс 

(рис. 68). 

Точка контакта зубьев (точка k), принадлежащая первому колесу, 

вращается вокруг точки p, которая будет мгновенным центром скоростей. 

Скорость kv pk и совпадает с общей касательной к профилям в точке k при 

условии постоянства этого контакта. В противном случае постоянного 

контакта не будет, так как появится составляющая kv , и профили разомкнутся 

(рис. 69). Так как рассматривается произвольное положение зубьев, то можно 

сформулировать теорему. 



80 
 

Нормаль n – n к касающимся профилям зубьев, проведённая через 

точку их касания, делит межцентровое расстояние на части, обратно 

пропорциональные угловым скоростям. 

 

 
Рис. 68. Обращенное движение зубчатых колес:                                                                                             

а – обращенное движение зубчатых колес; б – обращенное движение профилей зубьев 
 

Эта теорема, сформулированная 

Р. Виллисом в 1841 г., определяет 

основной закон зацепления профилей, 

которые не могут быть произвольными, 

а должны быть специально подобраны. 

 

8.5. Эвольвента и её свойства 

 

Наибольшее применение получили эвольвентные зубчатые передачи с 

профилем зубьев, очерченным по эвольвенте (рис. 70). 
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Рис. 69. Размыкание контакта в точке k 
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Эвольвентой круга называется 

траектория точки, лежащей на прямой, которая 

перекатывается без скольжения по окружности 

радиуса rb, называемой основной. 

Эвольвента имеет следующие свойства: 

1) начинается с основной окружности; 

2) нормаль к эвольвенте является 

касательной к основной окружности; 

3) радиус кривизны эвольвенты в каждой 

её точке лежит на нормали к эвольвенте в этой 

точке. 

Основная окружность представляет собой геометрическое место 

центров кривизны эвольвенты и является её эволютой. 

 

8.6. Геометрия эвольвентного зацепления 

 

В процессе зацепления зубья касаются друг друга различными точками 

профиля (рис. 71). Так как эти точки лежат на нормали к профилям, которая 

одновременно является касательной к обеим основным окружностям, то 

совокупность точек касания (линия ab ) совпадает с общей для обеих основных 

окружностей касательной n – n. 

Эта линия называется теоретической линией зацепления, а линия ab 

длиной gα является её активной частью, где располагаются все точки контакта 

зубьев. Угол αw, измеряемый между нормалью n – n к профилям в полюсе 

зацепления p и общей касательной к обеим начальным окружностям, 

называется углом зацепления. Таким образом: 

                                                      
1 1

2 2

cos α ;

cos α .
b w w

b w w

r r

r r




                                                (8.2) 
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   Рис. 70. Эвольвента круга 
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Рис. 71. Геометрия эвольвентного зацепления 

 

8.7. Качественные показатели зацепления 

 

Одним из качественных показателей зубчатой передачи является 

коэффициент перекрытия εα, равный 

                                                 
α

αε ,
b

g

p
                                                                    (8.3) 

где рb – шаг по основной окружности (расстояние между сходственными 

точками двух соседних зубьев, замеренное по дуге основной окружности).  

Коэффициент εα показывает, сколько пар зубьев в среднем 

одновременно находится в зацеплении. Для прямозубой передачи обычно 1 < 

εα < 2. Чем больше εα, тем более плавно и бесшумно работает передача. 

Другим качественным показателем является коэффициент скольжения, 

который учитывает влияние геометрии передачи и её кинематики на 
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скольжение и износ профилей, 

скользящих друг по другу (рис. 72), что 

видно из плана скоростей.  

На плане: 

vk1 – скорость точки k первого 

профиля;  

τ
1kv – проекция этой скорости на 

касательную к контактирующим 

профилям;  

vk2, τ
2kv  – то же для колеса 2. 

Скорость скольжения колес 1 и 2 

относительно друг друга равна: 

                                        τ τ
c. 1 2 1 2.k k k k kv v v v                                                        (8.4) 

Коэффициенты скольжения колёс 1 и 2 равны: 

                                                

c.
1 τ

1
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2 τ
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λ ;
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k

k

v

v

v

v




                                                     (8.5) 

Эти коэффициенты равны нулю в полюсе (точка р) и увеличиваются с 

удалением от него по линии зацепления. 

Таким образом, чем длиннее линия зацепления, (и чем больше 

коэффициент перекрытия εα), тем больше скольжение и износ профилей 

зубьев. 

 

8.8. Основные параметры зубчатых колёс 

 

Основными параметрами зубчатого колеса являются (рис. 73): 

z – число зубьев; 

ra (da) – радиус (диаметр) окружности выступов; 
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Рис. 72. План скоростей в зубчатом 
зацеплении 
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Рис. 73. Основные геометрические параметры зубчатого колеса 

 

rf (df) – радиус (диаметр) окружности впадин; 

rb (db) – радиус (диаметр) основной окружности; 

r (d) – радиус (диаметр) делительной окружности, т. е. окружности, 

которая является начальной в станочном зацеплении колеса с режущим 

инструментом; 

р – шаг зубьев по делительной окружности; 

m – модуль зацепления, определяемый следующим образом: 

                                             

,
π

    ;
π

zp
d zm

p
m

 


                                                   (8.6) 

h –высота зуба, равная  

                                               ,a fh h h                                                                (8.7)                    

где ha = m – высота головки зуба; 

       hf = 1,25 m – высота ножки зуба; 

Величина m стандартизирована и выражена в миллиметрах, а 

делительная окружность является окружностью стандартного модуля. 

Обычно используется угол зацепления α =20°. 
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8.9. Методы нарезания зубчатых колёс 

 

Существует два принципиально различных метода нарезания: метод 

копирования и метод обкатки. 

В методе копирования впадина зубчатого колеса фрезеруется на 

универсальном фрезерном станке фасонными дисковыми или пальцевыми 

фрезами, профиль которых соответствует профилю впадины (рис. 74). Затем 

заготовку поворачивают на угол 360° / z и выполняют следующую впадину. 

При этом используется делительная головка, а также имеются наборы фрез для 

нарезания колёс с различным модулем и различным числом зубьев. Метод 

имеет низкую производительность и применяется в мелкосерийном и 

единичном производстве. 

Метод обкатки (другое название – 

метод огибания) может производиться с 

помощью инструментальной рейки 

(гребёнки) на зубострогальном станке; 

долбяком на зубодолбёжном станке или 

червячной фрезой на зубофрезерном станке. 

Этот метод высокопроизводителен и 

применяется в массовом и крупносерийном 

производстве. Одним и тем же инструментом 

можно нарезать колёса с различным числом зубьев. Нарезание с помощью 

инструментальной рейки имитирует реечное зацепление (рис. 75, а), где 

профиль зуба образуется как огибающая последовательных положений 

профиля инструмента, угол исходного контура которого α=20º (рис. 75, б). 

Зацепление между режущим инструментом и нарезаемым колесом называется 

станочным. В станочном зацеплении начальная окружность всегда совпадает 

с делительной. 

 

1 

Рис. 74. Метод копирования: 
1 – пальцевая модульная фреза 
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Рис. 75. Метод обкатки:                                                                                                                    

а) – нарезание с помощью инструментальной рейки; б) – формирование профиля зуба;                    
в) – нарезание с помощью червячной фрезы; г) – нарезание долбяком;                                                   

1 – заготовка; 2 – рейка; 3 – фреза; 4 – долбяк 
 
 

 

Самым производительным из рассмотренных методов является 

зубофрезерование с помощью червячных фрез, которые находятся в 

зацеплении с заготовкой по аналогии с червячной передачей (рис. 75, в). 

При нарезании долбяком осуществляется его возвратно поступательное 

движение при одновременном вращении. Фактически при этом 

осуществляется зацепление заготовки с инструментальным зубчатым колесом 

– долбяком (рис. 75, г). Этот метод чаще всего используется при нарезании 

внутренних зубчатых венцов. 

Все рассмотренные методы используются для нарезания 

цилиндрических колёс как с прямыми, так и с косыми зубьями. 
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8.10. Корригирование зубчатых колёс 

 

При нарезании колёс режущий инструмент можно располагать ближе к 

заготовке или дальше от неё. Положение инструмента определяется 

расстоянием между делительной окружностью колеса и так называемой 

модульной прямой рейки, проходящей через середину высоты зуба режущего 

инструмента (рис. 76).  

 
Рис. 76. Корригирование зубчатых колес:                                                                                          

1 – модульная прямая рейка; 2 – начальная прямая рейка;                                                                        
vp – скорость рейки 

 
 

В зависимости от положения рейки по делительной окружности может 

перекатываться без скольжения либо модульная прямая рейки, либо начальная 

прямая, отстоящая от модульной прямой на величину смещения b, которое 

называется сдвигом или коррекцией, а коэффициент х, равный  

                                                  ,
b

х
m

                                                         (8.8) 

называется коэффициентом смещения инструмента. Если инструмент 

смещён от нарезаемого колеса, то х считается положительным (положительная 

коррекция), а если к центру колеса, то х считается отрицательным 

(отрицательная коррекция). При х = 0 нарезаемое колесо называется 
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нормальным (нулевым). Толщина зуба и ширина впадины такого колеса по 

делительной окружности равны между собой. 

При положительной коррекции увеличивается прочность зуба, но 

уменьшается длина линии зацепления, а следовательно, и коэффициент 

перекрытия εα. При отрицательной коррекции – обратный эффект, т. е. 

увеличивается плавность и бесшумность работы передачи, но прочность зуба 

уменьшается. 

Зацепление двух зубчатых колёс характеризуется суммарным 

коэффициентом коррекции хΣ = х1 + х2, причём возможны три случая: 

1) хΣ = 0 при х1 = х2 = 0, когда в зацеплении находятся два нулевых 

зубчатых колеса (нулевое зацепление); 

2) хΣ = 0 при х1 = – х2, когда в зацеплении находятся два корригированных 

зубчатых колеса, коэффициенты коррекции которых равны по величине и 

противоположны по знаку (равносмещённое зацепление с высотной 

коррекцией); 

3) хΣ ≠ 0, когда в зацеплении находятся два корригированных колеса, 

имеющих: 

а) хΣ > 0 – положительное неравносмещённое зацепление с угловой 

коррекцией; 

б) хΣ < 0 – отрицательное неравносмещённое зацепление с угловой 

коррекцией. 

В первых двух случаях (хΣ = 0) делительные окружности совпадают с 

начальными, угол зацепления αw равен углу исходного контура рейки α и 

межосевое расстояние равно  

                                          1 2( )
,

2w

m z z
a


                                                        (8.9) 

в отличие от неравносмещённого зацепления, где делительные и начальные 

окружности не совпадают, αw ≠ α, а межосевое расстояние и диаметры 

начальных окружностей равны 
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                                      (8.10) 

 
8.11. Наименьшее число зубьев зубчатых колёс. 
         Подрезание и заострение зубьев 

 

При нарезании нулевых колёс с малым числом зубьев может возникнуть 

явление врезания головок зубьев режущего инструмента в ножки зубьев 

колеса. Это явление называется подрезанием зуба. При 

этом уменьшается его прочность и увеличивается 

износ рабочей части зуба (рис. 77). 

Согласно свойствам эвольвентного зацепления 

точки контакта зубьев эвольвентного профиля 

совпадают с линией np, начиная с точки n (рис. 78), т. 

е. высота прямолинейной части головки зуба режущего 

инструмента (рейки), равная m, должна быть меньше 

отрезка pf, иначе часть головки зуба рейки будет 

контактировать с заготовкой (нарезать её) не по 

эвольвенте. 

Так как m ≤ pf , а размер pf равен 

                                   
2 2sin α sin α,

2

mz
pf r                                             (8.11) 

то 

                                               2

2
.

sin α
z                                                   (8.12)  

Подстановка в выражение (8.12) стандартного α = 20° даёт условие 

отсутствия подреза в виде z ≥ zmin = 17. 

sa 

Рис. 77. Подрезание зуба 
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Рис. 78. Условие контакта рейки с заготовкой:                                                                                               
1 – модульная прямая; 2 – линия зацепления 

 
 

Для исключения подреза при z < zmin необходимо сместить инструмент 

от центра заготовки (положительная коррекция) так, чтобы 

                                         
2sin α,

2

mz
m b                                              (8.12) 

откуда  

                                     
2sin α.

2

mz
b тх т                                          (8.13) 

С учётом того, что 

                                             
2

min

2
sin α ,

z
                                                   (8.14) 

из формулы (8.13) после преобразований получим нижний предел 

коэффициента коррекции по условию отсутствия подреза. 
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                                                (8.15) 

Если увеличивать коэффициент х, то толщина зуба sa у вершины (рис. 

77) будет уменьшаться и при некотором xmax наступит заострение зуба (sa = 0). 

Опасность заострения наиболее велика у колёс с малым числом зубьев (z < 15). 
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Для предотвращения разрушения заострённого зуба коэффициент смещения x 

назначают с расчётом, чтобы sa ≥ 0,2m. 

 

8.12. Выбор расчётных коэффициентов смещения для передач 
внешнего зацепления 

 

При назначении коэффициентов смещения x1 и x2 для любой передачи 

должны выполняться три условия: 

1) отсутствие подрезания; 

2) отсутствие заострения; 

3) непрерывность зацепления. 

Первое условие выполняется при xi ≥ xmin i (xmin i  определяются из условия 

отсутствия подреза). Второе и третье условия выполняются при ограничении 

верхних пределов xi величинами xmax i  с учётом возможности заострения зубьев 

и уменьшения коэффициента перекрытия εα до величины εα < 1. Для этого при 

выборе хi необходимо чтобы хmin i ≤ хi ≤ хmax i, где хmax i для каждого из колёс 

берётся наименьшим из значений, учитывающих заострение зуба и снижения 

εα до величины εα < 1. 

Внутри указанных диапазонов х назначаются так, чтобы по возможности 

улучшить качественные показатели передачи (прочность, износостойкость, 

плавность хода). 

Для передачи можно построить 

область допустимых значений 

коэффициентов смещения в 

координатах х1 и х2, которая называется 

блокирующим контуром. Допустимые 

значения х1 и х2 расположены внутри 

контура (рис. 79). 

Для каждой передачи можно 

построить свой контур. Такие 

х1 

х2 

Рис. 79. Блокирующий контур 
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блокирующие контуры для различных передач имеются в справочной 

литературе. 

 

8.13. Цилиндрические колёса с косыми зубьями и их особенности 

 

Образование косозубого колеса можно представить, если взять 

цилиндрическое прямозубое колесо и сообщить ему крутильную деформацию. 

При этом угол скручивания, образованный осью колеса и винтовой линией, 

является углом наклона винтовой линии β. 

Цилиндрические колёса с косыми зубьями применяются при передаче 

вращения между параллельными и перекрещивающимися осями. В передаче с 

параллельными осями углы β обоих колёс равны по величине и 

противоположны по направлению при внешнем зацеплении и одинаковы по 

направлению при внутреннем зацеплении. Угол β (рис. 80, а) называется углом 

наклона зубьев по делительному цилиндру радиуса r. С другими соосными 

цилиндрами, начальным (rw) и основным (rb) винтовая поверхность зуба 

образует, соответственно, углы βw βb. Шаг винтовой линии равен 

                         2π ctgβ 2π ctgβ 2π ctgβ .w w b bp r r r                                     (8.16) 

В косозубом колесе различают торцовый mt, нормальный mn и осевой mx 

модули, причём стандартное значение имеет нормальный модуль mn, 

соответствующий размерам зуба, замеренным по нормали n – n к его оси (рис. 

80, б), что объясняется установкой режущего инструмента. Аналогично 

различают торцовый pt, нормальный pn и осевой px шаг. Значения модуля и 

шага определяются формулами: 

                                                   

;
cosβ ctgβ

.
cosβ ctgβ

n x
t

n x
t

m m
m

p p
p

 

 
                                            (8.17) 



93 
 

 
Рис. 80. Особенности цилиндрических колес с косыми зубьями:                                                  

а – углы наклона зубьев; б – шаги косых зубьев 
 

 

Большим достоинством зацеплений с косыми зубьями является 

возможность получения малогабаритных передач. Так, если для прямозубого 

колеса zmin = 17, то для косозубого  

                                            
3

min 17cos β.z                                                         (8.18) 

 В экспериментальных конструкциях zmin доводят до трёх и менее зубьев. 

Кроме того, увеличивается коэффициент перекрытия, доходя до 10 и выше, 

что также повышает нагрузочную способность и позволяет уменьшить 

габариты передачи. Недостатком косозубой передачи является 

возникновение дополнительных осевых усилий, нагружающих подшипники. 

Этот недостаток устраняется в шевронных передачах. 
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8.14. Конические зубчатые передачи 

 

Конические передачи являются передачами с пересекающимися осями 

вращения звеньев. Применяются, главным образом, передачи с углом между 

осями δ = 90° (ортогональные). Основные параметры аналогичны параметрам 

цилиндрических колёс (рис. 81), причём делительной окружностью внешнего 

окружного модуля mе является внешняя делительная окружность конического 

колеса диаметром dе. 

 
Рис. 81. Основные геометрические параметры конического зубчатого колеса 

 

Через модуль выражаются все остальные размеры. Для расчёта зубьев 

на изгиб используется величина среднего модуля mm, замеренного в середине 

ширины b зубчатого венца. Передаточное отношение равно 

                                      
1 2 2

12
2 1 1

ω sin δ
,

ω sin δ

z
i

z
                                                   (8.19) 

где δ1, δ2 – углы делительных конусов колёс 1 и 2 соответственно. 
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В конических передачах i(u) не имеет знака, а для определения 

направления вращения изображают векторы абсолютных скоростей точек на 

начальных конусах в виде кружка с точкой (на зрителя) и крестиком (от 

зрителя), как показано на рис. 81. 

Важным параметром является внешнее конусное расстояние Re, равное 

                                             
1

1

.
2sinδ

e
e

d
R                                                    (8.20) 

 

8.15. Червячные передачи 

 

Червячные передачи являются передачами со скрещивающимися осями. 

Угол между осями в плане обычно равен 90°. Принцип их действия 

аналогичен передаче винт-гайка. 

Червяки подразделяются по числу заходов (винтовых линий) на одно- и 

многозаходные. Число заходов z1 есть число винтовых линий (витков), по 

которым расположены зубья. Расстояние между двумя соседними витками 

называется шагом р, а размер h, равный  

                                                           1 ,h z p                                                     (8.21) 

называется ходом винтовой линии. 

Угол подъёма винтовой линии γ определяется по формуле 

                                            
1

γ arctg ,
π

h

d
                                               (8.22) 

где d1 – диаметр делительной окружности червяка (рис. 82, а).  

За основной параметр червячного зацепления принимается осевой 

модуль червяка ms (принято обозначать его т), равный торцевому модулю 

червячного колеса. Значения т стандартизованы. Кроме того, стандартным 

параметром является относительный диаметр червяка q 

                                                  
1

.
m

q
d

                                                      (8.23) 
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Рис. 82. Геометрические параметры червяка 

 

По форме боковой поверхности резьбы различают конволютный, 

эвольвентный и архимедов червяки, образуемые при расположении резца 

трапециевидной формы, как указано на рис. 82, б, с режущей кромкой под 

углом γ наклона винтовой линии (положение 1) или при γ = 0 и смещении e ≠ 

0 (положение 2), а также при e = 0 (положение 3). Наименования червяков 

соответствуют наименованиям кривых, по которым очерчены зубья червяка в 

сечении, перпендикулярном его оси. 

 

8.16. Кинематический анализ и классификация зубчатых 
механизмов 

 

8.16.1. Механизмы с неподвижными осями 

В практике машиностроения чаще возникает необходимость понижения, 

реже повышения скорости при передаче движения от входного звена к 

выходному. 

Механизмы для передачи вращения, в которых происходит понижение 
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скорости вращения, называются редукторами, а механизмы, повышающие эту 

скорость, называются мультипликаторами. 

По кинематическому признаку различают: 

– механизмы с неподвижными геометрическими осями всех колёс 

(рядовые); 

– механизмы с подвижными геометрическими осями некоторых колёс 

(эпициклические), которые обладают одной степенью свободы (планетарные) 

или двумя и более (дифференциальные).  

Кроме того, различают одно- и многоступенчатые механизмы. 

Многоступенчатые состоят из одной или двух и более пар колёс, соединённых 

последовательно (рис. 83, а), параллельно (рис. 83, б), или смешанно. 

 
Рис. 83. Многоступенчатые механизмы:                                                                                              

а – последовательное соединение; б – параллельное соединение 
 

 

При проектировании механизмов для передачи вращения с заданным 

значением передаточных отношений и крутящего момента стремятся 

обеспечить высокий коэффициент полезного действия (кпд), минимальные 

габариты и вес. 

Передаточное отношение одноступенчатого зубчатого редуктора (при 

отсутствии скольжения) равно 

1              2                        3 
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ω
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ω
w
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d z
u

d z
                                            (8.24) 

Для зубчатых понижающих передач принято использовать понятие 

передаточное число и. 

Передаточное отношение считается положительным, если оба колеса 

зубчатой пары вращаются в одну сторону, и отрицательным, если в разные 

стороны. Обычно положительное передаточное отношение имеет зубчатая 

передача с внутренним зацеплением (рис. 84, б), а отрицательное – с внешним 

зацеплением (рис. 84, а).  

В случае многоступенчатого 

механизма с параллельным 

соединением колёс (рис. 81, б) получим 

        
31 1

14 12 34
4 2 4

ωω ω
.

ω ω ω
u и и      (8.25) 

При последовательном 

соединении колёс (рис. 83, а) 

                                        
1 1 2

13
3 2 3

ω ω ω
.

ω ω ω
u                                                         (8.26) 

Таким образом, в общем виде передаточное отношение 

многоступенчатого механизма равно произведению частных передаточных 

отношений отдельных ступеней:  

                                       1 12 23 ( 1)... ,k k ki i i i                                              (8.27) 

причём промежуточные колёса в механизме с последовательным соединением 

не влияют на величину передаточного отношения, а служат лишь для 

изменения направления вращения. Эти промежуточные колёса называются 

паразитными.  

Для кинематического анализа механизмов можно использовать 

графоаналитический метод, наглядно иллюстрирующий характер 

Рис. 84. Направление угловых скоростей:   
а – внешнее зацепление; б – внутреннее                  

зацепление 
 

ω
1
 

ω
1
 

ω
2
 

ω
2
 

     а                  б 



99 
 

распределения линейных скоростей звеньев механизма. Метод основан на 

использовании линейной зависимости скорости v от радиуса, т. е. v = ωr. 

При построении картины, иллюстрирующей характер распределения 

линейных скоростей, сначала откладываются в выбранном масштабе μv 

известные вектора линейных скоростей точек, закон движения которых задан 

(рис. 85). 

 
Рис. 85. Планы скоростей:                                                                                                                  

а – схема редуктора (μl); б – план линейных скоростей (μv);                                                                      
в – план угловых скоростей (μω), частот вращения (μn) 

 
 

Затем, проводя отрезки через концы векторов известных скоростей, 

получим план линейных скоростей. 

Для определения угловых скоростей (частот вращения) всех звеньев 

удобно использовать план угловых скоростей (частот вращения), где отрезки 

k1, k2, ... соответствуют угловым скоростям (частотам вращения) колёс 1, 2, … 

При этом схема редуктора вычерчивается в масштабе μl, а поскольку отрезки 

k1, k2, ... пропорциональны tgα , tgβ ,..., то  

                                              tgα ω.
v

r
                                                     (8.28) 

Выбор полюсного расстояния pk может быть произвольным. 
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8.16.2. Эпициклические механизмы 

Простейший эпициклический механизм (редуктор Джемса) состоит из 

центральных колёс 1 и 3 (рис. 86), сателлитного колеса (сателлита) 2 и водила 

Н. Если одно из центральных колёс, например, колесо 3 остановить с помощью 

тормоза Т, то эпициклический механизм превращается в планетарный, где при 

вращении колеса 1 сателлит 2 обегает неподвижное колесо 3, вращая водило 

Н с угловой скоростью ωН. Степень подвижности такого редуктора равна 

единице. 

 

 
Рис. 86. Эпициклический механизм (редуктор Джемса):                                                                          

а – схема механизма; б – картина скоростей; в – план угловых скоростей                                  
(частот вращения) 

 
 

Для планетарного механизма можно построить картину скоростей и 

план угловых скоростей (частот вращения), используя рассмотренные выше 
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приёмы. План угловых скоростей можно использовать для приближённого 

определения передаточного числа планетарного механизма, которое равно 

                                                1

1
.H

k
i

kH
                                                         (8.29) 

Аналитически передаточное число определяется с использованием 

метода обращения движения, когда механизму в целом сообщается вращение 

с угловой скоростью, обратной скорости водила (– ωН). При этом 

относительное движение звеньев не изменится, а водило Н в обращённом 

движении будет оставаться неподвижным, и планетарный редуктор 

превращается в рядовой (с неподвижными осями). Если обозначить угловые 

скорости звеньев в обращённом движении с индексом в круглых скобках, 

указывающим неподвижное звено, то 
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                                       (8.30) 

а поскольку в планетарном механизме ω3 = 0, то выражение (8.30) принимает 

вид 
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С другой стороны, через соотношение чисел зубьев, 
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поэтому 
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Если в эпициклическом механизме (рис. 86) оба центральных колеса 

совершают вращение, то степень подвижности такого механизма будет равна 

двум, и он превращается в дифференциальный. Такие механизмы служат: 

1) для привода одного рабочего органа от двух или более двигателей (т. 

е. для сложения движения нескольких ведущих звеньев); 
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2) для разложения движения одного вала на два и более независимых 

движений ведомых валов. 

Выражение (8.30) называется формулой Виллиса, оно позволяет 

получить любую неизвестную угловую скорость в эпициклическом механизме 

при заданных остальных скоростях.  

Одним из распространённых типов дифференциальных механизмов 

являются так называемые замкнутые, в которых благодаря дополнительной 

зубчатой передаче связаны оба центральных колеса (рис. 87). 

 
Рис. 87. Замкнутый дифференциальный механизм:                                                                                   

а – схема механизма; б – план скоростей 
 

 

Это позволяет использовать один двигатель для привода механизма. Для 

определения передаточного отношения используем формулу Виллиса. 
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где 
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После подстановки выражения (8.36) в (8.35) и преобразований получается:  
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Выразив из уравнения (8.37) передаточное отношение i1H, получим: 
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                                             (8.38) 

8.16.3. Эпициклические механизмы с коническими колёсами 

Примером дифференциального механизма с коническими колёсами 

является дифференциал автомобиля (рис. 88).  

 
Рис. 88. Дифференциал автомобиля:                                                                                                  

1, 2 – конические зубчатые колеса; с – сателлит; Н – водило; 3 – карданный вал 
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Согласно формуле Виллиса 

                                          
2 1

1 2

ω ω
.

ω ω
Н

Н

z

z


 

                                              (8.39) 

Числа зубьев z2 = z1, поэтому 

                                            1 2ω ω
ω ,

2Н


                                              (8.40) 

т.е. при постоянной скорости вращения карданного вала и скорости 

автомобиля в целом полуоси могут вращаться с различными или с 

одинаковыми скоростями. Например, на повороте скорости вращения 

полуосей пропорциональны радиусам поворота R1 и R2, а при ровной прямой 

дороге скорость полуосей одинакова и равна ω1 = ω2 = ωН. 

 

8.17. Некоторые вопросы синтеза зубчатых механизмов 

 

8.17.1. Синтез эпициклических механизмов с цилиндрическими 
колёсами. Условия синтеза  

Комплексные задачи синтеза зубчатых механизмов настолько сложны, 

что в полной постановке с учётом факторов кинематики и динамики они не 

решены до настоящего времени. Известны решения частных задач как 

геометрического, так и динамического синтеза зубчатых механизмов, причём 

эти решения часто носят характер рекомендаций по выбору параметров. 

Например, выбор передаточных отношений каждой ступени в 

многоступенчатом зубчатом механизме с общим передаточным отношением, 

определяемым по формуле (8. 27), рекомендуется осуществлять так, чтобы i12 

> i23 > ... > i(k – 1)k. Это связано с возрастанием нагрузки по мере уменьшения 

угловой скорости. Выполнение указанного условия позволяет более 

равномерно распределить нагрузку между зубчатыми парами. 

При заданных передаточных отношениях и известном числе зубьев 

колёс задача синтеза сводится к определению их параметров. Сначала должен 

быть выбран материал колёс с учётом назначения передачи, условий работы и 
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других факторов, затем определяется модуль передачи, позволяющий 

обеспечить изгибную и контактную прочность зубьев, а затем – все 

геометрические параметры зубчатых колёс. 

Известны решения частных задач подбора чисел зубьев сложных 

зубчатых механизмов с учётом различных условий, например, 

геометрического характера. 

При проектировании планетарного редуктора с заданным передаточным 

отношением возникает задача определения чисел зубьев при соблюдении 

следующих условий: 

1) кинематическое условие; 

2) условие соосности; 

3) условие соседства; 

4) условие сборки; 

5) условие правильного зацепления. 

Физический и математический смысл этих условий разберём на 

конкретной схеме планетарного механизма с нулевыми эвольвентными 

цилиндрическими колёсами (рис. 89). 

 
Рис. 89. Планетарный механизм с нулевыми эвольвентными                                      

цилиндрическими колесами:                                                                                                                            
1 – солнечная шестерня; 2, 3 – сателлиты; 4 – неподвижное колесо; Н – водило  

 
Кинематическое условие обеспечивает заданное передаточное 

отношение и для данного механизма имеет следующий вид: 
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                                      (8.41) 

откуда при ω4 = 0 получим: 

                                       
1 2 4

1
1 3

ω
1 .

ωН
Н

z z
i

z z
                                               (8.42) 

Обычно допускается отклонение передаточного отношения в пределах 

5% от заданного. 

Условие соосности требует, чтобы оси колёс 1 и 4, в данном случае, 

совпадали для обеспечения зацепления сателлитов с центральными колёсами. 

Для этого необходимо, чтобы выполнялись следующие соотношения радиусов 

делительных окружностей и (при равных модулях зубьев всех колёс) чисел 

зубьев: 

                                          
1 2 4 3

1 2 4 3

;

.

r r r r

z z z z

  

                                                (8.43) 

Условие соседства включает требование совместного размещения 

нескольких сателлитов по общей окружности так, чтобы они не задевали друг 

друга своими зубьями. Необходимость выполнения этого условия возникает 

при числе сателлитов k > 2 (увеличение числа сателлитов уменьшает нагрузку 

на зубья). В этом случае необходимо, чтобы выполнялось неравенство 

2 c
с aа r , где  

c
ar - радиус окружности вершин наибольшего сателлита). Так как 

                          

с 1 2 1 2

c c

2π π
2( )sin ( )sin ;

2

        1 ,
2a a a

а r r m z z
k k

z
z z h m m

   

     
 

                             (8.44) 

то  

                                           
c

1 2

2π
sin ,

z

k z z




                                               (8.45) 

где zc – число зубьев наибольшего сателлита (2 или 3). 

Условие сборки учитывает необходимость одновременного зацепления 
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всех сателлитов с центральными колёсами, т.е. установив первый сателлит и 

повернув водило на угол 
2π

k
 рад, необходимо в то же самое место установить 

следующий сателлит. Это может быть осуществлено, если зубья колёс второго 

блока сателлитов окажутся точно против впадин зубьев центральных колёс. 

Иначе сборку осуществить невозможно. Для формирования условия примем, 

что оба колеса всех k блоков сателлитов имеют одинаковую ориентацию 

зубьев друг относительно друга. После установки первого сателлита на ось 

водило должно быть повёрнуто на угол 
2π

k
, при этом колесо 1 необходимо 

повернуть на угол 

                                                        1 1

2π
φ .Hi

k
                                                 (8.46) 

С другой стороны, угол φ1 поворота колеса 1 должен быть кратным его 

угловому шагу зубьев
1

2π

z
, в противном случае при повороте на угол φ1 

положение зубьев колеса 1 изменится и второй сателлит вставить будет 

невозможно. Таким образом, 

                                               1
1

2π
φ ,q

z
                                                  (8.47) 

где q –целое число). 

Таким образом, 

                                            

1
1

1
1

2π 2π
;

   .

H

H

q i
z k

z
q i

k




                                              (8.48) 

Условие правильного зацепления включает условие отсутствия 

подреза у колёс с внешним зубчатым венцом и условие отсутствия заедания 

(интерференции) во внутреннем зацеплении. Эти условия имеют вид: 
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                                                min ,iz z                                                    (8.49) 

где zmin = 17 для колёс с внешним зацеплением; zmin = 85 для колёс с 

внутренним зацеплением без смещения исходного контура; zmin = 20 – то же со 

смещением исходного контура. 

 

8.17.2. Методы синтеза эпициклических механизмов 

Задача подбора чисел зубьев колёс для эпициклического механизма в 

общей постановке является оптимизационной ввиду множества возможных 

решений. Её можно считать типичной задачей дискретного нелинейного 

программирования, если за критерий оптимальности принять габариты или 

вес механизма, а ограничениями на целочисленные параметры z1, z2,… будут 

условия (8.43), (8.45), (8.48), (8.49).  

Такую задачу можно решать различными методами, например, 

численными методами направленного перебора, когда варьируются z1, z2,… с 

целью минимизации габаритов или веса при соблюдении ограничений. Такая 

задача может быть решена с помощью ЭВМ. 

Применяются упрощённые методы, позволяющие найти одно из 

конструктивно допустимых решений. Один из таких методов – метод 

сомножителей. 

Представим числа зубьев в виде нескольких сомножителей: 

                                              

1

2

3

4

α ;

α ;

β ;

β .

z A t

z B t

z C t

z D t

  
  
  
  

                                                          (8.50) 

Из условия (8.45) 

                                        α(A + B) = β(D – C) .                                         (8.51) 

Это уравнение превращается в тождество при:  

                                               
α ;

β .

D C

A B

 
                                                   (8.52) 
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Тогда:  

                                        

1

2

3

4

( );

( );

( );

( ).

z A t D C

z B t D C

z C t A B

z D t A B

   
   
   
   

                                            (8.53) 

Подставив эти выражения в условие (8.43), получим:  

                                            1 1.H

B D
i

A C
                                                (8.54) 

Таким образом, величину (i1H – 1) можно представить в виде нескольких 

сомножителей (A, B, C, D). Далее определяются значения t, обеспечивающие 

выполнение условий сборки и правильного зацепления и выбирается одно из 

этих значений. Например, из условия сборки (8.48) 

                                         1

( )
H

A D C
q t i

k


                                             (8.55) 

выбираются значения t, обеспечивающие целочисленность q. После этого 

можно определить числа зубьев. 
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9. ТРЕНИЕ В КИНЕМАТИЧЕСКИХ ПАРАХ 

9.1. Виды трения 

 

Когда одно тело соприкасается с другим, то независимо от их 

физического состояния (твёрдое, жидкое, газообразное) возникает явление, 

называемое трением. В зависимости от характера относительного движения 

тел различают трение скольжения и трение качения. Сила, препятствующая 

относительному движению контактирующих тел, называется силой трения. 

Вектор этой силы лежит в плоскости, касательной к поверхности тел в зоне их 

контакта. 

Сила трения скольжения уменьшается, если соприкасающиеся тела 

смазаны специальными смазочными материалами, причём, если материал –

жидкость, полностью разделяющая контактирующие поверхности, то трение 

называется жидкостным. При совершенном отсутствии смазки имеет место 

сухое трение. 

Если смазывающая жидкость не полностью разделяет трущиеся 

поверхности, то трение называется полужидкостным или полусухим в 

зависимости от того, какой из двух видов трения преобладает. 

Применяемые смазки делятся на несколько видов: твёрдые, жидкие, 

газовые; при этом смазка может быть: гидро- или газостатической, когда она 

поступает под давлением в зазор между трущимися телами, а также гидро- или 

газодинамической, когда она разделяет трущиеся поверхности в результате 

давления, возникающего в слое жидкости при относительном движении тел. 

Сцепление и трение широко используется в современной технике. 

Благодаря сцеплению движутся различные транспортные средства. Принцип 

действия фрикционной, ременной и других передач основан на использовании 

трения. Распространение получила также сварка трением.  

Вместе с тем трение отрицательно сказывается там, где оно вызывает 

потери энергии. 
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9.2. Трение скольжения в поступательных парах 

 

Сила трения на поверхности соприкосновения двух звеньев направлена 

в сторону, противоположную скорости относительного движения и 

приближённо может быть определена по формуле Кулона 

                                               тр ,nF F f                                                       (9.1) 

где Fn – сила реакции, нормальная к поверхности контакта; f – коэффициент 

трения скольжения (величина, постоянная в определённом диапазоне 

скоростей и удельных давлений). 

Коэффициент трения зависит от многих факторов (чистоты 

поверхности, наличия и качества смазки, материала тел и др.) и определяется 

экспериментально. 

Сила трения покоя (сила сцепления), т.е. сила, которую надо преодолеть, 

чтобы тело привести в движение, обычно больше силы трения скольжения, 

поэтому различают коэффициент сцепления f0 и коэффициент трения 

скольжения f. 

Сила трения возникает как результат действия внешних сил F, поэтому 

она является реактивной силой, в результате действия которой суммарная 

реакция FΣ отклоняется на угол ρ от нормали к трущимся поверхностям (рис. 

90, а). 

При этом 

                                            
тр tgρ.
n

F
f

F
                                                           (9.2) 

Угол ρ называется углом трения скольжения. 

Если построить конус с углом при вершине 2ρ (рис. 90, б), то получим 

конус трения. Движение возможно при Ft ≥ Fтр, или при 

                                                     
tgλ tgρ;

      λ ρ,
n nF F

                                                 (9.3) 

где λ – угол между линиями действия сил F и Fn (рис. 90, а). 
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Рис. 90. Трение скольжения в поступательных парах:                                                                                  

а – силы в точке контакта; б – конус трения (позиция 1) 
 
 

Если λ = ρ, то движение происходит с постоянной скоростью: vотн = const. 

Мощность, затрачиваемая на трение скольжения, равна: 

                                тр тр отн 1 2( ),nР F v F f v v                                            (9.4) 

где v1, v2 – скорости тела и опорной поверхности соответственно; знак «+» – 

при противоположно направленном движении; знак «–» – при 

однонаправленном движении. 

 

9.3. Трение скольжения во вращательных парах 

 

Вращательные кинематические пары, образуемые цапфами валов и их 

опорами, широко распространены в машиностроении. Цапфами называются 

части валов и осей, посредством которых они опираются на подшипники. 

Трение цапф в подшипниках удобно оценивать величиной момента сил трения 

скольжения относительно оси вращения (рис. 91): 

                                тр тр тр ,nМ F r F fr F r                                                 (9.5) 

ρ 

ρ ρ vотн 

Fn FΣ 

Ft 

Fтр 

Fn F 

λ 

1 

а                                  б 
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где FΣ – полная реакция; rтр – радиус круга трения, равный: 

                                   тр sin ρ tgρ .r r r fr                                                     (9.6) 

 
Рис. 91. Трение скольжения во вращательной паре 

 

Мощность, затрачиваемая на трение, равна: 

                              тр тр отн тр 1 2ω (ω ω ),Р М М                                              (9.7) 

где ω1, ω2 – угловые скорости цапфы и опорной поверхности соответственно; 

знак плюс – при противоположно направленном вращении; знак минус – при 

однонаправленном вращении. 

 

9.4. Трение качения 

 

В случаях идеально твёрдых тел, одно из которых катится по 

поверхности другого, соприкосновение их происходит по линии или в точке и 

сопротивление качению отсутствует, так как линии действия сил Fn совпадают 

(рис. 92, а) и сумма моментов относительно точки А равна  

                                              .АМ Fh                                                            (9.8) 

В действительности соприкосновение происходит не по линии, а по 

поверхности вследствие деформаций (рис. 92, б) и сумма моментов ΣMA равна: 
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Рис. 92. Трение качения:                                                                                                                                

а – идеально твердые тела; б – реальные тела 
 

 

                                                   ,А nМ Fh F k                                                         (9.9) 

где h, k – плечи сил F и Fn. 

При vотн = const и Ft = F получим  

                                            

0;

   .

n

n

Fh F k

F
k h

F

 

                                                 (9.10) 

Плечо k называется коэффициентом трения качения и измеряется в 

единицах длины. Часто используется величина 

                                                 к ,
k

f
r

                                                                (9.11) 

называемая приведённым коэффициентом трения качения. При этом сила 

трения качения 
к

трF  по аналогии с силой трения скольжения может быть 

представлена в виде 

                                            
трк

тр к .n n

Mk
F F f F

r r
                                                  (9.12) 

Мощность, затрачиваемая на трение, равна: 

                                             
к

тр тр отн ,Р F v                                                         (9.13) 
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где vотн – скорость центра катка. 

Для подшипников качения затраты мощности на преодоление трения 

равны 

                           тр тр отн к 1 2ω (ω ω ) ,
2n

d
Р М F f                                        (9.14) 

где d – диаметр внутреннего кольца подшипника. 

Принимается fк = 0,003 для шарикоподшипников; fк = 0,005 для 

роликоподшипников. 

 

9.5. Особенности учёта сил трения при силовом расчёте рычажных 
механизмов 

 

Для учёта сил трения в кинематических парах рычажных механизмов 

при определении Fур или Mур используется метод приведения сил трения, 

позволяющий определять уточнённые значения
* *

ур ур( )F М  без повторного 

силового расчёта с учётом трения по формуле: 

                                        
* тр
ур ур пр ,М М М                                                     (9.15) 

где Mур – уравновешивающий момент, вычисленный без учёта трения;
тр
прМ  – 

момент трения, приведённый к вращающемуся с угловой скоростью ωв 

входному звену, и равный 

                                            

тр
тр
пр

в

,
ω

iР
М


                                                 (9.16) 

где 
тр
iР  суммарная мощность сил трения в кинематических парах. 

Для определения реакций в кинематических парах с учётом трения 

обычно используется метод последовательных приближений, когда по 

найденным без учёта трения реакциям определяются силы и моменты трения 

в кинематических парах. Затем эти силы прикладываются как внешние и 

производится перерасчёт реакций в установленном порядке. Обычно 

достаточно одного перерасчёта (итерации). 
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9.6. Коэффициент полезного действия (КПД) машины 

 

Энергия, потребляемая машиной, расходуется на преодоление полезных 

и вредных сопротивлений. Полезные –это сопротивления, для преодоления 

которых машина предназначается. Вредные –это сопротивления, преодоление 

которых не даёт производственного эффекта. 

Механическим КПД (η) называется отношение полезной работы Апл или 

мощности Рпл к затраченной Азт(Рзт). Потери механической энергии в разного 

рода устройствах состоят главным образом из потерь на трение: 

                 
зт тр зт трпл пл

п
зт зт зт зт

η 1 ξ ,
А А Р РА Р

А Р А Р

 
                          (9.17) 

где 
тр тр

п
зт зт

ξ
А Р

А Р
  – коэффициент потерь. 

При холостом ходе машины η = 0 , но могут быть случаи когда η < 0 , 

что означает невозможность совершать движение из-за явления, называемого 

самоторможением. Например, червячный редуктор не может совершать 

вращение со стороны червячного колеса. 

Рассмотрим машину как совокупность n элементов, соединённых 

различным образом между собой. 

1. Элементы соединены последовательно и КПД каждого из них ηi 

известен (рис. 93, а). Тогда 

                                       

2 1 1

3 2 2 2 1 2

1 1 1 2

η ;

η η η ;

η η ...η ,п п

А А

А А А
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                                                   (9.18) 

т. е. общий КПД всей цепи равен 

                                         
1

1 2
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η η η ...η η .
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                                      (9.19) 
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Поэтому следует стремиться к созданию простых конструкций с малым 

числом элементов. 

 
Рис. 93. Машина как совокупность элементов:                                                                                             

а – элементы соединены последовательно; б – элементы соединены параллельно 
 

 

2. Элементы соединены параллельно (рис. 93, б). Тогда 

                        
1 1 2 2

11 2

η η ... η
η α η ,

...

n
п п

i i
iп

А А А

А А А


  
 

                                      (9.20) 

где 
зт

α i
i

А

А
  – коэффициент распределения энергии. 

При η1 = η2 =…= ηп получим ηΣ = ηi, следовательно, низкое качество 

отдельных элементов меньше влияет на общий КПД машины, чем при 

последовательном соединении. 

Сложные механизмы могут образовывать разветвлённую систему, 

состоящую из последовательного и параллельного соединённых более 

простых механизмов, где КПД определяется согласно указанным выше 

правилам. 

Так как любой механизм представляет собой кинематическую цепь с 

последовательно и параллельно соединёнными в кинематических парах 

η1  η2  ηn  

ηn  

η1  

η2  

A1 = Aзт  A2  A3 An An+1 = Aпл 

Aзт Aпл 

η1A1 

η2A2 
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An  
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звеньями, то общий КПД механизма вычисляется аналогично при известных 

КПД кинематических пар. 

Например, необходимо определить ηΣ механизма с низшими парами, 

изображённого на рис. 94. 

 

 
Рис. 94. Схема рычажного механизма 

 

Мощность сил полезного сопротивления 

                                              пл ,С СР F v                                                               (9.21) 

где vC – скорость точки С; FC – сила полезного сопротивления. 

Затраченная мощность 

                                        
4

тр
зт пл

1

.i
i

Р Р P


                                                         (9.22) 

В формуле (9.22) мощность, затраченная на трение в кинематических 

парах, равна: 
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где 
тр тр тр, ,А В СР Р Р – затраты мощности на трение в шарнирах; 

тр
30Р – затраты 

мощности на трение в поступательной паре; fА, fВ, fС – коэффициенты трения в 

шарнирах; f30 – коэффициент трения в поступательной паре; dА, dВ, dС – 

диаметры шарниров; ω1, ω2 – угловые скорости звеньев. 

Мгновенный КПД, который является функцией положения звена 1, 

равен 

                                                
пл

зт

η .
Р

Р                                                               (9.24) 
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10. УРАВНОВЕШИВАНИЕ МАСС В МЕХАНИЗМАХ 

10.1. Действие сил на фундамент. Условия уравновешивания 

 

В общем случае в кинематических парах механизмов и машин 

возникают динамические усилия, переменные по величине и направлению. 

Через стойку они передаются на фундамент, вызывая дополнительные 

напряжения в отдельных звеньях, вибрацию и ухудшение условий работы. 

Чтобы этого избежать, необходимо рационально подобрать и расположить 

массы звеньев с условием полного или частичного гашения динамических 

усилий. Эта задача решается при уравновешивании. 

Основными динамическими составляющими при работе любого 

механизма являются силы инерции, которые, как правило, переменны по 

величине и направлению. Это характерно и для случаев, когда входное звено 

вращается с постоянной угловой скоростью ω1 = const (см. рис. 94). Все силы 

и моменты сил инерции можно привести к главному вектору иF   и моменту 

иМ   относительно выбранной точки (точки приведения): 

                                    
и

и и

и и и

         ;

,
i

i

i i F

F F

М М F h





 

                                                      (10.1) 

где и и,i iF M – сила инерции и момент сил инерции i-го звена;
иiFh – плечо силы 

инерции относительно точки приведения. 

Полностью уравновешенным считается механизм, в котором FиΣ = 0 и 

MиΣ = 0, т. е. сила давления стойки на фундамент остаётся постоянной при 

движении звеньев. 

Из теоретической механики известно, что 

                                             и ,sF т а                                                     (10.2) 

где mΣ – масса всех подвижных звеньев; аs – ускорение центра масс системы. 
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Следовательно, для выполнения условия FиΣ = 0 необходимо, чтобы 

ускорение аs = 0. 

Это равносильно требованию постоянства положения центра масс 

механизма относительно стойки. Такое уравновешивание называется 

статическим или уравновешиванием первого рода. В этом случае 

используется метод заменяющих (сосредоточенных) масс, обладающих 

массой, центром масс и моментом инерции JS заменяемого твёрдого тела 

(звена) с распределённой массой. Если поместить начало системы координат 

в центр масс системы, то условия эквивалентности заменяемой и заменяющих 

масс запишутся так: 

                                        

2 2

;

0;

0;

( ) ,

i

i i

i i

i i i S

т т

m x

m y

m x y J

 

 
 

  

                                                   (10.3) 

где тi – масса i-го звена; хi, уi – координаты центра тяжести i-го звена.  

Таким образом, в общем случае плоского звена необходимы четыре 

заменяющих массы. В частных случаях число заменяющих масс может быть 

сведено к двум. Например, для звена АВ (рис. 95) можно ограничиться 

частичной заменой его массы m двумя массами m1 и m2, учитывая условия: 

                                            
1 2

1 1 2 2

;

0.

т т т

т l m l

 
                                                            (10.4) 

Отсюда следует, что 

                                                

2
1

1
2

;

.

l
т т

l
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т m
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                                                     (10.5) 

Для полного уравновешивания механизма необходимо выполнение 

обоих условий: FиΣ = 0; MиΣ = 0, причём выполнение условия MиΣ = 0 решается 
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при моментном (динамическом) уравновешивании, которое называется 

уравновешиванием второго рода. 

 
Рис. 95. Звено АВ 

 

10.2. Уравновешивание с помощью противовесов на звеньях 
механизма 

 

Рассмотрим последовательность статического уравновешивания на 

примере четырёхшарнирного механизма (рис. 96, а). Заменяем массы звеньев 

1, 2, 3 сосредоточенными массами в точках A, B, C, D, причём в силу 

неподвижности точек A и D, массы, сосредоточенные в этих точках, можно не 

учитывать. 

 
Рис. 96. Статическое уравновешивание механизма:                                                                      

а – схема механизма; б – статически уравновешенный механизм 
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Приведённые массы в точках В и С равны: 

                           

1 2

1 2

32

2 3

1 2

2 3

;

.

AS CS
В В В

AB BC

DSBS
C C C

BC CD

l l
т т т т m

l l

ll
т m m m m

l l

   

   
                                    (10.6) 

Так как заменяющие массы mB и mC совершают вращательное движение, 

то для уравновешивания сил инерции необходимы противовесы с массами mЕ 

и mF, определяемыми из следующих условий (рис. 96, б): 

                                                     
;

,
Е AE B AB

F DF C DC

т l т l

т l m l


                                                        (10.7)                                 

где, задавая длины противовесов, можно получить их массы и наоборот. 

Рассмотрим моментное уравновешивание на примере 

четырёхшарнирного механизма. Его приближённое моментное 

уравновешивание можно осуществить после статического уравновешивания, 

введя в схему механизма два одинаковых дополнительных противовеса mМ 

(рис. 97), соединённых с зубчатыми колёсами a и b. Колесо a жёстко связано с 

кривошипом 1 и вращается с угловой скоростью ω1, а равное ему колесо b 

вращается с той же угловой скоростью ω1, но угловые координаты 

противовесов отличаются на 180°, поэтому момент пары сил инерции от 

противовесов mМ равен  

                                           и и .М М ММ F h                                                (10.8) 

Подбирая положение точки E, можно обеспечить направление MиМ, 

противоположное направлению MиΣ , а массу противовесов mМ определяют из 

условия MиΣ = MиМ. 
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Рис. 97. Моментное уравновешивание механизма 

 

10.3. Уравновешивание вращающихся масс (роторов) 

 

Ротором в теории балансировки называется любое вращающееся тело. 

В связи с появлением быстроходных машин возникла проблема 

уравновешивания быстровращающихся деталей. Так, например, скорость 

некоторых турбин, валов гироскопов, суперцентрифуг достигает 50 тысяч 

об/мин, и малейшее смещение центра масс с геометрической оси вращения 

вызывает появление больших сил инерции, т. е. вибрационных явлений в 

машине и фундаменте. 

Различают статическое уравновешивание (статическая балансировка) 

вращающихся роторов и динамическое. Статическая балансировка 

достигается тем, что центр тяжести вращающейся детали переводят в 

неподвижную точку. Такое уравновешивание применяется для плоских 

деталей, длина которых мала по сравнению с диаметром. Если такую деталь 

заменить сосредоточенной массой m, вращающейся относительно 
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неподвижного центра вращения (рис. 98, а), то можно записать уравнение 

динамики: 

                                                    и 0,AG F F                                                    (10.9) 

где G – вес; FA –реакция в опоре; Fи –сила инерции, равная 

                                 

2
2

и

ω
ω ρ ,n

S

G
F тa d

g g
                                             (10.10) 

где ρ = AS – радиус окружности вращения массы т; d = Gρ – дисбаланс, 

который характеризует неуравновешенность и направлен так же, как сила 

инерции Fи. 

 
Рис. 100. Уравновешивание вращающихся масс 

 

План сил в данном положении (рис. 98, б) показывает, что FA – сила 

переменная по направлению и создаёт динамические нагрузки и вибрацию. 

Если d = 0, то 0,AG F  и динамические нагрузки отсутствуют. Для этого 

необходимо уравновесить дисбаланс установкой массы противовеса с 

противоположной стороны (рис. 98, в). Тогда дисбалансы будут 

уравновешены, и вес противовеса Gп определится из условия  

                                              п пρ ρ ,G G                                                          (10.11) 

где ρп = ASп – радиус окружности вращения противовеса. 
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Рассмотрим уравновешивание неплоской детали, которую можно 

представить, например, в виде двух грузов G1 и G2 (рис. 99, а), с углом α2 

между радиусами ρ1 и ρ2. В этом случае возникают реакции, вызванные 

неуравновешенностью как сил, так и моментов от сил инерции. При этом 

момент от сил инерции относительно точки А равен  

                                              и2 и2М F a                                                (10.12) 

и характеризуется дисбалансом  

                                                       2 2 2ρ .d a G a                                                         (10.13) 

 
Рис. 99. Уравновешивание неплоской детали 

 

В этом случае динамические нагрузки на опоры возникают даже если 

проведена статическая балансировка, когда центр тяжести грузов 1 и 2 

совпадает с центром вращения. Уравновешивание моментов от сил инерции 

вращающихся деталей будет обеспечена динамической балансировкой. 

Полное уравновешивание системы можно осуществить двумя 

дополнительными грузами G3 и G4, установленными в разных плоскостях I и 

II, называемых плоскостями исправления, под углами α3 и α4. При этом 

должны выполняться условия: 
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и 1 2 3 4

и 1 1 2 2 3 3 4 4

0, или  0;

0, или  0.

i

i

F d d d d

M d a d a d a d a

     

     
                       (10.14) 

Совместное решение уравнений (10.14), например, графическим путём 

(рис. 99, б, в) позволяет найти вес и положение противовесов G3 и G4. 

Балансировка вращающихся масс осуществляется на специальных 

балансировочных станках, при этом исключается неуравновешенность, 

вызванная неточностью изготовления детали. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



128 
 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК 

 

1. Артоболевский И. И. Теория механизмов и машин: учебник для вузов. 

– М.: Наука, 1988. 

2. Артоболевский И. И. Сборник задач по теории механизмов и машин: 

для машин. спец. вузов. – М.: Наука, 1975. 

3. Левитская О. Н., Левитский Н. И. Курс теории механизмов и машин: 

учеб. пособие для механ .спец. вузов. – М.: Наука, 1990. 

4. Прикладная механика: учеб. пособие и контрольные задания на 

курсовой проект «Кинематический, силовой анализ и синтез плоского 

механизма» для студентов специальности 21.05.04 «Горное дело» 

специализации «Горные машины и оборудование» очного и заочного 

обучения. / А. И. Афанасьев, Ю. М. Казаков, С. А. Ляпцев и др. – 2-е издание, 

переработанное и дополненное. – Екатеринбург: Изд-во УГГУ, 2019.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



129 
 

Учебное издание 

 

Виталий Михайлович ТАУГЕР, Александр Анатольевич ЛЕОНТЬЕВ 

 

 

ТЕОРИЯ МЕХАНИЗМОВ И МАШИН 
 

Учебное пособие 

 

 

 

 

 

Редактор изд-ва 
Компьютерная вёрстка авторов 

Дизайн обложки 

 

 

 

 

 

 

Подписано в печать 
Бумага офсетная. Гарнитура Times New Roman. Формат 1

1660 84 . 
Печать на ризографе. Печ. л. 8,0. Уч. изд. л. 6,0 

Тираж 100 экз. Заказ  
 
 

Издательство УГГУ 
620144, г. Екатеринбург, ул. Куйбышева, 30 

Уральский гос. горный ун-т 
Отпечатано с оригинал-макета 

в лаборатории множительной техники УГГУ 
 



 

МИНОБРНАУКИ РОССИИ 
 

ФГБОУ ВО «Уральский государственный горный университет» 
 

 
 
 
 
 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ МАТЕРИАЛЫ  
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

  
 

Б1.О.19_ЭЛЕКТРОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  
 
 

 Направление 
15.03.06 Мехатроника и робототехника 

 
 

Профиль  
Мехатроника и робототехника промышленных производств 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Екатеринбург 

 



 

СОДЕРЖАНИЕ 

ВВЕДЕНИЕ ........................................................................................................................................ 3 

ВИДЫ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТА ................................................................ 4 

МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ КО ВСЕМ ВИДАМ ТЕКУЩЕГО 
КОНТРОЛЯ ........................................................................................................................................ 4 

Повторение материала лекций и самостоятельное изучение курса .......................................... 4 
Подготовка к практическим занятиям и лабораторным работам .............................................. 5 
Подготовка и написание контрольной работы ............................................................................ 6 
Подготовка к выполнению и написанию курсовой работы (проекта) ...................................... 7 

МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ПРОМЕЖУТОЧНОЙ 

АТТЕСТАЦИИ ................................................................................................................................... 8 

Подготовка к зачёту ....................................................................................................................... 8 
Подготовка к экзамену ................................................................................................................... 8 

 

  



3 

ВВЕДЕНИЕ 

Самостоятельная работа студентов – это разнообразные виды деятельности 

студентов, осуществляемые под руководством, но без непосредственного участия 

преподавателя в аудиторное и/или внеаудиторное время. 
Это особая форма обучения по заданиям преподавателя, выполнение которых требует 

активной мыслительной, поисково-исследовательской и аналитической деятельности. 
Методологическую основу самостоятельной работы студентов составляет 

деятельностный подход, когда цели обучения ориентированы на формирование умений 

решать типовые и нетиповые задачи, то есть на реальные ситуации, где студентам надо 

проявить знание конкретной дисциплины, использовать внутрипредметные и 

межпредметные связи.  
Цель самостоятельной работы – закрепление знаний, полученных на аудиторных 

занятиях, формирование способности принимать на себя ответственность, решать проблему, 

находить конструктивные выходы из сложных ситуаций, развивать творческие способности, 
приобретение навыка организовывать своё время 

Кроме того самостоятельная работа направлена на обучение студента осмысленно и 

самостоятельно работать сначала с учебным материалом, затем с научной информацией, 

заложить основы самоорганизации и самовоспитания с тем, чтобы привить умение в 

дальнейшем непрерывно повышать свой профессиональный уровень. 
Самостоятельная работа реализует следующие задачи: 

 систематизация и закрепление полученных теоретических знаний и 

практических умений студентов; 
 углубление и расширение теоретических знаний; 
 формирование умений использовать нормативную, правовую, справочную 

документацию и специальную литературу; 
 развитие познавательных способностей и активности студентов: творческой 

инициативы, самостоятельности, ответственности и организованности; 
 формирование самостоятельности мышления, способностей к саморазвитию, 

самосовершенствованию и самореализации; 
 формирование практических (общеучебных и профессиональных) умений и 

навыков; 
 развитие исследовательских умений; 
 получение навыков эффективной самостоятельной профессиональной 

(практической и научно-теоретической) деятельности. 
В учебном процессе выделяют два вида самостоятельной работы: 

 аудиторная; 
 внеаудиторная. 

Аудиторная самостоятельная работа по дисциплине выполняется на учебных 

занятиях под непосредственным руководством преподавателя и по его заданию. 
Внеаудиторная самостоятельная работа – планируемая учебная, учебно-

исследовательская, научно-исследовательская работа студентов, выполняемая во 
внеаудиторное время по заданию и при методическом руководстве преподавателя, но без его 

непосредственного участия. 
Самостоятельная работа, не предусмотренная образовательной программой, учебным 

планом и учебно-методическими материалами, раскрывающими и конкретизирующими их 

содержание, осуществляется студентами инициативно, с целью реализации собственных 

учебных и научных интересов. 
Для более эффективного выполнения самостоятельной работы по дисциплине 

преподаватель рекомендует студентам источники и учебно-методические пособия для 

работы, характеризует наиболее рациональную методику самостоятельной работы, 

демонстрирует ранее выполненные студентами работы и т. п. 
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ВИДЫ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТА 

Основные формы организации самостоятельной работы студентов определяются 

следующими параметрами: 
 содержание учебной дисциплины; 
 уровень образования и степень подготовленности студентов; 
 необходимость упорядочения нагрузки студентов при самостоятельной работе. 

В соответствии с реализацией рабочей программы дисциплины в рамках 

самостоятельной работы студенту необходимо выполнить следующие виды работ: 
для подготовки ко всем видам текущего контроля: 
 повторение материала лекций; 
 самостоятельное изучение курса; 
 подготовка к практическим занятиям и лабораторным работам; 
 подготовка к контрольной работе, написание контрольной работы; 
 выполнение и написание курсовой работы (проекта); 
для подготовки ко всем видам промежуточной аттестации: 
 подготовка к зачёту; 
 подготовка к экзамену. 
Особенностью организации самостоятельной работы студентов является 

необходимость не только подготовиться к сдаче зачета /экзамена, но и собрать, обобщить, 

систематизировать, проанализировать информацию по темам дисциплины. 
Технология организации самостоятельной работы студентов включает использование 

информационных и материально-технических ресурсов образовательного учреждения. 
Самостоятельная работа может осуществляться индивидуально или группами 

студентов как online, так и на занятиях в зависимости от цели, объема, конкретной тематики 

самостоятельной работы, уровня сложности, уровня умений студентов. 
В качестве форм и методов контроля внеаудиторной самостоятельной работы 

студентов могут быть использованы обмен информационными файлами, семинарские 

занятия, тестирование, опрос, доклад, реферат, самоотчеты, контрольные работы, защита 

контрольных и курсовых работ (проектов), защита зачётных работ в виде доклада с 

презентацией и др. 
Текущий контроль результатов внеаудиторной самостоятельной работы студентов 

осуществляется в пределах времени, отведенного на обязательные учебные занятия по 

дисциплине. 
Промежуточный контроль результатов внеаудиторной самостоятельной работы 

студентов осуществляется в пределах времени, отведенного для сдачи экзамена / зачёта. 
В методических указаниях по каждому виду контроля представлены материалы для 

самостоятельной работы и рекомендации по организации отдельных её видов. 

МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ  
КО ВСЕМ ВИДАМ ТЕКУЩЕГО КОНТРОЛЯ 

Повторение материала лекций и самостоятельное изучение курса 

Лекционный материал по дисциплине излагается в виде устных лекций преподавателя 

во время аудиторных занятий. Самостоятельная работа студента во время лекционных 

аудиторных занятий заключается в ведении записей (конспекта лекций).  
Конспект лекций, выполняемый во время аудиторных занятий, дополняется 

студентом при самостоятельном внеаудиторном изучении некоторых тем курса. 
Самостоятельное изучение тем курса осуществляется на основе списка основной и 

дополнительной литературы к дисциплине.  
Перечень основной и дополнительной учебной литературы, необходимой для 

освоения дисциплины приведён в рабочей программе дисциплины.  
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Рекомендуемые задания для самостоятельной внеаудиторной работы студента, 

направленные на повторение материала лекций и самостоятельное изучение тем курса: 
для овладения знаниями: 

 конспектирование текста; 
 чтение основной и дополнительной литературы; 
 составление плана текста; 
 работа со словарями, справочниками и нормативными документами; 
 просмотр обучающих видеозаписей.  

для закрепления и систематизации знаний: 
 работа с конспектом лекций; 
 повторная работа над учебным материалом; 
 составление таблиц для систематизации учебного материала; 
 изучение нормативных материалов; 
 составление плана и тезисов ответа на вопросы для самопроверки; 
 ответы на вопросы для самопроверки; 
 составление библиографических списков по изучаемым темам. 

для формирования навыков и умений: 
 выполнение рисунков, схем, эскизов оборудования; 
 рефлексивный анализ профессиональных умений.  

Тематический план изучения дисциплины и содержание учебной дисциплины 
приведены в рабочей программе дисциплины. 

Вопросы для самопроверки приведены учебной литературе по дисциплине или могут 

быть предложены преподавателем на лекционных аудиторных занятиях после изучения 

каждой темы.  

Подготовка к практическим занятиям и лабораторным работам 

Практические занятия по дисциплине выступают средством формирования у 

студентов системы интегрированных умений и навыков, необходимых для освоения 

профессиональных компетенций, а также умений определять, разрабатывать и применять 

оптимальные методы решения профессиональных задач. 
На практических занятиях происходит закрепление теоретических знаний, 

полученных в ходе лекций, осваиваются методики и алгоритмы решения типовых задач по 

образцу и вариантных задач, разбираются примеры применения теоретических знаний для 

практического использования, выполняются доклады с презентацией по определенным 
учебно-практическим, учебно-исследовательским или научным темам с последующим их 

обсуждением. 
Рекомендуемые задания для самостоятельной внеаудиторной работы студента, 

направленные на подготовку к практическим занятиям: 
для овладения знаниями: 

 чтение основной и дополнительной литературы; 
 работа со словарями, справочниками и нормативными документами; 
 просмотр обучающих видеозаписей.  

для закрепления и систематизации знаний: 
 работа с конспектом лекций; 
 ответы на вопросы для самопроверки; 
 подготовка публичных выступлений; 
 составление библиографических списков по изучаемым темам. 

для формирования навыков и умений: 
 решение задач по образцу и вариативных задач; 
 выполнение рисунков, схем, эскизов оборудования; 
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 рефлексивный анализ профессиональных умений.  
Тематический план изучения дисциплины и содержание учебной дисциплины 

приведены в рабочей программе дисциплины. 
Лабораторные занятия по дисциплине выступают средством формирования у 

студентов навыков работы с использованием лабораторного оборудования, планирования и 

выполнения экспериментов, оформления отчётной документации по выполнению 

лабораторных работ. 
Рекомендуемые задания для самостоятельной внеаудиторной работы студента, 

направленные на подготовку к лабораторным занятиям: 
для овладения знаниями: 

 изучение методик работы с использованием различных видов и типов 

лабораторного оборудования; 
 изучение правил безопасной эксплуатации лабораторного оборудования; 
 работа со словарями, справочниками и нормативными документами. 

для закрепления и систематизации знаний: 
 составление плана проведения эксперимента; 
 составление отчётной документации по результатам экспериментирования; 
 аналитическая обработка результатов экспериментов. 

для формирования навыков и умений: 
 выполнение рисунков, схем, эскизов оборудования; 
 оформление отчётной документации по выполнению лабораторных работ. 

Подготовка и написание контрольной работы 

Контрольная работа – индивидуальная деятельность обучающегося по 

концентрированному выражению накопленного знания, обеспечивает возможность 

одновременной работы всем обучающимся за фиксированное время по однотипным 

заданиям, что позволяет преподавателю оценить всех обучающихся. Контрольная работа 

является средством проверки умений применять полученные знания для решения задач 

определенного типа по теме или разделу. 
Рекомендуемые задания для самостоятельной внеаудиторной работы студента, 

направленные на подготовку к контрольной работе: 
для овладения знаниями: 

 чтение основной и дополнительной литературы; 
 работа со словарями, справочниками и нормативными документами. 

для закрепления и систематизации знаний: 
 работа с конспектом лекций; 
 ответы на вопросы для самопроверки. 

для формирования навыков и умений: 
 решение задач по образцу и вариативных задач; 
 выполнение рисунков, схем, эскизов оборудования; 
 оформление отчётной документации по выполнению контрольной работы.  

Контрольная работа может быть выполнена в виде доклада с презентацией.  
Доклад с презентацией – это публичное выступление по представлению полученных 

результатов знаний по определенной учебно-практической, учебно-исследовательской или 

научной теме. 
При подготовке доклада с презентацией обучающийся должен продемонстрировать 

умение самостоятельного изучения отдельных вопросов, структурирования основных 

положений рассматриваемых проблем, публичного выступления, позиционирования себя 

перед коллективом, навыки работы с библиографическими источниками и оформления 

научных текстов.  
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В ходе подготовки к докладу с презентацией обучающемуся необходимо: 
  выбрать тему и определить цель выступления; 
  осуществить сбор материала к выступлению; 
  организовать работу с источниками;  
 -во время изучения источников следует записывать вопросы, возникающие по 

мере ознакомления, ключевые слова, мысли, суждения; представлять наглядные 

примеры из практики; 
 сформулировать возможные вопросы по теме доклада, подготовить тезисы 

ответов на них; 
  обработать материал и представить его в виде законченного доклада и 

презентации. 
При выполнении контрольной работы в виде доклада с презентацией самостоятельная 

работа студента включает в себя:   
для овладения знаниями: 

 чтение основное и дополнительной литературы по заданной теме доклада; 
 составление плана доклада; 
 работа со словарями, справочниками и нормативными документами; 
 просмотр обучающих видеозаписей по теме доклада  

для закрепления и систематизации знаний: 
 составление плана и тезисов презентации по теме доклада; 
 составление презентации; 
 составление библиографического списка по теме доклада; 
 подготовка к публичному выступлению; 
 составление возможных вопросов по теме доклада и ответов на них. 

для формирования навыков и умений: 
 публичное выступление; 
 выполнение рисунков, схем, эскизов оборудования; 
 рефлексивный анализ профессиональных умений.  

Варианты контрольных работ и темы докладов приведены в комплекте оценочных 

средств дисциплины. 

Подготовка к выполнению и написанию курсовой работы (проекта) 

Курсовая работа (проект) – форма контроля для демонстрации обучающимся умений 

работать с объектами изучения, критическими источниками, справочной и 

энциклопедической литературой, логично и грамотно излагать собственные умозаключения 

и выводы, обосновывать и строить априорную модель изучаемого объекта или процесса, 

создавать содержательную презентацию выполненной работы. 
При выполнении и защите курсовой работы (проекта) оценивается умение 

самостоятельной работы с объектами изучения, справочной литературой, логично и 

грамотно излагать собственные умозаключения и выводы, обосновывать выбранную 

технологическую схему и принятый тип и количество оборудования, создавать 

содержательную презентацию выполненной работы (пояснительную записку и графический 

материал). 
Рекомендуемые задания для самостоятельной внеаудиторной работы студента, 

направленные на подготовку к курсовой работе (проекту): 
для овладения знаниями: 

 чтение основной и дополнительной литературы; 
 работа со словарями, справочниками и нормативными документами; 
 составление плана выполнения курсовой работы (проекта);  
 составление списка использованных источников. 
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для закрепления и систематизации знаний: 
 работа учебно-методическими материалами по выполнению курсовой работы 

(проекта); 
 изучение основных методик расчёта технологических схем, выбора и расчёта 

оборудования; 
 подготовка тезисов ответов на вопросы по тематике курсовой работы (проекта). 

для формирования навыков и умений: 
 решение задач по образцу и вариативных задач; 
 выполнение рисунков, схем, компоновочных чертежей; 
 оформление текстовой и графической документации.  

Тематика курсовых работ (проектов) приведены в комплекте оценочных средств 

дисциплины. 

МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ  
ПО ПОДГОТОВКЕ К ПРОМЕЖУТОЧНОЙ АТТЕСТАЦИИ 

Подготовка к зачёту 

Зачёт по дисциплине может быть проведён в виде теста или включать в себя защиту 

контрольной работы (доклад с презентацией).  
Тест – это система стандартизированных заданий, позволяющая автоматизировать 

процедуру измерения уровня знаний и умений обучающегося.  
При самостоятельной подготовке к зачёту, проводимому в виде теста, студенту 

необходимо: 
 проработать информационный материал (конспект лекций, учебное пособие, 

учебник) по дисциплине; проконсультироваться с преподавателем по вопросу 

выбора дополнительной учебной литературы;  
 выяснить условия проведения теста: количество вопросов в тесте, 

продолжительность выполнения теста, систему оценки результатов и т. д.; 
 приступая к работе с тестом, нужно внимательно и до конца прочитать вопрос и 

предлагаемые варианты ответов, выбрать правильные (их может быть несколько), 
на отдельном листке ответов вписать цифру вопроса и буквы, соответствующие 

правильным ответам. 
В процессе выполнения теста рекомендуется применять несколько подходов в 

решении заданий. Такая стратегия позволяет максимально гибко оперировать методами 

решения, находя каждый раз оптимальный вариант. Не нужно тратить слишком много 

времени на трудный вопрос, а сразу переходить к другим тестовым заданиям, к трудному 

вопросу можно обратиться в конце. Необходимо оставить время для проверки ответов, 

чтобы избежать механических ошибок.  
Зачёт также может проходить в виде защиты контрольной работы (доклад с 

презентацией). Методические рекомендации по подготовке и выполнению доклада с 

презентацией приведены в п. «Подготовка и написание контрольной работы».  

Подготовка к экзамену 

Промежуточная аттестация по итогам освоения дисциплины проводится в форме 

экзамена. 
Билет на экзамен включает в себя теоретические вопросы и практико-

ориентированные задания. 
Теоретический вопрос – индивидуальная деятельность обучающегося по 

концентрированному выражению накопленного знания, обеспечивает возможность 
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одновременной работы всем обучающимся за фиксированное время по однотипным 

заданиям, что позволяет преподавателю оценить всех обучающихся. 
Практико-ориентированное задание – средство проверки умений применять 

полученные знания для решения задач определенного типа по определенной теме. 
При самостоятельной подготовке к экзамену студенту необходимо: 

 получить перечень теоретических вопросов к экзамену; 
 проработать пройденный материал (конспект лекций, учебное пособие, учебник) 

по дисциплине, при необходимости изучить дополнительные источники;  
 составить планы и тезисы ответов на вопросы; 
 проработать все типы практико-ориентированных заданий; 
 составить алгоритм решения основных типов задач; 
 выяснить условия проведения экзамена: количество теоретических вопросов и 

практико-ориентированных заданий в экзаменационном билете, 
продолжительность и форму проведения экзамена (устный или письменный), 
систему оценки результатов и т. д.; 

 приступая к работе с экзаменационным билетом, нужно внимательно прочитать 

теоретические вопросы и условия практико-ориентированного задания;  
 при условии проведения устного экзамена составить план и тезисы ответов на 

теоретические вопросы, кратко изложить ход решения практико-
ориентированного задания; 

 при условии проведения письменного экзамена дать полные письменные ответы 

на теоретические вопросы; изложить ход решения практико-ориентированного 

задания с численным расчётом искомых величин. 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 2.08 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ СОСТАВЛЯЮЩЕЙ ВЕКТОРА 

ИНДУКЦИИ МАГНИТНОГО ПОЛЯ ЗЕМЛИ 

Цель работы 

Целью работы является изучение законов магнетизма, 
ознакомление с одним из методов определения характеристик 
магнитного поля Земли и измерение с помощью прибора (тангенс– 
гальванометра) горизонтальной составляющей магнитного поля 
Земли. 

Краткая теория 

Земля обладает собственным магнитным полем и в любой 
точке окружающего ее пространства обнаруживается действие 
магнитных сил. Вблизи северного географического полюса Земли 
располагается южный магнитный полюс S, а вблизи южного 
географического – северный магнитный N. У магнитных полюсов 
линии индукции поля направлены практически вертикально, а на 
магнитном экваторе – горизонтально. В настоящее время природа 
земного магнитного поля до конца не выяснена, существует ряд 
гипотез, объясняющих существование магнитного поля Земли. Одна 
из них объясняет магнетизм Земли электрическими токами, 
циркулирующими на больших глубинах по поверхности ее жидкого 
ядра. Другие связывают магнетизм Земли с наличием в земной коре 
магнитных пород. 

Магнитное поле Земли в любой произвольной точке может 
быть обнаружено с помощью магнитной стрелки, подвешенной на 
нити, закрепленной в центре тяжести стрелки. При отсутствии 
других магнитных полей, стрелка устанавливается по касательной к 
силовой линии магнитного поля Земли под некоторым углом к 
поверхности Земли. При этом стрелка показывает направление 
вектора магнитной индукции в данной точке. Угол, который 
образует магнитная стрелка с горизонтальной поверхностью, 
называется углом наклонения. Составляющая вектора магнитной 
индукции в горизонтальной плоскости называется горизонтальной 
составляющей магнитного поля Земли BГ . Вертикальная плоскость, 
проходящая через вектор индукции, называется плоскостью 
магнитного меридиана. Угол между плоскостями магнитного и 
географического меридианов называется углом склонения. 



Угол наклонения, угол склонения и горизонтальная 
составляющая являются общепринятыми характеристиками 
магнитного поля Земли, поскольку позволяют определить величину 
и направление вектора индукции земного магнитного поля в каждой 
точке ее поверхности. 

Зависимость характеристик магнитного поля Земли от 
географических координат пункта наблюдения изучается при 
магнитной разведке с целью поиска полезных ископаемых. Поиск 
базируется на том, что в суммарное магнитное поле в месте 
наблюдения, кроме основного магнитного поля, обусловленного 
процессами в ядре и мантии Земли, вносят вклад магнитные поля, 
определяемые магнитными свойствами пород, входящих в состав 
земной коры. 

Для   определения  параметров  земного магнетизма в 
геофизической практике применяют различного рода магнитометры. 

Для грубого  определения  горизонтальной  составляющей 
магнитного  поля  Земли  может быть использован прибор, 

называемый тангенс–гальванометром.  Он представляет собой 
большое вертикальное кольцо из немагнитного материала (дерево, 
медь, алюминий), на которое намотано несколько десятков витков 
медной проволоки.  В центре кольца горизонтально закреплен 
компас,  стрелка которого   может  поворачиваться только в 
горизонтальной плоскости. При отсутствии тока в кольце, стрелка 
устанавливается в плоскости магнитного меридиана в направлении 
горизонтальной составляющей магнитного поля Земли BГ в точке 
наблюдения. Поворотом кольца вокруг вертикальной оси можно 
расположить его плоскость вдоль оси магнитной стрелки компаса, 
то есть совместить плоскость кольца с плоскостью магнитного 
меридиана. 
При пропускании тока по виткам кольца тангенс–гальванометра, в 
соответствии с законом Био–Савара–Лапласа, возникает магнитное 
поле, вектор индукции которого BК направлен перпендикулярно 
плоскости кольца и, следовательно, вектору индукции магнитного 
поля Земли BГ (рис.1). 

Величина индукции магнитного поля кольца в его центре в 
соответствии с законом Био–Савара–Лапласа равна 
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Рис. 1. Тангенс – гальванометр 

вектора индукции суммарного магнитного поля. Тогда 

BГ 
Bк 

 

tg 
, (2.08.2) 

где  – угол отклонения стрелки от плоскости кольца. 
С учетом формулы (2.08.1), получаем: 

B  
0 IN 

. (2.08.3) 
Г 2r tg 

Если в данной точке Земли известно значение горизонтальной 
составляющей магнитного поля Земли BГ , то, измерив угол , 
можно определить силу тока в витках. Таким образом, тангенс– 
гальванометр позволяет измерять силу тока, что отражено в его 
названии. 

Из формулы (2.08.3) выражаем силу тока I: 

I  
2rB 
0 N 

 tg  C tg  . (2.08.4) 

Величина С называется постоянной тангенс–гальванометра и 
численно равна силе тока в витках, вызывающей отклонение на 45о. 
Для определения горизонтальной составляющей земного 
магнитного поля по формуле (2.08.3) необходимо знать силу тока I, 
но непосредственные измерения силы тока можно не проводить, 
заменив их измерением других величин. 

От источника тока с известной электродвижущей силой Е 
пропускают по виткам прибора два различных тока I1   и I2   при 



разных сопротивлениях цепи и получают разные углы отклонения 
магнитной стрелки 1 и 2: 

I1  C tg 1 I2  C tg  2. (2.08.5) 

С другой стороны, по закону Ома можно записать: 

I1 
E 

,
 

R0  RM1 
I2 

E 
,
 

R0  RM2 
(2.08.6) 

где RМ1 и RМ2 – известные сопротивления, устанавливаемые на 
магазине сопротивлений, 

R0 – общая сумма неизвестных сопротивлений в цепи тангенс– 
гальванометра: сопротивления витков обмотки тангенс– 
гальванометра, соединительных проводов и внутреннего 
сопротивления источника тока. 

Из уравнений (2.08.5) и (2.08.6) можно получить: 

R0  RM1 

R0  RM2 

 
tg 1 . (2.08.7) 
tg  2 

Решая уравнение (2.08.7) относительно R0 и подставляя его в 
уравнение (2.08.6), выражают силу тока I1 (или I2) через тангенсы 
углов 1 и 2 им сопротивления RМ1 и RМ2. Полученное выражение 
для I1 (или I2) в свою очередь подставляют в формулы (2.08.3) и 
(2.08.4) и получают для величин B и C окончательные формулы: 

BГ 
0 N E (tg 2  tg 1) 

2r(RM1  RM2 )  tg 1  tg 2 
; (2.08.8) 
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Выполнение работы 

Необходимые приборы лабораторный стенд, тангенс- 
гальванометр с компасом NS, магазин сопротивлений МС, 
вольтметр. 

В лабораторном стенде собрана схема с источником тока Е, 
переключателем направления тока S1, резистором RI = 1 Ом для 
измерения силы тока, протекающего в цепи, гнёзд для подключения 
тангенс – гальванометра. 

Рабочая схема опыта показана на рис. 2 и на панели стенда. 



 
 

Рис. 2. Схема экспериментальной установки 
 

Порядок выполнения работы 

1. Включите лабораторный стенд и дайте прогреться ему 2 – 3 
минуты. 

2. Не подключая к стенду, установите плоскость кольца 
тангенс–гальванометра вдоль направления магнитной стрелки (в 
плоскости магнитного меридиана). 

3. Сохраняя ориентацию тангенс – гальванометра, соедините 
клемму а1 с гнездом 1 стенда (см. рис. 2). Одну из крайних клемм 
магазина сопротивлений подключите к клемме а2 тангенс– 
гальванометра, другую крайнюю клемму магазина сопротивлений – 
к гнезду 2 стенда. Число витков N тангенс–гальванометра при таком 
включении (клеммы а1, а2) равно 100. 

4. Переключателями магазина сопротивлений  10 и  100 
подберите такое сопротивление R1, чтобы отклонение стрелки было 
в пределах 25о – 30о. 

Произведите отсчеты углов отклонения обоих концов стрелки 
1 и 1 (рис. 3, а). ОБРАТИТЕ ВНИМАНИЕ НА ТО, ЧТО ВСЕ 
УГЛЫ – ОСТРЫЕ! Результаты запишите в табл. 8.1. 

5. Переключателем S1 измените направление тока в витках 
прибора и снова произведите отсчеты углов 1 и 1 (рис. 3, а). 
Произведите отсчет сопротивления R1 по магазину сопротивлений. 

Найдите средние значения 1 угла отклонения. 

1 
1  1  1 

4 

 1 


(2.08.10) 
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Таким образом, исключается погрешность, возникающая за 
счет возможного несовпадения оси стрелки с центром круга 
делений, и погрешность за счет неточной установки плоскости 
кольца тангенс–гальванометра в плоскости магнитного меридиана. 

6. Подберите другое сопротивление R2 магазина 
сопротивлений, для которого отклонение стрелки будет в пределах 
40о – 50о и снова произведите отсчеты углов отклонения стрелки 
2, 2, 2 и 2 для прямого и обратного направлений тока. 
Определите среднее значение угла отклонения 2 (рис. 3, б). 

7. Переключите тангенс–гальванометр на N = 200 витков 
(контакт магазина сопротивлений переключите с клеммы а2 на а3). 

8. Повторите п. п. 4 – 6. Результаты запишите в табл. 8.1. 
9. Измерьте цифровым вольтметром ЭДС источника питания 

Е, подключив цифровой вольтметр к гнездам 1 и 2 на стенде (рис. 
2). 

10. Пользуясь формулой (2.08.8), по средним значениям углов 
отклонения стрелки 1 и 2 вычислите два значения горизонтальной 
составляющей магнитного поля Земли ВГ   (для N = 100 витков и 
N = 200 витков). 
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Рис. 3. Ориентация стрелки компаса при включении тангенс – гальванометра 



Таблица 8.1 
Результаты измерений 
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Отклонение концов магнитной стрелки средние 
значения 
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100 RМ1 =     1 = 

100 RМ2 =     2 = 

200 RМ1 =     1 = 

200 RМ2 =     2 = 

E = r = 0,2 м 

 

Вычислите среднее значение B , среднюю абсолютную 
погрешность  B . 

Результат измерения В запишите в виде: 

B  B  B . (2.08.11) 

По среднему значению B по формуле (2.08.9) вычислите два 
значения постоянной тангенс–гальванометра С для N = 100 витков и 
N = 200 витков. 

Значение горизонтальной составляющей индукции магнитного 
поля Земли можно также рассчитать непосредственно по формуле 
(2.08.3), если определить силу тока в витках тангенс–гальванометра. 
Для этого требуется подключить цифровой вольтметр к резистору 
R1. Согласно закону Ома, сила тока будет численно равна 
напряжению на резисторе R1 = 1 Ом (рис. 2). 

Определив, таким образом, горизонтальную составляющую 
индукции магнитного поля Земли, сравните ее значение со 
значением, полученным в (2.08.11). 



Учитывая связь между индукцией и напряженностью магнитного 
поля 

B  0 H , (2.08.12) 

рассчитайте величину напряженности по формуле 

H  
B

 
0 

 
. (2.08.13) 

Сравните полученное значение с известным значением для 
г. Екатеринбурга H = 12 А/м. 

 
КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. В каких единицах измеряется индукция магнитного поля? 
2. Назовите три основных характеристики магнитного поля 

Земли. 
3. Запашите формулу для индукции магнитного поля 

кругового тока. 
4. Расскажите порядок выполнения работы. 
5. Каков физический смысл постоянной 

тангенс – гальванометра? 
6. Для какой цели измерение углов отклонения магнитной 

стрелки производится по обоим ее концам? 
7. С какой целью измерения производятся при двух 

направлениях тока в катушке тангенс–гальванометра? 
8. С какой целью измерения углов отклонения магнитной 

стрелки производятся при двух значениях силы тока? 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА No 2.09 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ УДЕЛЬНОГО ЗАРЯДА ЭЛЕКТРОНА 

Цель работы 

Целью данной работы является изучение движения 
элементарных частиц в электрическом и магнитном полях, 
экспериментальное определение удельного заряда электрона с 
помощью магнетрона. 

 

Краткая теория 

Электрон является носителем элементарного отрицательного 
заряда е (e = –1,6∙10—19 Кл). Отношение его заряда к массе e/m 
называется удельным зарядом электрона. Удельный заряд может 
быть экспериментально определён различными методами. Все они 
основаны на поведении электрона в электрическом и магнитном 
полях. 

→ 
E 

 
 
 
 
 
 
 

U 

Рис. 4. Движение электрона в однородном электрическом поле 
 

В электрическом поле напряжённостью E (рис .4) на электрон 
действует сила 

F  e  E , (2.9.1) 
которая сообщает электрону ускорение a и направлена против поля. 

Под действием этой силы электрон, пройдя расстояние между 
точками с разностью потенциалов U, приобретает кинетическую 

энергию 
mv 2 

 eU . (2.9.2) 
2 

Движение электрона в однородном магнитном поле 
происходит под действием силы Лоренца 

F  e [ 
→ 
 B], (2.9.3) 

где v  вектор скорости электрона; B  вектор индукции 



магнитного поля; е – заряд электрона. 
Сила Лоренца F   перпендикулярна как скорости электрона, так 

и направлению магнитного поля. Она не меняет модуля скорости и 
кинетической энергии частицы. 

Модуль силы Лоренца 
F  e v  B sin  , (2.9.4) 

где   угол между векторами v и B . 
Сила Лоренца сообщает электрону нормальное 

(центростремительное) ускорение и вызывает движение его по 
окружности радиуса R, если угол  составляет 90o (рис. 5). Таким 
образом, по второму закону Ньютона: 

mv 2 
 

откуда радиус окружности 

e v  B  , (2.9.5) 
R 

 
 

→ 
→ v 

F =90



R → 

R 
 v 

. (2.9.6) 
(e / m)  B 

Из формулы (2.9.6) видно, 
что радиус окружности зависит 
от удельного заряда e/m. Этот 
факт и положен в основу метода 
определения удельного заряда с 
помощью магнетрона. 

Магнетрон представляет 
B  const 

 
Рис. 5. Движение электрона в 
однородном магнитном поле 

собой высоковакуумную элек- 
тронную трубку, имеющую пря- 
мую металлическую нить (ка- 
тод), расположенную по оси ци- 
линдрического анода. 

Для нашей работы магнетрон с успехом можно заменить 
обычной электронной лампой с цилиндрическим анодом, на оси 
которого расположен катод (рис. 6, а). Лампа помещается внутри 
длинного соленоида, при помощи которого параллельно оси 
создаётся магнитное поле напряжённостью B . 

Катод нагревается электрическим током и испускает 
электроны, которые под действием электрического поля движутся к 



RA 
→ 

E v 

→ 
B 

 
→ 

е 

катод 

аноду. Когда магнитное поле отсутствует, электроны движутся по 
радиусам цилиндрического анода (рис. 6 б, линия 1). 

анод 

а б 

Рис. 6. Схема магнетрона 

Если включить магнитное поле, траектория движения 
искривляется, и тем больше, чем сильнее поле (рис. 6, б, линия 2). 
Все электроны достигают анода, и величина анодного тока в цепи 
практически не изменяется до определённого момента, когда при 
дальнейшем увеличении магнитного поля радиус траектории всё 
больше уменьшается и при некотором критическом значении Вкр, 
электроны, не достигнув анода, вернутся обратно к катоду (рис. 6, б, 
линия 3). 

При выполнении условия В > Вкр электроны уже не будут 
попадать на анод, и ток станет равен нулю (рис. 6, б, линия 4). 

На рис. 7   приведен 
график зависимости IA 

анодного тока IА от   ин- 
дукции магнитного поля 
B при некотором анод- 
ном напряжении UА 

(сбросовая характе- 
ристика магнетрона). 

Если  бы все 
электроны, вылетающие 

0
 

из катода, имели одну и ту 
же скорость, анодный ток 
IА спадал бы до нуля 

 
 
 
 
 
 
 
 

Bкр B 

Рис. 7. Сбросовая характеристика 
магнетрона 

точно при критическом значении Вкр индукции магнитного поля 
(рис. 7, штриховая линия). Однако скорости вылетевших электронов 
разные, поэтому уменьшение тока происходит на довольно 
протяжённом участке вблизи Вкр (рис. 7, сплошная линия). 

Критическое значение индукции магнитного поля является 

3 → 
B 

2 

1 4 



некоторой функцией анодного напряжения UА. Эту зависимость 
легко установить, если предположить, что скорость электрона при 
его движении в магнетроне остаётся постоянной по модулю. При В = 
Вкр, радиус окружности, по которой движется электрон, равен RА /2, 
где RА – радиус анода. Подставляя его в уравнение (2.9.6), получим: 

RA 
 v 

. (2.9.7) 
2 (e / m)  B 

Решая совместно уравнения (2.9.2) и (2.9.7), получим формулу 
для расчёта удельного заряда электрона: 

e 
 

8  U A 
m RA 

2 
 Bкр 

2
 

, (2.9.8) 

где UА — разность потенциалов между катодом и анодом. 
Индукция магнитного поля в соленоиде может быть рассчитана 

по закону Био - Савара - Лапласа или по теореме о циркуляции 
индукции магнитного поля по замкнутому контуру 

B  0  
N 
 I 

𝑙 

 
сол 

 
, (2.9.9) 

где 𝑙 – длина соленоида; N – число витков соленоида; Iсол — сила 
тока, протекающего через соленоид (сила намагничивающего тока); 

0  4  107 Гн/м – магнитная постоянная. 

Критическому значению индукции магнитного поля Вкр 

соответствует критическое значение силы тока Iкр. Учитывая это и 
подставляя (2.9.7) в (2.9.8), получим 

e  
 

8  U A  𝑙
2 

 

m RA
2 
 0

2  N 2  I 2 . (2.9.10) 
кр 

При выводе (2.9.10) предполагалось, что электрическое и 
магнитное поля действуют на электрон по очереди, сначала он в 
электрическом поле разгоняется до скорости v , а затем с этой 
постоянной скоростью движется в магнитном поле. 

В рассматриваемом случае электрон движется в скрещенных 
магнитном и электрическом полях и одновременно испытывает 
действие сил со стороны обоих полей. Вследствие этого, скорость 
электрона не постоянна (она возрастает по мере приближения к 
аноду), а траектория его движения отличается от круговой. Данное 
обстоятельство позволяет утверждать, что формула (2.9.10) не точна. 
Тем не менее, как следует из результатов точного анализа 



→ 
E 

фильтр скоростей 

→ 
B q 

m1 

q 

m2 

→ 
B 

рассматриваемой задачи, эта формула в целом удовлетворительно 
описывает физику процессов и с точностью до коэффициента 
пропорциональности является правильной. 

Окончательная расчётная формула имеет вид: 
e 8  U A  𝑙

2 
  A 

m RA 2  02  N 2  I 2 , (2.9.11) 
кр 

где   𝑙=  0,1  м;  N  =  1000  витков;  RА   =  5  мм;  A  –  коэффициент, 
учитывающий отличие реальной траектории движения электрона в 
скрещенных электрическом и магнитном полях от окружности. Для 
нашей экспериментальной установки А=1,3. 

Тщательные измерения удельного заряда и известное из опытов 
Милликена (1909 г.) значение величины заряда электрона позволили 
определить его массу и установить зависимость массы от скорости. 

В принципе теми же методами определяются массы атомов и 
молекул. Соответствующие приборы для определения масс атомов и 
молекул (точнее, их ионов) носят название масс-спектрографов. Для 
примера можно рассмотреть принципиальное устройство одного из 
масс-спектрографов (рис. 8). 

 

пучок ионов 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 8. Принципиальная схема масс-спектрографа 
 

Сначала пучок ионов проходит через фильтр скоростей, в 
котором на движущиеся ионы одновременно действуют взаимно 
перпендикулярные электрическое и магнитное поля. Направления 
полей выбираются так, чтобы силы, действующие на ионы с их 
стороны, были противоположны по направлению. Через щель 
фильтра, противоположную входной, выходят только те ионы, на 



которые действуют равные по величине силы FE и FB . 
q∙E = q∙v ∙B. (2.9.12) 

Следовательно, из фильтра вылетают ионы одинаковых скоростей 

v  
E 

. (2.9.13) 
B 

При выходе из фильтра частицы попадают в магнитное поле, 
перпендикулярное их скорости. Траектория их движения — 
окружность, радиус которой зависит от удельного заряда частицы 

R  
m 
 
v
 

  
m 
 

E 
 

. (2.9.14) 
q B q B2 

Попадая на фотопластинку, ионы оставляют след, расстояние 
которого от выходной щели фильтра зависит от удельного заряда 
ионов. 

По найденным значениям q/m можно определить массы ионов. 
В наши дни точность определения масс ионов с помощью масс- 

спектрографов достигают 6 —8 значащих цифр (правда, не в 
граммах, а по отношению к массе эталонного атома). 

Масс-спектрографические методы позволяют проводить 
количественный анализ нефти, состоящий из молекул различных 
углеводородов, трудно различимых обычными химическими 
способами. При большой мощности ионного пучка этот метод 
позволяет разделять изотопы в заметных количествах. 

Масс-спектрографический метод часто применяют для 
определения изотопного состава исследуемого вещества. В 
частности, он был применён при исследовании лунного грунта. 
Близость изотопного состава земных и лунных пород 
свидетельствует об одновозрастности и единстве происхождения 
земного и лунного вещества. По-видимому, это следует 
распространить и на другие космические тела солнечной системы. 
Исследования вещества метеоритов не противоречат такому 
обобщению. 

Масс-спектрографы нашли широкое применение в различных 
областях физики, химии, техники. Они используются для 
определения содержания примесей в газах, для анализа состава и 
процентного содержания различных смесей углеводородов и т. д. 

 
Выполнение работы 

Необходимые приборы: лабораторный стенд, внутри которого 



смонтированы все элементы схемы; цифровой вольтметр (или 
осциллограф). 

На рис. 9 приведена схема экспериментальной установки, 
которая технически реализована на лабораторном стенде с 
возможностью самостоятельно вручную и с управлением от 
внешних источников изменять параметры эксперимента. 

Экспериментальная установка состоит из трёх цепей. 
Цепь намагничивающей катушки состоит из соленоида, 

создающего однородное магнитное поле при подключении к нему 

источника постоянного тока ε3, регулятора тока с внутренним и 
внешним управлением (коммутация осуществляется тумблером S1) 
и низкоомного резистора R5 =1 Ом, предназначенного для контроля 
силы тока Iсол в соленоиде по величине напряжения на этом 
сопротивлении. 

Анодная цепь состоит из электронной лампы Л, источника 

постоянного тока ε1, делителя напряжения на резисторах R2, R3, R4 и 
последовательно включенного резистора R1 = 1кОм, 
предназначенного для контроля силы тока в анодной цепи IА, по 
величине напряжения на этом резисторе. 

Цепь накала включает в себя нитевидный катод К лампы 

Л, источник тока ε2 и тумблер S2 , отключающий его. 

Порядок выполнения работы 

1. Замкните цепь накала тумблером S2 (на стенде на линии 
“катод” загорается светодиод) и дайте лампе прогреться 3 – 5 минут. 
Тумблер S1 поставьте в положение “ручное управление регулятора 
тока”. 

2. Чтобы определить намагничивающий ток I сол , необходимо 
замкнуть клеммы 9-10, вольтметр подключить к резистору R5 =1 Ом 
(клеммы 11-12). Снимите значения Iсол при положениях 
переключателя S3 от 0 до 9 (при этом ток получается в амперах). 

3. Соберите анодную цепь, подав на анод максимально 
возможное напряжение U1 (соедините перемычкой клеммы 4-5). 
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Рис. 9. Схема экспериментальной установки 
 

4. Анодный ток IА, определяют по величине падения 
напряжения на резисторе R1=1 кОм (для чего вольтметр 
подключают к клеммам 6-8), при этом ток получается в мА. Первое 
измерение анодного тока производят при отсутствии 
намагничивающего тока Iсол = 0,0, т. е. цепь соленоида (клеммы 9- 
10) разомкнута, что соответствует прочерку (“–”) в первой строке S3 

табл. 9.1. 
5. Затем замыкают цепь намагничивающей катушки, соединив 

перемычкой клеммы 9-10. Ток соленоида устанавливают дискретно 
с помощью переключателя S3 от 0-го до 9-го положения, записывая 
значения IА в табл. 9.1. 



6. Опыт повторите при других значениях анодного 
напряжения: U2 (соединены клеммы 5-3) и U3 (соединены клеммы 5- 
2). 

7. Значения анодных напряжений U1, U2, U3 измерить 
вольтметром (клеммы 1-6), при этом переключатель“ПРЕДЕЛ 
ИЗМЕРЕНИЙ” вольтметра переключить в положение 100. 
Напряжения U1, U2, U3 подавать на анод с помощью перемычки, как 
в пунктах 3, 6. Результаты занести в табл. 9.1. 

 

Таблица 9.1 

Результаты измерений 
 

№ Намагничиваю 
щий ток 

Iсол , A 

Анодное напряжение, В 
U1= U2 = U3 = 

S3 Анодный ток IА, мA 

— 0,0    
0     
1     
2     
...     
8     
9     

 

8. На основании экспериментальных значений постройте 
сбросовые характеристики (рис. 7). Учитывая, что В ~ Iсол, а в 
расчётную формулу необходимо подставить найденное из опыта 
значение Iкр, удобно построить график зависимости анодного тока 
не от индукции поля В, а от силы намагничивающего тока IА   = 
f( Iсол ). 

По графикам найдите три значения критического тока Iкр, 
которые   соответствуют    максимальной    крутизне    зависимостей 
IА = f( Iсол ). Эти значения подставьте в формулу (2.9.11), вычислите 
три значения удельного заряда электрона, найдите среднее значение 
и среднюю абсолютную погрешность измерений. 

Окончательный результат запишите в виде: 
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 e 


 

  
e 




 . (2.9.15) 

m 
 

m 
  

m 


 ср  ср 
Сравните полученный результат с табличным значением и 



сделайте выводы. 
Снятие сбросовой кривой по точкам (т. е. дискретно изменяя 

условия эксперимента) можно производить и с помощью 
осциллографа, включенного в режим изображения функциональных 
зависимостей между двумя сигналами (фигур Лиссажу). Для этого 
на осциллографе С1 – 83 необходимо установить переключатели 
режима работы усилителей и канала синхронизации в положение 
«X-Y», а входы усилителей в режим измерения постоянных значений 
напряжений (переключатели режимов работы входов усилителей 
обоих каналов в положение «~», т. е. «открытый вход»). В таком 
режиме работы осциллографа цена деления шкалы электронно- 
лучевой трубки (ЭЛТ) по оси X определяется положением 
аттенюатора (переключателя) первого канала, а по оси Y —второго 
канала. Первый канал подключается к резистору R5, напряжение на 
котором пропорционально модулю индукции магнитного поля в 
соленоиде, а второй канал к резистору R1, напряжение на котором 
пропорционально силе тока в анодной цепи лампы. 

Аналогичные измерения проводят ещё для двух значений 
анодных напряжений, устанавливаемых путём коммутации 
(замыкания перемычкой) резисторов R2, R3, R4. 

Сбросовые характеристики можно наблюдать непосредственно 
на экране осциллографа, если регулятор тока переключить в режим 
дискретного изменения тока с подключением к его входу 
управления внешнего или встроенного в лабораторном стенде 
генератора. 

 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Что называется удельным зарядом электрона? 
2. Какая сила действует на электрон в электрическом поле? 
3. Какая сила действует на электрон, движущийся в магнитном 

поле? 
4. Выведите формулу для радиуса кривизны электрона, 

движущегося в однородном магнитном поле. 
5. Какой вид может принимать форма траектории электрона 

при разных значениях индукции магнитного поля в магнетроне. 
6. Что собой представляет сбросовая характеристика 

магнетрона? 
7. Какова методика определения Вкр? 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА No 2.10 

ИЗУЧЕНИЕ ЯВЛЕНИЯ РЕЗОНАНСА В КОЛЕБАТЕЛЬНОМ 
КОНТУРЕ 

Цель работы 

Целью работы является изучение колебательных процессов, 
наблюдаемых в электрической цепи на примере работы 
колебательного контура. 

Краткая теория 

Колебательным контуром называется электрическая цепь, 
содержащая катушку индуктивности L и конденсатор C. В такой 
цепи могут возбуждаться электромагнитные колебания. 

Если в любом колебательном контуре возбудить свободные 
электрические колебания, то через некоторое время эти колебания 
прекратятся. Это связано с тем, что часть запасённой в 
колебательном контуре энергии затрачивается на разогрев 
проводников. Другая часть энергии непрерывно расходуется на 
создание электромагнитного излучения, унося эту энергию в 
окружающее пространство. Потери энергии колебательного 
контура, связанные с нагревом проводников, значительно больше 
потерь энергии, связанных с излучением. Однако если изготовить 
колебательный контур из сверхпроводящих материалов, излучение 
будет являться основной причиной затухания свободных 
электрических колебаний в таком контуре. 

Для создания и поддержания электрических колебаний в 
колебательном контуре, к нему нужно непрерывно подводить 
энергию от внешнего источника. В такой цепи через некоторое 
время установятся так называемые стационарные вынужденные 
колебания, частота которых будет равна частоте вынуждающего 
напряжения, а фазовые и амплитудные соотношения напряжений и 
токов для различных элементов колебательного контура будут 
зависеть от параметров электрической цепи и параметров 
вынуждающего колебания. 

Поскольку любая электрическая цепь обладает активным 
сопротивлением, индуктивностью и электроёмкостью, то изучение 
характера вынужденных колебаний в такой простейшей системе, как 
колебательный контур, представляет большой практический 
интерес. 



На рис. 10 схематически показан последовательный 
колебательный контур. Вынуждающая электродвижущая сила 
(ЭДС) E(t) изменяется во времени по закону: 

E(t ) E0  cos( t ) , (2.10.1) 

где E0 — амплитуда вынуждающей ЭДС; ω — циклическая частота; 
t — время. 

  2  f , 
где f — частота воздействующего напряжения. 

 
 

R L C 

 
E(t) 

Рис. 10. Электрическая цепь колебательного контура 
 

Если в колебательном контуре протекает ток, то согласно 
закону сохранения энергии можно записать: UR = EL + E(t) — UC. 

По закону Ома для участка цепи UR = I∙R, по закону Фарадея 

для явления самоиндукции EL =  L 
dI 

, а также с учётом 
dt 

определений   индуктивности   L = Ф/I и электрической ёмкости 
C = q/UC, при L = const и C = const получим: 

I  R  
q

 
C 

  L 
dI

 
dt 

 E0 cos(  t ) . (2.10.2) 

Учитывая, что сила тока по определению I = dq/dt, преобразуем 
полученное уравнение к виду дифференциального неоднородного 
уравнения второго порядка: 

d 2q 
 

 

dt 2 
 2  

dq
 

dt 
 0 2q 

E0 cos( t ) , (2.10.3) 
L 

где I, UR, UC, q —мгновенные значения силы тока в цепи, 
напряжения на резисторе, разности потенциалов на конденсаторе, 
заряда конденсатора соответственно; R —суммарное электрическое 
сопротивление всех элементов цепи; β — коэффициент затухания, 
равный R/2L, ω0 —частота собственных незатухающих колебаний: 

~ 
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Как известно, решение этого уравнения представляет собой 
сумму общего решения однородного уравнения 

d 2q 
 

 

dt 2 
 2  

dq
 

dt 
 0 2q  0 , (2.10.4) 

описывающего переходный процесс, и частного решения уравнения 
(2.10.3), описывающего установившиеся стационарные колебания. 

Общее решение однородного уравнения (2.10.4) соответствует 
затухающим колебаниям: 

q  qm exp(t ) cos(t  ) , (2.10.5) 
где qm   —заряд конденсатора в начальный момент времени t = 0, 
Ω — циклическая частота свободных затухающих колебаний. 

Поскольку в выражении (2.10.5) присутствует 
экспоненциальный множитель exp(-βt), который за достаточно 
короткое время становится очень малым, то общим решением 
однородного дифференциального уравнения можно пренебречь. 

Частное решение уравнения (2.10.3) имеет вид: 
q  qm cos(t  ) , (2.10.6) 

Подставляя (2.10.6) в (2.10.3), получим: 

q0 
E0 , (2.10.7) 

 

tg  
 2 

. (2.10.8) 

0
2 
 2 

С учётом значений ω0 и β формулы (2.10.7) и (2.10.8) могут 
быть записаны следующим образом: 

q0 
 

E0 

R2  ( L  1 / C )2 
, (2.10.9) 

tg  
  R 


(1 /  C )  L 

R 
 

 

 L  (1 /  C ) 
. (2.10.10) 

Таким образом, установившиеся вынужденные колебания в 
колебательном контуре описываются уравнением (2.10.6). 

В установившемся режиме для разности потенциалов на 
обкладках конденсатора можно записать: 
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где 

UC  
C

  UC 0  cos( t  ) , (2.10.11) 

UC 0 
E0 . (2.10.12) 

 

Величина UC это амплитуда колебаний разности потенциалов и 
она численно совпадает с амплитудой колебаний напряжения на 
конденсаторе. Заметим, что в цепях с переменными токами также 
выполняется закон Ома: 

I  
U 

, 
Z 

где I, U и Z — мгновенные значения тока, напряжения и полного 
сопротивления (импеданса) являются функциями комплексного 
переменного. 

Из (2.10.12)   видно,   что C0  UC 0 существенно зависит от 

частоты колебаний вынуждающей ЭДС. При приближении к 
некоторому, определённому для данного колебательного контура, 
значению амплитуда колебаний UC резко возрастает. Это явление 
называется резонансом напряжения, а соответствующая частота 
ωрез резонансной частотой. 

Чтобы определить резонансную частоту ωрез, нужно найти 
максимум функции (2.10.12) или минимум выражения, стоящего под 
корнем в знаменателе. Продифференцировав эту функцию по ω и 
приравняв её нулю, получим уравнение: 

 4(2  2 )  82  0.      (2.10.13) 
Это уравнение  имеет несколько корней. Значение  ω = 0 

соответствует постоянному (не  изменяющемуся во времени) 
воздействию на колебательную систему и   потому в 
рассматриваемом случае интереса не представляет. Сократив на ω (и 
полагая, что ω ≠ 0) запишем уравнение: 

 4(2  2 )  82 
имеющее два решения относительно ω: 

  

 0 , (2.10.14) 

 
, (2.10.15) 

из которых физический смысл имеет лишь положительное значение. 
Следовательно, резонансная частота имеет одно значение 

 рез   2 f рез (2.10.16) 

0
2 
 2 2 

0
2  2 2 
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Явление резкого возрастания амплитуды напряжения на 
конденсаторе вынужденных колебаний UC при приближении 
частоты вынуждающей ЭДС к частоте ωрез называется резонансом 
напряжения. 

Подставляя (2.10.16) в (2.10.12) получим выражение для 
амплитуды колебаний разности потенциалов на обкладках 
конденсатора при резонансе 

UC 0 рез  0
 . (2.10.17) 

 

График зависимости амплитуды напряжения на конденсаторе 
UC0 от частоты ω (или f) также называется амплитудно-частотной 
характеристикой (АЧХ) или резонансной кривой. Резонансные 
кривые изображены на рис.2.10.2. При f → 0 все резонансные 
кривые сходятся в одной точке с ординатой UC0 (при ω → 0), равной 
E0. Максимум при резонансе получается тем выше и острее, чем 
меньше коэффициент затухания β, то есть чем меньше активное 
сопротивление R и больше индуктивность L контура. 

UC0 

 

UC0 рез    

β1< β2 < β3 

 
β2 

β3 
 

 

Е0 
 
 
 
 

0 fрез1 f 
 

Рис. 11. Вид резонансных кривых при различных 
значениях коэффициента затухания. 

Одной из важнейших характеристик колебательной системы 
является её добротность. 

Добротностью колебательной системы называется 
безразмерная физическая величина Q, равная  произведению  2π на 
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отношение энергии W(t) колебаний системы в произвольный момент 
времени t к убыли этой энергии за один период T собственных 
затухающих колебаний. 

Q  2 
W (t ) 

 
 

W (t )  W (t  T ) 
. (2.10.18) 

Чем меньше потери энергии системы, тем выше её 
добротность. 

Поскольку энергия W(t) пропорциональна квадрату амплитуды 
колебаний, то 

Q  
2

1  
W (t  T ) 

W (t ) 

 
2

1  exp(2 t ) 
. (2.10.19) 

При слабом затухании колебаний, когда β2 << ω0
2, период T 

собственных затухающих колебаний практически равен периоду T0 

собственных колебаний, βT0 << 1, exp(-2βT0) ≈ 1 —2βT0 и 
добротность системы 

Q  
 

 



  T0 
(2.10.20) 

где λ — логарифмический декремент затухания (см. 2.10.11). 
В этом случае добротность колебательного контура может быть 
вычислена по формуле 

Q  
1 


R 
(2.10.21) 

Добротность колебательного контура можно оценить и по его 
резонансной кривой. Из (2.10.17) следует, что 

UC 0 рез 



UC 0 (  0) 

1 
, (2.10.22) 

или при слабом затухании, когда β2 << ω0
2

 

UC 0 рез 
 

1 



UC 0 (  0) R 
. (2.10.23) 

Сравнивая выражения (2.10.21) и (2.10.23), находим 
добротность, как 

Q  
UC 0 рез 

UC 0 (  0) 
. (2.10.24) 

Таким образом, добротность колебательного контура 

L 

C 
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R2  ( L  1 /  C )2 

 1 

R2  X 2 R2  (L  1 / C )2 

показывает, во сколько раз амплитуда колебаний разности 
потенциалов на обкладках конденсатора при резонансе 
превышает амплитуду колебаний ЭДС источника тока. 

Аналогичный анализ можно сделать для колебаний силы тока 
в контуре 

I  
dq 
dt 

 q0  sin( t  ) 
, (2.10.25) 

 
где 

 I0 cos( t     / 2)  I0 cos( t  1 ) 

  arctg 
(1 /  C )  L 

, (2.10.26) 
1 R 

I0 
E0 . (2.10.27) 

 

Резонанс токов наблюдается в последовательном 
колебательном контуре, если 

 L 
1 

. (2.10.28) 
 C 

Этому условию удовлетворяет частота собственных 
незатухающих (совершаемых в отсутствие потерь) колебаний 

0  2  f0  (2.10.29) 
 

Сдвиг фазы ψ1 вынужденных колебаний тока по отношению к 
колебаниям вынуждающей ЭДС определяет характер полного 
сопротивления контура на произвольной частоте колебаний. 
Электрическое сопротивление контура является комплексной 
величиной: 

Z = R+jX, 
где R — активное сопротивление (омическое сопротивление 
проводников), Х — реактивное сопротивление, j   . 

Модуль комплексного сопротивления представляет собой 
полное сопротивление цепи: 

Z   . 
Реактивное сопротивление можно определить как разность 

между индуктивным, и ёмкостным сопротивлениями: 
X  (L  1 / C ) . 

Таким образом, согласно условию (2.10.28), резонанс токов 

LC 

1 



наступает при равенстве индуктивного и ёмкостного сопротивлений, 
при этом полное сопротивление контура равно активному 
сопротивлению R, а сдвиг фазы ψ1 обращается в нуль, что следует из 
формулы (2.10.26). 

На практике сдвиг фазы ψ1 (или tg ψ1) исследуют в зависимости 
от частоты вынуждающей ЭДС. Такие зависимости называются 
фазово-частотными характеристиками (ФЧХ). Они определяют 
характер поведения (реактивность) полного сопротивления 
колебательного контура, т. е. дают представление о том, какой 
характер сопротивления: индуктивный, ёмкостной или активный 
преобладает на данной частоте. 

Резонансные методы используются для изучения свойств 
горных пород, например для определения относительной 
диэлектрической проницаемости  . Для этого исследуемый образец 
вводят в конденсатор колебательного контура, изучают резонансные 
кривые до и после внесения диэлектрика и по добротности контура 
и его резонансной частоте определяют  . 

В процессе экспериментального исследования АЧХ 
последовательного колебательного контура с различными 
значениями сопротивлений потерь необходимо сравнить 
полученные резонансные кривые, отметить резонансные частоты, 
оценить добротность контура для каждого случая. 

Выполнение работы 

Необходимые приборы: лабораторный стенд, внутри которого 
смонтированы все элементы схемы; двухканальный осциллограф С1-
83, генератор периодических сигналов Г3 -112 и комбинированный 
прибор В7-16А. 

На рис. 12 приведена схема экспериментальной установки, 
которая включает в себя лабораторный стенд и контрольно- 
измерительные приборы. Колебательный контур, необходимый для 
исследования, можно собрать из отдельных элементов на 
лабораторном стенде. На стенде для изменения добротности контура 
имеется набор резисторов, величины которых следует измерить 
комбинированным прибором В7-16А. 



 
 
 
 
 

  
 

 

 
 

Рис. 12. Схема экспериментальной установки 
 
 
 

Cнятие амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) 

контура 

Порядок выполнения работы 

1. Подключить низкочастотный генератор Г3-112 на вход 
усилителя мощности (клеммы 1-2), рис. 12. 

2. Собрать схему последовательного колебательного контура, 
для чего к выходу усилителя мощности последовательно 
подключается катушка индуктивности L1 и конденсатор С1 
(соединить клеммы 3-7, 8-6, 5-4). 

3. I канал осциллографа подключить к   конденсатору   С1 
(клеммы 5-6), причём таким образом, чтобы заземлённый провод 
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осциллографа (обычно он чёрного цвета или более длинный) был 
присоединён к заземлённой пластине конденсатора (клемма 5). 

4. После проверки схемы преподавателем включить приборы 
и стенд. Для данной схемы активное сопротивление минимальное и 
состоит из выходного сопротивления усилителя мощности, которое 
равно 75 Ом. 

5. Изменяя частоту f вынуждающего колебания с помощью 
генератора и наблюдая изменение амплитуды напряжения на 
конденсаторе UC на экране осциллографа, добиться явления 
резонанса (максимальной амплитуды напряжения на конденсаторе 
С1). Записать значения резонансной частоты и амплитуды в табл. 
10.1 (средняя точка на графике). 

6. Уменьшая частоту генератора таким образом, чтобы 
построенная впоследствии резонансная кривая была информативна 
(см. методику выбора частот), произвести измерения амплитуды 
напряжения на конденсаторе (на экране осциллографа). 

7. Вернуться к резонансной частоте и повторить п. 5, но в 
сторону увеличения частоты примерно до 35-40 кГц. 

Методика выбора частот. 
Выбирать частоты следует таким образом, чтобы вблизи 

резонансной частоты шаг по частоте был равен 0,5 кГц (3-4 точки), 
затем 1 кГц (3-4 точки), затем выбрать 2-3 точки вдали от 
резонансной частоты. 

Например: резонансная частота 20,5 кГц. Выбираем 
следующие значения частот: 0; 10; 13; 16; 17; 18; 19; 19,5; 20; 20,5; 
21; 21,5; 22; 23; 24; 25; 30; 35, 40. 

8. Между катушкой индуктивности L1 и конденсатором С1 
последовательно включить резистор R2 (убрать перемычку 8-6, 
соединить клеммы 8-9; 10-6) и повторить пункты 4-6. 

9. Включить в схему максимально возможное сопротивление 
R2+R3+R4 (соединены клеммы 8-9; 12-6) и повторить пункты 4-6. 

10. Закончив измерения, выключить приборы, схему разобрать. 
Включить вольтметр  и с его   помощью измерить значения 
сопротивлений R2 (клеммы 9-10) и R2+R3+R4 (клеммы 9-12). При 
этом переключатель  вольтметра  “РОД  РАБОТЫ”  поставить в 
режим измерения сопротивлений “R” ,а переключатель “ПРЕДЕЛ 
ИЗМЕРЕНИЙ”- в положении 10 (сопротивления получатся в 
килоомах). Значения сопротивлений потерь записать в табл. 10.1. 
Rпотерь 1= 75 Ом;           Rпотерь 2 = 75 + R2 Ом; 



Rпотерь 3= 75 + (R2+R3+R4) Ом. 
11. Рассчитать добротность контура по формуле (2.10.24) для 

всех трёх случаев. Результаты занести в табл. 10.1. 
12. Построить графики зависимости амплитуды напряжения на 

конденсаторе от частоты вынуждающих колебаний. 
13. Сделать вывод о влиянии активного сопротивления на 

добротность контура и характер резонансных кривых. 
 

Таблица 10.1 
 

Результаты исследования АЧХ контура 
 

№ измерения R потерь 1= 75 Ом R потерь 2= Ом R потерь 3= Ом 

f, кГц UC, В f, кГц UC, В f, кГц UC, В 

1       

2       

3       

.       

.       

20       

Резонансное 
значение 

f1 = UCm1 = f2 = UCm2 = f3 = UCm3 = 

Добротность Q1 = Q2 = Q3 = 

. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
 

1. Что называется колебательным контуром? 
2. Почему в реальном колебательном контуре свободные 

колебания всегда являются затухающими? 
3. В чём заключается явление резонанса? 
4. Что такое добротность колебательного контура и от чего она 

зависит? 
5. Какая кривая называется резонансной? Как изменяется её 

вид при увеличении коэффициента затухания? 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА No 2.11 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН С ПОМОЩЬЮ 

ДВУХПРОВОДНОЙ ЛИНИИ 

Цель работы 

Целью данной работы является изучение процесса 
распространения электромагнитных волн и экспериментальное 
измерение скорости их распространения в воздухе методом стоячих 
волн. 

Краткая теория 

Ещё до того, как электромагнитные волны были впервые 
получены практически, Максвелл на основе своей теории 
электромагнитного поля вычислил их скорость. В диэлектрике 
скорость распространения электромагнитных волн 

v  
1

 
 

, (2.11.1) 
 
 

где  и  – диэлектрическая и магнитная проницаемость среды; 

0  8,85  1012
 Ф/м – электрическая постоянная; 

0  4  10 7
 Гн/м – магнитная постоянная. 

В соответствии с формулой (2.11.1) скорости распространения 
электромагнитных волн в различных средах, в том числе в горных 
породах, различны, т. к. различны их  и . Поэтому при 
распространении электромагнитных волн в неоднородной среде, 
какой является, например, земная кора, возникают разнообразные 
явления (отражение, преломление, интерференция, дифракция волн) 
на границах геологических объектов. Изучение связанных с этими 
явлениями вторичных электромагнитных волн составляет предмет 
обширной группы методов геофизической 
разведки – высокочастотной электроразведки. Вторичные 
электромагнитные волны при этом позволяют получить 
информацию о форме и взаимном расположении геологических 
объектов, глубине их залегания и т. д. 

В вакууме  = 1,  = 1 и, согласно (2.11.1), 

v  
1 

  3,00  108 м/с 
 

(2.11.2) 
1 

8,85  1012  4  107 



Практически таким же является значение скорости 
распространения электромагнитных волн в воздухе. Поэтому 
результат, полученный в данной работе, должен с учётом 
допущенных при измерениях погрешностей совпадать со значением, 
рассчитанным в (2.11.2). 

Электромагнитные волны – это распространяющиеся 
колебания электрического и магнитного полей. Если в точке 0 
бесконечной однопроводной линии 0X (рис. 13) электрическое поле 
изменяется по гармоническому закону, то вдоль оси 0X с конечной 
скоростью будет распространяться («побежит») 
волна напряжённости электрического поля. Согласно законам, 
выраженным в уравнениях Максвелла, переменное электрическое 
поле E в каждой 
точке оси 0X 
будет порождать 
магнитное   поле 
H , которое 
также  будет 
меняться по 
гармоническому 
закону. При этом 
колебания 
векторов 
напряженностей 
электрического 

Рис. 13. Бегущая электромагнитная волна 

поля E и магнитного поля H происходят во взаимно 
перпендикулярных плоскостях. Из решения уравнений Максвелла 
также следует, что колебания E и H будут происходить в одной 
фазе, так что в данный момент времени электрическое и магнитное 
поля будут достигать максимальных значений в одних и тех же 
точках пространства на оси 0X. 

Расстояние   между    двумя    ближайшими    точками    среды, 
колебания в которых отличаются по фазе на 2, называется длиной 
волны  (рис. 13). 
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Электромагнитные колебания можно возбудить и в 
двухпроводной линии, в так называемой схеме Лехера, 
представляющей собой два длинных провода, натянутых 
параллельно друг другу, в которые через индуктивную связь L1- 
L2 (рис. 14) передаётся энергия колебаний генератора. 

 
 
 
 
 
 

Г 
 
 
 

0 X 

Рис. 14. Схема Лехера. 
 

При включении генератора высокой частоты Г вдоль линии 
начинает распространяться электромагнитная волна. При этом в 
пространстве между проводами вектор напряжённости 
электрического поля волны направлен от одного провода к другому 
(плоскость E ) и периодически (с частотой генератора) меняет своё 
направление на обратное. Вектор напряжённости магнитного поля 
волны колеблется в плоскости, перпендикулярной плоскости, в 
которой расположены провода (плоскость H ), и также периодически 
изменяет свое направление. 

Векторы E и H  перпендикулярны направлению скорости v 
распространения волны и образуют с ним правовинтовую систему. 

Внутри проводов течёт переменный ток. Если частота 
генератора достаточно высока, этот ток вследствие скин-эффекта 
сосредоточен в тонком цилиндрическом слое на поверхности 
каждого провода. Пренебрегая потерями энергии на джоулево тепло, 
выделяющееся в проводах, опишем процесс распространения 
колебаний E и H уравнениями плоской волны. Рассмотрим прямую 
бегущую волну E1 и H1, распространяющуюся вдоль оси 0X (рис. 

14). Для проекций векторов 
соответственно запишем 

E1 и H1 на плоскости Е и H 
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, (2.11.3) 
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где E0 и H0 – амплитудные значения проекций напряжённостей 

электрического и магнитного полей;  – циклическая частота 
колебаний; x – расстояние данной точки от источника колебаний; 

v – скорость распространения волны. 

При этом x/v – время, на которое запаздывают колебания в точке с 
координатой x по отношению к колебаниям в точке 0. 

Неоднородность среды является причиной появления 
отражённой волны. В данном опыте отражение возникает от дальней 
границы линии. 

При возникновении отражённой волны один из векторов, E 
или H , меняет   направление   колебаний   на   противоположное 
(рис. 15). Фазовые соотношения между колебаниями E и H в 
падающей и отражённой волнах зависят от условий на границе. В 
частности, для разомкнутой линии отражение E происходит в той 
же фазе, что и в падающей волне, а отражение H – в противофазе 
(рис. 15, б). Если линия замкнута на конце, то отражение E будет 
происходить в противофазе, а   отражение   H   в   той   же   фазе 
(рис. 15, в). 
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Рис. 15. Взаимная ориентация векторов напряжённости электриче- 
ского и магнитного поля до (а) и после (б и в) отражения электро- 

магнитной волны 
 

Явление изменения фазы при отражении можно строго 
обосновать при помощи уравнений Максвелла, мы же ограничимся 
простыми качественными рассуждениями. 
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В нашем случае линия на конце разомкнута. Переменные токи, 
возникающие в проводах, будут вызывать на конце линии, 
граничащей с диэлектриком, наибольшие колебания зарядов. Здесь 
амплитуда колебаний вектора напряжённости электрического поля 
максимальна. Это значит, что электрическое поле в отражённой 
волне направлено так же, как и в падающей, т. е. оно не изменяет 
фазы колебаний при отражении. При этих же условиях амплитуда 
тока будет равна нулю. Это означает, что магнитное поле в 
отражённой волне направлено противоположно полю падающей 
волны или меняет фазу на . Для проекций векторов напряжённостей 
электрического E2 
можно записать: 

и магнитного H2 полей в отраженной волне 
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 (2.11.4) 
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Знак «плюс» в круглых скобках означает, что отражённая волна 
распространяется в отрицательном направлении оси 0X. 

Для вычисления результирующих векторов напряжённостей 
электрического E и магнитного H поля достаточно сложить 
соответствующие величины в прямой и отражённой волнах. Так, 
проекция вектора напряжённости результирующего электрического 
поля будет равна: 
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(2.15.5) 
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Это уравнение стоячей волны – уравнение гармонических 

колебаний напряжённости результирующего электрического поля с 
амплитудой, зависящей от координаты точки наблюдения 

2E cos  
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(2.11.6) 
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Проекция вектора напряжённости результирующего 
магнитного поля получается аналогично 
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результирующего магнитного поля. 
В определённых точках двухпроводной линии амплитуда 

напряжённости электрического поля стоячей волны достигает 
максимума. Такие точки называются пучностями стоячей волны, а 
точки, в которых амплитуда колебаний равна нулю, называются 
узлами стоячей волны. Согласно (2.11.6), координаты x пучностей 
электрического поля определяются из условия: 

 
 

где n – целое число. 

 
 X 

v 
   n , (2.11.8) 

Учитывая, что   2 f , а 
v
 

f 
  , где f – частота, а  – длина 

волны, получим для координат пучностей выражение: 

X  n  
 

. (2.11.9) 
2 

Из этого выражения видно, что расстояние между соседними 
пучностями равно половине длины волны /2. 

Координаты узлов электрического поля определяются, 
согласно (2.15.6), условием 

 
 

где n – целое число. 
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, (2.11.10) 

2 

Расстояние между соседними узлами также равно /2. 
Напряжённость магнитного поля в этих точках максимальная. Таким 
образом, в стоячей электромагнитной волне узлы электрического 
поля совпадают с пучностями магнитного поля и наоборот (рис. 16). 



 
Рис. 16. Стоячие электромагнитные волны 

Для экспериментального определения скорости v 
распространения электромагнитной волны в воздухе с помощью 
двухпроводной линии достаточно измерить расстояние ∆X между 
соседними пучностями (или узлами) электрического (или 
магнитного) поля,  вычислить,  согласно  (2.15.9),  длину  волны 
λ = 2∙∆X и найти скорость v . 

В данной работе индикатором пучностей электрического поля 
служит неоновая лампочка Л, укреплённая на мостике М. Мостик 
устанавливается на двухпроводную линию перпендикулярно 
проводам. При перемещении мостика вдоль линии, в местах 
пучностей лампочка ярко загорается. Вместо неоновой лампочки 
можно воспользоваться обыкновенной лампочкой накаливания 
(например, от карманного фонаря), но тогда при перемещении 
мостика вдоль линии, лампочка накаливания будет загораться в 
местах узлов стоячей волны электрического поля. Расстояние между 
пучностями (узлами) измеряется с помощью мерной ленты, 
натянутой вдоль двухпроводной линии. 

Выполнение работы 

Необходимые приборы: генератор высокой частоты с 
датчиком, двухпроводная линия с мерной лентой, частотомер. 

Схема экспериментальной установки приведена на рис. 17. 
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Рис. 17. Схема экспериментальной установки 

 

Порядок выполнения работы 

Включите генератор Г в сеть и дайте ему прогреться. 
Мостик М с неоновой лампочкой Л подвесьте на провода у 

начала двухпроводной линии. Передвигая мостик вдоль линии, 
найдите пучности электрического поля по свечению лампочки. 
Запишите их координаты в нижнюю часть табл. 11.1. 

По разности отсчётов определите расстояние между соседними 
пучностями ∆X. Опыт повторить столько раз, чтобы получилось не 
менее   трёх   значений   ∆X,   каждый   раз   вычисляя   длину   волны 

λ = 2∙∆X. Затем найдите среднее значение длины волны  . 
С помощью резонансного частотомера Ч с индукционным 

датчиком Д измерьте частоту f генератора. Для этого необходимо: 
1. Поднести датчик вплотную к генератору. 
2. Вращать ручку частотомера до тех пор, пока стрелка 

амперметра не будет максимально отклоняться. Это означает, что 
его частота совпала с частотой генератора. 

3. Снимите отсчёт по верхней шкале частотомера и запишите 
в табл. 11.1. 

Измерение частоты необходимо провести 3 раза и найти 

среднее значение f . По результатам измерений вычислите среднее 
значение скорости распространения электромагнитных волн по 
формуле: 

v    f 



Таблица 11.1 

Результаты измерений 
 

Номер опыта ∆X, 
м 

λ, 
м 

∆λ, 
м 

f, 
МГц 

∆f, 
МГц 

1      

2      

3      

Средние значения 
 

 

X 
 

 

 
 

 

  f  f 
Координаты пучностей X1 = X2 = X3 = X4 =  

 

По результатам измерений вычислите среднее значение 
скорости распространения электромагнитных волн по формуле: 

v    f 
Вычислите относительную и абсолютную погрешности 

определения скорости электромагнитных волн 

Ev  
 

 
f 

 f 

v Ev v . 
Окончательный результат запишите в виде: 

v = v ± ∆ v . 
Сравните с (2.11.2) и сделайте вывод. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. От каких характеристик среды зависит скорость 
распространения электромагнитных волн? 

2. Как образуется стоячая электромагнитная волна в 
двухпроводной линии? 

3. Записать и пояснить уравнение стоячей волны. 
4. Что называется пучностью и узлом стоячей волны? 
5. . Каким образом проводится определение длины волны? 
6. Расскажите о порядке выполнения работы. 

 

 
 
 

576 c. 
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Глава 1 
 

ПРОДОЛЬНОЕ РАСТЯЖЕНИЕ  
И СЖАТИЕ СТЕРЖНЕЙ 

 
 
 
 

Растяжением называют такой вид деформации, при котором в каждом 
его поперечном сечении возникают только продольные внутренние усилия. 

Продольное усилие F в любом поперечном сечении численно равно ал-
гебраической сумме проекций на ось стержня внешних сил, приложенных к ча-
сти стержня, расположенной по одну сторону от сечения. Усилие считается по-
ложительным, если вызывает растяжение рассматриваемого участка. 

При растяжении (сжатии) в сечении возникают только нормальные 
напряжения, которые определяются по формуле (1.1): 

σ ,
F

A
                                                     (1.1) 

где  F – продольное усилие, кН;  А – площадь поперечного сечения, м2. 
Условие прочности имеет вид:                                   

max admσ σ ,                                                 (1.2) 
где admσ  – допускаемое нормальное напряжение материала стержня, МПа. 

Абсолютная деформация l  однородного участка (постоянные сечение и 
материал) определяется по закону Гука: 

                                                 ,
Fl

l
EA

                                                    (1.3) 

где l – длина участка, м; Е – модуль продольной упругости материала (модуль 
Юнга), Па. 

Для наглядного представления строятся эпюры. Эпюрами продольных 
сил и нормальных напряжений называют графики, показывающие законы из-
менения сил и напряжений в поперечных сечениях по длине стержня. Эпюры 
продольных сил, нормальных напряжений и перемещений поперечных сечений 
строятся в выбранном масштабе с учетом знаков. 

 
 
Пример 1.1. 
 
К узлу C кронштейна АВС (рис. 1.1, а) приложена сила F = 100 кН. Стер-

жень АС – стальной, круглого сечения диаметром d = 30 мм; стержень ВС – 
дюралюминиевый, квадратного сечения со стороной а = 40 мм. Определить 
напряжения в стержнях, а также горизонтальное, вертикальное и полное пере-
мещения узла С.  
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Рис. 1.1. 

 
Решение. 
Для определения продольных сил в стержнях АС и ВС условно вырезаем 

узел С, заменяем действие стержней на узел усилиями и составляем уравнение 
равновесия для узла С (рис. 1.1, б) 

0;    cos45 0;

0;      sin 45 0.

AC BC

BC

Х N N

Y N F

    

   







 

Откуда                    
3

3100 10
141 10  Н 141 кН,

0,707sin 45
BC

F
N


    

  

3 3cos45 141 10 0,707 100 10  Н 100 кН.AC BCN N       
 

Стержень АС растянут, а стержень ВС сжат. Определяем площади попе-
речных сечений стержней 

2 3 2
6 2

2 3 2 6 2

π π(30 10 )
706 10  м ;

4 4

(40 10 ) 1600 10  м .

AC

BC

d
А

А a




 


   

    

 

Напряжения в поперечных сечениях стержней АС и ВС 
3

6
6

100 10
σ 141 10  Па 141 МПа;

706 10
AC

AC
AC

N

А 


    


 

3
6

6
141 10

σ 88 10  Па 88 МПа.
1600 10

BC
BC

BC

N

А 
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Знак минус указывает на то, что в стержне ВС возникает деформация 
сжатия. 

Находим удлинения стержней: 
3

3
11 6

ст
3

3
10 6

дюр

100 10 1
0,71 10 м 0,71 мм;

2 10 706 10

141 10 1,41
1,77 10 м 1,77 мм,

7 10 1600 10

AC AC
AC

AC

BC BC
BC

BC

N l
l

E А

N l
l

E А







  
     

   

  
         

   

 

где 
1

1,41 м;
0 707cos45

ΑC
ΒC

l
l

,
  

 стE , дюрE  − модули продольной упругости 

стального и дюралюминиевого стержней, Па.  
Для определения перемещения точки С мысленно разъединим стержни в 

этом шарнире и отметим их новые длины АС1 и ВС2 (рис. 1.2, а). Для того, что-
бы найти новое положение точки С, необходимо деформированные стержни 
свести вместе путем их вращения вокруг шарниров А и В. Точки С1 и С2 будут 
перемещаться по дугам, которые вследствие их малости могут быть приняты за 
прямые С1С3 и С2С3, перпендикулярные к стержням АС и ВС. Точка пересече-
ния этих перпендикуляров (точка С3) и даст положение узла С после деформа-
ции. На рис. 1.2, б изображена диаграмма перемещений в большом масштабе. 

 

 
Рис. 1.2. 

 
 

Горизонтальное перемещение узла С равно г ACδ 0,71 мм.l    

Для удобства определения вертикального перемещения произведем до-
полнительное построение. Продолжим линии С1С и С3С2 до их пересечения в 
точке С4. 

Вертикальное перемещение узла С 
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1 4
в 1 3 1 4 1 4o o

в

δ ;
tg45 cos45

1,77
δ 0,71 3,21 мм.

0,707

BC
AC

lC C
C C C C C C CC l


       

  
 

Полное перемещение узла С 
2 2 2 2

3 г вδ δ δ 0,71 3,21 3,29 мм.СС       

 
 
 

1.1. Влияние собственного веса на напряжения и перемещения 
 
Если ось в стержне вертикальна, то его собственный вес вызывает цен-

тральное растяжение или сжатие. Если вертикальный брус закреплен верхним 
концом, то от собственного веса он растягивается, а при закреплении нижнего 
конца – сжимается. Собственный вес вертикального бруса можно рассматри-
вать как продольную (осевую) внешнюю нагрузку, распределенную вдоль оси 
бруса. 

Рассмотрим брус постоянного сечения, закрепленный верхним концом. 
Продольная сила от собственного веса в поперечном сечении бруса на расстоя-
нии х от его нижнего конца равна весу нижележащей части бруса 

ρ ,xN gAx                                                  (1.4) 
где Nx – продольная сила от собственного веса, Н; ρ  – плотность материа-
ла, кг/м3; g – ускорение свободного падения, м/с2; А – площадь поперечного се-
чения бруса, м2; х – расстояние от нижнего конца стержня, м. 

Напряжение от собственного веса определяется по формуле: 

σ ρ .x
x

N
gx

A
                                              (1.5) 

По формулам (1.4) и (1.5) строятся эпюры N и σ  с учетом знаков. Если на 
стержень действует дополнительная сила F, то продольная сила и нормальное 
напряжение определяются по формулам: 

ρ ;xN F gAх                                              (1.6) 

                                        σ ρ .x
F

gx
A

                                               (1.7) 

Полное удлинение (укорочение) стержня постоянного сечения от соб-
ственного веса определяется по формуле: 

                                       
2ρ

,
2

gl
l

E
                                                    (1.8) 

где l – длина стержня, м; Е – модуль продольной упругости материала, Па. 
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При действии внешней силы F и собственного веса удлинение стержня 
определяется по формуле:         

2ρ
.

2

Fl gl
l

EA E
                                                 (1.9) 

В формулах (1.7) и (1.9) физический смысл первого слагаемого – напря-
жение и удлинение от внешней силы, второго – напряжение и удлинение от 
собственного веса. 

Перемещение любого поперечного сечения бруса, закрепленного верхним 
концом, равно удлинению части бруса, лежащей над сечением, и равно сумме 
удлинений под действием собственного веса верхней части, нижней части бру-
са и внешней силы. 

Рассмотрим подробнее решение типовой задачи. 
 
 
Пример 1.2.  
 
Для стального бруса переменного сечения (рис. 1.3, а) с учетом собствен-

ного веса и при продольной нагрузке F требуется: 
1. Построить эпюры продольных сил и нормальных напряжений по длине 

бруса. 
2. Найти полное удлинение (укорочение) бруса. 
3. Определить перемещение сечения I-I. 
Исходные данные:  А = 20 см2;  а = 1,0 м;  b = 1,5 м;  с = 1,0 м;  F = 40 кН. 
 

      
 

Рис. 1.3. 
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Решение. 
Определим продольную силу и нормальное напряжение в поперечном се-

чении по формулам (1.6) и (1.7): 
     а) на участке длиной а (нижний участок):  0,10  x м;  

ρ ;

σ ρ .
x

x

N gAx

gx




 

При  x = 0                Nx = 0,                
σ 0x  . 

При x = 1 м            47850 9,81 20 10 1 150 Н 0,15xN         кН; 
                           σ 7850 9,81 1 80000 Па 0,08x       МПа. 

б) на участке длиной b (средний участок): 5,20,1  x  м;  
ρ ( );

σ ρ ( );

x a

a
x

N Q gA x a

Q
g x a

A

  

  
 

где ρ 0,15aQ gAa   кН – вес нижнего участка бруса; для среднего участка он 
играет роль внешней силы.  

При x = 1,0 м;         0,15 ax QN  кН;                
σ 0,08x   МПа. 

При x = 2,5 м;        4 30,15 7850 9,81 20 10 1,5 10 0,38xN           кН; 

                           6σ 0,08 7850 9,81 1,5 10 0,19х
       МПа. 

в) на участке длиной с (верхний участок):  5,35,2  x  м; 
ρ 2 ( );

σ ρ ( ),
2

x a b

a b
x

N Q Q F g A x a b

Q Q F
g x a b

A

     

 
   

 

где ρ 0,23bQ gAb   кН – вес среднего участка бруса. 

При x = 2,5 м;   38,4010120281,978504023,015,0 7  
xN  кН;  

                      σ 10,1x   МПа. 

При x = 3,5 м;  96,40105,120281,978504023,015,0 7  
xN  кН;  

                     σ 10,18x   МПа. 
Строим эпюры Nx (рис. 1.3, б) и σx (рис. 1.3, в). 
Определим полное удлинение стержня по формуле (1.9). Полное удлине-

ние складывается из удлинений каждого участка бруса под действием внешних 
сил и собственного веса. 

 

 ;l a b c        
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где     
2 2

6
11

ρ 7850 9,81 1
0,19 10  м;

2 2 2 10

ga
a

E
 

    
 

 

2 3 2

11 4 11

6 6 6

ρ 0,15 10 1,5 7850 9,81 1,5

2 2 10 20 10 2 2 10

0,56 10 0,43 10 0,99 10  м;

aQ b gb
b

EA E 

  

    
     

    

     

 

2 3 2

11 4 11

6 6 6

6 6 6 6

( ) ρ (0,15 0,23 40) 10 1 7850 9,81 1

2 2 2 10 2 20 10 2 2 10

50,48 10 0,19 10 50,67 10  м;

0,19 10 0,99 10 50,67 10 51,85 10  м.

a bQ Q F c gc
c

E A E

l



  

   

       
     

      

     

        

 

 
Перемещение сечения I-I равно удлинению лежащей над сечением части 

бруса, т. е. 
6 6 6

I-Iδ 0,99 10 50,67 10 51,66 10с b              м. 
 
 
 

1.2. Напряженное состояние материала в точке 
 

Напряженным состоянием называют совокупность напряжений, дей-
ствующих по всевозможным площадкам, проведенным через данную точку. В 
различных точках тела напряженное состояние неоднородно и определить все 
значения возникающих напряжений затруднительно. В связи с этим в сопро-
тивлении материалов точку рассматривают в виде элементарного параллелепи-
педа с гранями dxdydz. При этом считается, что возникающие напряжения на 
гранях и в наклонных сечениях распределяются равномерно. Нормальные 
напряжения на гранях обозначаются: σ ,  σ ,  σx y z , а касательные: τ ,xy  τ ,yx  

τ ,zy  τ ,  τ ,  τyz xz zx . Двойной индекс при касательных напряжениях указывает на 

направление и плоскость, где они действуют. Например, индексы при напряже-
нии τxy  означают, что х – направление действия этого напряжения по оси х; у –

 это напряжение возникает в плоскости, нормаль к которой параллельна оси у. 
Во взаимно перпендикулярных сечениях касательные напряжения равны 

по величине и противоположны по знаку. Это  свойство касательных напряже-
ний называется законом парности касательных напряжений 

τ τxy yx  . 
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Рассматриваемый параллелепипед в теле стержня можно сориентировать 
таким образом, что по его граням будут действовать только нормальные 
напряжения, а касательные будут равны нулю. В этом случае грани будут назы-
ваться главными площадками, а действующие на них нормальные напряжения 
– главными напряжениями. По количеству главных напряжений, возникающих 
одновременно на главных площадках, различают три вида напряженного состо-
яния точки упругого тела: линейное, плоское и объемное. Главные напряжения 
обозначаются: 1 2 3σ , σ , σ . Принято считать, что 1 2 3σ >σ >σ . Наиболее часто 
встречается плоское напряженное состояние материала.  

Для правильной оценки опасности, угрожающей прочности стержня, 
необходимо знать полностью его напряженное состояние. Это требует умение 
вычислять напряжения не только по сечениям, перпендикулярным оси стержня, 
но и по наклонным сечениям. 

Напряжения в наклонных сечениях, нормаль к которым с осью х состав-
ляет угол α , определяются по следующим формулам: 

2 2
ασ σ cos α σ sin α τ sin2αx y yx   ;                         (1.10) 

            α
σ σ

τ sin2α τ cos2α
2

x y
yx


  ,                             (1.11) 

Для сечений, проходящих под углом  β = α + 90 , возникающие напряже-
ния определяются по формулам: 

    2 2
βσ σ sin α σ cos α τ sin2α;x у yx                             (1.12) 

     β
σ σ

τ sin2α τ cos2α,
2

x y
yx


                                  (1.13) 

Угол α  положительный, если он отсчитан в направлении от оси х к оси у  
по кратчайшему угловому пути, против хода часовой стрелки. 

Нормальное напряжение ασ  считается положительным, если его направ-
ление совпадает с направлением внешней нормали к наклонной площадке. По-
ложительное направление ατ  образовано поворотом внешней нормали к 

наклонной площадке на угол o90  по ходу часовой стрелки. 
Противоположные направления ασ  и ατ  следует считать отрицательны-

ми. 
Площадки, где действуют экстремальные нормальные напряжения и нет 

касательных напряжений, называются главными площадками, а напряжения, 
действующие на главных площадках – главными напряжениями. Они обозна-
чаются: 1 2 3σ , σ , σ , причем 1 2 3σ >σ >σ  и определяются по следующим форму-
лам: 

                  2 2
max 1

1
σ σ (σ σ ) (σ σ ) 4τ

2 x y x y yx
        

;           (1.14) 
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                  2 2
min 2

1
σ σ (σ σ ) (σ σ ) 4τ

2 x y x y yx
        

.            (1.15) 

Положение главных площадок определяется углом наклона 0α  

                  0
2τ

tg2α ,
σ σ

yx

x y





                                             (1.16) 

Наибольшие касательные напряжения действуют на площадках под углом 
o45  

2 2
max

1
τ (σ σ ) 4τ

2 x y yx   .                                 (1.17) 

 
 
 

Пример 1.3. 
 
Стальной кубик находится под действием сил, создающих плоское напря-

женное состояние: σ 80 МПа;x   oα = 30 ;  τ 10 МПаxy   (рис. 1.4). Требуется 

найти: 
1. Главные напряжения и положение главных площадок. 
2. Максимальные касательные напряжения. 
3. Определить аналитически величины нормальных ασ  и касательных ατ  

напряжений, действующих на площадках, нормаль, к которой составляет угол 
α  с горизонтальной осью х. Показать на чертеже заданный элемент и направле-
ние соответствующих напряжений.  

 
Рис. 1.4. 
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Решение. 
Определим главные напряжения 
 

2 2 2 2
1

1 1
σ (σ σ ) (σ σ ) 4τ (80 20) (80 20) 4 10

2 2x y x y yx
                    

               1
100 63,6 =81,8 МПа

2
  ; 

2 2 2 2
2

1 1
σ (σ σ ) (σ σ ) 4τ (80 20) (80 20) 4 10

2 2x y x y yx
                    

               1
100 63,6 =18,2 МПа

2
  . 

Найдем положение главных площадок 

o o
0 0 0

2τ 2 ( 10)
tg2α 0,333;         2α 18 24 ;            α 9 12 .

σ σ 80 20
yx

x y

         
 

 

Определим аналитически величины ασ  и ατ , действующие на площадке, 

нормаль к которой составляет угол o30  с горизонтальной осью (см. рис. 1.4.) 
2 2 2 2

ασ σ cos α σ sin α τ sin2α 80 0,866 20 0,5 ( 10) 0,866

73,65 МПа;

x y уx          


 

α
σ σ 80 20

τ sin2α τ cos2α 0,866 ( 10) 0,5 20,98
2 2

x y
yx

 
        МПа. 

Вектор максимальных главных напряжений maxσ  всегда проходит через 
те четверти осей координат, в которых стрелки касательных напряжений схо-
дятся. 

 
 

1.3. Статически неопределимые стержневые системы 
 
Статически неопределимыми системами называют такие системы, у 

которых реакции или все внутренние суммарные силовые факторы, возникаю-
щие в сечениях их элементов при действии произвольной нагрузки, не могут 
быть определены из уравнений равновесия статики. 

Равновесие плоской стержневой системы обеспечивается тремя опорны-
ми направлениями. Всякое закрепление сверх трех опорных направлений явля-
ется «лишним» с точки зрения равновесия системы, что делает ее статически 
неопределимой. Термин «лишние» является условным. Постановка дополни-
тельных опорных закреплений производится с целью уменьшения деформации, 
веса конструкции или с целью увеличения ее грузоподъемности. 
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Расчет статически неопределимой системы начинается с определения 
степени статической неопределимости системы, которая равна числу «лишних» 
связей (число неизвестных сил минус три – число уравнений статики для плос-
кой системы). 

Определение усилий в статически неопределимой системе связано с 
необходимостью составления дополнительных уравнений – уравнений сов-
местности деформаций. Число этих уравнений должно быть равно степени ста-
тической неопределимости стержневой системы. 

Уравнения совместности деформаций устанавливают геометрические за-
висимости между упругими перемещениями отдельных элементов при соблю-
дении равновесия всей системы в целом. 

Геометрическая схема деформаций должна рассматриваться не с точки 
зрения обычной геометрии, а на основе кинематики малых перемещений, с уче-
том того, что траектории отдельных точек элементов являются прямыми лини-
ями. 

Решение статически неопределимых систем необходимо производить в 
следующей последовательности: 

1. Заданную систему освободить от наложенных на нее связей, действие 
которых заменяется реакциями, и составить уравнения статики; 

2. Определить степень статической неопределимости системы; 
3. По числу «лишних» неизвестных составить дополнительные уравне-

ния из условия совместности деформаций. В уравнениях упругие деформации 
выразить через усилия по закону Гука в развернутом виде по формуле (1.3); 

4. Решить совместно уравнения равновесия статики и дополнительные 
уравнения, определяя усилия в элементах конструкций; 

5. Исходя из условия задачи и на основании условия прочности, опреде-
лить поперечные размеры стержней. 

Рассмотрим подробнее пример расчета статически неопределимой систе-
мы. 

 
 
Пример 1.4. 
 
Для статически неопределимой системы (рис. 1.5), состоящей из жесткой 

невесомой балки АВ и стальных стержней 1 и 2, соединенных с ней шарнирно, 
требуется: 

1. Определить усилия, возникающие в стержне от действия силы F. 
2. Подобрать сечение стержней из двух равнобоких уголков, каждое при 

;2: 12 AA  180F  кН; а = 2,0 м; 0,1b  м;   0,2h  м. 
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Рис. 1.5. 
 
Решение.  
Перед началом решения по приведенному плану определяем геометриче-

ские параметры системы 
 

1 4 4 2,83l DС     м;     1β 45 ;          

2 4 16 4,47l DВ     м;   2
4

sinβ 0,89;
4,47

           

Далее освобождаем брус АВ от наложенных связей, заменяя их действие 
реакциями 1 2,  , , A AX Y N N . Так как на балку АВ действуют четыре неизвестные 
силы, то одна связь «лишняя», т. е. задача является однажды статически 
неопределимой. 

Из трех уравнений равновесия достаточно записать только одно уравне-
ние, не содержащее XA, YA , определение которых не ставится в задаче, 

0;АМ            1 1 2 21 cosβ 3 cosβ 5 0F N N         ; 

0545,03707,0180 21  NN                             (1.18) 
В уравнении статики два неизвестных, поэтому нужно записать еще одно 

дополнительное уравнение из условия совместности деформаций стержней DB 
и DC. Рассматривая геометрическую схему деформаций этих стержней, счита-
ем перемещение точек В и С балки вертикальными (рис. 1.6). Из подобия тре-
угольников АСС1 и АВВ1 имеем: 

3
.

5

AC CC

AB BB
 1

1
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Рис. 1.6. 

 

Учитывая, что     

1 1
1

1 1

1 2 2
1

2 2

;
cosβ cosβ

,
cosβ cosβ

CC l
CC

B B l
BB

  
   


 

получим    1 2

1 2

3
;

cosβ 5 cosβ

l l 
    откуда 

21 94,0 ll  .                                               (1.19) 
 

Равенство (1.19) и есть условие совместности деформации стержней 1 и 2. 
Выразим деформации через усилия по закону Гука 

11 1
1

1 1

2,83
;

N l N
l

EA EA


           2 2 2

2
2 1

4,74

2

N l N
l

EA E A


  


. 

Подставим полученные выражения в формулу (1.19) 

1 2

1 1

2,83 4,74
0,94 .

2

N N

EA E A

 



 

Отсюда получим 

1 22,83 2,10 0.N N                                          (1.20) 
Теперь можно определить усилия N1 и N2, решая совместно систему урав-

нений (1.18) и (1.20), 

1 2

1 2

2,12 2,25 180 0;

2,83 2,10 0.

N N

N N
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Получаем   94,341 N  кН;    08,472 N  кН. 
Подбираем сечение стержней из условий прочности: 

3
4 2 21

1 6
adm

3
4 2 22

2 6
adm

34,94 10
2,18 10 м 2,18 см ;

σ 160 10

47,08 10
2,94 10 м 2,94 см .

σ 160 10

N
A

N
A






    




    



 

Для площадей задано условие  А2:А1 = 2. Если принять А1 = 2,18 см2, тогда 
А2 = 4,36 см2. Условие А2   2,94 см2 выполняется. 

Сечение подбираем из двух равнобоких уголков по ГОСТ 8509-93 (табл. 
П. 3). 

Для первого стержня подбираем два уголка №2 (20х20х3 мм) с площадью 
сечения 1,13 см2. Для второго стержня принимаем два уголка №4 (40х40х3 мм) 
с площадью сечения 2,35 см2. 

Полные площади сечений будут равны А1 = 2,26 см2; А2 = 4,70 см2.  
Проверим отношение площадей: 

4,70
2,08.

2,26

A

A
 2

1
 

Отклонение  
2,08 2

δ 100 % 3,98 %.
2


   

Погрешность допустимая. 
 
 
Пример 1.5.  Монтажная задача 
 

Для статически неопределимой системы (рис. 1.7), состоящей из жесткой 
невесомой балки АВ и стальных стержней 1 и 2, соединенных с ней шарнирно, 
требуется определить дополнительные усилия в стержнях конструкции, если 

стержень 2 изготовлен короче проектного размера на 3105   м при 
;2: 12 AA  а =2,0 м; 0,1b м; 0,2h  м. 

При сборке стержни деформируются: стержень 2 – растянется, стержень 1 
– сожмется. В соответствии с этим покажем направления дополнительных уси-

лий 
1N и 

2N (см. рис. 1.7), возникающих после сборки конструкции. 
Для определения усилий воспользуемся уравнением статики 
 

М 0;А            1 1 2 2cosβ 3 cosβ 5 0N N        ; 

025,212,2 21  NN .                                          (1.21) 
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Рис. 1.7. 

 
Уравнение одно, неизвестных два, следовательно, система один раз ста-

тически неопределима. Запишем дополнительно условие совместности дефор-
маций. Рассмотрим картину деформаций стержней (см. рис. 1.8). Из подобия 

треугольников АС1С и АВ1В получим  
3

5

AC C C

AB B B
 1

1
. 

Учитывая соотношение   2 1
1

1 1
;

cosβ cosβ

CC l
C C


    2 2

1
2 2

,
cosβ cosβ

B B l
B B

  
   

получаем ;
45,05

3

707,0
21 ll 




   1 20,94( )l l     .                                        (1.22) 

 

 
 

Рис. 1.8. 
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Выражение (1.22) – условие совместности деформаций стержней 1 и 2. 
Выражая деформацию через усилия по закону Гука, получим 

1 1 2 2

1 2

0,94
0,94

N l N l

EA EA

 
    

или  

94894,025,1 21  NN                                      (1.23) 
Решая совместно систему уравнений (1.21) и (1.23), определяем усилия 


1N  и 

2N  

75,421 N  кН; 36,452 N кН. 
 
 
Пример 1.6. 
 
Стержень длиной l = 800 мм, защемленный обоими концами, подвергает-

ся действию двух сосредоточенных сил F1=100 кН и F2=150 кН (рис. 1.9, а). 
Определить напряжения, возникающие в различных сечениях стержня, и про-
верить его прочность, если допускаемое напряжение admσ =140 МПа. Площадь 
поперечного сечения  А = 10 см2, l1 = 200 мм и l2  = 600 мм. 

 
Решение. 
Обозначим реакции в заделках стержня через RA и RB. На стержень дей-

ствует система сил, направленных вдоль одной прямой. Для такой системы ста-
тика дает одно уравнение равновесия 

1 20;    0,A BY R F F R      

откуда   21 FFRR BA  .                                                                                  (1.24) 
Для составления уравнения совместности деформаций мысленно отбро-

сим нижнюю заделку и заменим ее действие на стержень реакцией BR , т. е. 
приложим к сечению В (к нижнему торцовому сечению) такую силу, которая 
оказывает на стержень воздействие, полностью аналогичное воздействию за-
делки. Таким образом, изображенная система эквивалентна заданной системе и, 
поскольку в заданной системе перемещение сечения В равно нулю, то и для 
второй системы (рис.1.9, б) должно соблюдаться то же условие 

δ 0В  .                                                      (1.25) 
Для определения вида левой части записанного равенства используем 

принцип независимости действия сил, т. е. вычислим перемещение сечения В 
как сумму перемещений, вызванных каждой силой F1, F2 и RB в отдельности  

 

1 2
δ δ δ δ

BB F F R   . 
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Под действием одной лишь силы F1 деформируется только верхняя часть 
стержня, нижняя и средняя части перемещаются как твердое тело. Таким обра-
зом, перемещение сечения В, вызванное силой F1, равно удлинению верхней 
части стержня 

1

11δ .F
F l

EA
  

Аналогично установим, что перемещение сечения В от действия силы F2, 
равно удлинению верней и средней частей 

2

2 2δ .F
F l

EA
  

Наконец, перемещение сечения В от действия силы RB равно укорочению 
всего стержня   

δ .
B

B
R

R l

EA
  

Суммируя полученные величины и приравнивая сумму нулю согласно 
равенству (1.25), получим уравнение совместности деформаций, 

11 2 2 0BF l F l R l

EA EA EA
   , 

откуда   11 2 2 100 0,2 150 0,6
137,5 кН.

0,8B
F l F l

R
l

   
    

Подставив значение реакции BR  в уравнение равновесия (1.24), опреде-
лим значение реакции в точке А: 

1 1 2 2 1 2 1 1 2 2
1 2 1 2

( ) ( )

(100 150) 0,8 (100 0,2 150 0,6)
112,5 кН.

0,8

A B
F l F l F F l F l F l

R F F R F F
l l

   
       

     
 

 

 
На рис. 1.9, в приведена эпюра продольных сил, в соответствии с которой 

определяем напряжения на различных участках стержня.  
В поперечных сечениях верхней части стержня 

3
(1) 61

4
112,5 10

σ 112,5 10  Па 112,5 МПа;
10 10

N

А 


    


 

в поперечных сечениях средней части 
3

(2) 62
4

12,5 10
σ 12,5 10 Па 12,5

10 10

N

А 


    


МПа, 

а в нижней части 
3

(3) 63
4

137,5 10
σ 137,5 10  Па 137,5

10 10

N

А 


       


МПа. 
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Рис. 1.9. 
 

Наиболее напряженными, как видно из расчетов, являются поперечные 
сечения нижней части стержня. Это напряжение используем для проверки 
стержня на прочность: 

(3) σ 137,5  МПа < admσ  = 140  МПа, 

т. е. условие прочности выполняется. 
 

Пример 1.7. Температурная задача 
 

Определить допускаемое повышение температуры составного стержня 
(рис. 1.10.) из условия, чтобы напряжения сжатия не превышали в стальной ча-
сти сσ 120  МПа, в медной мσ  = 60  МПа и в алюминиевой а σ = 70  МПа. (ли-
нейные размеры на рисунке приведены в мм). 

  

Решение. 
Площади поперечных сечений ступеней 

стержня 
3 2

6 2
м

3 2
6 2

а

3 2
6 2

с

π(50 10 )
1963 10  м ,

4

π(40 10 )
1257 10  м ,

4

π(30 10 )
707 10  м .

4

А

А

А











  


  


  

 

                                                                                           Рис. 1.10. 
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Продольные силы, при которых напряжения в ступенях будут равны за-
данным величинам, должны быть следующими: 

6 6
м м мσ 1963 10 60 10 118000 Н 118 кН;N А          

6 6
а а аσ 1257 10 70 10 88000 Н 88 кН;N А        

6 6
с с сσ 707 10 120 10 84800 Н 84,8 кН.N А          

Величина продольной силы не одинакова для всего стержня, следова-
тельно, в качестве допускаемой продольной силы должно быть принято мень-
шее из трех полученных значений, а именно N = Nc = 84,8 кН. 

Длина стержня в результате защемления обоих концов остается при из-
менении температуры неизменной. Следовательно, удлинение стержня в ре-
зультате повышения температуры должно равняться полученному упругому 
укорочению 

 

м м a a c c м a cα α α (α α α ) ,tl l l t l t l t l t              
 

где м a cα ,  α ,  α   соответствующие коэффициенты теплового линейного расши-
рения. 

a cм
м a c

м м a a c c м м a a c c

1 1 1
( );

Nl NlNl
l l l l Nl

Е А E A E A E А E A E A
              

м a c
м м a a c c

1 1 1
(α α α ) ( ),l t Nl

E А E A E A
       

откуда   м м a a c c

м a c

1 1 1
( )

.
α α α

N
E А E A E A

t

 
 

 
 

Подставим численные значения величин и произведем вычисления 

11 6 11 6 11 6

6 6 6

1 1 1
84800

1 10 1963 10 0,7 10 1257 10 2 10 707 10
36 .

16,5 10 25 10 12,5 10
t

  

  

 
  

           
    

  

Далее определим напряжения в поперечных сечениях стержня при повы-
шении температуры на 36°    

 
6

м 6
м

84800
σ 43 10  Па 43

1963 10

N

A         


 МПа, 

6
а 6

a

84800
σ 67,5 10  Па 67,5

1257 10

N

A         


 МПа,  

cσ 120   МПа. 
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1.4. Задания для расчетов стержней с учетом собственного веса 
 
Для стального бруса с учетом собственного веса и при продольной 

нагрузке F (табл. 1.1.) требуется по указанной схеме (табл. 1.2.):   
1. Построить эпюры продольных сил и нормальных напряжений по 

длине бруса. 
2. Найти полное удлинение (укорочение) бруса для геометрических раз-

меров, приведенных в табл. 1.1. Плотность стали ρ=7850 кг/см3; ускорение си-

лы тяжести g = 9,81 м/с2, модуль упругости 5102 E  МПа.  
3. Определить перемещение сечений I-I. 

 
 

Таблица 1.1 
 

Номер  
варианта 

а, м b, м с, м F, кН A, см² 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

1,5 
1,0 
2,0 
2,0 
2,0 
1,5 
1,5 
1,0 
1,5 
2,0 
1,0 
2,0 
1,0 
1,4 
1,0 
1,0 
1,2 
2,0 
2,6 
2,0 
1,5 
2,0 
1,2 
1,5 
1,4 

1,0 
1,5 
1,0 
1,0 
1,5 
1,0 
1,0 
1,5 
1,0 
1,0 
2,0 
2,0 
1,5 
1,0 
3,0 
2,0 
1,0 
1,5 
1,0 
1,0 
1,8 
1,0 
1,2 
1,0 
2,0 

 
2,0 
2,0 
2,0 
1,5 
1,5 
2,0 
1,0 
2,0 
1,5 
1,5 
1,0 
1,0 
1,0 
1,0 
1,0 
1,0 
2,4 
2,0 
1,7 
1,5 
1,4 
1,4 
1,2 
2,0 
1,0 

 

30 
40 
50 
60 
20 
40 
50 
50 
60 
70 
20 
40 
30 
40 
50 
40 
70 
60 
60 
50 
40 
30 
20 
10 
40 

20 
30 
40 
18 
24 
28 
30 
32 
12 
14 
15 
18 
20 
24 
28 
30 
32 
20 
18 
22 
15 
16 
20 
16 
18 
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Таблица 1.2 

Расчетные схемы бруса 
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1.5. Задания для определения напряжений при плоском 
напряженном состоянии 

 
 

Стальной кубик находится под действием сил, создающих плоское 
напряженное состояние (рис. 1.11.). Показать на рисунке элемент и направле-
ния напряжений в соответствии с вариантом задания.  

 
 
 

 
 

Рис. 1.11. 
 
 
 

Требуется найти: 
1. Главные напряжения и положение главных площадок. 
2. Максимальные касательные напряжения. 
3. Определить аналитически величины нормальных α σ и касательных 

напряжений α τ , действующих на площадках, нормаль к которым составляет 
угол α  с горизонтальной осью х. 

Данные приведены в табл. 1.3. 
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Таблица 1.3 
 
 

Номер 
варианта  σх , МПа  σ у , МПа  τху , МПа α , град 

 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
 

 
40,0 
12,0 
-10,0 
15,0 
20,0 
-12,0 
20,0 
80,0 
12,0 
-14,0 
20,0 
30,0 
-25,0 
16,0 
18,0 
22,0 
-16,0 
10,0 
25,0 
-10,0 
12,0 
18,0 
-40,0 
50,0 
45,0 

 

 
-20,0 
10,0 
-14,0 
12,0 
-40,0 
10,0 
-2,0 
10,0 
14,0 
-10,0 
10,0 
-50,0 
10,0 
80,0 
-10,0 
12,0 
-12,0 
80,0 
-25,0 
10,0 
10,0 
-10,0 
30,0 
-60,0 
35,0 

 

 
-10,0 
-80,0 
-12,0 
90,0 
80,0 
-80,0 
10,0 
-60,0 
10,0 
50,0 
-80,0 
-10,0 
50,0 
10,0 
10,0 
-90,0 
10,0 
-60,0 
10,0 
60,0 
-60,0 
-12,0 
20,0 
10,0 
15,0 

 

 
30 
-45 
15 
30 
15 
45 
-30 
45 
30 
15 
-45 
60 
15 
30 
-30 
45 
20 
-20 
30 
60 
20 
45 
30 
-30 
-45 
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1.6. Задания для расчета статически неопределимых 
стержневых систем 

 
Для статически неопределимой системы, состоящей из жесткой невесо-

мой балки и стальных стержней 1 и 2, соединенных с ней шарнирно (табл.1.4), 
требуется: 

1. Определить усилия, возникающие в стержнях от действия нагрузки F; 
2. Подобрать сечение стержней из двух равнобоких уголков каждое по 

ГОСТ 8509-93 (см. табл. П. 3). 
3. Определить дополнительные усилия в стержнях конструкции, если 

стержень 2 изготовлен короче проектного размера на  3105  м. 

При расчетах принять 5102 E  МПа; admσ =160  МПа, остальные данные 
приведены в табл. 1.4. Расчетные схемы приведены в табл. 1.5. 

 
Таблица 1.4 

Номер 
варианта 

а, м b, м h, м A2 : A1 F, кН 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

2,0 
2,2 
2,6 
2,5 
1,8 
2,0 
2,4 
2,8 
1,6 
2,4 
3,0 
2,4 
1,8 
2,0 
1,5 
1,0 
1,1 
1,5 
0,9 
0,8 
1,2 
1,3 
2,0 
2,0 
1,5 

1,4 
1,6 
1,8 
1,1 
1,0 
1,0 
1,4 
1,6 
1,2 
1,4 
2,0 
1,8 
1,4 
1,5 
1,5 
0,9 
1,3 
1,2 
0,6 
0,7 
1,7 
1,4 
2,0 
1,1 
1,6 

1,8 
2,0 
2,2 
1,5 
1,2 
1,5 
1,6 
2, 
1,5 
1,6 
2,0 
2,2 
1,2 
1,3 
2,0 
1,5 
1,8 
2,0 
3,0 
2,3 
1,3 
0,8 
2,0 
1,0 
0,8 

2,0 
1,5 
1,2 
1,0 
1,5 
2,0 
1,8 
2,0 
1,5 
1,8 
1,5 
2,0 
1,5 
1,2 
1,5 
1,1 
1,8 
2,0 
1,4 
1,6 
1,3 
1,7 
0,9 
0,8 
0,7 

80 
120 
150 
180 
100 
240 
140 
120 
100 
180 
260 
320 
400 
360 
400 
340 
250 
120 
170 
210 
200 
90 
110 
130 
280 
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Таблица 1.5 
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Окончание табл. 1.5 
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Глава 2 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГЛАВНЫХ МОМЕНТОВ 
ИНЕРЦИИ ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ 

 
 
 
 

Моментами инерции являются геометрические характеристики, отража-
ющие заполнение веществом плоского поперечного сечения балки. Значения 
моментов инерции для стандартных поперечных сечений можно найти в любой 
литературе, список которой приведен в конце настоящего пособия. Моменты 
инерции относительно собственных осей простых фигур определяются по из-
вестным формулам. 

Для прямоугольника 
3

12

bh
Jx  ;       

3

12

hb
J у  ;       0Jxу  ,                         (2.1) 

где x , y    горизонтальная и вертикальная оси, проходящие через центр тяже-
сти прямоугольника; b    ширина; h    высота прямоугольника. 

Для круга 

  
4π

64

d
J Jx у  ;        0Jxу  .                              (2.2) 

Для треугольника 

 
3

36

bh
Jx  ;      

3

36

hb
J у  ;       

2 2

72

b h
Jxу   .                 (2.3) 

При этом знак центробежного момента определяется следующим обра-
зом. Треугольник вычерчивается в масштабе, через его центр проводятся оси, 
которые делят треугольник на четыре четверти. В первой и третьей четвертях 
площадь положительна, в остальных отрицательна. Если суммарная положи-
тельная площадь будет по размеру больше отрицательной, то знак центробеж-
ного момента будет тоже положительный и наоборот. 

Осевые моменты инерции прокатных профилей выписываются из табли-
цы (сортамента проката) в соответствии с номером профиля. Для равнополоч-
ных уголков центробежный момент относительно горизонтальной и вертикаль-
ной осей определяется по формуле: 

  0 00 0

sin2α
cos2α

2
J J J Jxу x у x у   ,                       (2.4) 

где 0x , 0y    оси, проходящие через центр тяжести уголка под углом 45  к гори-
зонтальной и вертикальной осям уголка.  

При этом нужно помнить, что угол поворота осей xy относительно осей 

0 0x y  будет отрицательным. Если уголок неравнополочный, то его условно раз-
бивают на два прямоугольника, находят их центры тяжести, и центробежный 
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момент относительно собственных осей всего уголка определяют по формуле 
центробежных моментов инерции относительно параллельных осей.  

Для составного сечения необходимо определять положение центра тяже-
сти, разбив его на простейшие части (прямоугольник, круг, треугольник, дву-
тавр, швеллер, уголок). Формулы для определения центра тяжести имеют вид:  

 
 

 
 

1 1 2 2вр

1 2

1 1 2 2вр

1 2

,
;

,

,
,

,

х

у

S A x A x A xn nxс A A A An

S A у A у A уn nус A A A An

   
 

  

   
 

  

                      (2.5) 

где 
вр вр

, у хS S статические моменты площадей простых фигур относительно 

временных осей; 1 2,  , ,  nA A A    площади простых фигур; , x уn n   координаты 

центров тяжести простых фигур во временных осях.  
Главными моментами инерции плоской фигуры (сечения) называют мо-

менты инерции, определяемые относительно главных центральных осей сече-
ния. Такие оси должны отвечать следующим требованиям: 

1) они проходят через центр тяжести сечения; 
2) относительно этих осей наблюдаются экстремальные значения момен-

тов инерции (главные моменты инерции); 
3) центробежный момент инерции относительно главных осей равен ну-

лю. 
В формулы напряжений, содержащие моменты инерции, необходимо все-

гда подставлять значения главных моментов инерции. Определение главных 
моментов инерции проводится в следующем порядке. 

1. Заданное поперечное сечение сложной конфигурации вычерчивается в 
выбранном масштабе с указанием всех размеров. 

2. Сечение условно разбивается на простейшие фигуры (прямоугольник, 
круг, треугольник, двутавр, швеллер, уголок). 

3. Определяется положение центра тяжести площадки каждой простой 
фигуры и из этих центров проводятся собственные оси координат. 

4. Для всей фигуры сечения проводятся временные (вспомогательные) 
оси координат ( вр вр, x у ) параллельно собственным осям отдельных фигур (же-

лательно, чтобы временные оси проходили через центры тяжести простых фи-
гур, что ведет к уменьшению объема вычислений). 

5. Определяются координаты центра тяжести площади всего сечения по 
формулам (2.5).  

6. Центр тяжести сечения наносится на чертеж, и из него проводятся 
опорные оси координат (  с сx , у ) параллельно временным осям. 
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7. Определяются осевые и центробежные моменты инерции сечения от-
носительно опорных осей. При этом используют формулы для определения 
моментов инерции относительно параллельных осей:  

     
     
     

I II2 2 2
1 1 2 21 2

I II2 2 2
1 1 2 21 2

I II
1 1 1 2 2 21 1 2 2

;

;

,

n
n nc n

n
n nc n

n
n n nc c n n

J J A a J A a J A ax x x x

J J A b J A b J A bу у у у

J J A a b J A a b J A a bx у x у x у x у

     

     

     

  (2.6) 

 
где 

1 2
 , ,  

n
J , J Jx x x  и 

1 2
, ,

n
J ,J Jу у у моменты инерции простых фигур от-

носительно собственных осей; 
1 1 2 2

 , ,  
n n

J , J Jx у x у x у   центробежные момен-

ты инерции простых фигур относительно собственных осей; 1 2 , ,  na , a a  
расстояния между собственными осями 1 2, , nx x x  простых фигур и цен-
тральной осью сx ; 1 2 ,  nb , b b   расстояния между собственными осями 

1 2, , ny y y  простых фигур и центральной осью cy (с учетом знаков). 
8. Определяется положение главных осей инерции по формуле: 

0

2
tg2α с с

с с

Jx у

J Jу х





.                                            (2.7) 

Положительным считается угол 0α , откладываемый против хода часовой 
стрелки. 

9. Проводятся главные оси на чертеже под углом 0α  по отношению к 
центральным осям.  

10. Определяются главные моменты инерции по формулам:  
2 2

0 0 00
2 2

0 0 00

cos α sin α sin2α ;

sin α cos α sin2α

с с с с

с с с с

J J J - Jx у x уx

J J J Jy x у x у

 

  
                   (2.8)  

или  

 2 2
max min

1
4

2 2
c c

c c c c

J Jx у
J J J Jx у x y


     .             (2.9) 

11. Проводится проверка правильности решения задачи в двух вариантах:     
а) суммы главных моментов инерции и моментов инерции относительно 

центральных осей должны быть равны  

 0 0 с с
J J J Jx y x у    5 %;                                    (2.10) 

б) центробежный момент инерции относительно главных осей должен 
быть равен нулю 
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0 00 0
sin2α cos2α 0

2
с с

с с

J Jх у
J Jх ух y


   .                    (2.11) 

 
 
Пример 2.1. 
 
Для заданного поперечного сечения, состоящего из швеллера и равнопо-

лочного уголка (рис. 2.1), требуется: 
1) определить положение центра тяжести; 
2) найти осевые и центробежный моменты инерции относительно осей, 

проходящих через центр тяжести; 
3) определить направления главных центральных осей 0x  и 0у ; 
4) найти моменты инерции относительно главных центральных осей; 
5) вычертить сечение в масштабе 1:2 и указать на нем все размеры в чис-

лах и все оси. 
 

 
 

Рис. 2.1. 
 
Решение. 
1. Проводим временные оси врx  и врy  через левый нижний угол сечения 

(рис. 2.2) и разбиваем сечение на две фигуры: швеллер I и уголок II. 
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Рис. 2.2. 
 

Основные данные фигур выписываем из таблиц сортамента проката. 
 

Швеллер № 20а: 1 25 2A ,  см2, 0 2 28,  см, 
1

1670Jx   см4, 
1

139J y   см4. 

Уголок 100×100×10 мм: 2 19 2A ,  см2, 0 2 83,   см, 
0

Jx   284 см4, 

0
74 1J ,y   см4, 

2 2
179J Jx y   см4 (рис. 2.3). 

Координаты центра тяжести сечения 
 
 
1 1 2 2

1 2

25 2 5 72 19 2 10 83
7 93

25 2 19 2с
A x A x , , , ,

x = ,
A A , ,

   
 

 
 cм; 
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1 1 2 2

1 2

25 2 10 19 2 2 83
6 9

25 2 19 2с
A у A у , , ,

y ,
A A , ,

   
  

 
 cм; 

где 1A , 2A  площади поперечного сечения первой и второй фигур; 1x , 2x , 1у , 

2у  координаты центров тяжести фигур относительно временных осей.  
По значениям координат центра тяжести фигуры наносим точку С 

(см. рис. 2.2.) и проводим центральные оси сx  и сy  параллельно временным 
осям. 

 

Рис. 2.3. 
 
2. Вычисляем осевые моменты инерции относительно центральных опор-

ных осей 

       
   

2 2
1 1 2 21 2

2 2

I II

41670 25 2 3 1 179 19 2 4 07 2409 см ;

С С С
J J J J A a J A ax x xx x

, , , ,  

      

           

 

       
   

2 2
1 1 2 21 2

2 2

I II

4139 25 2 2 21 179 19 2 2 9 603 см

C С С
J J J J A b J A bу y yy y

, - , , , =  .

      

         

 

 
3. Вычисляем центробежный момент инерции сечения относительно осей 

cx  и cy . Центробежный момент швеллера относительно собственных осей ра-
вен 0, так как его оси проходят через центр тяжести и одна из них является 
осью симметрии.    



 36

Для уголка собственные центральные оси, т. е. оси 2x  и 2y   не являются 
главными, поэтому центробежный момент уголка в этой системе координат не 
равен 0. Вычислим его.                                             

Из таблиц сортамента 
4

0
284 смJ  x  ;    4

0
74 1 смJ ,  у  ; 

 
 0 0 4

0 02 2

284 74 1
sin2α cos2α 1 0 104 95 см

2 2

J - Jx у - ,
J J - - ,  .x уx y

      

Угол α  отрицателен, так как поворот осей 0x , 0y  направлен по ходу ча-
совой стрелки. 

   
     

1 1 1 2 2 21 1 2 2

I II

4

0 25 2 3 1 2 21 104 95 19 2 4 07 2 90

172 0 104 95 225 501 95 см

с с с с с с
J J J J A a b J A a bх у х у х у х у х у

, , - , , , , ,

, , ,  .

          

         

     

 

 
Угол поворота главных осей инерции 

 
 

 0

2 2 501 95
tg2α 0,555

603 2409
с с

с с

J х у ,

J Jу x


  


,   o

02α 29 03 ,   o
0α 14 31 30  . 

4. Откладываем полученный угол против хода часовой стрелки от цен-
тральных осей xc , yc  и проводим главные оси инерции 0x , 0y (см. рис. 2.2). 

5. Определяем главные моменты инерции 
2 2 4

0 0 00
cos α sin α sin2α 2536 см

с с с с
J J J J  x у x уx     ; 

2 2 4
0 0 00

sin α cos α sin2α 476 см .
с с с с

J J J J  y x у x у     

Так как 
с с

J Jx у , то maxJ  будет относительно оси 0x , а minJ  будет от-

носительно оси 0y . 
Проверка. 
а) Согласно формуле (2.10) 

 0 0
5 %

с с
J J J J  х у х у    ; 

   8 8 42409 603 10 2536 476 10  м- -     ; 
8 4 8 43012 10  см 3012 10  см- -   . 

б) Согласно формуле (2.11) 

 
0 00 0

sin2α cos2α 0
2

с с

с с

J Jх у
J Jх у х у


   ; 
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     0 0

2409 603
sin2 14 31 30 501 95 cos2 14 31 30 0

2
J ,х у


        ; 

0 0
438 438 0Jх у    . 

Проверка показывает, что главные моменты инерции определены пра-
вильно. 

 
6. Вычерчиваем поперечное сечение в масштабе 1:2 с указанием всех осей 

и размеров. 
 
Пример 2.2. 
 
Для заданного поперечного сечения (рис. 2.4) определить положение цен-

тра тяжести, найти положение главных осей инерции и значения главных мо-
ментов инерции. 

 

 
 

Рис. 2.4. 
 
Решение. 
1. Чертим поперечное сечение в масштабе 1:1; 
2. Разбиваем сечение на простейшие фигуры: I – прямоугольник, II – пря-

моугольный треугольник, III – круг; 
3. Проводим временные оси xвр и yвр через левый нижний угол заданного 

сечения (рис. 2.5). 
4. Обозначив на рисунке центры тяжести простейших фигур, находим их 

координаты относительно временных осей и определяем площади фигур 

         1 2
1 2

1 2

6 см; 14 см;
              

4 5 см; 3 см;

x  x  
C С

у ,  у  

  
   

        3
3

3

10 см;

3 см.

x  
С

у  


 

 

         2
1 108 смA   ,                 2

2 27 смA   ,            2
3 12 56 смA ,   . 
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Рис. 2.5. 
 
5. Определим координаты центра тяжести сечения 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

6 108 14 27 10 12 56
7 35 см;

108 27 12 56

S x A x A x A ,у
x ,  c A A A A ,

      
   

   
 

 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

4 5 108 3 27 3 12 56
4 32 см.

108 27 12 56

S у A у A у A , ,xy ,  с A A A A ,

      
   

   
 

Обозначим на рис. 2.5 положение центра тяжести С  (xc =7,35 см; 
yc =4,32 см) и проведем центральные оси xc и yc параллельно временным осям. 

6. Определим координаты центров тяжести простейших фигур 
 1 2 3С , С , С  относительно центральных осей xc и yc  

1 1
1

1 1

1 35 см

0 18 см

b x x ,  cС
a у у ,  c

  
   

       2 2
2

2 2

6 65 см

1 32 см

b x x ,  cС
a у у ,  c

  
    

 

3 3
3

3 3

2 65 см

1 32 см.

b x x ,  cС
a у у ,  c

  
    

 

7. Определим моменты инерции простейших фигур относительно их цен-
тральных осей 

Для прямоугольника: 

1

3 3
412 9

729 см
12 12

bh
J  x


   ; 

1

3 3
412 9

1296 см
12 12

b h
J  y


   ;  

1 1
0Jx y  . 

 
Для треугольника: 
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2

3 3
46 9

121 5 см
36 36

bh
J ,  x


   ;       

2

3 3
46 9

54 см
36 36

b h
J  y


   ; 

2 2

2 2 2 2
46 9

40,5 см
72 72

b h
J  x y


      , 

знак минус указывает на преобладание суммарной отрицательной части площа-
ди поперечного сечения. 

Для круга: 

3 3

4 4
4π 3 14 4

12 56 см
64 64

d ,
J J = = ,  x y


  ;       

3 3
0Jx y  . 

8. Определим моменты инерции всего сечения относительно центральных 
осей xc и yc, используя формулы моментов инерции относительно параллельных 
осей 

 

     
       

2 2 2
1 1 2 2 3 31 2 3

2 22

I II III

4729 0 18 108 121 5 1,32 27 12,56 1,32 12,56 866,6 см

с с с с
J J J J J A a J A a J A ax x x xx x x

, ,  

                   
     

            

 

     
      

2 2 2
1 1 2 2 3 31 2 3

2 2 2

I II III

41296 1 35 108 54 6 65 27 12 56 2 65 12 56 1093 32 см

с с с с
J J J J J A b J A b J A bу у у уy y y

, , , , , ,  

                   
     

            

 

     
        
1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 1 2 2 3 3

I II III

4

0 0 18 1 35 108 40 5 1 32 6 65 27 0 1 32 2 56 12 56

259 82 см

c c c c c c c c
J J J Jx у x у x у x у

J a b A J a b A J a b Ax у x у x у

, , , , , , , ,

,  .

             
     

      

                

 

 

Получили, что центробежный момент сечения 0
с с

Jx у  , следовательно, 

оси xc и yc не являются главными осями инерции. 
9. Найдём положение главных осей инерции по формуле: 

o
0 0

2
tg2α 2 29; откуда  2 α 66 20 ;c c

c c

Jx у
,

J Jx у

 
     


 o

0α 33 10 .   

10. Проводим главные оси инерции 0x , 0y  под углом 0α  относительно 
центральных осей и определяем значение главных моментов инерции 

2 2 4
0 0 00

cos α sin α sin2α 696 48 см
с с с с

J J J J ,  x у x уx     ; 
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2 2 4
0 0 00

sin α cos α sin2α 1263 42 см
с с с с

J = J + J + J ,  .y x у x у   

0

4
min 696 48 смJ J ,  x  ;         

0

4
max 1263 42 смJ J ,  y  . 

Проверка. 
а)  Согласно формуле (2.10)  

 0 0
5%

с с
J J J Jх у х y    ; 

   8 8 4866 6 1093 32 10 696 48 1263 42 10  м- -, , , ,     ; 
-8 4 -8 41959 9 10 см 1959 9 10 см, ,   . 

б)  Согласно формуле (2.11) 

 
0 0 0 0sin2α cos2α 0

2
с с

с с

J Jх у
J Jx y х у


   ; 

       0 0
o o866 6 1093 32

sin2 33 10 259 82 cos2 33 10 0
2

, ,
J ,х y


       ; 

0 0
104 104 0J х y    . 

Проверка показывает, что главные моменты инерции определены пра-
вильно. 

 
 

2.1. Задания для определения  
главных моментов инерции 

 
а) Для заданного поперечного сечения (табл. 2.1), состоящего из швелле-

ра и равнополочного уголка или из швеллера и двутавра (табл. 2.2), требуется: 
1. Определить положение центра тяжести; 
2. Найти осевые и центробежный моменты инерции относительно осей 

xс  и yс , проходящих через центр тяжести сечения;  
3. Определить положение главных осей инерции 0x  и 0y ; 
4. Найти главные моменты инерции относительно главных осей 

0x  и 0y ; 
5. Вычертить сечение в выбранном масштабе и указать на нем все раз-

меры в числах и все оси; 
6. Сделать проверочные расчеты. 

б) Для заданного поперечного сечения (табл. 2.3) требуется: 
1. Определить положение центра тяжести; 
2. Найти осевые и центробежный моменты инерции относительно осей 

xс  и yс , проходящих через центр тяжести сечения; 
3. Определить положение главных осей инерции 0x и 0y ; 
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4. Найти главные моменты инерции относительно главных осей 

0x  и 0y ; 
5. Сделать проверочные расчеты. 

 
                                                                                           Таблица 2.1 

 

 
 

Таблица 2.2 

 

Номер 
варианта 

Тип  
сечения 

Швеллер № 
Равнобокий уголок, 

мм 
Двутавр  № 

1 I 14 80×80×8 12 
2 II 16 80×80×6 14 
3 III 18 90×90×8 16 
4 IV 20 90×90×7 18 
5 V 22 90×90×6 20а 
6 VI 24 100×100×8 20 
7 VII 27 100×100×10 22а 
8 VIII 30 100×100×12 22 
9 IX 33 125×125×10 24а 
10 X 36 125×125×12 24 
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Таблица 2.3 

 

Вид поперечного сечения 
 

Номер 
варианта 

а, см в, см с, см d, см 

  

1 12 6 4 2 

2 16 10 2 6 

3 9 6 1 3 

  

4 6 9 3 5 

5 7 8 6 9 

6 8 6 4 6 

7 9 5 2 3 

 

8 6 4 3 4 

9 5 2 4 4 

10 4 3 2 5 

11 7 5 3 2 

 

12 9 4 4 6 

13 7 5 3 3 

14 6 3 6 4 

15 4 2 5 6 
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Продолжение табл. 2.3 
 

Вид поперечного сечения 
 

Номер 
варианта 

а, см в, см с, см d, см 

  

16 12 9 4 6 

17 18 12 5 8 

18 14 6 6 7 

19 15 19 3 4 

  

20 12 10 6 6 

21 16 8 9 4 

22 20 9 8 12 

23 14 14 12 6 

24 24 20 10 4 

  

25 10 8 4 3 

26 11 9 6 6 

27 13 12 5 9 

28 15 10 5 6 

29 8 4 8 12 

  

30 8 5 2 2 

31 9 4 1 2 

32 6 9 3 3 

33 10 6 4 1 

34 12 8 5 1 
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Продолжение табл. 2.3 

 

 
 

  

Вид поперечного сечения 
 

Номер 
варианта 

а, см в, см с, см d, см 

 

35 6 6 3 4 

36 9 4 6 5 

37 10 6 12 9 

38 12 9 10 6 

  

39 12 10 3 1 

40 10 12 3 2 

41 9 12 3 1 

42 8 10 3 2 

 

43 20 12 4 4 

44 18 10 3 5 

45 12 9 5 6 

46 15 12 6 4 

  

47 10 4 3 1 

48 12 6 4 2 

49 14 5 5 3 

50 16 6 4 1 
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                                                                                              Окончание табл. 2.3 

 

Вид поперечного сечения 
 

Номер 
варианта 

а, см в, см с, см d, см 

 

  

51 12 10 6 3 

52 18 12 4 9 

53 20 14 8 6 

54 22 16 10 4 

  

55 30 12 12 4 

56 24 14 10 6 

57 18 16 9 5 

58 12 10 8 3 

  

59 9 6 2 4 

60 6 5 4 2 

61 10 8 3 8 

62 12 9 4 1 

  

63 20 10 6 3 

64 12 6 4 3 

65 15 9 3 6 

66 18 10 9 6 

 



 46 

Глава 3 
 

ДЕФОРМАЦИЯ КРУЧЕНИЯ ВАЛА 
 
 

 
 

Деформация кручения возникает при действии на вал пар сил, действую-
щих в плоскостях, перпендикулярных к его продольной оси. При расчетах вала 
на кручение выполняются следующие условия прочности и жесткости: 

max maxadm admτ τ ,  ,     

где maxτ  − максимальное касательное напряжение, max  − максимальный угол 

закручивания вала. 
Для определения максимального касательного напряжения и максималь-

ного угла закручивания необходимо иметь представление о том, как изменяется 
величина крутящего момента по длине вала. Текущие значения крутящих мо-
ментов определяются графиками их изменения, называемыми эпюрами. Вал по 
длине делится на участки вертикальными линиями, проведенными через те се-
чения, где приложены моменты пар сил. На каждом участке крутящий момент 
имеет постоянное значение и равен алгебраической сумме моментов относи-
тельно продольной оси, приложенных слева от сечения, проведенного условно 
на данном участке, или же приложенных справа от этого сечения.  

Правило знаков: момент в сечении считается положительным, если, 
смотря на торцевое крайнее правое сечение вала, момент направлен по ходу ча-
совой стрелки. Параллельно продольной оси вала проводится нулевая линия, от 
которой положительные моменты откладываются вверх, отрицательные − вниз 
в выбранном масштабе. Эпюра штрихуется вертикальными линиями. Диаметр 
сечения вала определяется из условия прочности 

max
max admτ τ

p

T

W
  ,                                         (3.1) 

где maxT  − максимальный крутящий момент из эпюры Т; 

 
 

4 3π 32 π

2 2 16
p

p

dJ d
W

d d
    − полярный момент сопротивления кручению по-

перечного сечения.  

Исходя из условия прочности  
3

max

adm

π

16 τ

Td
 , можно определить диаметр 

вала 

 
max3
adm

16
   

πτ

T
 d  .                                             (3.2) 
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Углы закручивания вала на отдельных участках определяются по форму-
ле: 

                                             
p

Tl

GJ
  ,                                                   (3.3) 

где T − крутящий момент на рассматриваемом участке вала, взятый из эпюры 
моментов; l - длина участка вала; pGJ  − жесткость вала при кручении; G  − мо-

дуль сдвига; 
4π

32p
d

J   − полярный момент инерции поперечного сечения вала. 

При построении эпюры углов закручивания вала необходимо помнить, 
что полный угол закручивания равен алгебраической сумме углов закручивания 
вала на отдельных участках. Значения углов закручивания в промежуточных 
сечениях определяются по формуле: 

 прав левα α ,                                                  (3.4) 

где левα  − суммарный угол закручивания всех участков, которые находятся 
слева от рассматриваемого участка;   − угол закручивания на данном участке. 

Для определения максимального относительного угла закручивания 
определяют углы для каждого участка по формуле:  

  θ
l


 ,                                                          (3.5) 

где  l − длина рассматриваемого участка. 
 
 
 
 

Пример 3.1. 
 

К стальному валу приложены три известных момента: 1T =1100 Н·м, 

2T =1400 Н·м, 3T = 1800 Н·м, а = 1,1 м, b = 1,4 м, с = 1,8 м  (рис. 3.1). 
 
Требуется: 
1. Установить, при каком значении момента Х угол закручивания правого 

концевого сечения вала равен нулю. 
2. Построить эпюру крутящих моментов. 

3. При заданном значении admτ  определить диаметр вала из расчета на 

прочность и округлить его величину до ближайшего большого, соответственно 
равного 30, 35,40, 45, 50, 60, 70, 80, 90, 100 мм. 

4. Построить эпюру углов закручивания. 
5. Найти наибольший относительный угол закручивания и проверить вал 

на жесткость при admθ 1,5 град м . 
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Рис. 3.1. 
 
Решение. 
1. Задача является статически неопределимой, так как невозможно опре-

делить из одного уравнения равновесия два неизвестных момента pТ  и X . Для 

решения составим одно уравнение статики и одно уравнение совместности де-
формации. Уравнение статики представляем в виде уравнения моментов отно-
сительно продольной оси вала 

1 2 3 0pТ T T T T X      . 

Угол закручивания правого концевого сечения может быть выражен как 
алгебраическая сумма взаимных углов закручивания сечений отдельных участ-
ков под действием каждого из моментов в отдельности  

1 2 3 4 0           , 
где 1  − угол закручивания вала на участке 0-1 под действием момента 1T ; 2 − 
угол закручивания вала на участке под действием момента 2T ; 3  − угол закру-
чивания вала на участке под действием момента 3T ; 4  − угол закручивания 
вала на участке 3-4 под действием неизвестного момента Х. 

При этом 
     2 31

1 2 3 4
2

 ;   ;    ;   
p p p p

T a b T a b c X a b cT a
.

GJ GJ GJ GJ

    
           

     

     

2 31

1 2 3

2

 2 0

p p p p

T a b T a b c X a b cT a

GJ GJ GJ GJ

T a T a b  T a b c X a b c .

    
     

         

 

Подставив данные, получим 
1100 11 1400 2 5 1800 4 3 5 4 0, - , - , X ,      ; 

откуда 
1210 3500 7740

1857 Н м
5 4

X   
,

  
   . 

Реактивный момент находим из уравнения статики: 

     
1 2 3 ;

1100 1400 1800 1857 243 Н м.

p

p

T T T T X

T  

    

      
 

2. Для построения эпюры моментов (рис. 3.2) определяем значения мо-
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ментов методом сечений. 
В сечении  IV-IV     IV 1857 Н мT    . 
В сечении  III-III      III 1857 1800 57 Н мT      . 
В сечении   II-II        II 1857 1800 1400 1343 Н мT        . 
В сечении    I-I          I 1857 1800 1400 1100 243 Н м.T          
3. Найдем полярный момент инерции сечения 

max 6 3
6

adm

1857
30 95 10 м

τ 60 10

-
P

T
W ,     


, 

где  adm maxτ 60 МПа;  1857 Нм  T    . 

Из соотношения  
3π

16p
d

W    найдем диаметр вала: 

6
233 16 16 30 95 10

5 5 10 м 55 мм.
π 3 14

-
-PW ,

d ,   
,

  
      

Принимаем диаметр вала равным 60 мм. 
 

 
Рис. 3.2.    

 
4. Углы закручивания вала на участках находим по формуле (3.3). Для 

этого сначала найдем pJ  
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4
4 8 43,14 6

 127,2  см 127,2 10 м
32

-
pJ  


    . 

I
I

6

4 8
243 10 1 1

0 0026 рад
8 10 127 2 10

-

-
p

T a ,
,  

GJ ,

 
     

  
; 

II
II

6

4 8
1343 10 1 4

0 0185 рад
8 10 127 2 10

-

-
p

T b ,
,  

GJ ,

  
     

  
; 

III
III

6

4 8
57 10 1 8

0 0010 рад
8 10 127 2 10

-

-
p

T c ,
,  

GJ ,

 
   

  
; 

IV
IV

6

4 8
1857 10 1 1

0 0200 рад
8 10 127 2 10

-

-
p

T a ,
,  

GJ ,

 
   

  
. 

В месте жёсткой заделки в сечении 0 вал неподвижен. По формуле (3.4), 
находим угол закручивания вала в сечениях 1, 2, 3, 4: 

1 0 I

2 1 II

3 2 III

4 3 IV

α α 0 0 0026 рад;

α α 0 0026 0 0185 0 0211 рад;

α α 0 0211 0 001 0 0201 рад;

α α 0 0201 0 02 0 0001 0 рад

,  

, , ,  

, , ,  

, , , .

   
      
      
       

  

Строим эпюру углов закручивания (см. рис.3.2). Относительный угол за-
кручивания на каждом участке можно определить по формуле (3.5): 

I
I

II
II

III
III

IV
IV

0 0026
θ 0 0023 рад м;

11 11

0 0185
θ 0 0132 рад м;

1 4 1 4

0 0010
θ 0 0006 рад м;

1 8 1 8

0 0200
θ 0 0182 рад м

11 11

,
,  

, ,

,
,  

, ,

,
,  

, ,

,
,  .

, ,


    


    


  


  

 

 
5. Наибольшим является относительный угол закручивания на участке 3-4 

max
180

θ 0,0182 рад м 0 0182 1,04  град м
π

,  


. 

 
Таким образом, max admθ 1,04  град м θ 1,5  град м   , т. е. условие 

жесткости выполняется. 
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Пример 3.2. 
 

Шкив двухколодочного тормоза крана, имеющий диаметр 300 ммD  , 
жестко крепится на стальном валу диаметром 30 ммd    (рис. 3.3). Определить 
наибольшие напряжения кручения в сечении вала, если сила нажатия на колод-
ки  тормозного шкива Q = 820 Н, коэффициент трения скольжения между ко-
лодками и шкивом 0 4f , . Определить угол закручивания вала, если 

400 ммl   . 
 

 
Рис. 3.3. 

 
Решение. 
Окружное усилие на тормозном шкиве равно силе трения, возникающей 

между колодками и шкивом 
820 0 4 328 НF Qf ,      . 

Крутящий момент на тормозном шкиве 
2328 30 10 98 4 Н м-T FD ,        . 

 Полярный момент сопротивления и полярный момент инерции сечения 
вала равны 

 33 2 6 3π π
3 10 5 3 10 м

16 16
- -

рW d ,       ; 

 44 2 8 4π π
3 10 7 96 10 м

32 32
- -

pJ d ,       . 

Наибольшее касательное напряжение в сечении определяем по форму-
ле (3.1) 
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6
max 6

98 4
τ 18 5 10 Па 18 5 МПа.

5 3 10-
P

T ,
,  ,  

W ,
    


 

Угол закручивания вала тормозного шкива 

10 8
180 98 4 0 4 180

0 36 ,
π π8 10 7 96 10- -

p

Tl , ,
,

GJ ,


     

  

 
  

следовательно 22 .   
 
 
Пример 3.3. 
 
К стальному валу, оба конца которого защемлены (рис. 3.4, а), приложен 

крутящий момент T = 440 Н·м. Определить реактивные моменты в опорах А и В 
и построить эпюру крутящих моментов при 1 0,2 м,  0,8 м.l l   

 
Решение.  
Обозначим реактивные моменты в защемлении через AT  и ВT . Из статики 

знаем уравнение равновесия 
0A BT Т T     или A BT T Т   

Далее составим уравнение совместности деформаций. Для этого отбро-
сим (мысленно) защемление правого конца вала и заменим его действием на 
вал неизвестным реактивным моментом ВT  (рис. 3.4, б).  

 

 
 

Рис. 3.4. 
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Величину момента TB определим из условия, что угол закручивания пра-
вого крайнего сечения от действия моментов Т и TA равен нулю, так как это се-
чение вследствие защемления неподвижно. Угол закручивания правого осво-
божденного сечения вала на основе принципа независимости действия сил 
можно определить как сумму двух слагаемых 

 

+     , 
 

где   и   – углы закручивания правого освобожденного сечения вала, 

найденные отдельно от моментов Т  и TB, при этом 1  
p

Tl

GJ
  ;  B

p

T l

GJ
   . 

Знак минус в выражении   взят потому, что моменты T  и TB  противо-
положны по направлению. 

Полный угол закручивания правого сечения равен нулю, поэтому 
 

1 0B

p p

Tl T l

GJ GJ
         , 

 

откуда 1 440 0 2
110 Н м

0 8B
Tl ,

T  
l ,


    . 

Из уравнения статики определим момент TA  
 

440 110 330 Н мА BТ Т Т        . 
 

Эпюра крутящих моментов приведена на рис. 3.4, в.  
  
 

3.1. Задания для расчета валов на кручение 
 
К стальному валу приложены три известных момента 1 2 3, ,T  T  T . 
Требуется: 
1. Установить, при каком значении момента X угол закручивания правого 

концевого сечения вала равен нулю. 
2. Построить эпюру крутящих моментов. 
3. При заданном значении admτ  определить диаметр вала из расчета на 

прочность и округлить его значение до ближайшего равного: 30, 35, 40, 45, 50, 
60, 70, 80, 90, 100  мм. 

4. Построить эпюру углов закручивания, найти наибольший относитель-
ный угол закручивания и проверить вал на жесткость при admθ 1,5  град м . 

Данные для расчета приведены на рис. 3.5 и в табл. 3.1. 
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Рис. 3.5. 

 
                                                                                                Таблица 3.1 

 

Номер 
варианта 

Номер 
схемы 

Расстояние, м Момент, Н·м 
admτ , МПа 

a b c T1 T2 T3 

1 I 1,1 1,2 1,1 1100 1000 1200 35 

2 II 1,2 1,3 1,2 1200 1100 1000 40 

3 III 1,3 1,4 1,3 1300 1200 1100 45 

4 IV 1,4 1,5 1,4 1400 1300 1200 50 

5 V 1,5 1,6 1,5 1500 1400 1300 55 

6 VI 1,6 1,7 1,6 1600 600 1500 60 

7 VII 1,7 1,8 1,7 1700 700 1600 65 

8 VIII 1,8 1,9 1,8 1800 800 1700 70 

9 IX 1,9 2,0 1,9 1900 900 1800 75 

10 X 2,0 2,1 2,0 2000 1000 2100 80 
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Глава 4 
 

ДЕФОРМАЦИЯ ПОПЕРЕЧНОГО ИЗГИБА БАЛОК 
 
 
 
 

Деформация поперечного изгиба может возникнуть от любых нагрузок, 
если линии действия этих нагрузок находятся в плоскости, проходящей через 
продольную ось балки. Если в такой плоскости располагается одна из главных 
осей инерции поперечного сечения, то возникает деформация плоского изгиба. 
От действия внешних нагрузок в поперечных сечениях балок возникают внут-
ренние силовые факторы – поперечные силы и изгибающие моменты. Для их 
нахождения пользуемся методом сечений и, изучая равновесие сил, приводим 
внешние нагрузки к центру тяжести поперечного сечения.  

Поперечная сила xQ  в любом сечении равна алгебраической сумме про-
екций всех внешних сил, приложенных с одной стороны от рассматриваемого 
сечения, на ось, перпендикулярную к продольной оси балки.  

Изгибающий момент xM   в любом сечении равен алгебраической сумме 
моментов всех сил, действующих с одной стороны от рассматриваемого сече-
ния балки, относительно центра тяжести сечения. 

Правило знаков для xQ  и xM : 
1) поперечная сила считается положительной, если она сдвигает левую 

часть балки от сечения вверх, а правую часть балки вниз; 
2) изгибающий момент в сечении считается положительным, если он из-

гибает балку выпуклостью вниз; при изгибе балки выпуклостью вверх изгиба-
ющий момент считается отрицательным.  

Уравновесить момент внешних сил может только момент внутренних сил 
упругости, который образован силами, направленными нормально к сечению 
балки. Поперечная сила может быть уравновешена силой, которая является 
равнодействующей внутренних сил упругости, расположенных в плоскости се-
чения балки. 

Таким образом, нормальные напряжения, возникающие в поперечных се-
чениях балок, зависят от величины изгибающих моментов в этих сечениях, а 
касательные напряжения – от величины поперечных сил в этих сечениях. Эту 
зависимость в общем виде можно записать 

 1σ xf M ;    2τ xf Q  

Таким образом, для того, чтобы определить напряжения в поперечных 
сечениях, необходимо знать законы изменения xQ   и xM  по длине балок. Для 
этого строят два графика, называемых эпюрами поперечных сил и изгибающих 
моментов. 

Порядок построения эпюр сводится к следующему: 
1. Заданная балка вычерчивается в выбранном масштабе с указанием раз-

меров и нагрузок; 
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2. С помощью уравнений равновесия статики определяются реакции опор 
с обязательной последующей проверкой; 

3. Балка разбивается на отдельные участки. Каждый участок имеет свой 
закон изменения нагрузки; 

4. Для каждого участка записываются уравнения для определения xQ  и 

xM ; 
5. Вычисляют ординаты xQ  и xM  по составленным для отдельных участ-

ков уравнениям; 
6. Строят в принятом масштабе эпюры xQ  и xM . 
Положительные значения найденных величин откладываются выше нуле-

вой линии эпюры, а отрицательные − ниже ее. 
Построение эпюр поперечных сил и изгибающих моментов можно вы-

полнить, применяя следующие контрольные правила для построения эпюр: 
1. На концевых шарнирных опорах xQ  равны реакциям, а xM  равны ну-

лю, если на опорах не приложены пары с моментами М. 
2. На участках балки, где отсутствует распределенная нагрузка, попереч-

ная сила постоянна, а изгибающий момент изменяется по линейному закону. 
3. На участках, где приложена равномерно распределенная нагрузка, 

эпюра xQ  изменяется по закону прямой наклонной линии, а эпюра Мх − по за-
кону квадратичной параболы. В том сечении, где эпюра xQ  пересекается с ну-
левой линией, на эпюре xM  наблюдается экстремальное значение момента 
(вершина параболы). 

4. На участках, где приложена нагрузка, изменяющаяся по закону тре-
угольника, эпюра xQ  изменяется по закону квадратичной параболы, а эпюра 

xM  − по закону кубической параболы. 
5. В тех сечениях, где приложены сосредоточенные силы (включая и 

реакции), на эпюре xQ  наблюдаются скачки (перепады) на величину этих сил, 
а на эпюре xM  − переломы смежных линий. 

6.  В тех сечениях, где приложены пары с моментами М, на эпюре xM  
наблюдаются скачки на величину этих моментов. 

7. На свободном конце консольной балки поперечная сила xQ  равна ну-
лю, если в этом месте не приложена сосредоточенная сила; и изгибающий 
момент xM  равен нулю, если в этом месте не приложена пара с моментом М. 

8. В жесткой заделке консольной балки xQ  равна реакции, а изгибающий 
момент xM  равен моменту заделки. 

 
Нормальные напряжения при изгибе определяются по формуле: 

н.о.
σ xM

у
J

 ,                                                        (4.1) 
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где Мх − изгибающий момент в сечении; н.о.J − момент инерции сечения отно-
сительно нейтральной оси поперечного сечения (нейтральная ось – это ось, в 
любой точке которой нормальные напряжения всегда равны нулю); у − рассто-
яние до рассматриваемого волокна от нейтральной оси.  

Касательные напряжения при изгибе могут быть определены по формуле 
Д. И. Журавского:      

н.о

н.о.

.τ ,xQ S

J b
                                                      (4.2) 

где Qx − поперечная сила в сечении; н.о.S  − статический момент площади отсе-
ченной части поперечного сечения выше уровня, на котором определяются ка-
сательные напряжения относительно нейтральной оси; b − ширина сечения на 
уровне, для которого определяются напряжения. 

Подбор поперечного сечения балки производится на основании следую-
щего условия прочности: 

mах
mах adm

н.о.
σ σ ,

М

W
                                               (4.3) 

откуда        

mах
н.о.

adm
,

σ

M
W                                                     (4.4) 

где  mахM  − максимальный изгибающий момент, взятый из эпюры Мх; н.о.W − 
момент сопротивления поперечного сечения балки изгибу относительно 
нейтральной оси; admσ − допускаемое нормальное напряжение для материала 
балки. 

После подбора поперечного сечения производится полная проверка балки 
на прочность по следующим напряжениям: 

а) по рабочим нормальным напряжениям 

mах
раб. adm

н.о.

σ σ
М

W
  , 

где н.о.W  − момент сопротивления выбранного поперечного сечения. 
б) по максимальным касательным напряжениям  

max н.о.
max adm

н.о.
τ τ ,

Q S

J b
   

где maxQ − наибольшая поперечная сила, взятая из эпюры xQ ; Sн.о. − статиче-
ский момент части площади выбранного поперечного сечения, находящейся 
выше или ниже нейтральной оси, относительно этой оси; b − ширина сечения 
на уровне нейтральной оси; Jн.о. − момент инерции выбранного сечения относи-
тельно нейтральной оси. 

в) по главным напряжениям: 
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проверка проводится для балок, ширина сечений которых не постоянна. 
При этой проверке на основании эпюр выбирается опасное сечение балки, в ко-
тором одновременно значения xQ  и xМ  большие. По формулам (4.1) и (4.2) 
для этого сечения строят эпюры нормальных и касательных напряжений, а за-
тем определяют главные напряжения для характерных волокон сечения по его 
высоте, пользуясь формулой:  

2 2
1,2

1σ (σ σ 4τ ).
2

                                          (4.5) 

Для стальных балок определяют расчётное (эквивалентное) напряжение 
для верхних (нижних), средних, переходных волокон (где резко изменяется ши-
рина сечения) по III или IV теориям прочности. 

Проверка прочности сводится к рассмотрению выполнения следующих 
условий прочности: 

III
р 1 2 admσ σ σ σ ,                                         (4.6) 

IV 2 2
р 1 2 1 2 admσ σ σ σ σ σ .                                  (4.7) 

 
 

 

4.1. Расчет балки на прочность 
 
Пример 4.1. 
 
Для расчетной схемы с указанными размерами и нагрузками (рис. 4.1.) 

построить по длине балки эпюры изгибающих моментов и поперечных сил. 
Подобрать поперечное сечение балки в двух вариантах: 
а) прямоугольного профиля, полагая, что балка деревянная при 

admσ = 10 МПа; соотношение между размерами сечения принять равным b:h = 

= 1:2; 
б) двутаврового профиля (см. табл. П.1), материал сталь при 

admσ = 160 МПа, admτ 96 МПа . 

в) провести полную проверку стальной балки на прочность. 
 
Решение. 
Определение опорных реакций. 
Расчёт балки следует начинать с расстановки и определения величины 

опорных реакций. Величина и направление опорных реакций и реактивных мо-
ментов могут быть определены из решения уравнений равновесия. Для плоской 
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системы параллельных сил (поперечный плоский изгиб) условия равновесия 
описываются двумя уравнениями статики: 0; 0A BM M   . 

Рассматриваемая балка (см. рис. 4.1) имеет две шарнирные опоры. В опо-
ре А (шарнирно-подвижной) возникает одна реакция RA , в опоре В (шарнирно-
неподвижной) направление реакции в общем случае неизвестно, поэтому раз-
ложим её на две составляющие: НB − горизонтальную и RB − вертикальную. Все 
нагрузки действуют перпендикулярно продольной оси балки, поэтому из урав-
нения проекций на горизонтальную ось х получается, что составляющая НB = 0. 
Запишем уравнения моментов сил относительно опоры В 

BM  = 0,       1 25 3 3 0,5 0AM R F M q         . 

Решаем уравнение относительно RA  

1 23 3 0,5 30 60 3 50 20 1,5
38 кН

5 5A

M F M q
R

          
   . 

Запишем уравнения моментов сил относительно опоры А 
0,AM      2 15 3 4,5 2 0BR q M F M         . 

Решаем уравнение относительно RB 

2 13 4,5 2 20 3 4,5 50 60 2 30 410
82 кН.

5 5 5B

q M F M
R

           
     

Для проверки правильности вычисления опорных реакций составим 
уравнение проекций всех сил на вертикальную ось у: 

y  = 0,    3 0;A BR F q R        38 60 60 82 0,      120 120 0  . 

Последнее уравнение обращается в тождество, следовательно, величина 
реакций и их направление определены правильно. 

Если в результате решения уравнения реакция имеет отрицательное зна-
чение, то следует изменить направление реакции на противоположное и в даль-
нейших расчётах считать её положительной. 

После определения опорных реакций можно перейти к построению эпюр 
изгибающих моментов и поперечных сил, предварительно разбив балку по 
длине на участки, в пределах которых закон изменения внешних нагрузок оста-
ётся постоянным. 

Границы участков располагаются в местах приложения моментов пар сил, 
сосредоточенных сил, начала или конца распределенной нагрузки. 

Участки нумеруются слева или справа от концевых сечений балки. Рас-
считываемая балка имеет пять участков  I - V. 

При составлении аналитических выражений для xQ  и xМ  в пределах I-го 
участка проведём сечение с абсциссой 1x  и рассмотрим равновесие левой части 
консоли. На эту часть балки действует пара сил с моментом  1 30 кН мМ    , по-
этому поперечная сила I 0Q  , а изгибающий момент в любом сечении будет 
постоянным I 1 30 кН мM М       . 
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Рис. 4.1. 
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Для составления аналитических выражений xQ  и xМ  в пределах II-го 
участка проводим сечение с абсциссой 2x  и рассматриваем равновесие левой 
части балки. 

II 38AQ R   кН − поперечная сила в пределах II-го участка постоянна. 

II 2( -1)AM M R x   . 
Это уравнение прямой линии, для её построения достаточно определить 

ординаты изгибающего момента в двух точках (на концах участка): 
при х2 = 1 м       II 1 30M M     кН·м; 
при х2 = З м       II 1M M  + RA ·2 = 30 + 76 = 46 кН·м. 

Для III-го участка (сечение с абсциссой 3x ) 

IIIQ  = RA  F = 38  60 = 22 кН. 
На этом участке поперечная сила не зависит от 3x  и поэтому на протяже-

нии всего участка она не меняет своего значения. 

IIIM  =  M1+RA (x3 – 1) – F(x3 – 3).   
Это уравнение прямой линии. 
Вычислим моменты при следующих значениях 3x : 

при х3 = 3 м       IIIM = 30 + 38·2 = 46 кН·м; 
при х3 = 4 м       IIIM = 30 + 38·3  60 = 24 кН·м.  

Для IV-го участка (сечение с абсциссой 4x ) поперечная сила равна: 

IVQ  = RA  F  q (x4  4). 
Это уравнение прямой линии.   
Вычислим ординаты в начале и в конце участка: 

при х4= 4 м        IVQ = 38 − 60 = − 22 кН; 
при х4 = 6 м       IVQ = 38 − 60 − 40 = − 62 кН. 

Уравнение изгибающих моментов для IV-го участка имеет вид 

IVM = − M1+RA (х4 −1) − F (х4 − 3) +M2 − q
2

4( 4)

2

x 
. 

Это уравнение параболы. 
Для её построения определяем моменты: 

при х4= 4 м       IVM = − 30 + 114 − 60 + 50 – 20·0 = 74 кН; 
при х4= 6 м       IVM = − 30 + 38·5 − 60·3 + 50 − 20·(4/2) = −10 кН. 

Прежде, чем составлять выражение поперечной силы и изгибающего мо-
мента для V-го участка, заметим, что их можно найти как из равновесия левой 
части, так и из равновесия отсеченной правой части. Каждый раз к выбору ре-
шения нужно подходить с точки зрения возможной простоты и наименьшего 
количества вычислений. 

Для V-го участка (сечение с абсциссой 5x ) поперечная сила равна 

VQ  = q 5x . 
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Вычислим значения ординат: 
при 5x  = 0          VQ  = 0; 
при 5x  = 1 м       VQ = 20 кН. 

Составим уравнение изгибающего момента для V-го участка: 
2

5 5
V 5 2 2

x qx
M qx    . 

Получили уравнение параболы. Для её построения вычислим ординаты: 
при х5 = 0,       MV = 0; 
при х5 = 1,       МV = −10 кН·м. 

При построении эпюр Qx  и Мx  выбираем масштаб и откладываем поло-
жительные значения ординат эпюр от нулевой линии вверх, а отрицательные 
вниз (см. рис. 4.1). После построения эпюр устанавливаем наибольшие значе-
ния поперечной силы maxQ  = 62 кН и изгибающего момента maxM = 74 кН·м. 

Сечение С является опасным, в нем 22 кН,xQ  74 кН мxM   . 

Подбор поперечного сечения балки проводим в соответствии с условием 
задания в двух вариантах: 

а) подбор сечения прямоугольного профиля деревянной балки 
3

3 3 3mах
н.о. 6

adm

74 10
7,4 10  м 7400 см

σ 10 10

М
W

     


. 

Для прямоугольного сечения  
3 2

н.о.
н.о.

mах

( ) /12

/ 2 6

J bh bh
W

y h
   . 

При 2 ,h b  3 3
н.о. (2 /3) 7400 смW b  ,  отсюда   

3 74003 22,3 см;
2

b


   

2 22,3 44,6 смh    . 
После округления размеров в большую сторону принимаем: h = 46 см, 
b = 23 см. 

б) подбор сечения двутаврового профиля 
3

4 3 3mах
н.о. 6

adm

74 10
4,62 10  м 462 см

σ 160 10

М
W

     


. 

Из таблицы сортамента проката этому значению соответствует двутавр 

№ 30, для которого табл. 3
н.о. 472 смW Wх  . 

Основные размеры и геометрические характеристики профиля: 
высота h = 0,3 м; ширина полки b = 0,135 м; толщина полки t = 0,01 м; толщина 
стенки d =0,65·10-2 м; площадь сечения A = 46,5·10-4 м2; момент инерции сече-

ния относительно нейтральной оси табл. 4 4
н.о. 0,708 10  мхJ J    ; статический 

момент половины площади сечения относительно нейтральной оси 
max табл. 4 3
н.о.

. 2,68 10  мхS S    . 
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Полная проверка стальной балки на прочность: 
а) проверка по рабочим нормальным напряжениям 

3
6mах

4раб. табл.

74 10
σ 157 10  Па 157 МПа

4,72 10

M

Wх


    

; 

раб. admσ 157 МПа σ 160 МПа   ,  

т. е. условие прочности выполняется. 
б) проверка по максимальным касательным напряжениям 

табл. 4
6mах

4 2mах табл.

62 2,68 10
τ 36,2 10  Па 36,2 МПа

0,708 10 0,65 10
х

х

Q S

J d

 
       

; 

mах admτ 36,2 МПа<τ 96 МПа  . 

Таким образом, условие прочности выполняется. 
в) проверка по главным напряжениям в опасном сечении С, в котором 

22 кН,  74 кН мx xQ M   . 

Строим эпюру нормальных напряжений для этого сечения по уровням 
(рис. 4.2): 

3
6

1 1 1 1табл. 4

74 10
σ 0,15 157 10  Па 157 МПа

0,708 10
x

х

M
у

J
  


        


. 

Знак «минус» при напряжении для верхних волокон указывает на то, что 
при положительной эпюре Мx в этом сечении верхняя часть волокон испытыва-
ет деформацию осевого сжатия. 

7 7 1 1σ σ 157 МПа   ; 
3

2 2 3 3 2 2табл. табл. 4

74 10
σ σ ( ) (0,15 0,01)

2 0,708 10
x x

х х

M M h
у t

J J
   


         


 

6147 10  Па 147 МПа     ;              4 4σ 0  , так как 4 4 0.у    
Эпюра касательных напряжений также строится по значениям, определя-

емым для различных уровней (волокон) сечения 

1 1 7 7τ τ 0   , 

так как 1 1
н.о. 0,S    т. е. статический момент площади сечения, находящейся выше 

или ниже уровня 1-1 относительно нейтральной оси, равен нулю. 
Напряжения в волокнах уровня 2-2 и 6-6 можно не определять, так как 

они обычно очень малы. 
В переходных волокнах 3-3 и 5-5 напряжения будут равны 

 
3 3
н.о.

3 3 5 5 табл. табл.
3 3

( / 2 / 2)
τ τ x x

х х

Q S Q bt h t

J b J d
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3
6

4 2

22 10 0,135 0,01 (0,15 0,005)
9,7 10  Па 9,7 МПа.

0,708 10 0,65 10

    
      

 

Для волокон нейтрального слоя 
4 4 табл. 4

6н.о.
4 4 табл. табл. 4

4 4

22 2,68 10
τ 12,8 10  Па 12,8 МПа.20,708 10 0,65 10

x x х

х х

Q S Q S

J b J d






 
        

 

Эпюры σ  и τ  строятся в масштабе (см. рис. 4.2).  

 
Рис. 4.2. 

 
На основании эпюр напряжений определяют главные напряжения для 

верхних, переходных и средних волокон 
 

1 1 2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 2σ 1/ 2(σ σ 4τ ) 1/ 2( 157 157 4 0 ) 0
           ; 

1 1
2

2 2σ 1/ 2( 157 157 4 0 ) 157 МПа        ; 

3 3
1

2 2σ 1/ 2( 147 147 4 9,7 ) 0,5 МПа       ; 

3 3
2

2 2σ 1/ 2( 147 147 4 9,7 ) 147,5 МПа        ; 

4 4
1

2 2σ 1/ 2(0 0 4 12,8 ) 12,8 МПа      ; 
4 4
2σ 12,8 МПа   . 
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Определим величины расчётных напряжений по третьей теории прочно-
сти: 

1 1 1 1 1 1
р 1 2σ σ σ 0 ( 157) 157 МПа        ; 
3 3 3 3 3 3
р 1 2σ σ σ 0,5 ( 147,5) 148 МПа       ; 
4 4 4 4 4 4
р 1 2σ σ σ 12,8 ( 12,8) 25,6 МПа        , 

таким образом условие прочности III
р admσ σ  выполняется. 

По четвертой теории прочности 
1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 2 2 2
р 1 2 1 2σ (σ ) (σ ) σ σ 0 157 0 157 МПа           . 

Аналогично: 3 3
рσ 148 МПа  ; 4 4

рσ 22,1 МПа  . 

Таким образом, результаты по всем вариантам полной проверки прочно-
сти балки показывают, что все условия прочности выполняются, следовательно, 
к практическому применению принимается двутавр № 30. 

 
Пример 4.2. Консольная балка, сложное сечение. 
 

Для заданной схемы балки (рис. 4.3) построить эпюры поперечных сил 

хQ  и изгибающих моментов хM , определить размеры сечения заданной формы 
из условия прочности, принимая admσ 160 МПа . 

Решение. 
Определим реакции опоры A  из уравнений равновесия 
1) 0;AM     1 2,5 3 0M M q FA        ; 

              1 2,5 3 6 10 24 20 кН мAM M q F           . 
2) 0Y  ; 1 0AR q F    (предварительное направление реакции AR  

вверх); 
              1 4 8 4 кНAR q F       (меняем направление реакции на противо-
положное). 

Проверка 
    0;CM    3 1 0,5 20 12 6 2 0.A AM R M q              

Определим размеры поперечного сечения (см. рис. 4.3), для чего условно 
разбиваем это сечение на фигуры 1, 2, 3 и 4, площади которых равны: 

1 5 6 ;A b b   2 2 3 ;A b b  3 4 .A A b b     
Для определения положения центра тяжести сечения проводим вспомога-

тельную ось врx  и найдем координату Cy  по известной формуле 

вр 1 1 2 2 3 3 4 4

1 2 3 4
с

xS A y A y A y A y
y

A A A A A
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6 5 2,5 2 3 1,5 2 0,5
2,58 ,

6 5 2 3 2

b b b b b b b b b
b

b b b b b b

       
 

    
 

 
где 1 2 3 4,  ,  ,  y y y y − расстояния от центров тяжести фигур 1, 2, 3, 4 до оси врx . 

 

 
 
 

Рис. 4.3. 
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Так как сечение симметричное, то его центр тяжести лежит на оси сим-
метрии y. 

Проводим нейтральную ось через центр тяжести параллельно вспомога-
тельной оси врx . Находим момент инерции относительно нейтральной оси 

     
3

31 2 2
н.о. н.о. н.о. 1н.о

3 3
2 2 4

2 3

6 (5 )
2 6 5 ( ). 12

2 (3 )
2 3 ( ) 2 ( ) 60 ,

12 12

c

c c

b b
J J J J b b y y

b b b b
b b y y b b y y b

 
         

 
    

               
   

 

где ( )ny yc  − расстояние между собственной осью простой фигуры и 
нейтральной осью. 

Строим эпюры поперечных сил хQ  и изгибающих моментов хM , пользу-
ясь контрольными правилами и начиная построения со свободного конца балки.  

  8 кНCQ F    ;  1 8 4 4 кН D B AQ F q Q Q           ;  
  0CM  ;  1 1 0,5 8 2 6 кН мDM F q         ; 

  2 1 1,5 16 6 10 кН мBM F q         . 

В сечении В изгибающий момент возрастает на момент М = 6 кН м , что 
на эпюре хM  отражается в виде скачка. Изгибающий момент в жесткой заделке 

равен моменту заделки АM . 

Максимальный изгибающий момент maх 20 кН мАM M   . Максималь-

ные напряжения, возникающие в нижних волокнах этого сечения 
н

maх maх
maх 4 3

н.о.

 к20 2,58 0,83 Н мσ
60

M y b
J b b

    


. 

Максимальные напряжения, возникающие в верхних волокнах этого се-
чения 

в
maх maх

min 4 3
н.о.

 к20 2,42 0,81 Н мσ .
60

M y b
J b b

    


 

 

Приравнивая наибольшее напряжение к допускаемому напряжению 
σadm , получим размер сечения b  

 
3

3
maх adm3 6

6 23

 к

 

0,83 Н м 0,83 10σ σ 160 МПа; ,    
160 10

5,2 10 1,73 10 м;  18 мм.

b
b

b b
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4.2. Задания для расчета балок на прочность 
 
Для расчетной схемы балки необходимо: 
1. Построить по длине балки эпюры изгибающих моментов и поперечных 

сил. 
2. Подобрать поперечное сечение балки в двух вариантах: 

а) прямоугольного профиля, полагая, что балка деревянная при admσ 10 МПа ; 
соотношение между размерами сечения принять равными  b:h = 1:2; 
б) двутаврового профиля (см. табл. П. 1) при admσ 160 МПа, admτ 96 МПа . 
 3. Провести полную проверку стальной двутавровой балки на прочность. 

Данные для расчета приведены в табл. 4.1. 
 

Таблица 4.1 
 

Схема балки и нагрузки 
Номер 

варианта 

Числовые значения нагрузок и размеров 

а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

1 2,0 19 20 20 

2 1,0 16 35 40 

3 1,2 10 30 40 

  

4 2,0 10 25 50 

5 2,2 30 50 40 

6 2,4 10 10 20 

  

7 1,0 10 65 20 

8 1,2 10 55 40 

9 2,0 20 45 15 

 

10 1,0 18 32 60 

11 2,2 10 35 50 

12 1,8 30 42 30 

  

13 2,0 12 26 20 

14 1,0 14 14 20 

15 2,0 15 25 30 
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Продолжение табл. 4.1 
 

Схема балки и нагрузки 
Номер 

варианта 

Числовые значения нагрузок и размеров 

а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

16 1,0 10 32 40 

17 2,0 25 42 20 

18 1,6 30 50 30 

  

19 1,0 10 – 10 

20 2,0 11 – 30 

21 1,0 12 – 30 

  

22 1,2 13 – 60 

23 2,2 14 – 70 

24 3,0 15 – 40 

  

25 3,0 16 – 20 

26 1,2 17 – 70 

27 2,0 18 – 70 

  

28 3,0 20 10 – 

29 2,0 21 60 – 

30 2,0 22 10 – 

 

31 2,1 23 30 – 

32 2,0 24 30 – 

33 2,2 25 30 – 

 

34 2,0 26 40 – 

35 2,0 27 40 – 

36 2,0 28 40 – 
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Продолжение табл. 4.1 
 

Схема балки и нагрузки 
Номер  

варианта 

Числовые значения нагрузок и размеров 

а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

  

37 1,2 10 30 15 

38 1,3 12 40 10 

39 1,4 15 45 12 

  

40 1,0 14 50 10 

41 2,0 13 60 20 

42 2,0 12 55 12 

 

43 1,1 16 – 20 

44 1,4 17 – 16 

45 1,5 20 – 15 

  

46 1,6 18 30 – 

47 1,2 11 20 – 

48 1,3 14 10 – 

  

49 0,8 15 40 – 

50 0,7 13 13 – 

51 1,1 17 22 – 

 

52 0,5 24 – 20 

53 0,6 28 – 30 

54 0,9 30 – 40 

 

55 1,1 10 30 – 

56 1,2 20 31 – 

57 1,3 30 32 – 
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Продолжение табл. 4.1 
 

Схема балки и нагрузки 
Номер 

варианта 

Числовые значения нагрузок и размеров 

а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

58 1,4 40 – 40 

59 1,2 35 – 50 

60 2,0 28 – 80 

 

61 1,5 12 20 – 

62 1,7 14 30 – 

63 1,9 16 40 – 

  

64 2,1 18 20 20 

65 2,3 19 30 30 

66 2,5 20 25 40 

 

67 2,0 12 30 25 

68 2,4 10 35 30 

69 2,7 10 30 35 

 

70 1,0 12 10 40 

71 2,0 14 20 30 

72 2,0 16 30 40 

 

73 1,0 – – 20 

74 2,0 – – 30 

75 2,5 – – 40 
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Продолжение табл. 4.1 
 

Схема балки и нагрузки 
Номер  

варианта 

Числовые значения нагрузок и размеров 

а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

76 1,5 – 30 – 

77 2,5 – 40 – 

78 1,2 – 50 – 

  

79 1,3 – 40 – 

80 1,4 – 25 – 

81 1,6 – 30 – 

  

82 1,7 10 – – 

83 1,8 10 – – 

84 1,9 10 – – 

  

85 2,1 30 – – 

86 2,2 20 – – 

87 2,3 10 – – 

 

88 2,0 25 – – 

89 1,0 15 – – 

90 2,3 10 – – 

 

91 1,0 15 30 80 

92 2,0 20 40 90 

93 2,0 25 50 100 

 

94 1,2 10 45 25 

95 1,4 12 50 30 

96 1,6 15 60 35 
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Продолжение табл. 4. 1 
 

Схема балки и нагрузки 
Номер 

варианта 

Числовые значения нагрузок и размеров 

а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

  

97 1,8 15 30 40 

98 1,0 18 20 45 

99 1,4 21 55 50 

  

100 1,0 10 30 55 

101 2,0 20 35 80 

102 1,0 30 60 40 

 

103 1,9 15 25 60 

104 1,7 13 50 40 

105 1,3 17 75 20 

 

106 1,0 18 20 35 

107 2,2 16 60 45 

108 2,3 14 40 55 

 

109 1,0 – 30 50 

110 0,6 
– 

40 50 

111 0,8 – 30 60 

 

112 1,0 2 – 70 

113 0,6 30 – 60 

114 1,2 40 – 50 
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Окончание табл. 4.1 
 

Схема балки и нагрузки 
Номер  

варианта 

Числовые значения нагрузок и размеров 

а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

115 1,2 20 40 – 

116 1,3 10 20 – 

117 1,4 20 30 – 

  

118 1,5 – – 40 

119 1,0 – – 30 

120 1,3 – – 20 

 

121 1,0 10 – 20 

122 1,0 20 – 40 

123 1,0 30 – 10 

  

124 1,2 10 20 – 

125 1,3 11 40 – 

126 1,5 12 50 – 

 

 
 

4.3. Расчет балки на жесткость 
 

После проверки балок на прочность они обычно проверяются на жест-
кость. 

Проверка состоит в определении максимальных перемещений балки при 
изгибе и сравнении их с допускаемыми  значениями для данного материала и 
типа балки. При этом должны выполняться следующие условия: 

max adm adm
1 1

;    ( ) ;
20 250

y y y l          max admθ θ ,  

где admy – допускаемый прогиб; admθ – допускаемый угол поворота;  l – пролёт 
балки. 
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Для определения прогибов и углов поворота в статически определимых 
балках обычно применяют метод начальных параметров, который записывается 
в виде следующих универсальных уравнений: 

1 2 3

0
1 1 1

( ) ( ) ( )
θ θ ,

1! 2! 3!Z Z

n n n
i i i i i i

i i i

M x a F x b q x c
EJ EJ

  

  
           (4.8) 

где n – количество нагрузок на рассматриваемых участках. 
2 3 4

0 0
1 1 1

( ) ( ) ( )
θ ,

2! 3! 4!Z Z

n n n
i i i i i i

z
i i i

M x a F x b q x c
EJ y EJ y EJ x

  

  
         (4.9) 

где θ  – угол поворота в исследуемом сечении; y – прогиб в исследуемом сече-
нии; 0y  – прогиб в начале координат; 0θ  – угол поворота в начале координат; 
x – расстояние от начала координат до сечения, в котором определяются пере-
мещения; M, F, q – внешние нагрузки, включая и реакции; a – расстояния от 
начала координат до сечений, где приложены моменты; b – расстояния от нача-
ла координат до сечений, где приложены сосредоточенные силы; c – расстояния 
от начала координат до начала каждого участка, нагруженного равномерно рас-
пределенной нагрузкой; ZEJ – жесткость балки при поперечном изгибе. 

Метод начальных параметров применяется при условии, что жесткость 

ZEJ  постоянна по всей длине балки. 
Слагаемые, которые включают М, F, q, по знаку определяются в соответ-

ствии с правилами знаков, принятыми для определения хМ  при расчете слева. 
При использовании метода начальных параметров необходимо выполнить сле-
дующие требования: 

1. Начало координат принимается единым для всей балки (обычно в ле-
вом крайнем сечении балки); 

2. Если равномерно распределенная нагрузка не доходит до рассматри-
ваемого сечения, то ее необходимо продлить до этого сечения, а для сохране-
ния равновесия приложить такую же по величине, но противоположного 
направления нагрузку. Эту контрнагрузку необходимо включить в уравнения. 

Начальные параметры 0y  и 0θ  определяются следующим образом. Если 
начало координат находится не на опоре (рис. 4.4, б), то составляем два допол-
нительных уравнения прогибов для двух опор, где заранее известно, что проги-
бы на опорах равны нулю. Если начало координат находится на концевой шар-
нирной опоре (рис. 4.4, в), то составляем одно дополнительное уравнение про-
гибов для другой опоры. Если начало координат находится в жесткой заделке 
(рис. 4.4, г), то дополнительные уравнения составлять не нужно. 

При решении задач необходимо иметь в виду, что положительное 
направление оси y принято вверх. При этом условии положительное значение 
угла поворота соответствует вращению сечения против хода часовой стрелки, 
положительный прогиб направлен вверх. 
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Рис. 4.4. 
 
 

Пример 4.3. 
 
Для балки, изображенной на рис. 4.5, построить эпюры хQ   и хM , подо-

брать поперечное двутавровое сечение (см. табл. П. 1) при admσ 160 МПа , 

52 10  МПаE   . По методу начальных параметров определить прогибы в сече-
ниях С и  D  и угол поворота сечения В. Построить эпюру прогибов и провести 
проверку на жесткость при adm (1 200) (1 200)4 0,02 м 2 смy l    , где l – 
пролет балки. 
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Рис. 4.5. 
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Решение. 
 

Определим опорные реакции: 
0,BM             4 2 3 2 1 2 0;AR q M q F            

          4 20 2 3 80 20 2 1 40 2 0;     20 кН.A AR R             
0,AM     4 2 1 2 5 6 0;BR q M q F            

          4 20 2 1 80 20 2 5 40 6 0;         140 кН.B BR R             
 

Проводим проверку 
 0;Y            2 2 0;A BR R q F q         
                         20 140 20 2 40 20 2 0;            0 0  
 

По контрольным правилам строим эпюры Qх  и M х , и подбираем попе-
речное сечение при maх 120 кН.M   

 

3
3 3 3maх

6
adm

120 10
0,75 10  м 750 см

σ 160 10z

M
W 

    


. 

 

По таблице сортамента (см. табл. П.1) принимаем двутавр № 36: 
табл. 4 8 413380 см 13380 10  м .z хJ J      

Для определения перемещений помещаем начало координат на левой 
опоре (прогиб 0 0y  , угол поворота 0θ 0 ). Составляем дополнительное урав-
нение прогибов для сечения В (при 4 мВx  ), где заранее известно, что прогиб 
на опоре By  равен нулю.  

Распределенная нагрузка обрывается в сечении D. Продолжим её до сече-
ния В, в котором определяем перемещение, но, чтобы не нарушить прежнее 
равновесие, вводим уравновешивающую нагрузку обратного направления на 
участке ВD. 

 
2 3 4 4

0
( 2) ( 0) ( 0) ( 2)

θ ;
2 6 24 24Z Z

В В В
B В

AM x R х q х q х
EJ y EJ х

   
      

2 3 4 4

0
80(4 2) 20(4 0) 20(4 0) 20(4 2)

0 θ 4 .
2 6 24 24ZEJ
   

       

 
Последний член уравнения учитывает компенсирующую нагрузку. Под-

ставляя числовые значения, получим 2
0θ θ 63,3 кН м .Z Z AEJ EJ    

Определим прогибы на границах заданных участков. При определении 
прогиба в сечении С равномерно распределенную нагрузку необходимо про-
длить до этого сечения и уравновесить её. 

В сечении С ( 6 мСx  ): 
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2 3 3

0
( 2) ( 0) ( 4)

θ
2 6 6

С A С B С
Z C СZ

M х R х R х
EJ y EJ х

  
      

4 4 4( 0) ( 2) ( 4)
;

24 24 24
С С Сq х q х q х  

    

 

2 3 3 480 (6 2) 20 (6 0) 140 (6 4) 20 (6 0)
63,3 6

2 6 6 24Z CEJ y
       

        

4 4
320(6 2) 20(6 4)

393 кНм ;
24 24

 
     

 

3 3

11 8

393 10 393 10
0,0148 м;

2 10 13380 10
C

Z

y
EJ

   
     

 1,480 см;Cy    

 

в сечении  D ( 2 мDx  ): 
 

3 4 3 4
)

0
( 0 ( 0) 20(2 0) 20(2 0)

θ 63,3 2
6 24 6 24

A D D
Z D Z D

R x q x
EJ y EJ x

   
        

386,7 кНм ;       
3 3

11 8

86,7 10 86,7 10
0,00324 м 0,324 см.

2 10 13380 10
D

Z

y
EJ

 
     

 

 

По полученным значениям прогибов строим изогнутую ось балки 
(см. рис. 4.5). 

Определим угол поворота сечения В ( 4 мBx  ), продлив и уравновесив 

распределенную нагрузку 
 

1 2 3 3

0
( 2) ( 0) ( 0) ( 2)

θ θ
1 2 6 6Z B Z

AM x R x q x q x
EJ EJ

   
       

1 2 3 3
280(4 2) 20(4 0) 20(4 0) 20(4 2)

63,3 123 кНм ;
1 2 6 6

   
        

 

3 3
4123 10 123 10

θ 46 10  рад11 82 10 13380 10
B

ZEJ
 

         
 

4 180
46 10 0,26 0 15 36 .

π
             

 

Максимальный прогиб балки max 1,480 см.Cy y   
Таким образом, max adm1,480 см < 2 смy y  , следовательно, условие 

жесткости выполняется. 
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4.4. Задания для расчета балок на жесткость 
 

Для расчетной схемы (табл. 4.2) необходимо: 
1. Построить по длине балки эпюры изгибающих моментов и поперечных 

сил. 
2. Подобрать поперечное сечение балки двутаврового профиля (см. табл. 

П. 1), материал – сталь при admσ   160 МПа. 

3. Определить по методу начальных параметров величину прогибов балки 
в характерных сечениях и провести проверку балки на жесткость, приняв 

adm (1/100)y l . 

 
                                                                                                   Таблица 4.2 

 

Схема балки и нагрузки 
Вариант а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

1 1 10 30 20 

2 0,5 20 25 30 

  

3 1 10 10 16 

4 2 20 30 10 

5 0,5 30 15 12 

  

6 1 12 36 24 

7 2 6 12 10 

8 1 4 12 8 

  

9 0,5 10 20 16 

10 2 4 12 10 

11 1 20 24 12 

  

12 1 12 12 10 

13 2 10 4 10 

14 1 8 20 30 
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Продолжение табл. 4.2 
  

 Схема балки и нагрузки Вариант а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

15 1 8 12 16 

16 1 12 14 10 

17 2 4 16 6 

 

18 1 10 18 24 

19 2 4 16 16 

20 0,5 20 32 24 

  

21 1 20 15 8 

22 2 8 14 4 

23 0,5 10 28 12 

  

24 1 24 10 10 

25 2 12 16 12 

26 0,5 4 18 24 

 

27 1 20 10 6 

28 2 10 8 16 

29 0,5 4 15 8 

  

30 1 2 6 4 

31 2 4 12 10 

32 0,5 8 12 18 

 

33 1 10 12 4 

34 2 12 18 12 

35 0,5 20 30 10 
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                                                                     Продолжение табл. 4.2 
 

 Схема балки и нагрузки Вариант а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

36 1 20 12 8 

37 2 12 16 16 

38 1 40 24 20 

  

39 1 10 20 12 

40 2 4 12 8 

41 1 8 4 12 

 

42 1 24 12 8 

43 2 8 10 4 

44 1 12 24 20 

  

45 1 36 12 24 

46 2 32 16 20 

47 1 16 8 8 

  

48 1 16 18 10 

49 2 12 20 12 

50 1 32 10 6 

  

51 1 24 20 4 

52 2 4 24 16 

53 1 8 30 10 
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                                                                                  Окончание табл. 4.2 
 

 Схема балки и нагрузки Вариант а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

54 1 10 12 6 

55 2 4 10 8 

56 0,5 8 8 4 

 

57 1 20 12 6 

58 2 12 36 8 

59 1 24 16 12 

 

60 1 10 40 16 

61 0,5 12 18 10 

62 2 4 36 12 

  

63 1 10 20 10 

64 1 12 16 8 

65 2 4 16 12 

 

66 1 12 10 20 

67 2 8 32 16 

68 0,5 24 12 12 

 

69 1 10 18 12 

70 2 8 36 16 

71 0,5 20 42 8 
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Глава 5 
 

СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫЕ НЕРАЗРЕЗНЫЕ 
МНОГОПРОЛЕТНЫЕ БАЛКИ И ПЛОСКИЕ РАМЫ 

 
 
 
 

5.1. Статически неопределимые балки 
 
Цельная балка, лежащая на нескольких опорах, называется неразрезной. 

С промежуточными опорами такая балка обычно соединена шарнирно. Конце-
вые опоры могут быть или шарнирными или защемленными. 

Неразрезные балки представляют собой статически неопределимые си-
стемы, так как для их расчета уравнений статики недостаточно. Эти балки мо-
гут быть рассчитаны с помощью теоремы о трех моментах или методом сил. 

В данном разделе рассматривается решение неразрезной балки по методу 
сил. 

Способ расчета статически неопределимых систем, при котором за «лиш-
ние» неизвестные принимаются силы или моменты, называется методом сил. 
Для расчета статически неопределимой балки необходимо раскрыть ее статиче-
скую неопределимость, для чего эту балку освобождают сначала от «лишних» 
связей, превращая ее тем самым в статически определимую (геометрически не-
изменяемую) систему, называемую основной системой. Она может быть полу-
чена путем введения необходимого количества шарниров, балочных опор, пу-
тем разреза контура (чаще для рам) и др. 

Дополнительные уравнения для нахождения «лишних» неизвестных со-
ставляются из условий, что взаимные перемещения основной системы в местах 
приложения «лишних» неизвестных равны нулю (условия совместности де-
формаций – условия неразрезности). 

Степень статической неопределимости балки соответствует количеству 
«лишних» неизвестных. В качестве «лишних» неизвестных можно принимать 
реакции на опорах балки или опорные моменты. Для многопролетных нераз-
резных балок за «лишние» неизвестные удобнее принять опорные моменты. 
Опорными моментами называют суммарные моменты внутренних сил упруго-
сти, возникающих в поперечных сечениях над опорами. 

На рис. 5.1, а показана дважды статически неопределимая балка. За 
«лишние» неизвестные приняты опорные моменты на первой и второй опорах. 
Моменты на нулевой и третьей опорах равны нулю (рис. 5.1, б). 

Для определения «лишних» неизвестных воспользуемся условием: 

1

2

0,

= 0,

 


                                                       (5.1) 

где ∆1 – суммарное возможное перемещение центра тяжести поперечного сече-
ния от всех внешних нагрузок и от всех «лишних» неизвестных по направле-
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нию действия первой «лишней» неизвестной Х1;  ∆2 – суммарное возможное 
перемещение центра тяжести поперечного сечения от всех внешних нагрузок и 
от всех «лишних» неизвестных по направлению действия второй «лишней» не-
известной  Х2. 

 

 
 

Рис. 5.1. 
 

Эти перемещения в силу принципа независимости действия сил можно 
представить как сумму перемещений от каждой отдельной силы, приложенной 
к системе, т. е. от внешней нагрузки, обобщенно обозначаемой буквой Р, и от 
неизвестных Х1, Х2, приложенных на опорах основной системы. Указанные пе-
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ремещения выражаются через неизвестные Х1, Х2, нагрузку Р и перемещения от 
единичных сил Х1=1, Х2=1. 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

δ δ 0,

δ δ 0.

р

р

Х Х

Х Х

   

   
                                    (5.2) 

Эти уравнения носят название канонических уравнений метода сил. Чис-
ло их равно степени статической неопределимости системы. На примере перво-
го уравнения рассмотрим обозначения: 

δ11 – возможное перемещение центра тяжести поперечного сечения от 
действия единичной силы Х1 = 1 по направлению действия первой «лишней» 
неизвестной Х1; 

δ11X1 – возможное перемещение, вызванное действием Х1 по ее направле-
нию; 

δ12 – возможное перемещение от единичной нагрузки Х2 = 1 по направле-
нию Х1; 

δ12X2– возможное перемещение от второй «лишней» неизвестной Х2 по 
направлению Х1; 

Δ1p – возможное перемещение от всех внешних нагрузок по направлению 
«лишней» неизвестной  Х1. 

Коэффициенты канонических уравнений с одинаковыми числовыми ин-
дексами δ11, δ22 называются главными коэффициентами. Они всегда положи-
тельны. Коэффициенты с разными числовыми индексами δ21, δ12 называются 
побочными. Они могут быть положительными или отрицательными. На осно-
вании теоремы о взаимности перемещений побочные коэффициенты δ21 = δ12. 

Свободные члены канонических уравнений Δ1p, и Δ2p еще называют гру-
зовыми членами, так как они представляют собой перемещения от внешних 
нагрузок. 

Для вычисления коэффициентов и грузовых членов канонических урав-
нений строим эпюры изгибающих моментов от единичных нагрузок (единич-
ные эпюры) – рис. 5.1, г, д и эпюры изгибающих моментов от внешних нагру-
зок (грузовые эпюры) – рис. 5.1, в. 

Коэффициенты уравнений и свободные члены находим путем перемно-
жения эпюр по формуле Верещагина (или по формуле Симпсона) 

01
δ ω cM

EJ
  ,                                             (5.3) 

где ω – площадь эпюры изгибающих моментов; 0
cM  – ордината из единичной 

эпюры напротив центра тяжести грузовой эпюры; EJ – жесткость балки при из-
гибе. 

Формулы для определения площадей и координат их центров тяжести 

приведены в табл. 5.1. 
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Таблица 5.1 
 

Фигура ω сх  

 

lh  
1

2
l  

 

1

2
lh  

 

1

3
l  

 

1

3
lh  1

4
l  

 

1

4
lh  1

5
l  
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        Окончание табл. 5.1 
 

Фигура ω сх  

 

2

3
lh  1

2
l  

 

2

3
lh  3

8
l  

 

1

2
lh  

3

a l  

 

2

a b
l

  
( 2 )

3( )

a b
l

a b
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Главные коэффициенты δ11 и δ22 находим в результате перемножения 

единичных эпюр 0
1М , 0

2М  самих на себя 

0 0 1 2
11 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1 2 1
δ ω 1 1 1 1

2 3 2 3 3 3c
l l

M l l
EJ EJ EJ EJ

                                ; 

0 0 2 3
22 2 2 32

1 1 1 2 1 1 2 1
δ ω 1 1 1 1

2 3 2 3 3 3с
l l

M l l
EJ EJ EJ EJ

                                ; 

Побочные коэффициенты находим путем взаимного перемножения ука-
занных единичных эпюр. 

Для определения коэффициента 12δ  берется площадь эпюры 0
2М  на 

участке длиной l2, которая умножается на ординату с эпюры 0
1М  

0 0 0 2
12 21 1 1 2 2

1 1 1 1 1
δ δ ω ω 1 1

2 3 6c c
l

M M l
EJ EJ EJ EJ

0
2

             . 

Свободные члены уравнений находим путем умножения грузовых эпюр 

pM  на единичные 0
1M  и 0

2M      

 0 01 02 03 04
1 1 1 1 2 1 3 1 4 1

1 1
ω ω ω ω ωр p cM M M M M

EJ EJ
        

31 2 4
1 2 3 4

1 1 2 2

1
ω ω ω ω

ba a b

EJ l l l l

        
, 

где 1 2 3 4ω , ω , ω , ω  – площади грузовых эпюр; 01 02 03 04
1 1 1 1, , , M M M M – ординаты, 

взятые из единичной эпюры 0
1M  напротив центров тяжести указанных площа-

дей. 

 0 03 04 05
2 2 3 2 4 2 5 2

1 1
ω ω ω ωр p cM M M M

EJ EJ
       

3 54
3 4 5

2 2 3

1
ω ω ω

a ba

EJ l l l

       
. 

После подстановки найденных перемещений в канонические уравнения 
получим 

31 2 2 1 2 4
1 2 1 2 3 4

1 1 2 2

1 1
ω ω ω ω 0

3 3 6

bl l l a a b
X X

EJ EJ EJ l l l l

                
; 

3 3 52 2 4
1 2 3 4 5

2 2 3

1 1
ω ω ω 0

6 3 3

l a bl l a
X X

EJ EJ EJ l l l

               
. 

Во избежание ошибок при определении «лишних» неизвестных необхо-
димо проверить правильность определения коэффициентов и свободных членов 
канонических уравнений. Для этого необходимо построить суммарную эпюру 

единичных моментов 0M .  
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При умножении по правилу Верещагина суммарной единичной эпюры 
0M  на единичную эпюру 0

1M  должна получиться сумма коэффициентов пер-

вого канонического уравнения 

1 2
11 12 1 2

1 1 2 1 1 1
δ δ 1 1 1 1

2 3 2 3 2

l l
l l

EJ EJ EJ

                              
. 

При умножении суммарной эпюры 0M  на эпюру 0
2M  должна получиться 

сумма коэффициентов второго канонического уравнения 

3 2
21 22 3 2

1 1 2 1 1 1
δ δ 1 1 1 1

2 3 2 3 2

l l
l l

EJ EJ EJ

                             
. 

Эта проверка называется построчной. 
Произведение суммарной единичной эпюры саму на себя должно быть 

равным сумме всех коэффициентов канонических уравнений 

 11 12 21 22 1 2 3
1 1 2 1 1 1 2

δ δ δ δ 1 1 1 1 1 1
2 3 2 3

l l l
EJ EJ EJ

                        
 

31
2

1

3 3

ll
l

EJ

      
. 

Эта проверка называется универсальной. 
Правильность определения грузовых членов уравнений состоит в следу-

ющем: их сумма должна равняться произведению грузовой эпюры рM  на сум-

марную единичную эпюру 0M  

51 2
1 2 1 2 3 4 5

1 1 3

1
ω ω ω 1 ω 1 ωр р

ba a

EJ l l l

             
. 

Убедившись в правильности определения коэффициентов и свободных 
членов уравнений методом последовательного исключения, находим «лишние» 
неизвестные Х1 и Х2 из канонических уравнений. При правильном определении 
«лишних» неизвестных после их подстановки в канонические уравнения, по-
следние должны обращаться в тождества. 

Учитывая опорные моменты и внешние нагрузки, определяют по уравне-
ниям статики опорные реакции, строят эпюру поперечных сил xQ  и эпюру из-
гибающих моментов xM . 

Порядок решения неразрезной балки методом сил сводится к следующе-
му: 

1. Определяют степень статической неопределимости балки; 
2. Выбирают основную систему (тем самым выбираются «лишние» неиз-

вестные); 
3. По числу «лишних» неизвестных составляются канонические уравне-

ния; 
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4. Строят эпюры изгибающих моментов от действующих на основную  
систему внешних нагрузок – грузовые эпюры; 

5. В местах действия «лишних» неизвестных и по направлению их дей-
ствия прикладывают единичные моменты и строят эпюры изгибающих момен-
тов от этих единичных моментов – единичные эпюры; 

6. Вычисляют главные, побочные коэффициенты и свободные члены  
канонических уравнений и проверяют правильность их вычисления; 

7. Методом последовательного исключения неизвестных решают канони-
ческие уравнения и определяют «лишние» неизвестные с последующей провер-
кой; 

8. С помощью уравнений равновесия определяют опорные реакции за-
данной балки с последующей проверкой; 

9. Строят эпюры поперечных сил xQ  и изгибающих моментов xM ; 
10. Подбирают поперечное сечение балки заданного профиля; 
11. Производят проверку на прочность и жесткость балки, если это требу-

ется по условию задачи. 
 

Пример 5.1. 
 
Для заданной схемы стальной неразрезной балки (рис. 5.2, а) требуется: 
1. Построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов; 
2. Подобрать поперечное сечение двутаврового профиля (см. табл. П. 1), 

если admσ 160 МПа, 112 10E    Па. 
 
Решение. 
Определяем степень статической неопределимости балки. Она равна двум 

(числу опор без двух плюс единица из-за наличия жесткой заделки) и выбираем 
основную систему. 

В качестве «лишних» неизвестных принимаются опорные моменты. Ос-
новная система показана на рис. 5.2, б. 

Составляем канонические уравнения: 

11 1 12 2 1δ δ 0рХ Х    , 

21 1 22 2 1δ δ 0рХ Х    . 

Для определения главных, побочных коэффициентов и свободных членов 

уравнений строим единичные эпюры 0
1M  (рис. 5.2, г), 0

2M  (рис. 5.2, д) и сум-

марную единичную эпюру 0M  (рис. 5.2, е). Грузовые эпюры pM  представле-

ны на рис. 5.2, в. 
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Рис. 5.2. 
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Путем умножения эпюр 0
1M  и 0

2M  самих на себя, находим значения 
главных коэффициентов: 

11 1
1 1 2 1 1 2 2,0

δ 1 1 1 6 1
2 3 2 3

l
EJ EJ EJ

                
   

; 

 22 1 2
1 1 2 1 2 1 4,0

δ 1 1 1 1 2,0 2,0
2 3 2 3

l l
EJ EJ EJ

              
 

. 

Побочные коэффициенты определяем путем взаимного перемножения 

единичных эпюр 0
1M  и 0

2M  

12 21 1
1 1 1 1 1 1 1

δ δ 1 1 1 6 1
2 3 2 3

l
EJ EJ EJ

                
   

. 

Находим свободные (грузовые) члены уравнений, перемножая эпюры из-
гибающих моментов от внешних нагрузок на единичные эпюры. 

Площади грузовых эпюр: 
4 4

1 1 1
2 2

ω 4,5 10 6 18 10
3 3

h l        Н·м2; 

4 42
2 3 2

1 1
ω ω 4,5 10 3 6,75 10

2 2 2

l
h         Н·м2; 

3 4
4

1
ω 20 10 6 6 10

2
       Н·м2. 

Расстояния 1 1 3a b   м; 2 3 2a b   м; 2 3 4b a   м; 4 4a   м. 

 
4

01 4
1 1 1

1 1 1 9 10
ω 18 10 1

2p M
EJ EJ EJ

        
 

, 

где 01
1M – ордината единичной эпюры 0

1M  напротив центра тяжести площади 
грузовой эпюры ω : 

 01 02 03 04
2 1 2 2 2 3 2 4 2

1
ω ω ω ωp M M M M

EJ
       

4 4 4 41 1 2 4 2
18 10 1 6 10 6,75 10 6,75 10

2 6 6 6EJ
               
 

4 4 415,75 10 2 10 13,75 10

EJ EJ EJ

  
   , 

где 01
2M , 02

2M , 03
2M , 04

2M – ординаты единичной эпюры 0
2M  напротив центров 

тяжести площадей грузовых эпюр 1ω , 2ω , 3ω , 4ω . 
Производим проверку правильности определения коэффициентов и сво-

бодных членов уравнений, для чего строим суммарную единичную эпюру 0M . 
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Построчная проверка. Перемножая суммарную единичную эпюру 0M  на 

единичную эпюру 0
1M , должны получить сумму коэффициентов первого кано-

нического уравнения 

11 12 1
1 1 3

δ δ 1 1 0
2

l
EJ EJ

        
 

. 

При перемножении эпюры 0M  на единичную эпюру 0
2M  должны полу-

чить сумму коэффициентов второго канонического уравнения: 

21 22 1 2
1 1 1 2 1 1 1 2 5,00

δ δ 1 1 1 1 1 6 1 6 1 1 .
2 2 3 2 2 3

l l
EJ EJ EJ

                         
   

 

Универсальная проверка. Умножаем суммарную единичную эпюру 0M  

саму на себя. Должны получить сумму всех коэффициентов канонических 
уравнений: 

11 12 21 22 1 2
1 1 2 1 1 2 8,00

δ δ δ δ 1 1 1 1 1 6 1 6 1 .
2 3 2 3

l l
EJ EJ EJ

                        
   

 

Проводим проверку правильности определения грузовых членов уравне-
ний.  

Перемножением грузовой эпюры pM  на суммарную единичную эпюру 

0M  должны получить сумму свободных членов уравнений: 

 01 02 03 04
1 2 1 2 3 4

1
ω ω ω ωp p M M M M

EJ             

4
4 4 4 41 4 2 2 22,75 10

18 10 1 6,75 10 6,75 10 6 10
6 6 6EJ EJ

              
 

. 

Подставляем коэффициенты и свободные члены в канонические уравне-
ния: 

4

1 2
2,00 1,00 9 10

0X X
EJ EJ EJ


   . 

4

1 2
1,00 4,0 13,75 10

0X X
EJ EJ EJ


   . 

После сокращения на жесткость получаем: 
4

1 22,00 1,00 9 10 0X X    . 
4

1 21,00 4,00 13,75 10 0X X    . 
Решая совместно эти уравнения, находим: 

4
1 1 3,18 10X M    Н·м 31,8   кН·м, 
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4
2 2 2,64 10X M    Нм 26,4   кН·м. 

На опоре № 3 (см. рис. 5.2, а) опорный момент будет равен моменту М со 
знаком минус: 

3 3 20X M    кН·м. 
Подставив найденные значения «лишних» неизвестных в канонические 

уравнения, убеждаемся в том, что эти уравнения превращаются в тождества. 
Определяем опорные реакции заданной балки из уравнений статики: 

I
1 0M  ;  

2
1 1
2 1 2 1 0

2

ql
R l M M    ; 

' 2 1 1
2

1 1

26,4 10 6 31,8
29,1

2 6 2 6

M ql M
R

l l

        кН. 

I
2 0M  ;   

2
1

11 1 2 0
2

ql
R l M M     ; 

1 1 2
1

1 1

31,8 10 6 26,4
30,9

2 6 2 6

M ql M
R

l l

        кН. 

II
2 0M  ;   2

3 3 3 2 0
2

l
M R l F M    ; 

3 2
3

2 2

20 30 26,4
13,94

2 6 2 6

M F M
R

l l
         кН. 

II
3 0M  ;  2 2

2 2 2 3 0
2

l
M R l P M     ; 

'' 32
2

2 2

26,4 30 20
16,06

2 6 2 6

MM F
R

l l
        кН. 

Окончательно:  

1 30,9R  кН; ' ''
2 2 2 29,1 16,06 45,16R R R     кН; 3 13,94R  кН. 

Проверка:  
0Y  ;  1 2 3 1 0R R R F q l      ;  30,9 45,16 13,94 30 10 6 0      . 

Строим эпюру поперечных сил xQ  и эпюру изгибающих моментов xM  
по правилам, принятым при построении эпюр для статически определимых ба-
лок (рис. 5.3). 

1 1 30,9Q R   кН; 

2 1 1 30,9 10 6 29,1Q R q l        кН; 
 
Затем скачок вверх на 2 45,16R   кН. 
На участке от опоры 2 до сечения С: 16,06xQ   кН. 
Затем скачок вниз в сечении С на силу F, 16,06 30 13,94CQ     кН. 
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Рис. 5.3. 
 
 

Находим расстояние а 

1 1

30,9 29,1

6a a



, 1 3,09a   м. 

На участке от сечении С до опоры 3 

3 13,94CQ     кН. 
В левом крайнем сечении   1 31,8 кН мxM M     . 

При 1 3,09х a  м  
2 2
1

1 1 1
10 3,09

30,9 3,09 31,8 15,94 кН м
2 2x

qa
M R a M


          

В сечении над опорой 2 
2 2
1

1 1 1
10 6

31,8 30,9 6 26,4 кН м
2 2x

ql
M M R l


            . 

До сечения С расчет производим справа: 
20 кН мkM M     , 

3 3 20 13,93 3 21,79 CM M R          кН·м. 
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На участке балки от сечения К до опоры 3: 20 кН мхM    . 
По сортаменту проката в соответствии с ГОСТ 8239-89 подбираем попе-

речное сечение двутаврового профиля, используя условие прочности 

max adm н.о.σM W  , 

откуда 
3

4 3 3max
н.о. 6

adm

31,8 10
1,98 10  м 198 cм

σ 160 10

M
W 

    


. 

Принимаем двутавр № 20а, для которого табл. 3
н.о. 203 смxW W  , 

табл.
н.о. 2030xJ J  см4,  28,9А см2. 

 
 
 

 
5.2. Задания для расчета статически неопределимых балок 

 
Для заданной схемы неразрезной балки при заданных значениях длин и 

нагрузок в соответствии с указанным номером варианта требуется: 
1. Определить степень статической неопределимости балки, выбрать ос-

новную систему. 
2. Составить канонические уравнения по методу сил. 
3. Вычислить коэффициенты при неизвестных и свободные члены кано-

нических уравнений. Проверить правильность их определения. 
4. После определения неизвестных построить эпюры поперечных сил и 

изгибающих моментов. 
5. Подобрать поперечное сечение балки двутаврового профиля 

(см. табл. П. 1) при admσ 160   МПа. Данные для расчета взять из табл. 5.2. 
 

                                                                          Таблица 5.2 
 

Схема закрепления и нагружения балки 
Номер 
вари-
анта 

М, 
кН·м 

F, 
кН 

q, 
кН/м 

l1, 
м 

l2, 
м 

a, 
м 

  

1 10 10 15 3,5 5,0 0,5 

2 20 11 15 2,5 4,0 0,5 

3 30 12 15 4,0 4,0 0,5 

 

4 15 13 10 3,0 5,5 0,5 

5 20 14 10 3,5 5,0 0,5 

6 25 15 10 2,5 5,0 0,4 
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Продолжение табл. 5.2 
 

Схема закрепления и нагружения балки 
Номер 
вари-
анта 

М, 
кН·м 

F, 
кН 

q, 
кН/м 

l1, 
м 

l2, 
м 

a, 
м 

  

7 10 10 10 5,0 5,0 0,4 

8 15 11 15 3,5 6,0 0,6 

9 20 12 20 3,5 5,0 0,4 

 

10 10 15 20 4,0 5,0 0,4 

11 20 20 10 2,0 5,0 0,5 

12 30 25 10 3,0 4,0 0,6 

 

13 30 11 15 2,0 5,0 0,4 

14 40 10 15 4,5 5,0 0,5 

15 20 12 15 3,5 5,5 0,6 

 

16 15 12 10 3,5 4,5 0,5 

17 20 10 10 2,6 5,2 0,4 

18 25 11 10 2,0 5,0 0,8 

 

19 25 20 20 3,5 6,0 0,5 

20 20 25 15 3,0 5,5 0,8 

21 15 10 10 3,5 3,5 0,8 

 

22 20 10 10 3 5 0,5 

23 30 11 10 4 6 0,4 

24 25 12 10 5 6 0,6 

  

25 20 15 10 2 3 0,4 

26 30 16 10 3 4 0,5 

27 40 20 10 4 5 0,6 
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Продолжение табл. 5.2 
 

Схема закрепления и нагружения балки 
Номер 
вари-
анта 

М, 
кН·м 

F, 
кН 

q, 
кН/м 

l1, 
м 

l2, 
м 

a, 
м 

 

28 15 10 15 3 5 0 

29 20 15 15 4 6 0,5 

30 25 20 15 5 6 0,4 

 

31 30 12 20 2 3 0,4 

32 35 14 15 3 4 0,5 

33 40 16 20 2,5 5 0,6 

 

34 10 20 10 3 5,5 0,4 

35 15 15 15 2,5 4 0,5 

36 20 10 20 5 6 0,6 

 

37 20 12 15 4 6 0,4 

38 15 14 20 3,5 4 0,6 

39 10 16 25 4 5 0,5 

 

40 10 10 30 2,5 4 0,4 

41 15 20 20 3 5 0,5 

42 20 30 10 4 6 0,6 

 

43 10 15 10 3 5 0,4 

44 20 25 12 4 5 0,5 

45 30 35 14 5 6 0,6 

 

46 40 10 10 2 5 0,5 

47 20 25 16 3 4 0,6 

48 10 30 10 4 6 0,4 
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Продолжение табл. 5.2 

 

Схема закрепления и нагружения балки 
Номер 
вари-
анта 

М, 
кН·м 

F, 
кН 

q, 
кН/м 

l1, 
м 

l2, 
м 

a, 
м 

 

49 30 25 12 5 6 0,5 

50 15 15 15 6 5 0,4 

51 10 20 20 2 4 0,6 

 

52 10 20 10 4 5 0,5 

53 20 15 12 5 6 0,5 

54 30 40 14 4 6 0,5 

 

55 25 20 16 3 4 0,4 

56 35 30 10 5 6 0,5 

57 40 15 12 4 5 0,6 

 

58 10 20 14 5 6 0,6 

59 15 30 16 2 4 0,5 

60 20 40 10 4 5 0,4 

  

61 25 10 12 3 5 0,3 

62 35 15 14 5 6 0,6 

63 40 20 16 6 4 0,5 

  

64 10 – 10 3 4 0,5 

65 20 – 15 4 5 0,6 

66 30 – 12 5 6 0,4 

 

67 – 12 40 2 3 0,6 

68 – 14 30 3 4 0,5 

69 – 16 25 4 5 0,4 
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Продолжение табл. 5.2 
 

Схема закрепления и нагружения балки 
Номер 
вари-
анта 

М, 
кН·м 

F, 
кН 

q, 
кН/м 

l1, 
м 

l2, 
м 

a, 
м 

 

70 30 – 20 4 5 0,4 

71 20 – 15 3 4 0,6 

72 40 – 30 2 3 0,8 

 

73 – 20 20 3 3 0,5 

74 – 15 15 4 5 0,5 

75 – 16 30 5 6 0,5 

 

76 – 40 20 4 5 0,4 

77 – 30 10 3 5 0,5 

78 – 20 12 2 3 0,6 

 

79 – 10 20 2 3 0,6 

80 – 12 15 4 5 0,8 

81 – 15 10 6 6 0,5 

 

82 – 20 12 3 4 0,5 

83 – 10 15 4 5 0,6 

84 – 15 20 5 6 0,8 

 

85 20 – 12 3 5 0,5 

86 30 – 15 4 6 0,6 

87 40 – 20 5 6 0,8 

 

88 10 20 12 3 4 0,4 

89 15 30 14 4 6 0,6 

90 20 40 16 5 5 0,5 
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Окончание табл. 5.2 
 
 

Схема закрепления и нагружения балки 
Номер 
вари-
анта 

М, 
кН·м 

F, 
кН 

q, 
кН/м 

l1, 
м 

l2, 
м 

a, 
м 

 

91 12 – 20 5 6 0,5 

92 15 – 30 4 5 0,5 

93 20 – 40 6 4 0,4 

 

94 – 20 12 5 6 0,5 

95 – 30 15 4 5 0,6 

96 – 40 16 6 4 0,4 

 

97 20 – 20 3 4 0,5 

98 30 – 30 4 5 0,5 

99 40 – 40 5 6 0,6 

 

100 – 12 10 6 4 0,4 

101 – 15 15 3 3 0,5 

102 – 20 20 4 5 0,6 

  

103 – – 20 5 5 0,8 

104 – – 30 6 6 0,6 

105 – – 40 4 8 0,5 
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5.3. Статически неопределимые рамы 
 
Плоской рамой называется геометрически неизменяемая система, состо-

ящая из стержней, лежащих в одной плоскости и жестко соединенных между 
собой. Горизонтальные стержни рам называются ригелями, вертикальные – 
стойками. 

Статически неопределимой рамой называется такая геометрически неиз-
меняемая система, у которой реакции или все внутренние суммарные силовые 
факторы, возникающие в сечениях ее элементов при действии произвольной 
нагрузки, не могут быть определены из уравнений статики. 

Расчет статически неопределимой рамы сводится к построению эпюр из-
гибающих моментов xM , поперечных сил xQ  и нормальных сил xN , на осно-
вании которых подбираются сечения, или проверяются напряжения в опасных 
сечениях различных элементов, или определяется несущая способность систе-
мы. 

В пособии рассмотрено только построение эпюр xM , xQ , xN , а также 
подбор поперечного сечения, так как это наиболее трудоемкая часть расчета. 

Степень статической неопределимости плоской рамы определяется сле-
дующим образом:  

1. Замкнутый контур (рама, оба  конца которой жестко защемлены) име-
ет степень статической неопределимости, равную трем. 

2. Наличие шарнира в раме понижает степень статической неопредели-
мости на единицу. 

3. Наличие подвижной опоры также понижает степень статической 
неопределимости на единицу. 

Определение усилий в статически неопределимой раме связано с необхо-
димостью составления дополнительных уравнений – уравнений совместности 
деформаций. Число этих уравнений должно быть равно степени статической 
неопределимости рамы. 

Прежде, чем составлять уравнение деформаций, следует превратить за-
данную статически неопределимую раму в статически определимую, геометри-
чески неизменяемую, устранив из нее «лишние» связи. Такая система называ-
ется основной системой. 

Если к основной системе, кроме заданной нагрузки, приложить реакции 
устраненных связей, то деформации этой системы и возникающие в ней внут-
ренние усилия, будут такими же, как и в заданной системе. То есть, обе систе-
мы будут эквивалентными. 

В заданной системе в направлениях имеющихся связей перемещений 
быть не может. Поэтому, в основной системе перемещения в направлении от-
брошенных связей должны быть равны нулю. 

Способ расчета статически неопределимых систем, при котором за «лиш-
ние» неизвестные принимаются силы и моменты, называется методом сил. 
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Данный метод рассмотрен при расчете статически неопределимых нераз-
резных балок в начале этой главы. Определение коэффициентов уравнений и 
грузовых членов и их проверки рассмотрены также при расчете балок. 

 
Построение эпюр изгибающих моментов, поперечных и продольных 

сил. 
При расчете рам на прочность в каждом поперечном сечении необходимо 

определять три силовых фактора: продольную силу xN , поперечную силу xQ , 
изгибающий момент xM . 

Продольная сила xN  равна алгебраической сумме проекций всех сил, 
действующих по одну сторону от сечения на продольную ось бруса. Если сила 
вызывает растяжение, она положительна, сжатие – отрицательна. 

При построении эпюр продольных сил их значения откладываются сим-
метрично от оси бруса в обе стороны с указанием знака. 

Поперечная сила xQ   равна алгебраической сумме проекций на нормаль к 
оси бруса всех сил, действующих по одну сторону от сечения. 

Если поперечная сила относительно сечения вращает часть бруса по ча-
совой стрелке, то она положительна. Противоположное направление следует 
считать отрицательным. Условимся положительные ординаты откладывать 
снаружи контура, отрицательные – внутри. 

При построении эпюр поперечных сил их значения откладываются по од-
ну сторону от оси бруса с указанием знака. 

Изгибающий момент xM  равен сумме моментов всех сил, взятых по одну 
сторону от сечения, относительно оси, проходящей через центр сечения пер-
пендикулярно плоскости рамы. Условно принято построение эпюр изгибающих 
моментов со стороны растянутых волокон. 

Общий порядок расчета статически неопределимых рам по методу сил 
сводится к следующему. 

1. Определяют степень статической неопределимости рамы. 
2. Удаляют «лишние» связи. Полученную таким образом основную си-

стему загружают заданными силами и реакциями отброшенных связей. 
3. В местах действия «лишних» неизвестных и по направлению их дей-

ствия прикладывают единичные силы и строят эпюры изгибающих моментов от 
единичных сил, а также суммарную единичную эпюру. 

4. Строят эпюры изгибающих моментов от действующих на основную 
систему внешних нагрузок. 

5. Вычисляют главные, побочные коэффициенты и свободные члены ка-
нонических уравнений и проверяют правильность их определения. 

6. Составляют и решают канонические уравнения, определяя «лишние» 
неизвестные. 

7. Определяют остальные реакции с помощью уравнений статики. 
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8. Вычисляют значения изгибающих моментов, поперечных и нормаль-
ных сил и строят эпюры. 

9. Подбирают поперечное сечение заданного профиля. 
 
Пример 5.2. 
 
Для заданной схемы статически неопределимой рамы (рис. 5.4, а), при за-

данных значениях длин и нагрузок, построить эпюры изгибающих моментов, 
нормальных и поперечных сил. Жесткости стоек и ригеля одинаковы.  

 
Решение. 
Заданная система освобождается от наложенных на нее связей. Действия 

связей заменяются реакциями. Установим степень статической неопределимо-
сти рамы:  3(замкнутый контур)   2(наличие двух шарниров) = 1, т. е. рама од-
нажды статически неопределима. 

За «лишнюю» неизвестную 1Х  принимаем реакцию bH . Нагружаем ос-
новную систему (рис. 5.4, б) заданными внешними силами и реакцией отбро-
шенной связи. Выбирая основную систему, необходимо помнить, что она 
должна быть статически определимой и геометрически неизменяемой. 

В месте действия «лишней» неизвестной и по направлению ее действия 
прикладываем единичную силу 1 1Х   и строим единичную эпюру. 

Рассмотрим подробно построение этой эпюры. Покажем реакции опор 
(рис. 5.5), их три. Определим эти реакции по уравнениям статики: 

 
0Х  ;          1 0aH X   ;              1aH   ; 

0АM  ;    1 3 4 0bX R     ;       
3

0,75
4bR   ; 

0ВM  ;     3 4 0a aH R      ;     
3

0,75
4aR   . 

Проверка правильности вычисления реакций: 
 

0Y  ;           0a bR R    ;            0 0 . 

 
Получили тождество, следовательно, реакции определены правильно. 
Разбиваем раму на участки, граница участка там, где приложены сосредо-

точенные силы и для рамы граница участка, где жестко соединяется стойка с 
ригелем. Участков три, находим значения изгибающих моментов на границах 
участков. На всех участках эпюра изгибающих моментов очерчена наклонной 
прямой, эпюра изгибающих моментов показана на рис. 5.4, в. 
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Рис. 5.5. 
 

Строим эпюру изгибающих моментов от действия на основную систему 
внешней равномерно распределенной нагрузки интенсивностью q (рис. 5.4, г). 
По приведенной выше методике определяем реакции опор, разбиваем раму на 
участки, определяем значения изгибающих моментов на границах участков и 
по контрольным правилам строим эпюру изгибающих моментов. 

По числу «лишних» неизвестных записываем канонические уравнения 
метода сил 

11 1 1δ 0рХ   . 

Перемещение 11δ   определяется перемножением единичной эпюры самой 
на себя 

0 0
1 1

11
ω

δ cM

EJ
 , 

где 0
1ω  – площадь единичной эпюры; 0

1cM  – ордината единичной эпюры под ее 
центром тяжести. 
 

   
0 0
1 1

11
3 6ω 1 1 2 1 2 165,06

δ 6 6 6 3 3 3 4 4,67 .
2 3 2 3 2

cM

EJ EJ EJ

                                                
  

 
На участке по ригелю площадь эпюры изгибающих моментов представ-

лена трапецией. Посмотрим подробнее как определить центр тяжести площади, 
площадь и ординату под ее центром тяжести (рис. 5.6). 
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4 2 3 6
1,78 м

3 3 6
С

 
 


;     2

0
1

ω 3 6 4 18 кН м
2

     , 

где 0ω  –площадь трапеции. 

 0 3 1,67 4,67 кН мcM     , 

где 0
cM  – ордината под центром тяжести трапеции. 
Отрезок 1,67  определяем из подобия треугольников 3: 4 : 2,22х . 
 

 
 

Рис. 5.6. 
 

 
Перемещение 1р  получаем перемножением грузовой эпюры qM  на 

единичную 0
1M  

0
1

1
ω p c

p
M

EJ
  , 

где ω p  – площадь грузовой эпюры; 0
1cM  – ордината с первой единичной эпюры 

под центром тяжести грузовой. 
 

 1
1 1 2 90 360 1 3 6682,5

360 6 6 4 4,8 90 3 3 .
2 3 2 3 4p EJ EJ

                                                   
 

 
Полученные значения 11δ  и 1p  подставляем в уравнения, определяем Х1: 
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1165,06 6682,5
0,

X

EJ EJ

     1 40,4X  кН. 

 
Зная реакцию 1bH X , по уравнениям статики определяем aR , aH , bR : 

0X  ,       3 0b aH H q    ,                     19,6aH   кН; 

0aM  ,    3 4 3 4,5 0b bH R q       ,       37,2bR   кН; 

0bM  ,    6 4 3 1,5 0a aH R q       ,       37,2aR   кН. 

Проверка правильности вычисления реакций: 
0Y  ,       0a bR R  . 

Строим эпюры xM , xQ , xN  известным способом. Эпюры приведены на 
рисунке 5.4, д, е, ж. 

 
 

Пример 5.3. 
 
Для заданной схемы статически неопределимой рамы (рис. 5.7, а), при за-

данных значениях длин и нагрузок, построить эпюры изгибающих моментов, 
нормальных и поперечных сил. Подобрать поперечное сечение двутаврового 
профиля (см. табл. П. 1) при admσ 160  МПа. Жесткости стойки и ригеля оди-
наковы. 

 
Решение. 
Заданная система освобождается от наложенных на нее связей. Действия 

связей заменяются реакциями. Установим степень статической неопределимо-
сти рамы:  3(замкнутый контур) – 1(наличие одного шарнира) = 2, т. е. рама 
дважды статически неопределима. 

За «лишние» неизвестные принимаем 1bH X , 2bR X , тем самым вы-
бираем основную систему. Нагружаем основную систему внешними силами (q, 
M) и реакциями отброшенных связей (Х1, Х2). Отбрасывая «лишние» связи, сле-
дует помнить, что основная система должна быть статически определимой и 
геометрически неизменяемой. 

В местах действия «лишних» неизвестных и по направлению их действия 
прикладываем единичные силы 1 1X   и 2 1X   и строим эпюры изгибающих 
моментов от этих сил. 

Строим эпюры изгибающих моментов от действия на основную систему 
внешних сил q и M. 

Методика построения эпюр изгибающих моментов от единичных сил и 
внешних нагрузок, приложенных к основной системе, подробно рассмотрена 
при решении примера 5.1 и здесь не приводится. 
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Составляем канонические уравнения метода сил: 
 

11 1 12 2 1δ δ 0pX X    ; 

21 1 22 2 2δ δ 0pX X    . 
 

Вычисляем коэффициенты и свободные члены канонических уравнений: 
 

0 0
1 1

11
ω 1 1 2 21,3

δ 4 4 4
2 3

cM

EJ EJ EJ

              
 , 

  
0 0
2 2

22
ω 1 1 2 85,3

δ 4 4 4 4 4 4
2 3

cM

EJ EJ EJ

                  
 , 

   
0 0
2 1

21 12
ω 1 32

δ δ 4 4 2cM

EJ EJ EJ
     , 

      
0
1

1
ω 1 1040

40 2 3 160 4 2p c
p

M

EJ EJ EJ
        , 

     
0
2

2
ω 1 1 3 2880

40 2 4 160 4 4 160 4 4 .
3 4

p c
p

M

EJ EJ EJ

                     
  

 

Проверяем правильность вычисления коэффициентов и свободных чле-
нов канонических уравнений. Для этого строим суммарную единичную эпю-
ру 0M .  

Для проверки правильности вычисления коэффициентов канонических 
уравнений применяем универсальную проверку: 

 

0 0

11 12 22 21
ω

δ δ δ δ CM

EJ
     ; 

 

   11 12 22 21
1 1 1 2 170,6

δ δ δ δ 4 8 4 6,22 4 4 4
2 2 3EJ EJ

                          
. 

 

Поверяем правильность вычисления грузовых членов 
 

     
0

1 2
ω 1 1 3

40 2 7 160 4 6 160 4 4
3 4

p c
p p

M

EJ EJ
                     

  

3920

EJ
  . 
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В обоих случаях получили тождества, значит коэффициенты и свободные 
члены канонических уравнений определены правильно.  

Подставляем вычисленные значения коэффициентов в канонические 
уравнения, определяем неизвестные Х1 и Х2: 

 

1 2

1 2

21,3 32 1040 0

32 85,3 2880 0

Х Х

Х Х

     
     

 

 

1 4Х    кН;          2 35,2Х   кН. 
Сила Х1 получилась со знаком «минус», это говорит о том, что направле-

ние реакции будет противоположно единичной силе. 
Зная реакции bH  и bR , по уравнениям статики определяем остальные ре-

акции 
 

0X  ,     0b aH H  ,                                           4aH   кН; 

0aM  ,  4 2 4 4 0a b bM M q R H         ,     4,8aM   кН·м; 

0вM  ,  4 4 4 2 0a a aM M H R q         ,     44,8aR   кН·м. 
 

Проверка:  
 

0Y  ,      4 0a bR R q    ,     35,2 44,8 80 0   . 
 

Строим эпюры изгибающих моментов, поперечных и нормальных сил по 
контрольным правилам. Эпюры приведены на рис. 5.7. 

Выявляем опасное сечение рамы, где одновременно xM  и xN  имеют 
большие значения. Это сечение левой стойки, где 8,44XN  кН, 

2,27XM  кН·м. 
Условие прочности 
 

max admσ σx x

z

N M

A W
    . 

 
Выбираем сечение по моменту xM  
 

admσ 160x

z

M

W
   МПа.    

3
4 3 3

6

27,2 10
1,7 10  м 170 см

160 10zW 
   


. 
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По сортаменту проката выбираем двутавр № 20, табл. 3184 смz xW W  , 
2

табл. 26,8 смА  .  
Производим проверку с учетом силы xN : 
 

max

3 3
7 9

4 6
44,8 10 27,2 10

σ 1,67 10 0,148 10  Па 164,7 МПа,
26,8 10 184 10 

 
        

 
 

 

max admσ 164,7 МПа> σ 160 МПа.   
 

Отклонение (перегруз) 
164,7 160

δ 100 2,93 % 5 %
160


    , что допустимо. 

 
 
 
 
 

5.4. Задания для расчета плоских рам 
 
Для расчетной схемы статически неопределимой рамы при заданных зна-

чениях длин и нагрузок, определяемых в соответствии с указанным номером 
варианта, требуется: 

1. Определить степень статической неопределимости рамы. Выбрать ос-
новную систему. 

2. Составить канонические уравнения метода сил. 
3. Вычислить коэффициенты при неизвестных и свободные члены кано-

нических уравнений. Проверить правильность их вычисления. 
4. Построить эпюры изгибающих моментов, поперечных и продольных 

сил. 
5. Подобрать поперечное сечение элементов рамы в виде двутавра (см. 

табл. П. 1) при admσ 160 МПа.  
 
Данные для расчета взять из табл. 5.3. 
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                                                               Таблица 5.3 
 

Номер 
варианта 

h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

M, 
кН·м 

1 10 5 – – 20 – – – 80 

2 9 5 – – – 15 – – 10 

3 9 6 – – – – – – 60 

4 9 4 – 5 15 – 40 – – 

5 10 4 2 – – 20 – 30 – 

6 8 5 3 – – – – 60 – 

7 8 6 – – – – – – 10 

8 8 5 – 5 – – 40 – – 

9 9 6 3 – – – – 50 80 

10 9 6 5 – – – 40 – – 
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                                                                                Продолжение табл. 5.3 
 

Номер 
варианта 

h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M1, 
кН·м 

M2, 
кН·м 

11 10 5 0,5 6 – 20 – 40 – – – – 

12 11 6 0,4 6 – – 20 40 – – – – 

13 11 5 0,3 4 – – – 30 – – – 10 

14 9 4 0,6 – – – 25 – – – – 12 

15 9 5 0,4 – 4 30 – – 60 – – – 

16 8 4 0,3 – 3 – – – 30 20 – – 

17 8 4 0,3 – – – – – – 30 10 – 

18 6 3 0,2 – – 25 – – – – 15 80 

19 7 4 0,6 – 3 – – – 30 20 12 – 

20 10 6 0,6 – – – 30 – – – 10 – 
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               Продолжение табл. 5.3 
 
Номер 

варианта 
h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M1, 
кНм 

M2, 
кН·м 

21 10 8 – – – 20 – – – – – 20 

22 10 7 2 – 2 30 – – – – 20 – 

23 10 6 – 2 – – – – 30 20 – – 

24 8 6 – – – 20 30 – – – – – 

25 8 6 – 3 – – 20 – 20 – – – 

26 9 5 – – – – 20 – – – – 15 

27 9 6 2 – 1 – – – – 40 20 – 

28 7 5 2 – 1 – – – – – 30 – 

29 8 4 2 – 1 – – – – – 20 20 

30 8 6 – – – – – – 50 20 – 10 
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                                                            Продолжение табл. 5.3 
 

Номер 
варианта 

h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

q3, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M, 
кН·м 

31 10 4 0,5 – – 12 – – – – – 10 

32 9 5 0,4 – – – 20 – – – – 15 

33 8 4 0,3 – – – – 20 – 30 – – 

34 8 6 0,3 – 4 20 – – – – 40 – 

35 8 4 0,4 – – – 20 – – 30 – – 

36 6 5 0,3 5 – – – 20 60 – – – 

37 10 5 0,4 – 4 – – – – 40 50 – 

38 8 4 0,3 – – – – – – 30 – 12 

39 12 6 0,5 – 4 – – – – – 40 15 

40 12 6 0,6 3 – – – 25 10 – – – 
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                                                             Продолжение табл. 5.3 
 
Номер 

варианта 
h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

q3, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M, 
кН·м 

41 10 5 4 – – 20 – – – – – 50 

42 9 6 4 – – – 15 – – – – 10 

43 8 6 5 – – – – 20 – – 30 – 

44 8 5 6 – 2 15 – – 30 – – – 

45 8 4 5 2 – – 20 – – 40 – – 

46 9 6 3 – 5 – – 15 40 – – – 

47 9 8 4 2 – – – – – 10 – 60 

48 9 6 6 – – – – – – – 40 10 

49 10 8 5 3 – – – – – 20 40 – 

50 10 6 4 1 4 – – – 10 25 – – 
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                                                         Продолжение табл. 5.3 

 
Номер 

варианта 
h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

q3, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M, 
кН·м 

51 8 4 0,6 0,5 5 20 – – – – – 50 

52 10 5 0,5 0,6 – – 20 – 20 30 – – 

53 8 4 0,4 0,4 – – – 25 – 20 – – 

54 6 4 0,3 0,4 4 – – – – – 30 14 

55 12 6 0,6 0,5 – – – – 40 20 – – 

56 10 4 0,4 0,3 2 15 – – – – – 10 

57 8 5 0,3 0,3 2 – 15 – – – – 12 

58 8 5 0,4 0,4 – – – 20 30 – – – 

59 9 5 0,5 0,6 – – – – – 30 40 – 

60 9 4 0,6 0,5 – – 30 – – 20 – – 
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                                                  Продолжение табл. 5.3 
 
Номер 

варианта 
h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

q3, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M, 
кН·м 

61 8 4 4 – 4 20 – – 50 – – – 

62 10 5 – 2,5 5 – 20 – – 30 – – 

63 6 3 – – 3 – – 20 – – 30 – 

64 12 6 5 – 6 – – 20 50 – – – 

65 10 4 – – 5 – 20 – – – – 80 

66 8 4 – – 5 15 – – – – 20 – 

67 8 5 – 2 5 20 – – – 40 – – 

68 8 4 – – 4 – – – – – 80 40 

69 9 4 – 3 5 – – – – 60 – 40 

70 10 5 8 – 5 – 15 – 60 – – – 
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                                                                     Продолжение табл. 5.3 
 

Номер 
варианта 

h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

M, 
кН·м 

71 10 5 2,5 – 20 – – 80 – 

72 10 6 – – – 15 – – – 

73 10 4 2 – – – – – – 

74 10 5 – – 15 – – 80 – 

75 9 5 – – – 20 – – – 

76 9 6 – – – – – – 60 

77 9 4 2 – – – – 10 – 

78 8 6 3 – – – – 80 10 

79 8 6 3 4 – – 40 60 – 

80 8 5 – 4 – – 30 – – 

 
 
 
 
 
 

 
 



 122 

                                             Продолжение табл. 5.3 
 
Номер 

варианта 
h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

q3, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M, 
кН·м 

81 8 4 4 – 4 20 – – 50 – – – 

82 10 5 – 2,5 5 – 20 – – 30 – – 

83 8 4 – – 3 – – 20 – – 30 – 

84 6 4 5 – 6 – – 20 50 – – – 

85 12 6 – – 5 – 20 – – – – 80 

86 10 4 – – 5 15 – – – – 20 – 

87 8 5 – 2 5 20 – – – 40 – – 

88 8 5 – – 4 – – – – – 80 40 

89 9 5 – 3 5 – – – – 60 – 40 

90 9 4 8 – 5 – 15 – 60 – – – 
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                                                   Окончание табл. 5.3 
 

Номер 
варианта 

h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

q3, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M, 
кН·м 

91 8 4 0,6 0,5 5 20 – – – – – 50 

92 10 5 0,5 0,6 – – 20 – 20 30 – – 

93 8 4 0,4 0,4 – – – 25 – 20 – – 

94 6 4 0,3 0,4 4 – – – – – 30 14 

95 12 6 0,6 0,5 – – – – 40 20 – – 

96 10 4 0,4 0,3 2 15 – – – – – 10 

97 8 5 0,3 0,3 2 – 15 – – – – 12 

98 8 5 0,4 0,4 – – – 20 30 – – – 

99 9 5 0,5 0,6 – – – – – 30 40 – 

100 9 4 0,6 0,5 – – 30 – – 20 – – 
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Глава 6 
 

ВИДЫ СЛОЖНОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ 
 
 
 
 
 

Сочетание простейших видов деформаций называется сложным сопро-
тивлением. При расчете элементов конструкций, испытывающих сложные со-
противления, используют принцип независимости действия сил, т. е. определя-
ют деформации и напряжения для каждого простейшего вида сопротивления, а 
затем результаты суммируют алгебраически, геометрически или согласно од-
ной из теорий прочности. При этом задача сводится к определению опасного 
сечения по длине бруса и опасной точки в этом сечении. 

В данной главе приведены методики решения задач на косой изгиб, вне-
центренное растяжение или сжатие, совместное действие изгиба с кручением. 

 
6.1. Косой изгиб 

 
Косой изгиб – вид сложного сопротивления, который возникает при дей-

ствии внешних нагрузок, перпендикулярных продольной оси бруса, но распо-
ложенных вне главных плоскостей инерции. Поэтому косой изгиб можно рас-
сматривать как сочетание двух плоских изгибов во взаимно перпендикулярных 
плоскостях, разложив все силы по направлению главных центральных осей 
инерции поперечных сечений. 

При косом изгибе балки нормальные напряжения в произвольной точке 
поперечного сечения с координатами у и z определяются по формуле: 

в г
σ ,

z y

M M
y z

J J
                                              (6.1) 

где zJ  и yJ  – главные центральные моменты инерции поперечного сечения 

балки относительно осей z и y; вМ  и гМ  – изгибающие моменты в поперечном 
сечении в вертикальной и горизонтальной плоскостях.  

Положение нейтральной оси поперечного сечения определяется по фор-
муле: 

г

в
tgα ,z

y

М J

JМ
                                                (6.2) 

где α - угол наклона нейтральной оси к горизонтальной главной центральной 
оси инерции. 

Максимальные и минимальные нормальные напряжения возникают в 
точках, наиболее удаленных от обеих главных центральных осей инерции и для 
симметричных сечений определяются по формуле: 
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max

г в
σ ,

y z

M М

W W
                                            (6.3) 

где zW  и yW  – моменты сопротивления поперечного сечения изгибу относи-

тельно осей z и y. 
Если внешние нагрузки лежат в одной плоскости, то положение 

нейтральной оси определяется по формуле: 

tgα tg ,z

y

J

J
                                               (6.4) 

где   – угол между силовой плоскостью, в которой действуют внешние нагруз-
ки, и главной вертикальной осью инерции поперечного сечения балки. 

Напряжения в этом случае определяются по формуле: 

max min
cos sin

σ ,
z y

M
W W

  
    

 
                                 (6.5) 

где М – результирующий момент, действующий в силовой плоскости. 
Прогиб f   и угол поворота θ  сечения балки при косом изгибе определя-

ются как геометрические суммы прогибов и углов поворота от составляющих 
изгибающего момента, действующих в главных плоскостях инерции балки 

2 2
z yf f f   и 2 2θ θ θz y  ,                                (6.6) 

где fz  и yf  – прогибы в направлении осей z и y; θz  и θ y  – углы поворота сече-

ния вокруг осей z и y. 
          

Пример 6.1. 
 

Для балки (рис. 6.1) построить эпюры нормальных напряжений по сторо-
нам поперечного сечения (см. табл. П. 1)  в защемлении, определить наиболь-
шее нормальное напряжение и полный прогиб свободного конца балки при 

F = 2 кН, o15  . 

 
Рис. 6.1. 
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Решение. 
Раскладываем силу F на ее составляющие, действующие в вертикальной и 

горизонтальной плоскостях: 

cos15 2000 0,96 1920yF F      Н; 

sin15 2000 0,26 520zF F      Н. 
Максимальные изгибающие моменты в вертикальной и горизонтальной 

плоскостях будут в защемленном сечении балки: 

max
в 1920 2 3840 Н мyM F l     ; 

max
г 520 2 1040 Н мzM F l     . 

По ГОСТ 8239-89 (см. табл. П. 1)для заданного профиля находим момен-
ты инерции и моменты сопротивления сечения: 

572zJ   4см ;    41,9yJ   4см ;     81,7zW   3см ;     11,5yW  3см , 

что при переводе в единицы СИ соответствует: 
8 4572 10  м ;zJ    8 441,9 10  мyJ   ; 6 381,7 10  смzW   ;  6 311,5 10  м .yW    

Наибольшие нормальные напряжения от изгиба в вертикальной плоско-
сти: 

max
max

в
в 6

6
3840

σ 47 10  Па 47
81,7 10z

M

W     


 МПа, 

а наибольшие нормальные напряжения от изгиба в горизонтальной плоскости: 

max
max

г
г 6

6
1040

σ 90,4 10  Па 90,4
11,5 10y

M

W     


 МПа. 

Эпюры нормальных напряжений даны на рис. 6.2. Таким образом, 
наибольшие нормальные напряжение будут в крайних угловых точка попереч-
ного сечения. Как видно по эпюрам нормальных напряжений 

maxσ 47 90,4 137,4    МПа;       minσ 47 90,4 137,4      МПа. 

 
Рис. 6.2. 
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Прогиб свободного конца балки в вертикальной плоскости [10] 
3 3

3
11 8

1920 2
4,5 10  м

3 3 2 10 572 10

y
y

z

F l
f

EJ





   
   

  или  4,5yf   мм, 

а величина прогиба в горизонтальной плоскости 
3 3

3
11 8
520 2

16,5 10  м
3 3 2 10 41,9 10

z
z

y

F l
f

EJ





   
   

 или  16,5zf   мм. 

Полный прогиб свободного конца балки  
2 2 2 24,5 16,5 17,1y zf f f      мм. 

 
 
 

Пример 6.2. 
 
Для бруса прямоугольного поперечного сечения (рис. 6.3) требуется: 
1. Построить эпюры изгибающих моментов в главных плоскостях; опре-

делить из расчета на прочность размеры поперечного сечения, принимая 

admσ =160  МПа и отношение сторон 2
h

b
 ; 

2. Для опасного поперечного сечения построить эпюры нормальных 
напряжений от каждого из изгибающих моментов и суммарную эпюру нор-
мальных напряжений. 

 
 

Рис. 6.3. 
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Решение. 
Согласно принципу независимости действия сил рассмотрим отдельно 

действие сил, вызывающих изгиб в вертикальной и горизонтальной плоскостях. 
Изгиб в вертикальной плоскости вызывается действием силы F1 и равномерно 
распределенной нагрузкой. Определим величину изгибающих моментов в ха-
рактерных точках: 

в 0;AM   
в 3 3

в 3 3 3
1

1 0,5 20 10 1 0,5 10 10  Н м 10 кН м;

1 2,5 2 20 10 1 2,5 30 10 2 110 10  Н м 110 кН м.

B

D

M q

M q F

               

                    
 

Изгиб в горизонтальной плоскости вызывается силой F2. Определим ве-
личину изгибающих моментов в характерных точках: 

г г г

г 3 3
2

0;      0;     0;

1 40 10 1 40 10  Н м 40 кН м.

А В С

D

M M M

M F

  

         
 

Эпюры изгибающих моментов показаны на рис. 6.4, а. Максимальные из-
гибающие моменты в вертикальной и горизонтальной плоскостях будут в сече-
нии D: 

max max
в в г г110 кН м;     40 кН м.D DM M M M       

 
 

 
 

Рис. 6.4. 
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Опасное сечение балки будет в защемлении. Запишем условие прочности 
для опасного сечения  

max max
max adm

в г
σ σ .

z y

M M

W W
    

Для бруса прямоугольного сечения моменты сопротивления равны: 
2

6z
bh

W        и      
2

;
6y

b h
W   

при 2h b   получим 
2 3(2 ) 2

6 3z
b b b

W


       и        
2 32

.
6 3y

b b b
W

 
   

 
Подставляя значение величин в условие прочности, получим 

max

3 3
6

3 3

110 10 40 10
σ 160 10  Па.

2 1

3 3
b b

 
   

 
 

Решая уравнение относительно b, получим 0,12b  м =120 мм и 
2 240h b   мм. Для построения эпюр нормальных напряжений определяем 

наибольшие напряжения, для чего вычислим моменты сопротивления сечения: 
2 2 2 2

6 3

2 2 2 2
6 3

12 10 (24 10 )
1152 10  м ;

6 6

(12 10 ) 24 10
576 10  м .

6 6

z

y

bh
W

b h
W

 


 


  
   

  
   

 

Наибольшие нормальные напряжения от изгиба в вертикальной плоско-
сти: 

max
max

в 3
в 6

6
110 10

σ 95 10  Па 95
1152 10z

M

W 


    


 МПа. 

Наибольшие нормальные напряжения от изгиба в горизонтальной плос-
кости: 

max
max

г 3
г 6

6
40 10

σ 70 10  Па 70
576 10y

M

W 


    


 МПа. 

Наибольшие нормальные напряжения будут в точках K и N: 
 

σ 95 70 165K     МПа; 
    σ 95 70 165N       МПа. 

 

Эпюры нормальных напряжений показаны на рис. 6.4, б 
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6.2. Задания для расчета на косой изгиб 
 

Для расчетной схемы балки при заданных значениях геометрических раз-
меров и нагрузок необходимо: 

1) определить положение нейтральной оси; 
2) вычислить наибольшие и наименьшие напряжения в опасном сечении 

балки; 
3) построить эпюры напряжений; 
4) найти прогиб балки в середине пролета или на свободном конце кон-

сольной балки. 
Данные для расчета взять из таблиц 6.1, 6.2, 6.3 и табл. П. 1. 

 
                                                                                                  Таблица 6.1 

 

Схема 
балки 

Схема 
сечения 

Материал 
Пролет l, 

м 
Размеры  

сечения, см 
Угол 

φ,град 

Нагрузка 
F, 
кН 

М, 
кН·м 

q, 
кН/м 

1 

А дерево 1,5 b×h=12×20  60 – 4 – 
Б Ст 3 1,4 двутавр № 24 30 – 3 – 

В Ст 3 1,3 
швеллер 

№ 24 
45 – 5 – 

Г Ст 3 1,6 
2 швеллера 

№ 8 
60 – 6 – 

Д Ст 3 1,7 
2 швеллера 

№ 10 
30 – 7 – 

Е Ст 3 1,8 
2 двутавра 

№ 10 
60 – 8 – 

2 

А дерево 1,2 b×h=15×25  45 3 – – 
Б Ст 3 1,4 двутавр № 22 30 2 – – 

В Ст 3 1,5 
швеллер 

№ 27 
60 4 – – 

Г Ст 3 1,6 
2 швеллера 

№ 18 
30 8 – – 

Д Ст 3 1,8 
2 швеллера 

№ 20 
60 10 – – 

Е Ст 3 1,7 
2 двутавра 

№ 12 
45 9 – – 

3 

А дерево 1,2 b×h=14×28  30 – – 4 

Б Ст 3 1,3 двутавр № 24 60 – – 3 

В Ст 3 1,5 
швеллер 

№ 27 
45 – – 2 

Г Ст 3 1,4 
2 швеллера 

№ 16 
20 – – 6 

Д Ст 3 1,7 
2 швеллера 

№ 14 
30 – – 5 

Е Ст 3 1,6 
2 двутавра 

№ 14 
40 – – 7 
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Продолжение табл. 6.1 
 

Схема 
балки 

Схема 
сечения 

Материал 
Пролет 

l,м 
Размеры сечения, 

см 

Угол 
φ, 

град 

Нагрузка 

F, 
кН 

М, 
кН·м 

q, 
кН/м 

4 

А дерево 2,5 b×h=12×30  30 – 6 – 

Б Ст 3 4 двутавр № 55 40 – 5 – 

В Ст 3 5 швеллер № 30 50 – 7 – 

Г Ст 3 6 2 швеллера № 10 60 – 8 – 

Д Ст 3 4 2 швеллера № 12 30 – 9 – 

Е Ст 3 6 2 двутавра № 14 40 – 10 – 

5 

А дерево 3 b×h=18×30  40 6 – – 

Б Ст 3 4 двутавр № 36 60 2,5 – – 

В Ст 3 5 швеллер № 24 30 3 – – 

Г Ст 3 6 2 швеллера № 10 20 4 – – 

Д Ст 3 5,5 2 швеллера № 12 40 3 – – 

Е Ст 3 4,5 2 двутавра № 14 50 5 – – 

6 

А дерево 4 b×h=16×28  60 – – 2 

Б Ст 3 6 двутавр № 20 50 – – 4 

В Ст 3 3 швеллер № 16 30 – – 3 

Г Ст 3 4 2 швеллера № 14 40 – – 5 

Д Ст 3 5 2 швеллера № 16 45 – – 6 

Е Ст 3 5,5 2 двутавра № 18 20 – – 7 

7 

А дерево 2 b×h=16×24  – 1 – – 

Б Ст 3 2,5 двутавр № 28 – 3 – – 

В Ст 3 2,4 швеллер № 16 – 4 – – 

Г Ст 3 2,6 2 швеллера № 14 – 6 – – 

Д Ст 3 2,3 2 швеллера № 16 – 8 – – 

Е Ст 3 2,7 2 двутавра № 20 – 10 – – 

8 

А дерево 1,5 b×h=15×25  – 2 3 – 

Б Ст 3 1,8 двутавр № 18 – 3 4 – 

В Ст 3 1,6 швеллер № 24 – 5 3 – 

Г Ст 3 1,7 2 швеллера № 12 – 6 6 – 

Д Ст 3 1,9 2 швеллера № 14 – 7 7 – 

Е Ст 3 2 2 двутавра № 16 – 8 5 – 
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Продолжение табл. 6.1 
 

Схема 
балки 

Схема 
сечения 

Материал 
Пролет 

l, м 
Размеры сече-

ния,см 

Угол 
φ, 

град 

Нагрузка 
F, 

 кН 
М, 

кН·м 
q, 

кН/м 

9 

А дерево 2,5 b×h=17×27  – 4 – 30 

Б Ст 3 4 двутавр № 30 – 6 – 20 

В Ст 3 3 швеллер № 27 – 5 – 40 

Г Ст 3 5 
2 швеллера 

№ 14 – 7 – 50 

Д Ст 3 6 
2 швеллера 

№ 16 – 8 – 60 

Е Ст 3 4,6 
2 двутавра 

№ 18 – 9 – 70 

10 

А дерево 1,6 b×h=18×24 – – 5 10 

Б Ст 3 1,8 двутавр № 27 – – 4 20 

В Ст 3 1,9 швеллер № 20 – – 3 30 

Г Ст 3 2 
2 швеллера 

№ 14 – – 6 40 

Д Ст 3 2,1 
2 швеллера 

№ 16 – – 7 50 

Е Ст 3 2,2 
2 двутавра 

№ 20 – – 8 60 

11 

А дерево 1,5 b×h=19×30 – 2 30 – 

Б Ст 3 1,7 двутавр № 24 – 3 40 – 

В Ст 3 1,9 швеллер № 24 – 5 60 – 

Г Ст 3 1,8 
2 швеллера 

№ 18 – 7 80 – 

Д Ст 3 2,3 
2 швеллера 

№ 20 – 6 70 – 

Е Ст 3 2,4 
2 двутавра 

№ 14 – 4 50 – 

12 
 

А дерево 1,2 b×h=20×29  – 2 – 20 

Б Ст 3 1,3 двутавр № 22 – 4 – 30 

В Ст 3 1,4 швеллер № 24 – 5 – 40 

Г Ст 3 1,5 
2 швеллера 

№ 22 – 7 – 50 

Д Ст 3 1,6 
2 швеллера 

№ 20 – 6 – 60 

Е Ст 3 1,7 
2 двутавра 

№ 20 – 7 – 70 
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               Окончание табл. 6.1 
 

Схема 
балки 

Схема 
сечения 

Материал 
Пролет 

l,м 
Размеры сечения, 

см 
Угол 

φ, град 

Нагрузка 

F, 
 кН 

М, 
кН·м 

q, 
кН/м 

13 

А дерево 1,5 b×h=18×32  – 3 – 10 

Б Ст 3 1,6 двутавр № 36 – 4 – 20 

В Ст 3 1,7 швеллер № 36 – 5 – 30 

Г Ст 3 1,8 2 швеллера № 18 – 6 – 40 

Д Ст 3 1,9 2 швеллера № 20 – 7 – 50 

Е Ст 3 2 2 двутавра № 24 – 8 – 60 

14 

А дерево 1,3 b×h=19×30 – 20 3 – 

Б Ст 3 1,4 двутавр № 40 – 40 4 – 

В Ст 3 1,5 швеллер № 30 – 60 5 – 

Г Ст 3 1,6 2 швеллера № 16 – 50 6 – 

Д Ст 3 1,7 2 швеллера № 20 – 60 7 – 

Е Ст 3 1,8 2 двутавра № 18 – 70 8 – 

15 

А дерево 1,4 b×h=17×32 – 1 40 – 

Б Ст 3 1,6 двутавр № 24 – 2 50 – 

В Ст 3 1,8 швеллер № 20 – 3 60 – 

Г Ст 3 1,9 2 швеллера № 22 – 4 70 – 

Д Ст 3 2,1 2 швеллера № 18 – 5 80 – 

Е Ст 3 2,2 2 двутавра № 20 – 6 60 – 

16 

А дерево 1,6 b×h=19×32  – – 2 20 

Б Ст 3 1,7 двутавр № 22 – – 3 30 

В Ст 3 1,9 швеллер № 27 – – 4 40 

Г Ст 3 1,8 2 швеллера № 16 – – 5 50 

Д Ст 3 2,3 2 швеллера № 20 – – 6 40 

Е Ст 3 2,4 2 двутавра № 22 – – 7 50 
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       Таблица 6.2 
Схемы закрепления и нагружения балок 

                                                      

Номер 
схемы 

Схема балки 

1 

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 
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Продолжение табл. 6.2 
 

Номер 
схемы 

Схема балки 

6 

 

7 

 

8 

 

9 

 

10 

 

11 
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Окончание табл. 6.2 
 

Номер 
схемы 

Схема балки 

12 

 

13 

 

14 

 

15 

 

16 
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Таблица 6.3 
Схемы поперечных сечений балок 

 
А Б В 

      

Г Д Е 
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6.3. Внецентренное растяжение или сжатие 
 
Если действующая на брус продольная растягивающая или сжимающая 

сила приложена на некотором расстоянии от центра тяжести сечения, то возни-
кает внецентренное растяжение или сжатие. Расстояние между точкой прило-
жения силы и центром тяжести сечения бруса называется эксцентриситетом. 
Для практики весьма важны случаи внецентренного сжатия, например, для ка-
менных и кирпичных столбов, бетонных колонн и др. 

Внецентренное приложение сжимающей силы можно привести к случаю 
сжатия центральной силой F и чистому изгибу моментом М Fe , если пере-
нести силу F в центр тяжести поперечного сечения и уравновесить ее (рис. 6.5). 

 

 
Рис. 6.5. 

 
Так как изгибающий момент во всех сечениях постоянен, то проверку 

прочности можно производить по любому сечению бруса. Если отбросить 
верхнюю часть бруса по сечению m-n и рассмотреть нижнюю (рис. 6.6), то для 
любой точки А поперечного сечения с координатами y, z нормальное напряже-
ние будет равно алгебраической сумме напряжений 

σ σ σ σ
y zA F M M   ,                                         (6.7) 

где σF
F

A
   − напряжение от сжимающей центрально приложенной силы F;          

σ
yM y

y

z
M

J
   − напряжение от изгибающего момента относительно главной 

оси сечения у; σ
zM z

z

y
M

J
   − напряжение от изгибающего момента относи-

тельно главной оси сечения  z. 
Знак минус указывает на то, что данные нагрузки вызывают в точке А де-

формацию сжатия. 
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Рис. 6.6. 
 
Изгибающие моменты определяются  

;y FM Fz      ;z FM Fy  

где Fz  и Fy  - координаты точки С приложения силы F. 
После подстановки имеем:  

σ .A F F
y z

F z y
Fz Fy

A J J
     

Окончательный вид формулы для определения напряжений в любой точ-
ке поперечного сечения получаем после простых преобразований 

1
σ ,F F

y z

z y
F z y

A J J

 
     

 
                                   (6.8) 

где ,  y zJ J  − моменты инерции поперечного сечения; ,  F Fy z  − координаты 

точки приложения силы F. 
У каждого из слагаемых данного уравнения знак плюс берется для растя-

гивающего, а знак минус – для сжимающего напряжения. 
Условие прочности при внецентренном растяжении или сжатии имеет 

вид: 
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max max
max adm

1
σ σ ,F F

y z

z y
F z y

A J J

 
      

 
                   (6.9) 

где max max,  z y − координаты наиболее удаленных точек сечения от его центра 
тяжести. 

Уравнение нейтральной оси при внецентренном растяжении или сжатии 
имеет вид: 

0 01
0,F F

y z

z y
z y

A J J
                                      (6.10) 

где 0 0,  z y  − координаты точек, лежащих на нейтральной оси. 
Это уравнение является уравнением прямой, не проходящей через центр 

тяжести сечения. Величины отрезков, отсекаемых на координатных осях y и z 
нейтральной осью, определяются из уравнения: 

2 2
 1 0,yz

F F
y z

aa
z y

i i
                                     (6.11) 

где 0 0,  z ya z a y   - отрезки, определяющие положение нейтральной оси. 

Величины отрезков определяются по формулам:   
2

;y
z

F

i
a

z
     

2
,z

y
F

i
a

y
                                    (6.12) 

где ,  z yi i  - радиусы инерции поперечного сечения относительно осей y и z. 

Знак минус в этих формулах указывает на то, что нейтральная ось распо-
лагается по другую сторону центра тяжести сечения, по сравнению с точкой 
приложения силы F, действующей на брус. 

Если поперечное сечение имеет сложную форму, то необходимо найти 
центр тяжести сечения, положение главных центральных осей и главные мо-
менты инерции, пользуясь формулами и указаниями, приведенными в главе 2. 
В формулы, содержащие моменты инерции, необходимо подставлять значения 
главных моментов инерции сечения. 

 
Пример 6.3. 
 
Короткий чугунный стержень, поперечное сечение  которого показано на 

рис. 6.7, сжимается продольной силой F, приложенной в точке А. 
Требуется: 
1. Вычислить наибольшее растягивающее и наибольшее сжимающее 

напряжения в поперечном сечении, выразив величины этих напряжений через F 
и размеры сечений. 



 141 

2. Найти допускаемую нагрузку F при заданных размерах сечения и до-

пускаемых напряжениях для чугуна на сжатие adm
cσ  и на растяжение adm

pσ : 

adm
cσ 110  МПа,  adm

pσ 24  МПа. 

 

 
Рис. 6.7. 

 
Определяем координату центра тяжести сечения. Проведем вспомога-

тельную ось y : 

   1 1 2 2

1 2

16 6 ( 3) 6 8 3 144
1

16 6 6 8 144c
Sy A z A z

z
A A A

       
     

   



 см. 

Для определения положения нейтральной оси находим геометрические 
характеристики сечения. 

Моменты инерции: 
3 3

2 26 6
16 6 16 2 8 6 8 4 1584

12 12cyJ            см4; 

3
3 6 8

16 6 2304
12 12czJ    см4. 

 
Радиусы инерции: 
 

1584
11 3,31

144
cy

y
J

i
A

     см; 

2304
16 4

144
cz

z
J

i
A

     см. 
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Нейтральная ось пересекает оси cz  и cy  в точках: 

2
;z

y
F

i
a

y
       

2

;y
z

F

i
a

z
     7Fz  см;  4Fy  см. 

   
24

4
4ya


    см;    
23,31

1,57
7za


    см. 

Максимальное напряжение возникает в точках, наиболее удаленных от 
нейтральной оси, т. е. в точках А и В. Определяются они по формуле: 

max maxσ ,
c c

F F

y z

Fz z Fy yF

A J J
     

где max max,  z y  – координаты точек А и В. 
Наибольшее сжимающее напряжение: 

1 7 4
σ 7 4 0,044

144 1584 2304А F F         
. 

Наибольшее растягивающее напряжение: 
1 ( 5) ( 8)

σ 7 4 0,028 .
144 1584 2304B F F

         
 

Находим допускаемую нагрузку: 
c
admσ σ 110 МПаA   ;        0,044 F110;     F0,25 МН. 
p
admσ σ 24 МПаB   ;         0,028F 24;      F0,09 МН. 

 
Допускаемая нагрузка F = 0,09 МН. 
 
 
 

6.4. Задания для расчета на внецентренное  
растяжение или сжатие 

 
Колонна заданного поперечного сечения с известными размерами нагру-

жена сжимающей силой F , приложенной вне центра тяжести сечения в указан-
ной точке. Требуется: 

1) Определить положение нейтральной оси; 
2) Вычислить наибольшие напряжения в опасном сечении колонны; 
3) Построить эпюры напряжений в опасном сечении. 
Данные для расчета взять из таблиц 6.4, 6.5 и табл. П. 1. 
Примечание: собственным весом колонны при расчетах пренебречь. 
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                                                                        Таблица 6.4 
 
 

Вариант 
Схема 

сечения 
Материал Размеры сечения, см 

Точка при-
ложения 
силы F 

Нагрузка 
F, кН 

1 
 

А дерево b x h = 15 x 25 1 20 

Б Ст 3 двутавр № 16 2 30 

В Ст 3 швеллер № 16 3 40 

Г Ст 3 2 швеллера № 14 4 50 

Д Ст 3 2 швеллера № 12 5 60 

Е Ст 3 2 двутавра № 14 6 70 

Ж чугун b = 20 7 35 

З чугун b x h = 20 x 30, D = 10 8 45 

И Ст 3 2 швеллера № 12, а = 10  1 75 

К Ст 3 2 двутавра № 14, а = 10  2 80 

2 
 

А дерево b x h = 16 x 27  2 25 

Б Ст 3 двутавр № 18 3 35 

В Ст 3 швеллер № 18 4 45 

Г Ст 3 2 швеллера № 16 5 50 

Д Ст 3 2 швеллера № 18 6 60 

Е Ст 3 2 двутавра № 16 7 70 

Ж  чугун b = 30  8 55 

З чугун b x h = 25 x 35 , D = 12  1 65 

И Ст 3 2 швеллера № 14, а = 10   2 65 

К Ст 3 2 двутавра № 16, а = 10 3 75 
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                                   Продолжение табл. 6.4 
 

Вариант 
Схема 

сечения 
Материал Размеры сечения 

Точка при-
ложения си-

лы F 

Нагрузка 
F, кН 

3 

А дерево b x h = 17 x 28  3 30 
Б Ст 3 двутавр № 14 4 40 

В Ст 3 швеллер № 20 5 48 

Г Ст 3 2 швеллера  № 14 6 52 

Д Ст 3 2 швеллера  № 16 7 62 

Е Ст 3 2 двутавра № 18 8 72 

Ж чугун b = 32 1 60 

З чугун b x h = 24 x 32, D = 8  2 70 

И Ст 3 2 швеллера  № 18, а = 14  3 66 

К Ст 3 2 двутавра  № 12, а = 8  4 74 

4 

А дерево b x h = 18 x 36 4 40 

Б Ст 3 двутавр  № 20 5 44 

В Ст 3 швеллер № 20 6 54 

Г Ст 3 2 швеллера  № 18 7 64 

Д Ст 3 2 швеллера  № 16 8 74 

Е Ст 3 2 двутавра № 14 1 46 

Ж чугун b = 34  2 38 

З чугун b x h = 28 x 36, D = 14 3 48 

И Ст 3 2 швеллера  № 16, а = 8  4 58 

К Ст 3 2 двутавра № 18, а = 12 5 72 

5 

А дерево b x h = 20 x 24 5 28 

Б Ст 3 двутавр № 22 6 38 

В Ст 3 швеллер № 22 7 48 

Г Ст 3 2 швеллера № 20 8 62 

Д Ст 3 2 швеллера № 22 1 76 

Е Ст 3 2 двутавра № 20 2 78 

Ж чугун b = 28  3 46 

З чугун b x h = 22 x 34, D = 6  4 56 

И Ст 3 2 швеллера № 20, а = 6  5 80 

К Ст 3 2 двутавра № 20, а = 12 6 82 
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Продолжение табл. 6.4 
 

Вариант 
Схема 

сечения 
Материал Размеры сечения, см 

Точка при-
ложения си-

лы F 

Нагрузка 
F, кН 

6 

А дерево b x h = 22 x 38 6 36 

Б Ст 3 двутавр  № 22 7 46 

В Ст 3 швеллер № 22 8 48 

Г Ст 3 2 швеллера № 22 1 68 

Д Ст 3 2 швеллера № 20 2 72 

Е Ст 3 2 двутавра  № 22  3 74 

Ж чугун b = 24 4 50 

З чугун b x h = 24 x 34, D = 8 5 60 

И Ст 3 2 швеллера  № 22, а = 8 6 74 

К Ст 3 2 двутавра № 22, а = 12  7 69 

7 

А дерево b x h = 22 x 30 7 25 

Б Ст 3 двутавр № 24 8 48 

В Ст 3 швеллер № 24 1 52 

Г Ст 3 2 швеллера № 24 2 63 

Д Ст 3 2 швеллера № 22 3 68 

Е Ст 3 2 двутавра № 20 4 64 

Ж чугун b = 22 5 43 

З чугун b x h = 26 x 36, D = 6  6 49 

И Ст 3 2 швеллера  № 24, а = 4  7 78 

К Ст 3 2 двутавра № 24, а = 13 8 84 

8 

А дерево b x h = 18 x 32 8 35 

Б Ст 3 двутавр № 27 1 62 

В Ст 3 швеллер № 27  2 68 

Г Ст 3 2 швеллера № 22 3 85 

Д Ст 3 2 швеллера № 24 4 87 

Е Ст 3 2 двутавра № 22 5 78 

Ж чугун b = 26  6 52 

З чугун b x h = 26 x 36, D = 9 7 58 

И Ст 3 2 швеллера  №  27, а = 5 8 86 

К Ст 3 2 двутавра № 27, а = 14 1 88 
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                                                   Таблица 6.5 
 

Схемы поперечных сечений колонны 
 

А Б В 

 
  

Г Д Е 
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 Окончание табл. 6.5 
 

Ж З 

 

 

И К 
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6.5. Изгиб с кручением 
 
Помимо крутящих моментов валы могут испытывать воздействие изги-

бающих моментов. Последние возникают от действия собственного веса вала, 
усилий натяжения приводных ремней, весов шкивов, усилий зацепления в 
зубьях зубчатых передач и т. п. 

Крутящий момент на валу или его участке определяется по формулам: 

9550 ,
N

Т
n

                                             (6.13) 

где Т – крутящий момент, Нм; N – мощность двигателя, кВт; n – число оборотов 
вала в минуту, или               

1 1( ),
2

D
Т t t                                             (6.14) 

где D – диаметр ведущего шкива, соединенного с двигателем приводным рем-

нем;  t1 – усилие натяжения в набегающей ветви приводного ремня;  1t
  – уси-

лие натяжения в сбегающей ветви приводного ремня. 
Определив крутящий момент по формуле (6.13) и, зная соотношение 

между усилиями t1 и 1t
 , определяют эти усилия из формулы (6.14) при извест-

ном диаметре шкива. Если усилия 1 1,  t t   последовательно перенести в центр тя-
жести сечения вала и уравновесить их, то получим два момента пар сил, 
направленных в противоположные стороны. Равнодействующий момент этих 
моментов и будет равен крутящему моменту в том сечении, где находится 

шкив. Вместе с этим в центре этого сечения вала возникнет нагрузка, 1 1 ,S t t    
которая может быть направлена под углом к горизонту. В этом случае ее рас-
кладывают на вертикальную и горизонтальную составляющие:   

sinα;  cosαy zS S S S    . 

При наличии на валу нескольких ведомых шкивов крутящие моменты и 
изгибающие нагрузки определяются аналогичным способом. Таким образом, 
вал будет испытывать одновременно деформацию кручения от крутящих мо-
ментов и деформацию поперечного изгиба в двух плоскостях – вертикальной и 
горизонтальной. Дальнейший расчет вала на изгиб с кручением осуществляется 
в таком порядке: 

1. Строится эпюра крутящих моментов T. 
2. Вычерчивается схема вала в виде балки на двух опорах и загружается 

только вертикальными изгибающими нагрузками. С помощью уравнений ста-
тики определяются реакции на опорах, и строится эпюра изгибающих моментов 

от этих нагрузок в
иM . 
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3. Вал загружается только горизонтальными изгибающими нагрузками, 
от них определяются реакции на опорах, и строится эпюра изгибающих момен-

тов от горизонтальных нагрузок г
иM . 

4. В характерных сечениях вала определяются суммарные изгибающие 
моменты в виде геометрической суммы изгибающих моментов, возникающих в 
этих сечениях от вертикальных и горизонтальных нагрузок:  

в 2 г 2
и и и( ) ( ) .M M M   Строится суммарная эпюра изгибающих моментов иM . 

При построении эпюр выбирается необходимый масштаб, и применяются зна-
ки, принятые в сопротивлении материалов при построении эпюр крутящих и 
изгибающих моментов. 

5. Выбирается опасное сечение по длине вала, где одновременно крутя-

щий и суммарный моменты достаточно большие – на основании эпюр иM  и Т . 
6. На основании третьей или четвертой теории прочности для опасного 

сечения определяется расчетный (эквивалентный) момент по формулам: 
 

III 2 2 IV 2 2
р и р и;     0,75 .M T M M M T                      (6.15) 

 
7. Определяется диаметр сечения вала на основании условия прочности: 

 

P
max admσ σ ,

z

M

W
                                       (6.16) 

где 
4 3/ 64 π

π
/ 2 / 2 32
z

z
J d d

W
d d

    – момент сопротивления поперечного сечения 

вала изгибу. 
 

P3
adm

32

πσ

M
d  .                                               (6.17) 

 
Величина диаметра округляется до ближайшего целого. 
 
Пример 6.4. 
 

Шкив с диаметром D1 и с углом наклона ветвей ремня к горизонту 1α   де-
лает n оборотов в минуту и передает мощность N. Два других шкива имеют 
одинаковый диаметр D2 и одинаковые углы наклона ветвей ремня к горизонту 

2α  и, каждый из них передает мощность N/2 (рис. 6.8). 
Требуется: 
1. Определить моменты, приложенные к шкивам, по заданным N и n ; 
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2. Построить эпюру крутящих моментов Т ; 
3. Определить окружные усилия t1 и t2 действующие на шкивы, по дан-

ным моментам и заданным диаметрам шкивов D1  и D2; 
4. Принять 1 22t t  ; 
5. Определить силы, изгибающие вал в горизонтальной и вертикальной 

плоскостях (вес шкивов и вала не учитывать); 
6. Построить эпюры изгибающих моментов от горизонтальных и верти-

кальных сил верт. гор.,  М М ; 

7. Построить эпюры суммарных изгибающих моментов, пользуясь фор-

мулой  2 2
и гор вертМ М М  ; 

8. При помощи эпюр Т и иМ  найти опасное сечение и определить макси-
мальный расчетный момент (по третьей теории прочности); 

9. Подобрать диаметр вала d при admσ = 70 МПа и округлить его значе-
ние. 

 
Решение. 
1. Определяем крутящие моменты: 

 

1
1

2
2

9,55 9,55 90
1,32 кН м;

650 650
9,55 9,55 45

0,66 кН м.
650

N
T

N
T

n

 
   

 
   

 

 
2. Строим эпюру крутящих моментов (см. рис. 6.8). 
 
3. Определяем усилия натяжения в ветвях ремней: 

 

1
1

1

2 2 1,32
2,64 кН

1

T
t

D

 
   ;     2

2
2

2 2 0,66
2,2 кН

0,6

T
t

D

 
   . 

 
4. Определяем изгибающие нагрузки: 

 

1 1 2 2 2 22 7,92 кН;    2 6,60 кНS t t S t t        . 
 

5. Определяем изгибающие нагрузки в вертикальной плоскости  и реак-
ции от этих нагрузок: 

1 11

2 22

sinα 7,92 sin 75 7,92 0,9659 7,65 кН;

sinα 6,6 sin80 6,6 0,9848 6,49 кН.

y

y

S S

S S
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Рис. 6.8. 
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2 1 20;     0,6 0,9 1,8 0,3 0;

6,49 0,6 6,49 0,3 7,65 0,9 1,8 0;

0,61 кН.

A
y y у y

В
у
В

М S S R S

R

yRB

        

       



 

2 2 1

2 2 1

0;  2,4 2,1 1,8 0,9 0;

6,49 2,4 6,49 2,1 1,8 7,65 0,9 0;

20,02 кН.

0;    0;

6,49 6,49 20,02 7,65 0,61 0;

 0 0.

B
y y y y

A
y
A

y
A

y y y y y
BA

M S S R S

R

R

У S S R S R

        

       



      

     


 

 
Строим эпюру изгибающих моментов в вертикальной плоскости: 

и

и

и

6,49 0,3 1,95 кН м;

6,49 0,6 6,49 0,3 5,84 кН м;

0,9 0,61 0,9 0,55 кН м.

Е

А

yF
B

M

M

M R

     

       

     

 

 
6. Определяем изгибающие нагрузки в горизонтальной плоскости  и ре-

акции от этих нагрузок: 
 

1 1 1

2 2 2

cosα 7,92 cos75 2,05 кН;

cosα 6,6 cos80 1,15 кН.

z

z

S S

S S

    

    




 

2 1 2

0;

0,6 0,9 1,8 0,3 0;

A

z z z z
В

М

S S R S



       
 

1,6 кН.B
zR     

2 2 1

2 2 1

0;

2,4 2,1 1,8 0,9 0;

1,85 кН.

0;    0;

1,15 1,15 1,85 2,05 1,6 0;

0 0.

B

z z z z
A

z
A

z z z z z
A B

M

S S R S

R

Z S S R S R
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Строим эпюру изгибающих моментов в горизонтальной плоскости: 
 

и

и

и

1,15 0,3 0,45 кН м;

1,15 0,6 1,15 0,3 1,04 кН м;

1,6 0,9 1,44 кН м.

Е

А

F

M

M

M

   

     

   

 

 
7. Строим эпюру суммарных изгибающих моментов: 
 

2 2
и 1,95 0,45 1,96 кН м;ЕM      

2 2
и 5,84 1,04 5,93 кН м;АM      

2 2
и 0,55 1,44 0,92 кН м.FM      

 
 8. Опасным сечением будет сечение А:  

 

и 5,93 кН м;   1,32 кН м.AM Т     

 
Расчетный момент для сечения А: 
 

III 2 2
р 5,93 1,32 6,08 кН м.M      

 
 9. Определяем диаметр сечения вала:  
 

3
р 33

adm

32 32 6,08 10
0,096 м 96 мм.

πσ 3,14 70

M
d

 
   


 

 
Принимаем диаметр вала d = 100 мм. 
 
 

6.6. Задания для расчета на изгиб с кручением 
 
Трансмиссионный вал делает n оборотов в минуту при мощности N. На 

шкив с диаметром D1 с углом наклона ремней ветвей ремня к горизонту 1α  пе-
редается мощность N кВт от электродвигателя. Два других шкива имеют оди-
наковый диаметр D2 и одинаковые углы 2α  наклона ветвей ремня к горизонту, 
и каждый из них передает мощность 0,5N на станки. Для заданной расчетной 
схемы и данных размеров и нагрузок требуется: 
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1) определить окружные моменты, приложенные к шкивам, по заданным 
величинам N и n; 

2) построить эпюру крутящих моментов Т; 
3) определить окружные усилия, действующие на шкивы; 
4) определить силы, изгибающие вал в горизонтальной и вертикальной 

плоскостях (вес шкива и вала не учитывать); 
5) построить эпюры изгибающих моментов от горизонтальных сил горМ  

и от вертикальных сил вертМ ; 

6) построить эпюру суммарных изгибающих моментов; 
7) найти опасное сечение и определить величину максимально-

расчетного момента по третьей теории прочности; 
8) подобрать диаметр сечения вала при admσ =80 МПа. 

 
Данные для расчета и схемы взять из табл. 6.6. 
 
 

                                                                Таблица 6.6 
 

Номер 
варианта 

Числовые значения 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

1 1,00 0,30 45 40 30 15 250 0,50 1,00 1,00 

2 0,80 0,40 15 10 40 20 200 0,50 1,30 1,20 

3 1,00 0,40 30 35 30 15 250 0,40 1,25 2,00 

4 1,20 0,50 60 55 50 25 200 0,40 1,00 2,50 

5 1,40 0,40 45 45 60 30 300 0,60 1,20 1,80 
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                                                 Продолжение табл. 6.6 
 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

6 1,00 0,30 45 40 70 35 400 0,70 1,20 1,30 

7 0,90 0,60 55 50 75 38 400 0,50 1,00 1,00 

8 1,00 0,70 60 35 80 40 500 0,60 1,00 1,10 

9 1,20 0,80 65 30 85 42 550 0,70 1,10 1,20 
10 1,20 0,90 70 45 90 45 600 0,70 1,00 1,00 

 
 

 
 

Продолжение табл. 6.6 
 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

11 1,00 0,60 75 80 90 45 650 0,60 0,90 0,90 

12 1,20 0,80 80 75 100 50 700 0,50 1,00 1,00 

13 1,20 0,70 85 30 110 55 750 0,60 1,10 1,20 

14 1,20 0,60 30 85 120 60 800 0,50 1,00 1,00 
15 1,00 0,80 35 40 130 65 360 0,60 1,20 1,00 
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   Продолжение табл. 6.6 
 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

16 1,20 0,60 40 35 140 70 400 0,50 1,00 1,00 

17 1,40 0,70 45 50 150 75 450 0,50 0,50 1,00 

18 1,20 0,60 50 45 160 80 500 0,60 1,00 1,00 

19 1,20 0,70 60 65 170 85 550 0,50 0,90 0,90 

20 1,00 0,60 65 60 180 90 600 0,60 1,00 0,90 

 
 

 
Продолжение табл. 6.6 

 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

21 1,20 0,80 15 25 30 15 250 1,00 0,80 1,20 

22 1,00 0,60 25 15 40 20 280 1,20 1,20 1,30 

23 0,80 0,50 30 45 50 25 300 1,30 1,30 1,40 

24 1,00 0,65 45 60 60 30 450 1,25 1,40 1,50 

25 1,20 0,75 60 30 70 35 500 1,40 1,00 1,60 
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                                                                                  Продолжение табл. 6.6 
 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

26 1,20 0,80 75 15 60 30 500 1,20 1,20 1,40 

27 1,00 0,90 30 45 64 32 550 1,00 0,80 1,00 

28 0,90 0,80 35 55 70 35 600 0,60 1,00 0,90 

29 0,80 0,70 40 50 74 37 650 0,60 0,90 0,80 

30 1,10 0,75 55 65 80 40 700 0,80 1,00 0,65 

 
 

                                                                              Продолжение табл. 6.6 
 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

31 1,10 0,75 45 45 170 85 500 1,00 0,90 1,10 

32 1,20 0,90 60 30 90 45 400 0,90 1,00 0,80 

33 0,90 0,70 75 15 95 47 450 0,80 0,90 1,00 

34 1,00 0,80 30 45 100 50 500 1,00 1,20 0,90 

35 1,20 0,90 25 15 110 55 550 0,90 1,00 1,20 
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                                                                                  Продолжение табл. 6.6 
 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

36 1,00 0,80 30 20 120 60 600 0,80 1,20 0,90 

37 1,20 0,90 35 45 130 65 650 1,00 0,80 0,90 

38 1,10 0,80 60 50 140 70 700 0,90 1,00 0,90 

39 1,00 0,70 75 15 150 75 300 0,80 1,00 0,70 

40 1,00 0,60 60 40 160 80 300 1,00 1,20 1,30 

 
 

 
                                                                            Окончание табл. 6.6 

 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

41 1,00 0,40 40 20 40 20 200 0,50 1,00 0,40 

42 0,80 0,50 45 25 50 25 250 0,40 1,10 0,50 

43 1,00 0,60 50 30 60 30 300 0,60 0,90 0,40 

44 1,20 0,80 55 35 70 35 200 0,40 1,00 0,60 

45 1,10 0,50 60 40 80 40 350 0,70 1,20 0,70 
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Глава 7 
 

УСТОЙЧИВОСТЬ ГИБКИХ СЖАТЫХ СТЕРЖНЕЙ 
 
 
 
 

Стержни, длина которых относительно невелика по сравнению с их попе-
речными размерами, рассчитываются на сжатие, исходя из условия прочности: 

 

admσ
F

A
 . 

 

При этом полагается, что вплоть до разрушения стержень работает на 
осевое сжатие и продольная ось его остаётся прямолинейной. 

Иная картина наблюдается при сжатии стержней, длина которых значи-
тельно больше размеров поперечного сечения. В этих случаях прямолинейная 
продольная ось стержней может искривляться. Искривление происходит в 
плоскости наименьшей жесткости стержня. 

Деформация, которая возникает при сжатии стерня и сопровождается ис-
кривлением продольной оси стержня, называется продольным изгибом, а пере-
ход прямолинейной формы продольной оси стержня в криволинейную носит 
название потери устойчивости. Нагрузка, при которой стержень теряет устой-
чивость, называется критической силой crF . 

Напряжение, возникающее в поперечном сечении стержня от критиче-
ской силы, называется критическим напряжением σcr . 

Критические напряжения весьма опасны для сжатых стержней, поэтому 
необходимо проводить расчёты на устойчивость. 

Для стержней, закрепленных на одной или двух опорах, величина крити-
ческой силы может быть определена по формуле Эйлера: 

 

2
min
2

π  

(μ )
cr

Е J
F

l
 ,                                                (7.1) 

 

где Е − модуль продольной упругости материала; minJ − минимальный осевой 
момент инерции поперечного сечения стержня; l − длина стержня; μ  − коэф-
фициент приведенной длины стержня, отражающий способ закрепления концов 
стержня (рис. 7.1); μl  − приведенная длина стержня. 

Критические напряжения            
2

2
π

σ
λ

cr
E

 ,                                                     (7.2) 

где λ − гибкость стержня                      
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min

μ
λ

 

l

i
 ,                                                    (7.3) 

где mini  − минимальный радиус инерции поперечного сечения стержня 
 

min
min

J
i

A
 ,                                             (7.4) 

 

Формула Эйлера применима для стержней с гибкостью более гибкости, 
предельной для данного материала стержня             

 

2

кр
π

λ
σ pr

E
 ,                                              (7.5) 

 

где σ pr  − предел пропорциональности материала стержня (напряжение, при 

котором сохраняется прямая пропорциональность между σ и ε ). 
Для расчёта сжатых стержней любой гибкости применяется способ, осно-

ванный на применении коэффициентов  . Этот способ расчёта сжатых стерж-
ней на устойчивость сводится к расчёту стержня как бы на простое сжатие, 
только по заниженному допускаемому напряжению с использованием форму-
лы: 

y
admadmσ σ  ,                                            (7.6) 

 

где y
admσ  − допускаемое напряжение при расчете на устойчивость;   − коэф-

фициент продольного изгиба (коэффициент понижения основного допускаемо-
го напряжения admσ  на простое сжатие), значения коэффициентов   для раз-
личных материалов приведены в табл. 7.1. 

Величина допускаемой нагрузки на устойчивость y
admF  сжатого стержня 

соответственно будет равна     
 

y y
admadm admσ σF A A   ,                                     (7.7) 

 

где А – площадь поперечного сечения сжатого стержня. 
Между критической и допускаемой нагрузкой на устойчивость существу-

ет следующая связь 
y

у admcrF К F ,                                                (7.8) 
 

где уК – коэффициент запаса на устойчивость. 
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            Таблица 7.1 
 

Гибкость, λ  
Значение коэффициента   

Материал 
Ст. 4, Ст. 3 Ст. 5 Ст. СПБ чугун дерево 

0 1 1 1 1 1 
10 0,99 0,98 0,97 0,97 0,99 
20 0,96 0,95 0,95 0,95 0,97 
30 0,94 0,92 0,91 0,81 0,93 
40 0,92 0,89 0,87 0,69 0,87 
50 0,89 0,86 0,83 0,57 0,8 
60 0,86 0,82 0,79 0,44 0,71 
70 0,81 0,76 0,72 0,34 0,6 
80 0,75 0,7 0,65 0,26 0,48 
90 0,69 0,62 0,55 0,2 0,38 
100 0,6 0,51 0,43 0,16 0,31 
110 0,52 0,43 0,35 – 0,25 
120 0,45 0,36 0,3 – 0,22 
130 0,4 0,33 0,26 – 0,18 
140 0,36 0,29 0,23 – 0,16 
150 0,32 0,26 0,21 – 0,14 
160 0,29 0,24 0,19 – 0,12 
170 0,26 0,21 0,17 – 0,11 
180 0,23 0,19 0,15 – 0,1 
190 0,21 0,17 0,14 – 0,09 
200 0,19 0,16 0,13 – 0,08 

 
В зависимости от исходных данных для расчета на устойчивость решение 

сводится к определению допускаемой нагрузки y
admF  из условий устойчивости 

сжатого стержня или к подбору площади поперечного сечения сжатого стерж-
ня. 

Рассмотрим возможные варианты решения на устойчивость сжатых 
стержней с помощью коэффициента   на следующих примерах. 

 
Пример 7.1. 
 
Определить допускаемую нагрузку для стойки, изготовленной из Ст. 3 в 

виде трубы с наружным диаметром d1 = 0,04 м и внутренним d2 = 0,03 м, длиной 
l = 1 м. Концы стойки защемлены. Допускаемое напряжение для материала 
стержня admσ = 120 МПа, предел пропорциональности материала 
σ pr = 200 МПа. Коэффициент запаса на устойчивость уК  = 2. Модуль продоль-

ной упругости материала Е = 21011 Па. 
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Решение. 
Выявим возможность решения данной задачи с помощью формулы Эйле-

ра. Для этого находим предельную гибкость для данного материала стойки 
 

2 2 11

кр 6
π 3,14 2 10

λ 99,5.
σ 200 10pr

Е  
  


 

 

Для определения действительной гибкости данной стойки находим ми-
нимальный момент инерции поперечного сечения 

 

4 4 4 4 8 4
min 1 2

π 3,14
( ) (0,04 0,03 ) 8,586 10  м .

64 64
J d d        

 

Площадь сечения 
 

2 2 2 2 4 2
1 2

π 3,14
( ) (0,04 0,03 ) 5,5 10  м .

4 4
А d d        

 

Минимальный радиус инерции 
 

8
2min

min 4
8,586 10

1,25 10
5,5 10

J
i

A







   


м. 

 

Тогда гибкость стойки при μ 0,5  
 

2
min

μ 0,5 1
λ 40.

1,25 10

l

i 


  


 

 

Сравнивая полученные значения гибкостей, приходим к выводу, что рас-
чет с помощью формулы Эйлера в данном случае не применим, так как кpλ λ .  

Расчет производим с помощью коэффициента  . Для данной стальной 
стойки при λ 40  коэффициент 0,92  . 

Найдем допускаемое напряжение на устойчивость 
 

y
admadmσ σ 0,92 120 110,4      МПа, 

 

а допускаемая нагрузка на устойчивость 
 

y y 6 4 3
adm admσ 110,4 10 5,5 10 60,72 10F A        Н 60,72 кН. 

 

Критическая нагрузка 
 

y
y adm 2 60,72 121,44crF K F    кН. 
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Пример 7.2. 
 

Подобрать двутавровое сечение стойки с одним защемленным, а другим 
свободным концом. Осевая сжимающая сила 400F  кН, длина стойки 1,5l  м. 
Основное допускаемое напряжение на сжатие admσ 160  МПа. 

 

Решение. 
Решаем задачу методом последовательных приближений. Примем для 

первого приближения коэффициент 0,5  . В этом случае необходимая пло-
щадь поперечного сечения стойки: 

 

3
4 2

1 6
adm

400 10
50 10  м .

σ 0,5 160 10

F
A 




   
  

 

 

По сортаменту выбираем двутавр № 33 (см. табл. П. 1) с площадью 
4 2

2 53,8 10  мА    и минимальным радиусом инерции 
1

2
min 2,79 10i   м.  

Соответствующая гибкость стойки при коэффициенте μ 2  
 

1

1 2
min

μ 2 1,5
λ 107

2,79 10

l

i 


  


. 

 

С помощью линейной интерполяции находим коэффициент   между его 
значениями по табл. 7.1 при λ 100  и при λ 110 . При λ 100 , 0,60  ; при 
λ 110 , 0,52  , следовательно, λ 10  , 0,08  :  

 

   λ=100 λ=107 λ=100 0,544
λ


       

. 

 

Следовательно, при λ 107  коэффициент 0,544  . 
Проводим проверку по условию  
 

1расч 2 2 admσ 5F А F     %, 
 

в нашем случае 
1

4 6
расч 0,544 53,8 10 160 10 468270F        Н 468,27  кН F . 

Находим величину расхождения между заданной и расчетной нагрузками 
 

468,27 400
δ 100 17 % 5 %

400


   . 

 

Делаем новый расчет (приближение) 
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1 2
3

0,5 0,544
0,522

2 2

   
    . 

 

Необходимая площадь поперечного сечения 
 

3
4 2

3 6
3 adm

400 10
48 10  м

σ 0,522 160 10

F
А 

   
  

. 

 

По сортаменту проката найденной площади соответствует двутавр № 30а 

(см. табл. П. 1) площадью сечения 4 2
4 49,9 10  мА    и 

2
2

min 2,95 10i   м. То-

гда гибкость 

2

2 2
min

μ 2 1,5
λ 101,7 102

2,95 10

l

i 


   


. 

 

После интерполяции получаем 
 

4
0,08

0,6 (102 100) 0,584
10

     . 

Проводим проверку 
 

2
4 6

расч 0,584 49,9 10 160 10 466265F        Н 466,265  кН F . 
 

Величина расхождения между заданной и расчетной нагрузками состав-
ляет: 

466,265 400
δ 100 16,6 % 5 %

400


   . 

Проверяем двутавр № 30 площадью сечения 4 2
5 46,5 10  мА   , 

3
2

min 2,69 10i   м. 

Гибкость 3 2
2 1,5

λ 112
2,69 10


 


. 

Коэффициент 5  находим линейной интерполяцией между значениями 
λ 110  и λ 120 . Получим 5 0,506  . 

Проверка 

3
4 6

расч 5 5 admσ 0,506 46,5 10 160 10 376500F А          Н 376,5  кН. 

Величина расхождения между заданной и расчетной нагрузками составляет 
 

400 376,5
δ 100 5,87 % 5 %

400


   . 
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Следовательно, из трех рассмотренных номеров двутавров к практиче-
скому применению необходимо принять двутавр № 30а с площадью поперечно-

го сечения 4 249,9 10  мA   , так как нагрузка, которую воспринимает двутавр 
№ 30 меньше заданной нагрузки более чем 5 % . 

 
 

 
7.1. Задания для расчета стержней на устойчивость 

 
Подобрать поперечное сечение заданного профиля гибкого стержня при 

действии осевой сжимающей силы. Решение выполнить методом последова-
тельных приближений с помощью коэффициентов  . Допускаемые напряже-
ния для материалов стержней на сжатие принять: для стали admσ 160  МПа; 
для чугуна admσ 130  МПа; для дерева admσ 10  МПа.  

Данные для расчетов взять из рис. 7.1, табл. 7.2 и П. 1. 
 

Примечания: 
1. Для сечения прямоугольного профиля принять соотношение между размерами как 

b:h = 1:2.  
2. Для кольцеобразного сечения принять соотношение между внутренним и наруж-

ным диаметрами как d/D = 0,85. 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 7.1. 
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Таблица 7.2 
 

Номер 
варианта 

Схема поперечного 
сечения 

Материал 
Способ за-
крепления 

Длина 
стержня, 

м 

Сжимающая 
нагрузка, 

кН 

1 

 

Дерево 

а 
б 
в 
г 

3             
4             
4             

1,6          

90 
120 
150 
60 

2 

 

Дерево 

а 
б 
в 
г 

3,6          
5             
5             
2             

140 
250 
400          
180 

3 

 

Чугун 

а 
б 
в 
г 

5,2          
4,8          
4,5          
2,8          

600 
800 
900        
 700 
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  Продолжение табл. 7.2 
     

Номер 
варианта 

Схема поперечного  
сечения 

Материал 
Способ за-
крепления 

Длина 
 стерж-
ня, м 

Сжимающая  
нагрузка, 
кН 

4 

 

Чугун 

а 
б 
в 
г 
 

4,6          
3,8          
4,2          
3,2 

850 
600 
700 
900 

5 

 

Сталь 5 

а 
б 
в 
г 
 

3,2  
3,6 
8 

2,4 

380 
700 
800 
600 

6 

 

Сталь 3 

а 
б 
в 
г 

3,6          
4,5 
5             

2,2 

280 
650 
450 
250 
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                                                                                 Окончание табл. 7.2 
 

Номер 
варианта 

Схема поперечного  
сечения 

Материал 
Способ за-
крепления 

Длина 
стержня, 

м 

Сжимающая 
нагрузка, 

кН 

7 

 

Сталь 3 

а 
б 
в 
г 

3             
4             

5,5          
4,8          

300 
400 
250 
350 

8 

 

Сталь 3 

а 
б 
в 
г 

5,5          
6,6          
7             

3,5          

960 
500 
800 
750 

9 

 

Сталь 3 

а 
б 
в 
г 

3             
7             
6             
4             

930 
740 
830 
980 

 



1  

МИНОБРНАУКИ РОССИИ 
 

ФГБОУ ВО «Уральский государственный горный университет» 
 
 

 
УТВЕРЖДАЮ 

Проректор по учебно-методическому 
комплексу С.А.Упоров 

 
 
 

 
МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ ПО ОРГАНИЗАЦИИ 

САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ И ЗАДАНИЯ 
 

Б1.О.21 ЭКОЛОГИЯ 
 

Направление - 

15.03.06 Мехатроника и робототехника 
 

Профиль - 

Мехатроника и робототехника промышленных производств 
 

Автор: Москвина О.А. 
 
 
 

Одобрена на заседании кафедры  Рассмотрена методической комиссией 
Инженерной экологии  Горно-механический факультет 

(название кафедры)  (название факультета) 

Зав.кафедрой   Председатель  
(подпись)  (подпись) 

Хохряков А.В.  Осипов П.А. 
(Фамилия И.О.)  (Фамилия И.О.) 

Протокол № 1 от 20.09.2023  Протокол № 2 от 20.10.2023 
(Дата)  (Дата) 

 
 
 
 

Екатеринбург 



2  

ОБЩИЕ МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
 

Изучение дисциплины «Экология» реализуется в виде контактной работы 

обучающихся с преподавателями и самостоятельной работы. 
Текущий контроль знаний, умений, владений как результат формирования 

компетенций осуществляется в ходе аудиторных занятий, проводимых по расписанию. 

Форма такого контроля (оценочные средства) – опрос, рабочая тетрадь, коллоквиум, тест. 

Промежуточная аттестация по итогам освоения дисциплины проводится в форме курсовой 
работы и зачета. 

Контактная работа обучающихся с преподавателями по дисциплине «Экология» 
осуществляется в форме лекционных и практических (семинарских) занятий, целью 

которых является оказание помощи студентам в изучении наиболее важных вопросов 

учебного курса, углубление и закрепление, систематизация соответствующих знаний по 
предмету. 

При изучении дисциплины важную роль играет самостоятельная работа, которая 
заключается в организации систематического изучения тем курса учебной дисциплины, 
закреплении и углублении полученных знаний и навыков, подготовке к предстоящим 

занятиям, а также в формировании культуры умственного труда и самостоятельном 

поиске новых знаний. 
Для успешного изучения дисциплины «Экология» и приобретения компетенций, 

предусмотренных рабочей программой дисциплины, обучающиеся должны реализовать 
следующие виды самостоятельной работы: изучение тем курса; подготовка к коллоквиуму 
(теоретическому опросу); рабочая тетрадь (подготовка к лекции); подготовка и написание 
курсовой работы (проекта); подготовка к зачету/экзамену (тестирование). 

Перечень вопросов, подлежащий изучению, приведен в программе курса. 
Литература, предлагаемая для изучения дисциплины, представлена в рабочей про- 

грамме. Вся рекомендуемая литература подразделяется на основную и дополнительную. К 
основной относятся источники, необходимые для полного и твердого усвоения учебного 
материала (учебники и учебные пособия). Необходимость изучения дополнительной 

литературы диктуется прежде всего тем, что в учебниках зачастую остаются 

неосвещенными современные проблемы, а также не находят отражение изменения в 
законодательстве и тенденции практики. Поэтому дополнительная литература 
рекомендуется для более углублен ного изучения программного материала. 

Во время изучения литературы необходимо конспектировать и делать записи 

прочитанного. Такие записи способствуют лучшему осмыслению и усвоению, выработке 
навыков кратко и точно излагать материал. 

Теоретические знания, полученные в ходе изучения основной и дополнительной 
литературы, участие в практических занятиях (семинарских) позволяют студентам 

формировать всю полноту и объективность знаний. 
Для самопроверки и самоконтроля студентам предлагается пройти тест, ответы на 

который после изучения отдельных тем курса и курса в целом, позволят студенту 

проверить полученные знания. 
При постоянном, последовательном изучении всех тем дисциплины, активной 

контактной работе обучающихся с преподавателями и самостоятельной работе, студенту 

удается полностью освоить изучаемый предмет. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ОТДЕЛЬНЫМ 
ВИДАМ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

 
Самостоятельная работа студента при освоении дисциплины «Экология» состоит 

из следующих видов работ: 
 изучение тем курса;

 подготовка к коллоквиуму (теоретическому опросу);

 рабочая тетрадь (подготовка к лекции);

 подготовка и написание курсовой работы (проекта);

 подготовка к зачету/экзамену (тестирование).

Самостоятельное изучение тем курса предполагает чтение основной и 

дополнительной литературы по соответствующей теме, работу с Интернет-ресурсами, 

конспектирование изученного материала. 
Подготовка к коллоквиуму заключается в изучении нормативных правовых актов, 

соответствующей учебной основной и дополнительной литературы по теме, записей по 

рекомендованным источникам. 
Рабочая тетрадь – дидактический комплекс, предназначенный для самостоятельной 

работы обучающегося и позволяющий оценивать уровень усвоения им учебного материала. 
Тестирование позволяет провести проверку знаний отдельных тем курса и всей 

дисциплины в целом. 
Подготовка к зачету предполагает повторное прочтение всего пройденного 

материала, запоминание основных терминов и определений, разбор смысла и содержания 

основных понятий, подготовку (запись) вопросов, которые остались неясными, 
непонятными. 

Конкретные виды заданий по дисциплине «Экология» указаны далее. 
 
Раздел 1. История возникновения и развития экологии, как естественнонаучной дисциплины. 

 
Цель: накопление, систематизация и закрепление знаний по теме, приобретение 

навыков работы с литературой. 

Задания 

Самостоятельное изучение тем курса: 
 Основы геоэкологии: учебник /Г. Н. Голубев. – 2-е изд., стер. – Москва: Кнорус, 2015.;

 Карпенков С.Х. Экология [Электронный ресурс]: учебник/ Карпенков С.Х. – Электрон. 
текстовые данные. – М.: Логос, 2014. – 400 c. – Режим доступа: 
http://www.iprbookshop.ru/21892.html
. – ЭБС «IPRbooks» 

Вопросы для проведения опроса: 
1. Определение «экологии» как науки. 
2. Предмет, цель и задачи дисциплины. 
3. Периоды развития науки. 
4. Исходные теоретические концепции экологии. 
5. Классификация и структура экологических дисциплин. 
6. Связь экологии с другими дисциплинами. 
7. Методы исследования в экологии. 

 
 

Раздел 2. Адаптация живых организмов к экологическим факторам среды обитания. 

http://www.iprbookshop.ru/21892.html
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Цель: накопление, систематизация и закрепление знаний по теме, приобретение 

навыков работы с литературой. 

Задания 

Самостоятельное изучение тем курса: 
 Основы геоэкологии: учебник /Г. Н. Голубев. – 2-е изд., стер. – Москва: Кнорус, 2015.;

 Карпенков С.Х. Экология [Электронный ресурс]: учебник/ Карпенков С.Х. – Электрон. тек- 
стовые данные. – М.: Логос, 2014. – 400 c. – Режим доступа: http://www.iprbookshop.ru/21892.html
. – ЭБС «IPRbooks» 

Вопросы для проведения опроса: 

Тема 2.1. Экологические факторы среды обитания, общие закономерности их 
воздействия на живые организмы. 

1. Понятия «среда обитания» и «условия существования». 
2. Экологические факторы среды. 
3. Лимитирующие факторы. 
4. Закономерности действия экологических факторов на организмы. 
5. Закон минимума. 
6. Закон толерантности. 
7. Биотические факторы среды. 
8. Абиотические факторы. 
9. Антропогенные факторы. 
10. Взаимодействие факторов среды. 

Тема 2.2. Основные механизмы адаптации живых организмов к экологическим факторам 

среды обитания. 

1. Приспособление организмов к неблагоприятным условиям среды 
2. Наземно-воздушная среда жизни и ее особенности. Адаптации организмов к оби- 

танию в наземно-воздушной среде 
3. Водная среда жизни. Адаптации организмов к водной среде 
4. Почвенная среда жизни. Почвенные организмы. 
5. Живой организм как особая среда обитания. Средообразующая роль живых ор- 

ганизмов. 

Задания для тестирования: 
Инструкция. Внимательно прочитайте вопрос и варианты ответов. Из 

предложенных ответов правильными могут быть несколько или один. 
На листе бумаги напишите тему, выпишите вопрос и правильный ответ. 
. 

Тема № 2 
 

1. Как называют эволюционно возникшее приспособление организмов, органов и их функций к 
условиям среды? 

а) экологический фактор; 
б) адаптация; 
в) среда обитания; 
г) экологическая ниша. 

 
2. Воздействия, вызывающие морфологические и анатомические изменения организмов, называ- 
ются … 

а) ограничивающими; 
б) модификационными; 
в) сигнальными; 

http://www.iprbookshop.ru/21892.html
https://ecology-education.ru/index.php?action=full&id=261
https://ecology-education.ru/index.php?action=full&id=261
https://ecology-education.ru/index.php?action=full&id=262
https://ecology-education.ru/index.php?action=full&id=263
https://ecology-education.ru/index.php?action=full&id=264
https://ecology-education.ru/index.php?action=full&id=264
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г) раздражительными. 
 

3. Изменения в строении организма в результате приспособления к среде обитания − это … 
а) морфологические адаптации; 
б) физиологические адаптации; 
в) этологические адаптации; 
г) морфометрические адаптации. 

 
4. Экологическая толерантность организма – это … 

а) зона угнетения; 
б) оптимум; 
в) субоптимальная зона; 
г) зона между верхним и нижним пределами выносливости. 

 
5. Экологический фактор, количественное значение которого выходит за пределы выносливости 
вида, называется … 

а) лимитирующим; 
б) основным; 
в) фоновым; 
г) витальным. 

 
6. Как называется механизм терморегуляции, осуществляемой за счет изменения интенсивности 
обмена веществ? 

а) химическая терморегуляция; 
б) физическая терморегуляция; 
в) этологическая терморегуляция. 

 
7. Ритмы в организме, возникающие как реакция на периодические изменения среды (смену дня и 
ночи, сезонов, солнечной активности и т.п.), называются: 

а) экзогенными; 
б) эндогенными; 
в) циркадными (околосуточными); 
г) цирканными (окологодичными). 

 
8. Реакции организмов на смену дня и ночи, проявляющиеся в колебаниях интенсивности физио- 
логических процессов, называют … 

а) фотопериодизмом; 
в) цирканными ритмами; 
г) анабиозом. 

 
9. К абиотическим факторам окружающей среды относятся: 

а) рельеф, климат, температура, свет, влажность, соленость воды; 
б) растительный опад, минеральный состав почвы, влажность; 
в) соленость воды, отмершие части водных растений и останки животных, свет; 
г) газовый состав атмосферы, загрязнение почвы, воздуха и воды. 

 
10. Изменение поведения организма в ответ на изменения факторов среды называется … 

а) мимикрией; 
б) физиологической адаптацией; 
в) морфологической адаптацией; 
г) этологической адаптацией. 

 
Тема № 2 

1. Как называются компоненты неживой природы, которые воздействуют на организмы? 
а) абиотические факторы; 
б) биотические факторы; 
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в) антропогенные факторы; 
г) небиотические факторы. 

 
2. Какой из перечисленных ниже факторов относится к биотическим? 

а) антропогенный; 
б) эдафический; 
в) орографический; 
г) комменсализм. 

 
3. Виды организмов с широкой зоной валентности называются … 

а) стенобионтными; 
б) эврибионтными; 
в) пластичными; 
г) устойчивыми. 

4. Для характеристики организмов, способных выдерживать незначительные колебания какого- 
либо экологического фактора, используют приставку: 

а) ксеро-; 
б) мезо-; 
в) стено-; 
г) эври-. 

 
5. Растения, которые могут произрастать только в условиях хорошего освещения, называются 

а) факультативными гелиофитами; 
б) сциофитами; 
в) гелиофитами; 
г) умброфиты. 

 
6. Организмы с непостоянной внутренней температурой тела, меняющейся в зависимости от тем- 
пературы внешней среды, называются … 

а) пойкилотермными; 
б) гомойотермными; 
в) гетеротермными; 
г) нет правильного ответа. 

 
7. Растения влажных местообитаний, целиком или большей своей частью погруженные в воду, 
называются … 

а) ксерофиты; 
б) гидрофиты; 
в) гидатофиты; 
г) мезофиты. 

 
8. Растения, которые произрастают на слабокислых почвах, называются … 

а) нейтрофилами; 
б) ацидофилами; 
в) базифилами; 
г) индифферентными видами. 

 
9. Растения, довольствующиеся малым содержанием зольных элементов в почве, называются 

а) мезотрофами; 
б) эвтрофами; 
в) олиготрофами. 

 
10. Как называются растения, почки возобновления которых находятся высоко над поверхностью 
земли (деревья и кустарники) по классификации К.Раункиера? 

а) криптофитами; 
б) хамефитами; 
в) терофитами; 
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г) фанерофитами. 
 
 

Раздел 3. Популяции видов растений и животных. 
 

Цель: накопление, систематизация и закрепление знаний по теме, приобретение 
навыков работы с литературой. 

Задания 

Самостоятельное изучение тем курса: 
 Основы геоэкологии: учебник /Г. Н. Голубев. – 2-е изд., стер. – Москва: Кнорус, 2015.;

 Карпенков С.Х. Экология [Электронный ресурс]: учебник/ Карпенков С.Х. – Электрон. тек- 
стовые данные. – М.: Логос, 2014. – 400 c. – Режим доступа: http://www.iprbookshop.ru/21892.html
. – ЭБС «IPRbooks» 

Вопросы для проведения опроса: 

Тема 3.1. Популяция как элемент экосистемы. 

1. Популяция как форма существования вида. 
2. Общие характеристики популяций. 
3. Типы популяций и их характеристики. 

Тема 3.2. Биологическая структура популяций. 

1. Общие признаки, формирующие структуру популяции. 
2. Статические характеристики популяции. 
3. Возрастная и половая структура популяции. 

4. Пространственная и этологическая структура популяции. 

5. Динамические характеристики популяции 

Тема 3.3. Динамика изменения численности популяции. Гомеостаз популяции. 

1. Основные популяционно-динамические процессы. 
2. Динамика численности популяции. 
3. Гомеостаз популяции. 

Задания для тестирования: 
Инструкция. Внимательно прочитайте вопрос и варианты ответов. Из 

предложенных ответов правильными могут быть несколько или один. 
На листе бумаги напишите тему, выпишите вопрос и правильный ответ. 
. 

Тема № 3 
 

1. Совокупность способных к самовоспроизводству особей одного вида, которая длительно суще- 
ствует в определенной части ареала относительно обособлено от других совокупностей того же 
вида, называется … 

а) популяцией; 
б) сообществом; 
в) содружеством; 
г) группой. 

 
2. Совокупность групп пространственно смежных экологических популяций называется … 

а) элементарной популяцией; 
б) локальной популяцией; 
в) географической популяцией. 

 

http://www.iprbookshop.ru/21892.html
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3. Как называются популяции, которые образованы особями с чередованием полового и бесполого 
размножения? 

а) клонально-панмиктическая популяция; 
б) клональная популяция; 
в) панмиктическая популяция. 

 
4. Гены организма (генотип) отвечают за синтез… 

а) белков; 
б) углеводов; 
в) липидов. 

 
5. Как называется источник возникновения новых аллелей при изменении генетической структуры 
популяции? 

а) мутация; 
б) миграция; 
в) дрейф генов; 
г) неслучайное скрещивание. 

 
6. Какое значение имеет биотический потенциал (r) при увеличении численности популяции? 

а) r = 0; 
б) r > 0; 
в) r < 0. 

 
7. Какую характерную особенность имеют виды − «оппортунисты» (r −стратеги), по сравнению с 
равновесными видами (К − стратеги)? 

а) расселяются медленно; 
б) быстро размножаются; 
в) крупные размеры особей; 
г) большая продолжительность жизни особи. 

8. Самоподдержание и саморегулирование определенной численности (плотности) популяции 
называется … 

а) гомеостазом; 
б) эмерджентностью; 
в) элиминированием; 
г) эмиссией. 

 
9. Рост популяции, численность которой увеличивается лавинообразно, называют … 

а) изменчивым; 
б) логистическим; 
в) экспоненциальным; 
г) стабильным. 

 
10. Возрастной структурой популяции называется … 

а) количественное соотношение женских и мужских особей; 
б) количество старых особей; 
в) количество новорожденных особей; 
г) количественное соотношение различных возрастных групп. 

 
Тема № 3 

1. Как называются виды растений и животных, представители которых встречаются на большей 
части обитаемых областей Земли? 

а) убиквистами; 
б) космополитами; 
в) эндемиками. 

 
2. Временное объединение животных, облегчающее выполнение какой-либо функции, называется 
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… 
а) стадо; 
б) колония; 
в) семейный образ жизни; 
г) стая. 

 
3. Какая форма кривой выживания характерна для млекопитающих? 

а) выпуклая; 
б) прямая; 
в) вогнутая. 

 
4. Кривая выживания для мужчин в России по сравнению с кривой выживания для женщин имеет 
вид: 

а) менее выпуклый; 
б) более выпуклый; 
в) кривые не имеют различий. 

 
5. Искусственное расселение вида в новый район распространения – это … 

а) реакклиматизация; 
б) интродукция; 
в) акклиматизация; 
г) миграция. 

 
6. Кривая выживания характеризует: 

а) диапазон значений экологического фактора, за пределами которого становатся невозможной 
нормальная жизнедеятельность особи; 
б) число выживших особей во времени; 
в) зависимость степени благоприятности экологического фактора от его интенсивности; 

г) скорость, с которой живые организмы производят полезную химическую энергию. 
 

7. Для популяции нехарактерны следующие свойства: 
а) структурированность 
б) интегрированность составных частей (целостность) 
в) авторегуляция 
г) вычленение морфологически отличающихся частей, в ее строении 

 
8. Популяция может увеличивать свою численность экспоненциально (то есть численность попу- 

ляции увеличивается с возрастающей скоростью): 
а) когда ограничена только пища 
б) при освоении новых мест обитания 
в) только в случае отсутствия хищников 
г) только в лабораторных условиях 

 
9. Заяц-беляк и заяц-русак, обитающие в одном лесу, составляют: 

а) одну популяцию одного вида 
б) две популяции одного вида 
в) две популяции двух видов 
г) одну популяцию двух видов 
д) две группировки в популяции 

 
10. Число особей вида на единицу площади или на единицу объема жизненного пространства по- 

казывает: 
а) видовое разнообразие 
б) плодовитость 
в) плотность популяции 
г) обилие популяции 
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Раздел 4. Популяции видов растений и животных. 

 
Цель: накопление, систематизация и закрепление знаний по теме, приобретение 

навыков работы с литературой. 

Задания 

Самостоятельное изучение тем курса: 
 Основы геоэкологии: учебник /Г. Н. Голубев. – 2-е изд., стер. – Москва: Кнорус, 2015.;

 Карпенков С.Х. Экология [Электронный ресурс]: учебник/ Карпенков С.Х. – Электрон. тек- 
стовые данные. – М.: Логос, 2014. – 400 c. – Режим доступа: http://www.iprbookshop.ru/21892.html
. – ЭБС «IPRbooks» 

Вопросы для проведения опроса: 

Тема 4.1. Биоценозы как природные системы надорганизменного уровня жизни. 

1. Понятие «биоценоз». 
2. Таксономический состав биоценозов. 
3. Видовая структура биоценозов. 
4. Пространственная структура биоценозов. 

Тема 4.2. Отношения организмов в биоценозах. 

1. Понятия «продуценты», «консументы», «редуценты». 
2. Трофическая структура биоценозов. 

Тема 4.3. Экологическая ниша в биоценозе. Динамика и стабильность биоценозов. 

http://www.iprbookshop.ru/21892.html
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1. Экологическая ниша в биоценозе. Ниша фундаментальная и реализованная. 
2. Влияние конкуренции на ширину экологической ниши. Прерывание ниш. 
3. Ниши общие и специализированные. 
4. Динамика и стабильность биоценозов, их способность к саморегуляции. 

 
Тема № 4 

1. Как называют совокупность популяций разных живых организмов (растений, животных и мик- 
роорганизмов) обитающих на определенной территории? 

а) биоценоз; 
б) фитоценоз; 
в) зооценоз; 
г) микробоценоз. 

 
2. Увеличение видового разнообразия в экотоне называется … 

а) краевым эффектом; 
б) α − разнообразием; 
в) β − разнообразием. 

 
3. Ярусность и мозаичность распределения организмов разных видов − это… 

а) экологическая структура; 
б) пространственная структура; 
в) видовая структура. 

 
4. Структурная единица биоценоза, объединяющая автотрофные и гетеротрофные организмы на 
основе пространственных (топических) и пищевых (трофических) связей вокруг центрального 
члена (ядра) называется … 

а) синузией; 
б) консорцией; 
в) парцеллой. 

 
5. Условия внешней и внутренней среды, разрешающие осуществляться некоторым эволюцион- 
ным факторам и событиям, называются … 

а) гиперпространственной нишей; 
б) местообитанием; 
в) экологической лицензией; 
г) экологической нишей. 

 
6. Экологическая диверсификация − это разделение экологических ниш в результате … 

а) дивергенции; 
б) внутривидовой конкуренции; 
в) межвидовой конкуренции; 
г) интерференции. 

 
7. Изменение условий обитания одного вида, вызванные жизнедеятельностью другого вида прояв- 
ляются в ... связях. 

а) форических; 
б) трофических; 
в) топических; 
г) фабрических. 

 
8. Среди перечисленных экосистем естественными биоценозами являются: 

а) лес; 
б) поле кормовых трав; 
в) плантация; 
г) парк. 
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9. Саморегуляция в биоценозе направлена на 
а) уменьшение видового разнообразия 
б) возвращения к норме 
в) увеличение видового состава 
г) верны все ответы 

 
10. При формировании ярусности в лесном сообществе лимитирующим фактором является … 

а) свет; 
б) температура; 
в) вода; 
г) почва. 

 
Тема № 4 

1. Как называется взаимодействие между видами, которое полезно для обеих популяций, но не 
является облигатным? 

а) аменсализм; 
б) нейтрализм; 
в) мутуализм; 
г) протокооперация. 

 
2. Пример целенаправленно созданного человеком сообщества – это … 

а) биосфера; 
б) биоценоз; 
в) геобиоценоз; 
г) агроценоз. 

 
3. Примером биогеоценоза может служить: 

а) аквариум с живущими в нем рыбами; 
б) большой по площади участок леса 
в) засохшее дерево; 
г) космический корабль; 

 
4. Типичной структурой биоценоза является структура, состоящая из 

а) консуменотов и редуцентов 
б) продуцентов и консументов 
в) продуцентов, консументов и редуцентов 
г) возможны разные варианты 

 
5. Агроценоз отличается от естественного биогеоценоза 

а) меньшим количеством популяций 
б) необходимостью дополнительных затрат энергии 
в) преобладанием искусственного отбора 
г) верны все ответы 

 
6. Взаимодействие растений и клубеньковых бактерий является примером 

а) паразитизма 
б) симбиоза 
в) конкуренции 
г) комменсализма 

 
7. Наибольшую биомассу в биоценозе луга имеют: 

а) зеленые растения 
б) травоядные животные 
в) плотоядные животные 
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г) бактерии гниения 
 

8. Выделите тезис, с которым вы не согласны. Пищевые отношения в природе типа "хищник- 
жертва" 
а) поддерживают целостность экологической системы 
б) создают условия для круговорота веществ 
в) помогают выработать приспособления к выживанию 
г) регулируют численность обоих видов 

 
9. К наиболее ярким проявлениям эвтрофикации водоемов не относится … 

а) попадание в водоемы нефти; 
б) увеличение концентрации биогенных элементов; 
в) процессы вторичного загрязнения воды; 
г) летнее цветение воды. 

 
10. Для животных ресурсом не является: 

a) вода 
б) органические вещества 
в) солнечная энергия 
г) используются все эти ресурсы 

 
 

Раздел 5. Экосистемы. 
 

Цель: накопление, систематизация и закрепление знаний по теме, приобретение 
навыков работы с литературой. 

Задания 

Самостоятельное изучение тем курса: 
 Основы геоэкологии: учебник /Г. Н. Голубев. – 2-е изд., стер. – Москва: Кнорус, 2015.;

 Карпенков С.Х. Экология [Электронный ресурс]: учебник/ Карпенков С.Х. – Электрон. тек- 
стовые данные. – М.: Логос, 2014. – 400 c. – Режим доступа: http://www.iprbookshop.ru/21892.html
. – ЭБС «IPRbooks» 

Вопросы для проведения опроса: 

Тема 5.1. Составные компоненты экосистемы и основные факторы, обеспечивающие 
её существование. 

1. Понятие «экосистема» 
2. Основные характеристики экосистем. 
3. Классификация экосистем. 
4. Правила полноты составляющих. 

Тема 5.2. Основные этапы использования вещества и энергии в экосистемах. 

1. Пищевые цепи, пищевые сети. 
2. Трофические уровни. 
3. Экологические пирамиды. 
4. Биологическая продуктивность экосистем. 

Тема 5.3. Динамика развития экосистем. 

1. Динамика экосистем. 
2. Экологическая сукцессия. 
3. Искусственные экосистемы. 

http://www.iprbookshop.ru/21892.html
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Раздел 6. Биосфера Земли. 
 

Цель: накопление, систематизация и закрепление знаний по теме, приобретение 
навыков работы с литературой. 

Задания 

Самостоятельное изучение тем курса: 
 Основы геоэкологии: учебник /Г. Н. Голубев. – 2-е изд., стер. – Москва: Кнорус, 2015.;

 Карпенков С.Х. Экология [Электронный ресурс]: учебник/ Карпенков С.Х. – Электрон. тек- 
стовые данные. – М.: Логос, 2014. – 400 c. – Режим доступа: http://www.iprbookshop.ru/21892.html
. – ЭБС «IPRbooks» 

Вопросы для проведения опроса: 
1. Общее представление о биосфере. 
2. Границы биосферы. 
3. Характеристика и функции живого вещества. 
4. Принципы, положенные в основу учения о биосфере. 
5. Понятие о биологическом круговороте. 
6. Круговорот азота, кислорода, углерода. 
7. Эволюция и охрана биосферы. 

 
 

Раздел 7. Биосфера Земли. 
 

Цель: накопление, систематизация и закрепление знаний по теме, приобретение 
навыков работы с литературой. 

Задания 

Самостоятельное изучение тем курса: 
 Основы геоэкологии: учебник /Г. Н. Голубев. – 2-е изд., стер. – Москва: Кнорус, 2015.;

 Карпенков С.Х. Экология [Электронный ресурс]: учебник/ Карпенков С.Х. – Электрон. тек- 
стовые данные. – М.: Логос, 2014. – 400 c. – Режим доступа: http://www.iprbookshop.ru/21892.html
. – ЭБС «IPRbooks» 

Вопросы для проведения опроса: 

Тема 7.1. Экологические проблемы обеспечения человечества энергией. 

1. Энергетика. Современные проблемы 
2. Основы энергосбережения 

Тема 7.2. Экологические основы рационального использования минеральных и биологи- 
ческих ресурсов. 

1. Понятие о природных ресурсах. Классификация природных ресурсов. 
2. Минеральные ресурсы и их использование. 
3. Биоресурсы, их компоненты, роль и охрана биоресурсов. 
4. Понятие о биоразнообразии, его сохранение и использование. 

Тема 7.3. Пищевые ресурсы человечества. 

1. Роль питания в состоянии здоровья и работоспособности человека. 
2. Извлечение и получение пищевых ресурсов 
3. Проблемы питания и производства сельхозпродукции 

http://www.iprbookshop.ru/21892.html
http://ekolog.org/books/3/3_4_1.htm
http://ekolog.org/books/3/3_4_2.htm
http://ekolog.org/books/3/3_4_3.htm
http://ekolog.org/books/3/3_4_4.htm
http://ekolog.org/books/3/3_5_1.htm
http://ekolog.org/books/3/3_5_2.htm
http://ekolog.org/books/3/3_6_3.htm
http://www.iprbookshop.ru/21892.html
http://ekolog.org/books/3/4_6_2.htm
http://ekolog.org/books/3/4_6_3.htm
http://ekolog.org/books/3/4_6_1.htm
http://ekolog.org/books/3/4_7_1.htm
http://ekolog.org/books/3/4_7_2.htm
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Вопросы для коллоквиума: 
1. Природные ресурсы и их классификация: биологические, минеральные, 

энергетические. Проблема истощения природных ресурсов. 
2. Основные направления природопользования. Понятия о нерациональном и 

рациональном природопользовании. Основные задачи и принципы рационального 

природопользования. 
3. Энергетика. Современные проблемы. Основы энергосбережения. 
4. Минеральные ресурсы и их использование и воспроизводство. 
5. Биоресурсы, их компоненты, роль и охрана биоресурсов. 
6. Пищевые ресурсы человечества. Извлечение и получение. Проблемы питания и 

производства сельхозпродукции. 
 
 

ТРЕБОВАНИЯ К ПРЕДСТАВЛЕНИЮ И ОФОРМЛЕНИЮ РЕЗУЛЬТАТОВ 
САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ 

 
Оформление самостоятельной работы студента должно отвечать общим требованиям, 

установленным в университете Положением о требованиях к оформлению рефератов, 
отчетов по практике, контрольных, курсовых, дипломных работ и магистерских диссертаций. 

https://pandia.ru/text/category/prirodopolmzzovanie/
http://ekolog.org/books/3/4_6_2.htm
http://ekolog.org/books/3/4_6_2.htm
http://ekolog.org/books/3/4_6_1.htm
http://ekolog.org/books/3/4_7_1.htm
http://www.bti.secna.ru/teacher/umk/srs_met.shtml#5
http://www.bti.secna.ru/teacher/umk/srs_met.shtml#5
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Самостоятельная работа в высшем учебном заведении – это часть 

учебного процесса, метод обучения, прием учебно-познавательной 

деятельности, комплексная целевая стандартизованная учебная деятельность с 

запланированными видом, типом, формами контроля. 
Самостоятельная работа представляет собой плановую деятельность 

обучающихся по поручению и под методическим руководством 

преподавателя.  
Целью самостоятельной работы студентов является закрепление тех 

знаний, которые они получили на аудиторных занятиях, а также 

способствование развитию у студентов творческих навыков, инициативы, 

умению организовать свое время. 
Самостоятельная работа реализует следующие задачи: 
- предполагает освоение курса дисциплины; 
- помогает освоению навыков учебной и научной работы; 
- способствует осознанию ответственности процесса познания; 
- способствует углублению и пополнению знаний студентов, освоению 

ими навыков и умений; 
- формирует интерес к познавательным действиям, освоению методов и 

приемов познавательного процесса,  
- создает условия для творческой и научной деятельности обучающихся; 
- способствует развитию у студентов таких личных качеств, как 

целеустремленность, заинтересованность, исследование нового. 
Самостоятельная работа обучающегося выполняет следующие функции: 
- развивающую (повышение культуры умственного труда, приобщение к 

творческим видам деятельности, обогащение интеллектуальных способностей 

студентов); 
- информационно-обучающую (учебная деятельность студентов на 

аудиторных занятиях, неподкрепленная самостоятельной работой, становится 

мало результативной); 
- ориентирующую и стимулирующую (процессу обучения придается 

ускорение и мотивация); 
- воспитательную (формируются и развиваются профессиональные 

качества бакалавра и гражданина); 
- исследовательскую (новый уровень профессионально-творческого 

мышления). 
Организация самостоятельной работы студентов должна опираться на 

определенные требования, а, именно: 
- сложность осваиваемых знаний должна соответствовать уровню 

развития студентов; 
- стандартизация заданий в соответствии с логической системой курса 

дисциплины; 
- объем задания должен соответствовать уровню студента; 
- задания должны быть адаптированными к уровню студентов. 
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Содержание самостоятельной работы студентов представляет собой, с 

одной стороны, совокупность теоретических и практических учебных заданий, 

которые должен выполнить студент в процессе обучения, объект его 

деятельности; с другой стороны - это способ деятельности студента по 

выполнению соответствующего теоретического или практического учебного 

задания.  
Свое внешнее выражение содержание самостоятельной работы 

студентов находит во всех организационных формах аудиторной и 

внеаудиторной деятельности, в ходе самостоятельного выполнения различных 

заданий. 
Функциональное предназначение самостоятельной работы студентов в 

процессе лекций, практических занятий по овладению специальными 

знаниями заключается в самостоятельном прочтении, просмотре, 

прослушивании, наблюдении, конспектировании, осмыслении, запоминании и 

воспроизведении определенной информации. Цель и планирование 
самостоятельной работы студента определяет преподаватель. Вся информация 

осуществляется на основе ее воспроизведения. 
Так как самостоятельная работа тесно связана с учебным процессом, ее 

необходимо рассматривать в двух аспектах: 
1. аудиторная самостоятельная работа - лекционные, практические 

занятия; 
2. внеаудиторная самостоятельная работа – дополнение лекционных 

материалов, подготовка к практическим занятиям, подготовка к решению 

кейс-задач, выполнение курсовых работ и др. 
Основные формы организации самостоятельной работы студентов 

определяются следующими параметрами: 
- содержание учебной дисциплины; 
- уровень образования и степень подготовленности студентов; 
- необходимость упорядочения нагрузки студентов при самостоятельной 

работе. 
Таким образом, самостоятельная работа студентов является важнейшей 

составной частью процесса обучения.  
Методические указания по организации самостоятельной работы и 

задания для обучающихся по дисциплине «Экономика и управление 

машиностроительным производством» обращают внимание студента на 

главное, существенное в изучаемой дисциплине, помогают выработать умение 

анализировать явления и факты, связывать теоретические положения с 

практикой, а также облегчают подготовку к сдаче экзамена.  
Настоящие методические указания позволят студентам самостоятельно 

овладеть фундаментальными знаниями, профессиональными умениями и 

навыками деятельности по профилю подготовки, опытом творческой и 

исследовательской деятельности, и направлены на формирование 

компетенций, предусмотренных учебным планом поданному профилю. 
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Видами самостоятельной работы обучающихся по дисциплине 

«Экономика и управление машиностроительным производством» являются: 
- повторение материала лекций; 
- самостоятельное изучение тем курса (в т.ч. рассмотрение основных 

категорий дисциплины, работа с литературой); 
- подготовка к практическим (семинарским) занятиям (в т.ч. ответы на 

вопросы для самопроверки, подготовка к выполнению практико-
ориентированных заданий); 

- подготовка домашнего письменного задания (практико-
ориентированного задания); 

- подготовка контрольной работы (реферата); 
- подготовка к экзамену. 
В методических указаниях представлены материалы для самостоятельной 

работы и рекомендации по организации отдельных её видов. 
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ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ 
 

Тема 1. Предприятие как форма организации производства. 

Организационные формы машиностроительных предприятий  
Приведите известную Вам классификацию предприятий.  
Какие категории машиностроительных предприятий Вы знаете? 
Перечислите основные показатели работы организаций добывающих 

производств России.  
 
Тема 2. Основные фонды машиностроительных предприятий  
Приведите классификацию основных фондов.  
Какие виды оценки основных фондов Вы знаете? 
Охарактеризуйте методы расчета амортизационных отчислений для 

различных групп машиностроительных предприятий.  
Охарактеризуйте показатели оценки использования основных фондов.  
 
Тема 3. Оборотные средства предприятия  
Поясните экономическое содержание оборотных средств.  
Опишите известные Вам методы расчета нормативов.  
Перечислите показатели эффективности использования оборотных 

средств.  
Как можно ускорить оборачиваемость оборотных средств?  
 
Тема 4. Трудовые ресурсы машиностроительной промышленности. 

Оплата труда работников машиностроительных предприятий 
Приведите классификацию кадров машиностроительной 

промышленности.  
В чем отличие явочного и списочного состава работников? 
Как рассчитывается производительность труда? 
Охарактеризуйте основные формы и системы оплаты труда 

машиностроительного предприятия.  
 
Тема 5. Себестоимость продукции машиностроительного 

предприятия  
Перечислите виды себестоимости.  
Перечислите известные Вам статьи затрат.  
В чем особенность формирования затрат в машиностроительных 

отраслях? 
 

Тема 6. Прибыль предприятия 
Охарактеризуйте различные виды прибыли.  
Охарактеризуйте особенности налогообложения прибыли.  
Опишите порядок расчета чистой прибыли.  
Как осуществляется распределение прибыли?  
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Тема 7. Инвестиционная деятельность машиностроительного 

предприятия 
Охарактеризуйте различные виды инвестиций.  
Охарактеризуйте составляющие инвестиционного проекта. 
Как определяется эффективность инвестиционных проектов?  
Перечислите показатели оценки коммерческой эффективности 

инвестиционных проектов. 
 

Тема 8. Основные положения, понятия, определения в менеджменте 

машиностроительного предприятия  
В чем отличие менеджмента и управления?  
Охарактеризуйте управление как процесс. 
В чем заключаются особенности управления машиностроительным 

предприятием? 
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ОСНОВНЫЕ КАТЕГОРИИ ДИСЦИПЛИНЫ 
 

Тема 1. Предприятие как форма организации производства. 

Организационные формы машиностроительных предприятий  
Предприятие 
Машиностроительное предприятие 
Объединение предприятий 
 
Тема 2. Основные фонды машиностроительных предприятий  
Основные фонды предприятия 
Баланс движения основных фондов 
Износ основных фондов  
Амортизация основных фондов 
 
Тема 3. Оборотные средства предприятия  
Оборотные средства 
Нормирование оборотных средств 
Норматив 
Оборачиваемость оборотных средств  
 
Тема 4. Трудовые ресурсы машиностроительной промышленности. 

Оплата труда работников машиностроительных предприятий 
Кадры предприятия 
Явочный состав работников  
Списочный состав работников  
Производительность труда 
Выработка 
Трудоемкость 
Заработная плата  
Система оплаты труда  
 
Тема 5. Себестоимость продукции машиностроительного 

предприятия  
Себестоимость продукции (работ, услуг) 
Калькуляция 
Расходы на подготовительные работы  
Расходы на добычу руды. 
Расчет затрат на переработку руды  
Прибыль (убыток) от реализации продукции  
 
Тема 6. Прибыль предприятия 
Прибыль  
Экономическая прибыль   
Порядок расчета чистой прибыли  
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Рентабельность производства 
Рентабельность продукции 
Рентабельность активов  
Рентабельность продаж 
 
Тема 7. Инвестиционная деятельность машиностроительного 

предприятия 
Инвестиции 
Инвестиции в реальные активы 
Инвестиционный проект 
Жизненный цикл проекта 
ТЭО проекта 
Коммерческая эффективность инвестиционных проектов 
 
Тема 8. Основные положения, понятия, определения в менеджменте 

машиностроительного предприятия  
Менеджмент  
Управление  
Планирование 
Организация  
Мотивация 
Контроль 
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САМООРГАНИЗАЦИЯ РАБОТЫ С ЛИТЕРАТУРОЙ 
 

Самостоятельное изучение тем курса осуществляется на основе списка 

рекомендуемой литературы к дисциплине. При работе с книгой необходимо 

научиться правильно ее читать, вести записи. Самостоятельная работа с 

учебными и научными изданиями профессиональной и общекультурной 

тематики– это важнейшее условие формирования научного способа познания.  
Основные приемы работы с литературой можно свести к следующим:  
• составить перечень книг, с которыми следует познакомиться; 
• перечень должен быть систематизированным (что необходимо для 

семинаров, что для экзаменов, что пригодится для написания курсовых и 

выпускных квалификационных работ (ВКР), а что выходит за рамками 

официальной учебной деятельности, и расширяет общую культуру);  
• обязательно выписывать все выходные данные по каждой книге (при 

написании курсовых и выпускных квалификационных работ это позволит 

экономить время);  
• определить, какие книги (или какие главы книг) следует прочитать 

более внимательно, а какие – просто просмотреть;  
• при составлении перечней литературы следует посоветоваться с 

преподавателями и руководителями ВКР, которые помогут сориентироваться, 

на что стоит обратить большее внимание, а на что вообще не стоит тратить 

время;  
• все прочитанные монографии, учебники и научные статьи следует 

конспектировать, но это не означает, что надо конспектировать «все подряд»: 

можно выписывать кратко основные идеи автора и иногда приводить наиболее 

яркие и показательные цитаты (с указанием страниц);  
• если книга – собственная, то допускается делать на полях книги 

краткие пометки или же в конце книги, на пустых страницах просто сделать 

свой «предметный указатель», где отмечаются наиболее интересные мысли и 

обязательно указываются страницы в тексте автора;  
• следует выработать способность «воспринимать» сложные тексты; для 

этого лучший прием – научиться «читать медленно», когда понятно каждое 

прочитанное слово (а если слово незнакомое, то либо с помощью словаря, 

либо с помощью преподавателя обязательно его узнать). Таким образом, 

чтение текста является частью познавательной деятельности. Ее цель – 
извлечение из текста необходимой информации.  

От того, насколько осознанна читающим собственная внутренняя 

установка при обращении к печатному слову (найти нужные сведения, 

усвоить информацию полностью или частично, критически проанализировать 

материал и т.п.) во многом зависит эффективность осуществляемого действия. 

Грамотная работа с книгой, особенно если речь идет о научной литературе, 

предполагает соблюдение ряда правил, для овладения которыми необходимо 

настойчиво учиться. Это серьёзный, кропотливый труд. Прежде всего, при 

такой работе невозможен формальный, поверхностный подход. Не 

механическое заучивание, не простое накопление цитат, выдержек, а 
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сознательное усвоение прочитанного, осмысление его, стремление дойти до 

сути – вот главное правило. Другое правило – соблюдение при работе над 

книгой определенной последовательности. Вначале следует ознакомиться с 

оглавлением, содержанием предисловия или введения. Это дает общую 

ориентировку, представление о структуре и вопросах, которые 

рассматриваются в книге.  
Следующий этап – чтение. Первый раз целесообразно прочитать книгу с 

начала до конца, чтобы получить о ней цельное представление. При 

повторном чтении происходит постепенное глубокое осмысление каждой 

главы, критического материала и позитивного изложения; выделение 

основных идей, системы аргументов, наиболее ярких примеров и т.д. 

Непременным правилом чтения должно быть выяснение незнакомых слов, 

терминов, выражений, неизвестных имен, названий. Студентам с этой целью 

рекомендуется заводить специальные тетради или блокноты. Важная роль в 

связи с этим принадлежит библиографической подготовке студентов. Она 

включает в себя умение активно, быстро пользоваться научным аппаратом 
книги, справочными изданиями, каталогами, умение вести поиск необходимой 

информации, обрабатывать и систематизировать ее.  
Выделяют четыре основные установки в чтении текста:  
- информационно-поисковая (задача – найти, выделить искомую 

информацию);  
- усваивающая (усилия читателя направлены на то, чтобы как можно 

полнее осознать и запомнить, как сами сведения, излагаемые автором, так и 

всю логику его рассуждений);  
- аналитико-критическая (читатель стремится критически осмыслить 

материал, проанализировав его, определив свое отношение к нему);  
- творческая (создает у читателя готовность в том или ином виде – как 

отправной пункт для своих рассуждений, как образ для действия по аналогии 

и т.п. – использовать суждения автора, ход его мыслей, результат наблюдения, 

разработанную методику, дополнить их, подвергнуть новой проверке).  
С наличием различных установок обращения к тексту связано 

существование и нескольких видов чтения:  
- библиографическое – просматривание карточек каталога, 

рекомендательных списков, сводных списков журналов и статей за год и т.п.;  
- просмотровое – используется для поиска материалов, содержащих 

нужную информацию, обычно к нему прибегают сразу после работы со 

списками литературы и каталогами, в результате такого просмотра читатель 

устанавливает, какие из источников будут использованы в дальнейшей работе;  
- ознакомительное – подразумевает сплошное, достаточно подробное 

прочтение отобранных статей, глав, отдельных страниц; цель – познакомиться 

с характером информации, узнать, какие вопросы вынесены автором на 

рассмотрение, провести сортировку материала;  
- изучающее – предполагает доскональное освоение материала; в ходе 

такого чтения проявляется доверие читателя к автору, готовность принять 
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изложенную информацию, реализуется установка на предельно полное 

понимание материала; 
- аналитико-критическое и творческое чтение – два вида чтения близкие 

между собой тем, что участвуют в решении исследовательских задач.  
Первый из них предполагает направленный критический анализ, как 

самой информации, так и способов ее получения и подачи автором; второе – 
поиск тех суждений, фактов, по которым, или, в связи с которыми, читатель 

считает нужным высказать собственные мысли.  
Из всех рассмотренных видов чтения основным для студентов является 

изучающее – именно оно позволяет в работе с учебной и научной литературой 

накапливать знания в различных областях. Вот почему именно этот вид 

чтения в рамках образовательной деятельности должен быть освоен в первую 

очередь. Кроме того, при овладении данным видом чтения формируются 

основные приемы, повышающие эффективность работы с текстом. Научная 

методика работы с литературой предусматривает также ведение записи 

прочитанного. Это позволяет привести в систему знания, полученные при 

чтении, сосредоточить внимание на главных положениях, зафиксировать, 

закрепить их в памяти, а при необходимости вновь обратиться к ним.  
Основные виды систематизированной записи прочитанного: 
Аннотирование – предельно краткое связное описание просмотренной 

или прочитанной книги (статьи), ее содержания, источников, характера и 

назначения.  
Планирование – краткая логическая организация текста, раскрывающая 

содержание и структуру изучаемого материала.  
Тезирование – лаконичное воспроизведение основных утверждений 

автора без привлечения фактического материала.  
Цитирование – дословное выписывание из текста выдержек, извлечений, 

наиболее существенно отражающих ту или иную мысль автора.  
Конспектирование – краткое и последовательное изложение содержания 

прочитанного. Конспект – сложный способ изложения содержания книги или 

статьи в логической последовательности. Конспект аккумулирует в себе 

предыдущие виды записи, позволяет всесторонне охватить содержание книги, 

статьи. Поэтому умение составлять план, тезисы, делать выписки и другие 

записи определяет и технологию составления конспекта.  
Как правильно составлять конспект? Внимательно прочитайте текст. 

Уточните в справочной литературе непонятные слова. При записи не забудьте 

вынести справочные данные на поля конспекта. Выделите главное, составьте 

план, представляющий собой перечень заголовков, подзаголовков, вопросов, 

последовательно раскрываемых затем в конспекте. Это первый элемент 

конспекта. Вторым элементом конспекта являются тезисы. Тезис - это кратко 

сформулированное положение. Для лучшего усвоения и запоминания 

материала следует записывать тезисы своими словами. Тезисы, выдвигаемые в 

конспекте, нужно доказывать. Поэтому третий элемент конспекта - основные 

доводы, доказывающие истинность рассматриваемого тезиса. В конспекте 
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могут быть положения и примеры. Законспектируйте материал, четко следуя 

пунктам плана. При конспектировании старайтесь выразить мысль своими 

словами. Записи следует вести четко, ясно. Грамотно записывайте цитаты. 

Цитируя, учитывайте лаконичность, значимость мысли. При оформлении 

конспекта необходимо стремиться к емкости каждого предложения. Мысли 

автора книги следует излагать кратко, заботясь о стиле и выразительности 

написанного. Число дополнительных элементов конспекта должно быть 

логически обоснованным, записи должны распределяться в определенной 

последовательности, отвечающей логической структуре произведения. Для 

уточнения и дополнения необходимо оставлять поля.  
Конспектирование – наиболее сложный этап работы. Овладение 

навыками конспектирования требует от студента целеустремленности, 

повседневной самостоятельной работы. Конспект ускоряет повторение 

материала, экономит время при повторном, после определенного перерыва, 

обращении к уже знакомой работе. Учитывая индивидуальные особенности 

каждого студента, можно дать лишь некоторые, наиболее оправдавшие себя 

общие правила, с которыми преподаватель и обязан познакомить студентов:  
1. Главное в конспекте не объем, а содержание. В нем должны быть 

отражены основные принципиальные положения источника, то новое, что 

внес его автор, основные методологические положения работы. Умение 

излагать мысли автора сжато, кратко и собственными словами приходит с 

опытом и знаниями. Но их накоплению помогает соблюдение одного важного 

правила – не торопиться записывать при первом же чтении, вносить в 

конспект лишь то, что стало ясным.  
2. Форма ведения конспекта может быть самой разнообразной, она 

может изменяться, совершенствоваться. Но начинаться конспект всегда 

должен с указания полного наименования работы, фамилии автора, года и 

места издания; цитаты берутся в кавычки с обязательной ссылкой на страницу 

книги.  
3. Конспект не должен быть «слепым», безликим, состоящим из 

сплошного текста. Особо важные места, яркие примеры выделяются цветным 

подчеркиванием, взятием в рамочку, оттенением, пометками на полях 

специальными знаками, чтобы можно было быстро найти нужное положение. 

Дополнительные материалы из других источников можно давать на полях, где 

записываются свои суждения, мысли, появившиеся уже после составления 

конспекта. 
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ПОДГОТОВКА К ПРАКТИКО-ОРИЕНТИРОВАННЫМ ЗАДАНИЯМ 
 

Практико-ориентированные задания выступают средством 

формирования у студентов системы интегрированных умений и навыков, 

необходимых для освоения профессиональных компетенций. Это могут быть 

ситуации, требующие применения умений и навыков, специфичных для 

соответствующего профиля обучения (знания содержания предмета), 

ситуации, требующие организации деятельности, выбора её оптимальной 

структуры личностно-ориентированных ситуаций (нахождение 

нестандартного способа решения). 
Кроме этого, они выступают средством формирования у студентов 

умений определять, разрабатывать и применять оптимальные методы решения 

профессиональных задач. Они строятся на основе ситуаций, возникающих на 

различных уровнях осуществления практики и формулируются в виде 

производственных поручений (заданий). 
Под практико-ориентированными заданиями понимают задачи из 

окружающей действительности, связанные с формированием практических 

навыков, необходимых в повседневной жизни, в том числе с использованием 

элементов производственных процессов.  
Цель практико-ориентированных заданий – приобретение умений и 

навыков практической деятельности по изучаемой дисциплине. 
Задачи практико-ориентированных заданий: 
- закрепление, углубление, расширение и детализация знаний студентов 

при решении конкретных задач; 
- развитие познавательных способностей, самостоятельности мышления, 

творческой активности; 
- овладение новыми методами и методиками изучения конкретной 

учебной дисциплины; 
- обучение приемам решения практических задач; 
- выработка способности логического осмысления полученных знаний 

для выполнения заданий; 
- обеспечение рационального сочетания коллективной и 

индивидуальной форм обучения. 
Важными отличительными особенностями практико-ориентированных 

задания от стандартных задач (предметных, межпредметных, прикладных) 

являются:  
- значимость (познавательная, профессиональная, общекультурная, 

социальная) получаемого результата, что обеспечивает познавательную 

мотивацию обучающегося; 
- условие задания сформулировано как сюжет, ситуация или проблема, 

для разрешения которой необходимо использовать знания из разных разделов 
основного предмета, из другого предмета или из жизни, на которые нет явного 

указания в тексте задания; 
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- информация и данные в задании могут быть представлены в различной 

форме (рисунок, таблица, схема, диаграмма, график и т.д.), что потребует 

распознавания объектов; 
- указание (явное или неявное) области применения результата, 

полученного при решении задания. 
Кроме выделенных четырех характеристик, практико-ориентированные 

задания имеют следующие:  
1. по структуре эти задания – нестандартные, т.е. в структуре задания не 

все его компоненты полностью определены; 
2. наличие избыточных, недостающих или противоречивых данных в 

условии задания, что приводит к объемной формулировке условия; 
3. наличие нескольких способов решения (различная степень 

рациональности), причем данные способы могут быть неизвестны учащимся, 

и их потребуется сконструировать. 
При выполнении практико-ориентированных заданий следует 

руководствоваться следующими общими рекомендациями: 
- для выполнения практико-ориентированного задания необходимо 

внимательно прочитать задание, повторить лекционный материал по 

соответствующей теме, изучить рекомендуемую литературу, в т.ч. 

дополнительную;  
- выполнение практико-ориентированного задания включает постановку 

задачи, выбор способа решения задания, разработку алгоритма практических 

действий, программы, рекомендаций, сценария и т. п.; 
- если практико-ориентированное задание выдается по вариантам, то 

получить номер варианта исходных данных у преподавателя; если нет 

вариантов, то нужно подобрать исходные данные самостоятельно, используя 

различные источники информации; 
- для выполнения практико-ориентированного задания может 

использоваться метод малых групп. Работа в малых группах предполагает 

решение определенных образовательных задач в рамках небольших групп с 

последующим обсуждением полученных результатов. Этот метод развивает 

навыки сотрудничества, достижения компромиссного решения, аналитические 

способности. 
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ПРАКТИКО-ОРИЕНТИРОВАННЫЕ ЗАДАНИЯ  
 

Тема 2. Основные фонды машиностроительных предприятий  
 
Задание 1.  
Оптовая цена оборудования 35 млн руб. Транспортные затраты 2,5%, 

затраты на монтаж 7% от его оптовой цены, срок фактической эксплуатации – 
3 года. Для данной группы объектов определен срок полезного использования 

10 лет.  
Необходимо определить:  
1. Коэффициент износа оборудования.  
2. Остаточную стоимость оборудования.  
3.Годовую сумму амортизационных отчислений (амортизация 

начисляется линейным способом). 
 
Задание 2. 
Оптовая цена оборудования 25 млн руб. Транспортные затраты 1,5%, 

затраты на монтаж 4% от его оптовой цены, срок фактической эксплуатации – 
7 лет. Для данной группы объектов определен срок полезного использования 

15 лет.  
Необходимо определить:  
1. Коэффициент износа оборудования.  
2. Остаточную стоимость оборудования.  
3.Годовую сумму амортизационных отчислений (амортизация 

начисляется линейным способом). 
  
Задание 3.  
На начало года стоимость ОПФ составляла 260 млн руб. В феврале 

предприятие приобрело оборудования на сумму 56 млн руб., а в июле было 

ликвидировано оборудования на сумму 24 млн руб. Норма амортизации – 10 
%. За год предприятие выпустило продукции на сумму 346 млн. руб. 

Среднесписочная численность промышленно-производственного персонала 

155 чел.  
Необходимо определить:  
1. Среднегодовую стоимость основных производственных фондов 

предприятия.  
2. Сумму амортизационных отчислений за год (линейным методом).  
3.Показатели эффективности использования основных фондов 

предприятия: фондоотдачу, фондоемкость и фондовооруженность. 
 
Задание 4.  
На начало года стоимость ОПФ составляла 180 млн руб. В марте 

предприятие приобрело оборудования на сумму 46 млн руб., а в августе было 

ликвидировано оборудования на сумму 34 млн руб. Норма амортизации – 10 
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%. За год предприятие выпустило продукции на сумму 256 млн. руб. 

Среднесписочная численность промышленно-производственного персонала 80 

чел.  
Необходимо определить:  
1. Среднегодовую стоимость основных производственных фондов 

предприятия.  
2. Сумму амортизационных отчислений за год (линейным методом).  
3. Показатели эффективности использования основных фондов 

предприятия: фондоотдачу, фондоемкость и фондовооруженность. 
 
Задание 5. Первоначальная стоимость группы объектов на 1 января 

составляла 2500 тыс. руб., срок фактической эксплуатации – 4 года. Срок 

полезного использования для данной группы объектов составляет 10 лет 
Рассчитайте остаточную стоимость и коэффициент износа на ту же дату, 

если амортизация начисляется: 
а) линейным способом;  
б) способом уменьшаемого остатка (коэффициент ускорения равен 2); 
в) способом суммы чисел лет срока полезного использования.  

Задание 6. Информация об основных средствах предприятия в 

соответствии с классификацией по вещественно-натуральному составу на 1 

января приведена в таблице: 

Группы основных средств Стоимость, млн. руб. 

Здания 25 

Сооружения 8 

Машины и оборудование 58 

Транспортные средства 7 

Инвентарь производственный и хозяйственный 5 

Прочие основные средства 3 

 
В конце феврале текущего года было сдано в эксплуатацию здание цеха 

стоимостью 15 млн. руб.; в начале мая закуплено оборудование общей 

стоимостью 20 млн. руб.; в конце сентябре списано морально и физически 

устаревшее оборудование на сумму 4млн руб. 
Необходимо определить: 
1.структуру основных средств на начало и на конец года,  
2. долю активной и пассивной части основных фондов на начало и конец 

года,  
3. значения коэффициентов выбытия и обновления основных средств. 
 
Тема 3. Оборотные средства предприятия 
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  Задание 1. Годовой план реализации продукции установлен в сумме 

15200 тыс. руб. Норматив оборотных средств запланирован в сумме 360 тыс. 

руб. В результате проведения организационно-технических мероприятий 

длительность оборота сократилась на 3 дня. Необходимо определить:  
1. Плановую и фактическую длительность одного оборота.  
2. Величину абсолютного и относительного высвобождения оборотных 

средств в результате сокращения длительности оборота оборотных средств. 
 
Задание 2. Определите и проанализируйте структуру оборотных средств 

предприятий по следующим данным: 

Элементы оборотных средств 
Сумма, млн. руб. 

Предприятие 1 Предприятие 2 
Производственные запасы 94,70 94,92 
Незавершенное производство 16,15 27,64 
Расходы будущих периодов 134,15 5,32 
Готовая продукция 17,65 30,02 
Прочие 87,35 62,1 

Задание 3. Рассчитайте среднеквартальные и среднегодовые остатки 

оборотных средств, а также оборачиваемость оборотных средств 

(длительность оборота) и коэффициент оборачиваемости за год, используя 

следующие данные: 

Остатки оборотных средств Объем реализованной продукции 
Дата Сумма, тыс. руб. квартал Сумма, тыс. руб. 

1 января 2019 г. 2 500 I 3 200 
1 апреля 2019 г. 2 600 II 3 700 
1 июля 2019 г. 2 400 III 3 100 

1 октября 2019 г. 2 400 
IV 3 300 

1 января 2020 г. 2 500 
 
Тема 4. Трудовые ресурсы машиностроительной промышленности. 

Оплата труда работников машиностроительных предприятий 
 

Задание 1.В 2 квартале предприятие выпустило продукции на 300 тыс. 

руб., выработка продукции на одного работника составила 5 тыс. руб./чел. В 3 

квартале предприятие планирует выпустить продукции больше на 12% и 

одновременно снизить численность работников на 4 чел. Определить 

выработку на одного работника в 3 квартале и планируемый прирост 

производительности труда в процентах. 
 
Задание 2. Выявить зависимость между нормой времени и нормой 

выработки, если норма времени на единицу изделия при базовых условиях 

равна 20 мин. В плановом периоде предусматривается ее снижение на 15%. 

Как при этом изменится норма выработки? Продолжительность смены 8 

часов. 
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Задание 3. В базовом году на шахте работало 1200 чел. Объем добычи 

составил 750 тыс. т/год. В плановом году намечено увеличить добычу руды на 

7 %, а число работников сократить на 12%. Определить: 1) трудоемкость 

добычи в базовом и плановом годах; 2) изменение трудоемкости работ в 

плановом году по сравнению с базовым годом. 
 
Задание 4. Определить среднесписочную численность работников за 

сутки на основе следующих данных. Сменное производственное задание – 80 
штук изделий. Норма времени на изготовление одного изделия – 20 мин. 

Режим работы предприятия: количество смен - 3, продолжительность рабочей 
смены – 8часов. Коэффициент списочного состава – 1,32. 

 
Задание 5. Определить сдельную и повременную годовую заработную 

плату бригады из 6 чел за год. Тарифная ставка каждого рабочего – 170 
руб./час. Отработано каждым рабочим за год - 1780 час. Всем рабочим 

выплачивается премия в размере 25 % от тарифного заработка. Районный 

коэффициент – 1,15. Норма выработки одного рабочего 5 т/час. Объем работы 

на одного человека в год – 2,2 тыс. т. 
 
Тема 5. Себестоимость продукции машиностроительного 

предприятия 
 

Задание 1. В цехе произведено 250 шт. изделия А и 350 шт. изделия Б. 

Исходные данные по затратам приведены в таблице: 

Показатели Всего, тыс. руб. 
В том числе:  

изделие А изделие Б 

1. Заработная плата производственных 

рабочих  
220 130 90 

2. Основные материалы 150 85 65 

3. Зарплата административно-
управленческого персонала  

80 – – 

4. Заработная плата вспомогательных 

рабочих 
80 – – 

5. Амортизация здания 70 – – 

6. Электрическая энергия на 

технологические цели 
110 50 60 

7. Электрическая энергия на освещение 

цеха 
40 – – 

8. Амортизация оборудования 180 – – 

9. Прочие затраты  200 – – 
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Составьте смету затрат на производство по цеху и калькуляцию 

себестоимости каждого вида продукции. 
 
Задание 2. При производстве 150 единиц продукции постоянные 

затраты составляют 25000 руб., переменные затраты 200 руб. цена за единицу 

продукции составляет 500 руб. 
Необходимо определить точку безубыточности в стоимостном и 

натуральном выражении. Построить график безубыточности. Сделать вывод. 
 
Тема 8. Основные положения, понятия, определения в менеджменте 

машиностроительного предприятия 
 

Задание 1. Руководству предприятия представлены 2 проекта 

организации производства товара «А». Показатели по проектам представлены 

в таблице: 
 

Показатели  Проект 1 Проект 2 
Объем спроса, шт./год 1200 5000 
Цена, руб/шт 10000 10000 
Постоянные затраты, руб. 
в том числе: 

  

- затраты на НИОКР 2 000 000 4 500 000 
- обслуживание и ремонт 500 000 1 000 000 
- общезаводские накладные расходы 1 000 000 2 500 000 
- прочие постоянные расходы 1 000 000 2 000 000 
Переменные затраты на ед. продукции, руб/шт. 
в том числе: 

  

- сырье, основные материалы 2000 2500 
- вспомогательные материалы 1000 800 
- заработная плата рабочих 3700 3000 
- энергия на технологические нужды 500 400 
 Сравнить и выбрать наиболее эффективный вариант производства 

продукции «А». Для оценки эффективности использовать метод расчета точки 

безубыточности. 
 

Задание 2. Используя матрицу БКГ, сформируйте товарную стратегию 

предприятия по продуктам  А, В и С. Данные для расчетов приведены в 

таблице: 
 

Продукт 
Объём продаж предприятия, 

млн. руб. 
Емкость рынка в 

2019 г.,  
млн руб. 

Объем продаж конкурента в 
2019 г.,  

млн руб. 2018 г. 2019 г. 
А 3,5 3,15 8,54 2,25 
В 0,7 0,95 2,7 0,64 
С 0,12 0,23 2,35 0,3 
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ПОДГОТОВКА К ПРОМЕЖУТОЧНОЙ АТТЕСТАЦИИ 

 
При подготовке к экзамену по дисциплине «Экономика и управление 

машиностроительным производством» обучающемуся рекомендуется: 
1. повторить пройденный материал и ответить на вопросы, используя 

конспект и материалы лекций. Если по каким-либо вопросам у студента 
недостаточно информации в лекционных материалах, то необходимо получить 

информацию из раздаточных материалов и/или учебников (литературы), 

рекомендованных для изучения дисциплины «Экономика и управление 

машиностроительным производством». 
 Целесообразно также дополнить конспект лекций наиболее 

существенными и важными тезисами для рассматриваемого вопроса; 
2. при изучении основных и дополнительных источников информации в 

рамках выполнения заданий на экзамене особое внимание необходимо уделять 

схемам, рисункам, графикам и другим иллюстрациям, так как подобные 

графические материалы, как правило, в наглядной форме отражают главное 
содержание изучаемого вопроса; 

3. при изучении основных и дополнительных источников информации в 

рамках выполнения заданий на экзамене (в случаях, когда отсутствует 

иллюстративный материал) особое внимание необходимо обращать на 

наличие в тексте словосочетаний вида «во-первых», «во-вторых» и т.д., а 

также дефисов и перечислений (цифровых или буквенных), так как эти 

признаки, как правило, позволяют структурировать ответ на предложенное 

задание.  
Подобную текстовую структуризацию материала слушатель может 

трансформировать в рисунки, схемы и т. п. для более краткого, наглядного и 

удобного восприятия (иллюстрации целесообразно отразить в конспекте 

лекций – это позволит оперативно и быстро найти, в случае необходимости, 

соответствующую информацию); 
4. следует также обращать внимание при изучении материала для 

подготовки к экзамену на словосочетания вида «таким образом», «подводя 

итог сказанному» и т.п., так как это признаки выражения главных мыслей и 

выводов по изучаемому вопросу (пункту, разделу). В отдельных случаях 

выводы по теме (разделу, главе) позволяют полностью построить 

(восстановить, воссоздать) ответ на поставленный вопрос (задание), так как 

содержат в себе основные мысли и тезисы для ответа. 
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ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 1 

1. Что такое жизненный цикл изделия (ЖЦИ)? Назовите этапы ЖЦИ. 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
  



 
ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  

ИНФОРМАТИКА» 
 

ВАРИАНТ № 2 
 

1. Что такое геометрическая модель? Назовите основателей компьютерной графики.  

История развития компьютерной графики. Что такое векторная и растровая графика? 

Приведите примеры изобразительной, научной антропогенной графики. 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
  



 
ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  

ИНФОРМАТИКА» 
 

ВАРИАНТ № 3 
 

1. Назовите области применения систем конструкторско-технологической 

подготовки производства. История развития САПР. Роль САПР в производстве изделий. 

Укажите основные принципы САПР. Укажите основные признаки классификации САПР.  
2.По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 4 

 
1. Что называют жизненным циклом изделия (ЖЦИ)? Назовите его основные этапы. 

Перечислите основные системы автоматизации, использующиеся на различных этапах 

ЖЦИ. Каковы основные функции каждой из них?  
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 5 

 
1. Что такое CALS-технологии. Укажите основной стандарт CALS-технологий. Что 

он определяет?  
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 6 

 
1. Перечислите виды обеспечения САПР и дайте их краткую характеристику. 

Охарактеризуйте классы САПР: высшего, среднего, низшего уровня. Приведите примеры.  
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
 

  



 
ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  

ИНФОРМАТИКА» 
 

ВАРИАНТ № 7 
 

1. Интегрированные САПР. Преимущества внедрения. Примеры. Что такое САПР 

ТП? Какие функции они выполняют? С решением какой научной проблемы связано 

основное направление совершенствования САПР ТП?  
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 8 

 
1. По каким основным признакам классифицируются САПР ТП? Каковы 

общесистемные принципы построения САПР ТП? Что включает в себя программно-
методический комплекс САПР ТП? Каковы базовые методологии построения САПР ТП 

изделий машиностроения? Укажите методы автоматизированного проектирования ТП? 

Дайте их краткую характеристику.  
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 9 

 
1. Что понимается под цветовыми моделями? Компьютерная графика в 

конструкторско-технологической подготовке производства. Области применения. 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
 

  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 10 

 
1. Перечислить основные стадии ЖЦ сложных технических объектов. Перечислить 

основные классы информации, сопровождающей изделие на этапах ЖЦ. В чем суть 

стратегии CALS? Расшифровать понятие «CAD-системы». Расшифровать понятие «САМ-
системы». Расшифровать понятие «САЕ-системы». Расшифровать понятие «PDM-
системы». Расшифровать понятие «CAPP -системы». 

2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 

  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 11 

 
1. Что входит в состав проектирующих подсистем в структуре САПР? Что входит в 

состав обслуживающих подсистем в структуре САПР? Перечислить виды обеспечения 

САПР. Основные требования и принципы, предъявляемые к современным САПР (не менее 

5-ти из описанных в лекциях). 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 

  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 12 

 
1. Классификационные признаки и разновидности САПР по программным 

характеристикам. 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
 

  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 13 

 
1. Что такое геометрическая модель детали (изделия)? Что может входить в состав 

технологических атрибутов геометрической модели? Основные процедуры, выполняемые 

в подсистемах геом. моделирования и машинной графики. Виды 3D моделей. Основные 

подходы к построению твердотельной модели детали. 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
 

  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 14 

 
1. Что такое параметрическое моделирование? Основные достоинства и 

возможности параметрического моделирования. В чем принцип ассоциативности в 

геометрическом моделировании. Привести примеры. 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 

  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 15 

 
1. Объяснить понятие «Большая сборка». Основные функции подсистемы анализа 

«больших сборок». Этапы подготовки чертежной документации. Этапы по проектирования 

технических объектов. Методы проектирования «сверху-вниз» и «снизу-вверх». 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 

  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 16 

 
1. Цели и способы автоматизации конструкторско-технологических работ. 

Классификация САПР. Стандарты обмена информацией. Преимущества и недостатки 

каркасной и полигональной аппроксимации трехмерной геометрии. Прямое моделирование 

и моделирование на основе истории построения. 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 17 

 
1. Перечислите основные модели представления технологических знаний. Какие 

модели наиболее часто используют при разработке САПР ТП? Что такое база знаний? В 

состав каких компонент САПР ТП она входит? Какую функцию выполняют экспертные 

компоненты САПР ТП? 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 18 

 
1. Что включает в себя математическое обеспечение САПР ТП? Для чего используют 

структурно-логические модели? Какие виды структурно-логических моделей вы знаете? 

Что такое геометрически-технологическая модель предмета производства? 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 

  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 19 

 
1. Подходы к автоматизированной технологической подготовке производства. В чем 

суть проектирования методами «сверху вниз» и «снизу-вверх»?  Какой этап предшествует 

техническому проектированию?  
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
 

  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 20 

 
1. Назовите основные этапы опытно-конструкторских работ. Перечислите основные 

цели автоматизации проектирования. Назовите основные методы уменьшения 

трудоемкости инженерного труда. Какими методами достигается улучшение качества 

проектирования? 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 21 

 
1. Какие из перечисленных методов используются для сокращения трудоемкости 

проектных работ: автоматизация оформления проектной документации; совмещенное 

(параллельное) проектирование; вариативное проектирование и оптимизация. 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 

 

  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 22 

 
1. На какие группы можно условно разделить системы автоматизированного 

проектирования? Какие задачи решают системы подготовки технической документации, 

САПР конструкций, технологической подготовки программ для станков с ЧПУ? 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 

 

  



 
ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  

ИНФОРМАТИКА» 
 

ВАРИАНТ № 23 
 

1. Где используются CAD/CAM/CAE/CAPP - системы? Назовите несколько 

программных продуктов для разных уровней CAD/CAM/CAE - систем? какое место 

занимает система КОМПАС 3D/AutoCAD среди этих систем? 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 

 
  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 24 

 
1. Назовите функциональные возможности изученных систем конструкторско-

технологической подготовки производства? Какие требования к оборудованию 

предъявляют системы конструкторско-технологической подготовки производства?  
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
 

  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 25 

 
1. В чем состоит отличие использования системы координат в документах 

трехмерных моделей от документов: чертеж, фрагмент? Перечислите команды управления 

изображением в документах детали и сборки. Укажите порядок действий при создании 

детали.  
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 

  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 26 

 
1. Какие виды систем координат используется в системах конструкторско-

технологической подготовки производства? Перечислите основные команды управления 

изображением. Каким образом реализована функция обмена данными между системами 

конструкторско-технологической подготовки производства? 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
 

  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 27 

 
1. В чем преимущества и недостатки каркасной и полигональной аппроксимации 

трехмерной геометрии? Раскройте суть истории метода построения геометрической 

модели. Какое представление геометрии наиболее оптимально? 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 

  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 28 

 
1. Какие преимущества при создании интерактивной документации дает 

использование PDM? Какие данные хранятся в PDM-системах? Назовите основные 

функции PDM. 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 

  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 29 

 
1. Что называют техническим обеспечением САПР ТП? Назовите его компоненты. 

Какие основные функции выполняют в САПР ТП принтеры, плоттеры, сканеры, 

терминальные многофункциональные устройства, графические станции? 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
  



ДИСЦИПЛИНА «КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ  
ИНФОРМАТИКА» 

 
ВАРИАНТ № 30 

 
1. Что называют организационным, а что — методическим обеспечением САПР ТП? 

В чем их различие? Что регламентируют документы организационного обеспечения САПР 

ТП? Какие документы входят в состав методического обеспечения САПР ТП? Назовите 

новые методологии конструкторско-технологического проектирования, реализующиеся в 

современных САПР. 
2. По предложенным изображениям на листах формата А3 в рамках программной 

системы AutoCAD построить 3D модель, по которой выполнить три вида детали, сделать 

необходимые разрезы по ГОСТ2.305, проставить размеры по ГОСТ2.307.  
3. По заданным проекциям детали в рамках программной системы AutoCAD на 

отдельном листе выполнить аксонометрическое изображение вырезом одной четверти 

детали, проставить габаритные размеры и выполнить штриховку. 
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САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА 1 

 



 



 

 



 

 



Лабораторная работа 2 
 

СОЗДАНИЕ ТВЕРДОТЕЛЬНЫХМОДЕЛЕЙ ДЕТАЛЕЙ 
ПО ЗАДАННЫМ ПРОЕКЦИЯМ 

 

 
 

Построение твердотельной модели детали 1 
Деталь 1 представляет 

собой пластину толщиной 4 мм 

(рис.11). 
Слой оси – заморозить. 
Слой модель текущий.  
Через буфер обмена 

скопировать деталь из текста 

лабораторной работы в 

масштабе 1:1. 
Толщина выдавливания 

4мм. 

 



 
 

Построение твердотельной модели детали 2 
 

Через буфер обмена скопировать деталь из 

текста лабораторной работы в масштабе 1:1. 

Далее масштабировать следующим образом: 
1. Построить отрезок длиной 50 мм по 

отношению, к которому будем масштабировать 
(т.е. диаметр окружности зададим 50 мм). 
2. Выбрать команду Масштабирование в 

инструментальной панели Редактирование.  

3.Выделить картинку, которую 

скопировали и нажать кнопку Enter. 
4. Выбрать любую базовую точку на 

картинке и ПКМ в открывшемся 

меню нажать на Быстрый 

калькулятор, для определения 

коэффициента масштабирования 

(Очистить журнал, если уже есть 

какие-то расчеты). 
5. Выбрать утилиту Расстояние 

между двумя точками и последовательно показать расстояние на отрезке прямой, 

равный 50мм поставить знак деления «/», затем снова выбрать эту же утилиту и 

щелкнуть ЛКМ две точки диаметра окружности на картинке. Данная операция 
автоматически рассчитает коэффициент масштабирования. 
6. Нажать кнопку Применить и Enter. 
Кто не понял ссылка      https://youtu.be/WzShcfkF1uc  

https://youtu.be/WzShcfkF1uc


 
Построение твердотельной модели детали 3 

 
Длина оси 200мм (масштабирование выполнить как в предыдущем примере) 

 



 
 

Построение твердотельной модели детали 4 

Деталь 4 представляет собой комбинацию тел, полученных выдавливанием и 

вращением: боковой фланец – шестигранная призма, наружный цилиндр с 

цилиндрической проточкой и фаской, внутреннее отверстие — цилиндр и 

усеченный конус (рис. 20). 
 



 

Последовательность построения модели  

 

 

 

Рис. 20 



 

 

 

 

 

 

 

 



Построение твердотельной модели детали 5 

 

 

 

 



 

 



 

ПОСТРОЕНИЕ ТВЕРДОТЕЛЬНОЙ МОДЕЛИ 

ШЕСТИГРАННОЙ ГАЙКИ 
 

Задание. 
Создать модель гайки 2М16 ГОСТ 
5915-70 (высота 13 мм, размер под 
ключ 24 мм) (рис. 20). 
Гайка представляет собой 

шестигранную призму с конической 

фаской и внутренним цилиндрическим 

отверстием (резьба упрощенно). 
 
 

Последовательность построения 

модели гайки 

 



 

 



 

 



Лабораторная работа 3 
 

МОДЕЛИРОВАНИЕ СБОРОЧНОЙ ЕДИНИЦЫ 

«ФИКСАТОР» 
 
Задание. По электронному сборочному чертежу изделия «Фиксатор» (рис. 21) 

выполнить твердотельные модели деталей; сборку с вырезом одной четверти. 
Загрузить чертеж. Выполнить масштабирование с использованием утилиты 

Быстрый калькулятор. 
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технологий – методов информационной поддержки процессов 

жизненного цикла изделий (ЖЦИ). Даны основные понятия и 
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современном наукоемком промышленном производстве. Приведены 
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ВВЕДЕНИЕ 
 
Появление ЭВМ положило начало кибернетическому направлению 

применения технических средств для повышения эффективности труда. 

Автоматизация явилась закономерным, но не простым продолжением 

механизации. Если механизация охватывает процессы получения, передачи, 

преобразования и использования энергии, то автоматизация - процессы 

получения, передачи, преобразования и использования информации. Говоря 

образно, если орудия труда выступают продолжением человеческой руки, то 

ЭВМ - продолжение человеческого мозга. 
Первоначально автоматизация охватывала только управление техникой и 

оружием. С развитием вычислительной техники и методов математики 

автоматизация распространилась на управление объектами социальной 

природы.  
Совокупность средств обработки информации и персонала, 

объединенных для достижения определенных целей, образует 

информационную систему (ИС). С точки зрения автоматизации 

информационные системы можно классифицировать на: автоматизированные, 

ручные и автоматические. Наиболее распространены на современных 

предприятия и в организациях автоматизированные системы.   
Под автоматизированной информационной системой понимается 

организационно-техническая система, использующая автоматизированные 

информационные технологии в целях обучения, информационно-аналити-
ческого обеспечения научно-инженерных работ и процессов управления 

(computer-aided information system). Основными компонентами 

автоматизированной информационной системы являются вычислительная 

техника, программное обеспечение и персонал. Информационная технология 

также является неотъемлемой частью автоматизированной информационной 

системы. 
Под информационной технологией понимают процесс преобразования 

данных или исходной информации в информационный продукт. Для 

выполнения таких преобразований автоматизированная информационная 

технология должна содержать необходимые инструменты: технические 

средства (средства вычислительной техники и телекоммуникационных 

систем) и программные средства, объединяющие в себе базовое и прикладное 

программное обеспечение.   
В настоящее время наиболее популярны у пользователей, а значит – 

наиболее применимы, следующие виды автоматизированных 

информационных технологий: информационная технология обработки 

данных, основными компонентами которой являются база данных, СУБД, 

которая предназначена для решения хорошо структурированных задач; 

информационная  технология управления, основными компонентами которой 

также являются базы данных, на  их основе технология формирует для 

руководителей всех уровней различные отчёты, помогающие принятию 

управленческого решения, анализу хозяйственной деятельности; 
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информационная  технология автоматизации офиса – представляет набор 

технических и программных средств, повышающих эффективность 

документооборота любой организации, делает возможным создание в ней 

электронного офиса;  информационная  технология поддержки принятия 

решения - представляет сплав экономико - математических методов и моделей, 

а также прикладных программ, ориентированных на решение плохо 

формализованных задач, основными компонентами которой являются база 

данных и база моделей различных ситуаций, помогает пользователю 

вырабатывать управленческое решение; информационная  технология 

экспертных систем - представляет технические и программные средства, 

основанные на знаниях, полученных от специалистов в конкретной (довольно 

узкой) предметной области, решает те же проблемы, экспертами в которых 

являются специалисты, предоставившие знания, применяется также для 

поддержки процесса принятия решения.   
Если раньше каждый пользователь должен был сам программировать 

алгоритмы в своей профессиональной деятельности, то сегодня "кустарное" 

программирование стало ненужным. Его заменяет знание и умение 

пользоваться существующими информационными технологиями в каждой 

профессиональной области. И это в первую очередь касается специалистов в 

области машиностроения и металлообработки. В ней созданы системы 

автоматического проектирования (CAD), системы автоматизированного 

проектирования технологических процессов (CAM), технологии обеспечения 

жизненного цикла изделия от маркетинга до утилизации отслужившего свой 
срок изделия или детали (CALS) и др. 

До изобретения компьютеров все проектирование новых изделий велось 

по так называемой бумажной технологии. Любое конструкторское бюро 

представляло собой зал с рядами чертежных столов - кульманов, за которыми 

конструкторы разрабатывали чертежи нового изделия на бумаге. Далее эти 

чертежи копировали на кальку и затем размножали их. Вся документация 

хранилась на бумаге. Все инженерные расчеты производились с помощью 

арифмометров и логарифмических линеек. При изготовлении опытных 

образцов изделий и их серийном производстве наладка станков производилась 

вручную. Далее производились натурные испытания изготовленных опытных 

образцов. По их результатам вносились необходимые изменения в 

конструкцию, корректировались чертежи и начиналась подготовка к 

серийному выпуску изделия. 
С изобретением компьютеров многие этапы создания новых изделий 

подверглись коренным изменениям. Стало возможным перейти на 

безбумажную технологию. Компьютер, оснащенный соответствующими 

программами, совместно с принтером, плоттером и графическим планшетом 
(дигитайзером) заменил собой кульман, бумагу, карандаш, арифмометр и 

логарифмическую линейку. При этом компьютер позволил автоматизировать 

и значительно ускорить инженерные расчеты. 
Использование современных компьютерных технологий позволяет 

существенно сократить длительность проектно-конструкторских работ, по-
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новому реализовать проектные процедуры и в результате получить более 

эффективные технические решения. 
Аппаратное обеспечение автоматизированных рабочих мест (АРМ) для 

работников самых различных профессий мало отличается друг от друга. Его 

основой является профессиональный компьютер. Главное различие состоит в 

их программном обеспечении, которое и отличает, например, АРМ инженера-
проектировщика от АРМ инженера-технолога. 

Новейшие компьютерные технологии позволяют организовать 

автоматизированное рабочее место конструктора-проектировщика. Базовыми 

программными продуктами АРМ конструктора-проектировщика для примера 

могут являться операционная система Microsoft Windows и универсальная 

графическая платформа AutoCAD фирмы Autodesk. AutoCAD - это 

графическое ядро систем автоматизированного проектирования (САПР). 

Функциональные возможности, широкие возможности программирования, 

связь с базами данных, большой выбор совместимых периферийных 

графических устройств фактически сделали графический пакет AutoCAD 

мировым промышленным стандартом в своей области. Выпускаются версии 

программы для различных платформ и под различные операционные системы. 

Программа совместима со всеми выпускаемыми видами принтеров и 

плоттеров. 
Системы автоматизированного проектирования (САПР), называемые в 

английском переводе CAD-системами (Computer Aided Design), применяются 

для решения разнообразных инженерных и конструкторских задач. 

Применение САПР-технологий позволяет сократить время на выполнение 

проекта и выпуск изделий, уменьшить возможные ошибки, повысить качество 

конструкторской документации, а при использовании программно-
управляемого оборудования - готовить необходимые для этого данные в 

нужном формате. Полный спектр задач, решаемых с помощью САПР, 

чрезвычайно богат, и программ, предназначенных для этого, разработано 

достаточно много. 
Для эффективной работы с программами САПР лучше применять 

монитор с большим размером экрана. Для получения твердой копии 

результатов работы (чертежи, схемы) обычно используются плоттеры, 

позволяющие работать с большими форматами бумаги. 
При создании новых инженерных конструкций может применяться 

математическое моделирование (машинный эксперимент) - моделирование 

реально существующих объектов, осуществляемое средствами языка 

математики и логики с помощью компьютера. 
Математическое моделирование основано на создании и исследовании на 

компьютере математической модели реальной системы - совокупности 

математических соотношений (уравнений), описывающих эту систему. 

Уравнения (математическая модель) вместе с программой их решения вводят 

в компьютер и, имитируя различные значения входных (по отношению к 

исследуемой системе) сигналов и условий работы системы, определяют 

величины, характеризующие поведение системы. 
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Математическое моделирование, в отличие от материального 

(экспериментального, предметного), является теоретическим, происходящим 

только в компьютере, а не в реальности. Оно позволяет обойтись без сложного, 

дорогого или опасного эксперимента, например, при создании автомобилей, 

самолетов, локомотивов. 
Математическое моделирование процесса или явления не может дать 

полного знания о нем. Это особенно существенно в том случае, когда 

предметом математического моделирования являются сложные системы, 

поведение которых зависит от значительного числа взаимосвязанных 

факторов различной природы. Поэтому иногда математическое 

моделирование дополняют созданием натуральной модели. 
Система трехмерного твердотельного моделирования КОМПАС 

предназначена для создания трехмерных ассоциативных моделей отдельных 

деталей и сборочных единиц, содержащих как оригинальные, так и 

стандартизованные конструктивные элементы. Параметрическая технология 

позволяет быстро получать модели типовых изделий на основе однажды 

спроектированного прототипа. Многочисленные сервисные функции 

облегчают решение вспомогательных задач проектирования и обслуживания 

производства. Задача, решаемая системой, - моделирование изделий с целью 

существенного сокращения периода проектирования и скорейшего их запуска 

в производство. Чертежный редактор "КОМПАС-График" предоставляет 

широчайшие возможности автоматизации проектно-конструкторских работ в 

различных отраслях промышленности. Он успешно используется в 

машиностроительном проектировании, при проектно-строительных работах, 

составлении различных планов и схем. 
На смену информационной поддержке отдельных этапов создания 

инженерных конструкций в конце 20-го века пришла идеология ведения 

бизнеса CALS (Continuous Acquisition and Life-Cycle Support – непрерывная 

информационная поддержка поставок и жизненного цикла) или ИПИ – 
аббревиатура от слов «Информационная Поддержка процессов жизненного 
цикла Изделий» – является русскоязычным аналогом термина CALS. 
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Лекция 1. ИПИ-технологии в современной 

промышленности 
 
Методология информационной поддержки процессов жизненного 

цикла изделий CALS зародилась в США в середине 80-х годов. Эта 
аббревиатура расшифровывалась как Компьютеризированная Поддержка 
Логистических Систем (Computer-Aided Acquisition and Logistics Support) 
(рис. 1.1).  

 
В 1988 году в смысловом содержании с CALS были сняты военные 

ограничения, и она стала называться «Компьютеризированные Поставки и 
Поддержка» (Computer-Aided Acquisition and Support). В этом варианте 
названия была усилена организационная направленность CALS. В 1993 году 
CALS стала называться: «Поддержка Непрерывных Поставок и Жизненного 
Цикла» (Computer-Aided Acquisition and Lifecycle Support). Новое название 
акцентировало внимание на методологии параллельного проектирования, 
интегрированной логистической поддержке, управлении конфигурацией и 
управлении документооборотом. Это позволило интегрировать процессы на 
всем протяжении жизненного цикла изделий от выражения потребности в 
изделии (фазы анализа) до его утилизации. Позднее, под влиянием 
американского военно-промышленного комплекса, CALS иногда стали 

называть «Бизнесом в Высоком Темпе» (Commerce At Light Speed). 
В отечественной литературе при употреблении термина CALS обычно 

имеется в виду расшифровка Computer-Aided Acquisition and Lifecycle 
Support. Как отмечено выше, русскоязычным аналогом CALS является 

 

Рис. 1.1. Структура концепции CALS 
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равнозначный термин ИПИ (Информационная Поддержка процессов 
жизненного цикла Изделий). 

Компьютерная поддержка этапов ЖЦИ получила свое оформление в 

методологии и стандартах ИПИ/CALS. Согласно концептуальным 
положениям ИПИ/CALS, реальные бизнес-процессы отображаются на 
виртуальную информационную среду, в которой определение продукта 
представлено в виде полного электронного описания изделия, а среда его 
создания и среда эксплуатации – в виде систем моделирования процессов и 
их реализации. Все три составляющие (определение продукта, среды его 
создания и 

CALS-технология или, в более современном изложении, PLM (Product 
Lifecycle Management) означает следующее. За термином "жизненный цикл" 

("Lifecycle") стоят два понятия - "маркетинговый жизненный цикл" (МЖЦ) и 

"функциональный жизненный цикл" (ФЖЦ). В соответствии с определением 

CIMdata, известного в мире независимого эксперта по проблемам PLM, “PLM 

– это стратегический подход к ведению бизнеса, который использует набор 

совместимых решений для поддержки общего (collaborative) представления 

информации о продукте в процессе его создания, реализации и эксплуатации, 

в среде расширенного (extended) предприятия, начиная от концепции создания 

продукта до его утилизации – при интеграции людских ресурсов, процессов и 

информации”. 
МЖЦ имеет отношение к поведению определенного вида продукции на 

рынке и завершается моральным износом и снятием с производства, а ФЖЦ 

связан с функциональным предназначением изделия и завершается 

физическим износом и утилизацией. Примером могут служить персональные 

компьютеры. Маркетинговый жизненный цикл систем на базе Pentium II 

закончился, но физически их успешно продолжают эксплуатировать во 

многих организациях. 
Понятие "жизненный цикл" включает в себя этапы, показанные на рис. 

1.2. и представляет собой именно цикл (от англ. «circle» - круг). Примером 

применения понятия "жизненного цикла" в нашей стране может служить его 

использование в крупнейшем авиастроительном комплексе "Сухой". Он 

охватывает четыре основных этапа: проектирование, производство, 

послепродажное обслуживание и утилизация. 
Можно выделить три основных требования к PLM-решениям: 

 возможность универсального, безопасного и управляемого способа 
доступа и использования информации, определяющей изделия; 

 поддержание целостности информации, определяющей изделие, на 
протяжении всего жизненного цикла изделия; 

 управление и поддержка бизнес-процессов, используемых при 
создании, распределении и использовании информации. 

Сегодня производство сложных машинотехнических изделий стало 

невозможным без обеспечения информационной поддержки на всех стадиях 

их жизненного цикла. Информационная поддержка - это целый комплекс 
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вопросов, включающий автоматизацию процессов проектирования, 

обеспечение технологических процессов производства, автоматизацию 

управленческой деятельности предприятий, создание электронной 

эксплуатационной документации, внедрение автоматизированных систем 

заказа запасных частей и т. д. 

 
Первой в мире концепцию PLM взяла на вооружение компания 

IBM/Dassault Systemes – один из лидеров в области разработки PLM-решений. 

В основу технических требований к системе поддержки жизненного цикла 

были положены следующие принципы системной методологии. 
Интеграция промышленного бизнеса. Все виды деятельности и 

компоненты жизненного цикла изделия, должны обрести универсальное ядро, 

обеспечивающее единое представление промышленного бизнеса как систему 

продуктов, процессов и ресурсов. Все эти три компонента должны 

основываться на единой схеме описания (специфицирования). 
Ассоциативность. Между всеми компонентами жизненного цикла 

изделия должны поддерживаться устойчивые и управляемые причинно-
следственные связи. Любой элемент описания продукта, процесса или ресурса 

должен хранить при себе свое происхождение и условия существования. Это 

основная радикальная мера для сокращения затрат на выпуск новых, 

конкурентоспособных товаров. 
Сертифицируемость. Электронная модель изделия должна обладать 

свойствами контролепригодности. Инструкция контроля – это вид процесса, 

специфицируемый по тем же законам, что и продукт, и являющийся 

неотъемлемой частью виртуального проекта изделия. Она должна 
существовать и действовать на всех этапах жизненного цикла. Данные об 

 

Рис. 1.2. Современная структура концепции CALS 
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изделии должны существовать и развиваться вместе с приложенными к ним 

процедурами контроля. 
Условная инвариантность. Большинство изделий машиностроения 

(приборостроения) имеют множество версий, модификаций, вариантов ис-
полнения, зависимых от определенных условий. Например, прибор может 

иметь различную комплектацию для работы в различных климатических 

условиях. Это делает проект многовариантным, добавляя такую категорию как 

конфигурация. При этом каждая из конфигураций должна обладать всеми 

свойствами целого проекта. 
У всех видов конечного продукта есть общее свойство – они опираются 

на определенное условие, то есть, «если». Это условие является 

«включателем» для множества логических правил, которые должны быть 

исполнены во всех дисциплинах, относящихся к производству продукта. Для 

этого требуется мощное средство, обладающее возможностью создавать, 

контролировать и исполнять правила. 
Многообразие способов представления данных проекта. Так как 

содержательная часть проекта изделия в электронном виде растет и покрывает 

все больше отраслей знаний, то и представление его должно быть 

селективным, то есть выборочным по определенному критерию. 

Соответственно, структура данных должна иметь признаки (атрибуты) роли, 

задачи и уровня допуска пользователя. Например, если к проекту обращается 

представитель эксплуатирующей организации, то откликаться должны только 

те объекты и элементы их спецификаций, которые относятся к процессу 

обслуживания. При этом инженерные расчеты, сборочную оснастку и зоны, не 

доступные для обслуживания, должны оставаться недоступными до тех пор, 

пока они не попадут в критерий запроса. 
Так как существуют устойчивые (стандартные) роли пользователей, то 

должны быть предусмотрены соответствующие стандартные формы 

представления проекта: инженерное – для разработчиков; презентационное – 
для посетителей; эксплуатационное – для операторов; маркетинговое – для 

публикаций и продаж и другие. Программные приложения, работающие над 

электронным проектом, должны быть чувствительны к роли, в которой 

находится пользователь. 
В относительно устоявшейся классификации систем, обеспечивающих 

информационную поддержку различных этапов ЖЦИ, можно выделить 

системы классов CAD/CAM, CAE, PDM, MRP I, MRP-II, ERP, SCM, CRM и 

CPC. Следует отметить, что этот перечень и терминология имеют 

определенную тенденцию к изменению. Так, наряду с термином PDM 
распространение получают термины cPDM (collaborative Product Data 
Management) и cPDm (collaborative Product Definition management). 

Важную роль в жизненном цикле играет маркетинг (англ. marketing, от 

market - рынок) - система управления, основанная на комплексном анализе 

производственно-сбытовой деятельности и воздействия на нее с целью 

получения прибыли. 
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Маркетинг возник как вид управленческой деятельности во второй 

половине XX века. Но если вначале он применялся исключительно в целях 

сбыта произведенной продукции, то со второй половины 1970-х гг. он 

становится элементом стратегического управления фирмой, философией 

бизнеса. Отсюда новая концепция маркетинг-менеджмента, то есть 

построения всей управленческой деятельности фирмы. 
Маркетинг включает товарную, ценовую политику, а также политику 

продвижения товара и продаж. 
Основными принципами современного маркетинга являются: 

производство продукции, основанное на точном знании потребностей 

покупателя, рыночной ситуации и реальных возможностей фирмы; 

эффективное решение проблем потребителя; нацеленность фирмы на 

долгосрочный коммерческий успех; активное воздействие на формирование 

потребностей на рынке. 
Базовыми системами, обеспечивающими реализацию стратегии PLM, 

являются системы классов CAD/CAM (Computer Aided Design / Computer
 Aided Manufacturing – компьютерное проектирование и 

изготовление), CAE (Computer Aided Engineering – компьютерный 

инженерный анализ) и PDM (Product Data Management – управление данными 

о продукте). В соответствии с концепцией IBM/Dassault Systemes, системы 

классов MRP I (Material requirements planning – Планирование потребности в 

материалах), MRP II (Manufacturing Resource Planning – планирование 

производственных ресурсов), ERP (Enterprise Resource Planning – 
планирование ресурсов предприятия), SCM (Supply Chain Management – 
управление цепочками поставок) и CRM (Customer Relationship Management – 
управление взаимоотношениями с заказчиками) не относятся к средствам 

поддержки PLM-решений. 
На других этапах ЖЦИ (т.е. помимо проектирования и подготовки 

производства) информационная поддержка обеспечивается как 

перечисленными выше системами (ERP, SCM и др.), так и некоторыми 

другими. Например, на этапе обслуживания и ремонта изделий применяются 

системы класса ILS (Integrated Logistic Support – интегрированная 

логистическая поддержка). Краткая характеристика ряда перечисленных выше 

систем приводится в последующих разделах данного пособия. 
Проектирование и производство неразрывно связаны между собой. 

Конструктор разрабатывает геометрию изделия, устанавливает технические 

требования и оформляет конструкторскую документацию, а технолог 

обеспечивает изготовление изделия с учетом специфики производства, 

технических процессов и оборудования. 
Электронное описание изделия дает исчерпывающее описание 

спроектированного изделия и фактически заменяет бумажную 

конструкторскую документацию. На его основе появляется возможность 

автоматизировать планирование технологических процессов. Таким образом, 

выполняется еще один принцип CALS - принцип безбумажного представления 

информации. 
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В фирме "Сухой" ОКБ "Сухой" находится в Москве, а основные заводы-
производители в Комсомольске-на-Амуре, Иркутске и Новосибирске. При 

такой географической удаленности друг от друга их согласованная работа 

обеспечивается средствами сети Интернет и защиты информации. 
Организация технологического процесса изготовления опытных образцов 

и серийного производства изделий осуществляется с помощью систем 

автоматизированного проектирования технологических процессов, так 

называемых САМ-систем (Computer Aided Manufacturing). Они обеспечивают 

наиболее рациональный выбор станочного оборудования, инструментов и 

режимов обработки деталей. 
Комплексные решения при этом базируются на передовых технологиях 

гибридного моделирования, интегрированных средствах электронного 

документооборота, а также на широком спектре специализированных 

модулей, среди которых важное место занимают программы для виртуального 

моделирования процессов механической и электроэррозионной обработки с 

выходом на станки с числовым программным управлением (ЧПУ). 
Современные металлообрабатывающие станки и многооперационные 

обрабатывающие центры оснащены числовым программным управлением 

(ЧПУ). Это управление обработкой заготовки на станке по программе, 

заданной в цифровой форме. Устройство ЧПУ выдает управляющие 

воздействия на исполнительные органы станка в соответствии с программой и 

информацией о состоянии управляемого объекта. Станки с ЧПУ сочетают 

высокую производительность, присущую станкам-автоматам, с гибкостью, 

быстротой переналаживания на другие режимы работы, что характерно для 

универсальных станков. Обрабатывающий центр оснащен инструментальным 

магазином большой емкости и устройствами для автоматической смены 

инструмента. Станок позволяет вести комплексную механическую обработку 

большого числа поверхностей заготовки различными способами - точением, 

фрезерованием, сверлением и др. 
В современном машиностроении и приборостроении происходит 

усложнение выпускаемой продукции, номенклатура ее увеличивается, а 

серийность производства уменьшается. Это ведет к значительному 

увеличению объемов и сроков выполнения работ в сфере конструкторско-
технологической подготовки производства. Требования рыночной экономики 

заставляют предприятия постоянно улучшать потребительские свойства и 

качество изделий, а сроки их выпуска максимально сокращать. 
Это вызвало к жизни концепцию сквозного цикла проектирования и 

производства "от идеи до металла". Суть ее состоит в том, что компьютерные 

системы и оборудование должны рассматриваться как единый 

информационный технологический процесс на всем протяжении от 

проектирования до изготовления изделий. Сквозной цикл состоит из блоков 

САD/САМ/САЕ/PDM. Эти системы являются частью более общей концепции 
предприятия. 

Кроме трехмерных (виртуальных) моделей на экране монитора 

компьютера современные информационные и лазерные технологии дают 
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возможность создавать "твердые" модели отдельных деталей из 

светочувствительного пластика. Эта технология носит название "лазерная 

стереолитография". Она основана на использовании фотополимеризации 

лазерным излучением. 
Сначала по проекту конструктора создается компьютерная (виртуальная) 

модель, которая через минимальное время может быть воплощена в виде 

реальной модели. Производятся все детали для сборки. Собранную модель 

можно покрасить, проверить возможность установки и размещения 

электронных компонентов, оптики, эргономику, предъявить для утвержения 

дизайна заказчиком и т.д. 
Пластиковая модель легко поддается обработке, покраске, металлизации. 

Модель может быть использована для проверки идей конструктора, 

использоваться на презентациях, в маркетинговых акциях и т.п. 
Области применения лазерной стереолитографии: 
 изготовление оснастки для разных видов литья;  
 точное литье по сплошным выжигаемым моделям. 
Лазерная стереолитография позволяет создавать детали самой сложной 

формы с максимальными размерами 250x250x250 мм. 
Сначала объемный виртуальный образ делят на набор послойных 

изображений тонких сечений (0,1-0,2 мм). В ванну, наполненную 

фотополимеризующейся жидкостью, помещают плоскую подставку, на 

которой впоследствии появится объект, так, чтобы она была погружена на 

толщину формируемого слоя (те самые 0,1-0,2 мм). Затем поверхность 

жидкости обрабатывают лучом лазера, и в тех местах, которые он облучает, 

образуются твердые участки. Так возникает нижний слой модели. Платформу 

чуть притапливают и формируют второй слой. Операцию повторяют до тех 

пор, пока модель не будет целиком готова. 
Важную роль в машиностроении играет логистика (от англ. logistics - 

материально-техническое снабжение) - контроль за всеми видами 

деятельности, связанными с закупкой ресурсов для производства и доставкой 

готовой продукции покупателю, включая необходимое информационное 

обеспечение этих процессов. Логистика также координирует 

взаимоотношения всех членов системы снабжения и распределения. К 

непосредственным функциям логистики относятся: транспортировка, 

складирование, сбор заказов, распределение продукции, упаковка, сервисное 

обслуживание. 
Система логистики включает логистику на входе и логистику на выходе. 

Первая управляет всеми операциями с сырьем и материалами, начиная с 

выбора поставщика и заканчивая возвратом некачественного сырья; вторая 

контролирует распределение готовой продукции, включая ее доставку 

конечному потребителю. 
Логистика используется участниками каналов товародвижения для 

снижения издержек, повышения качества обслуживания покупателей и 

поддержания объема запасов на складе на минимальном необходимом уровне. 
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Так информационные технологии в машиностроении и металлообработке 

из важного, но вспомогательного средства сегодня превратились в главную 

организующую силу - реальную сквозную автоматизацию производственных 

процессов. 
 

 
Лекция 2. Применение системного подхода в проектировании 

 

Понятие инженерного проектирования. Проектирование технического 
объекта – создание, преобразование и представление в принятой форме образа 
этого еще не существующего объекта. Образ объекта или его составных 
частей может создаваться в воображении человека как результат творческого 
процесса или генерироваться в соответствии с некоторыми алгоритмами в 
процессе взаимодействия человека и ЭВМ. В любом случае инженерное 
проектирование начинается при наличии выраженной потребности общества 
в некоторых технических объектах, которыми могут быть объекты 
строительства, промышленные изделия или процессы. Проектирование 
включает в себя разработку технического предложения и (или) технического 
задания (ТЗ), отражающих эти потребности, и реализацию ТЗ в виде 
проектной документации. 

Обычно ТЗ представляют в виде некоторых документов, и оно 
становится исходным (первичным) описанием объекта. Результатом 
проектирования, как правило, служит полный комплект документации, 
содержащий достаточные сведения для изготовления объекта в заданных 
условиях. Эта документация и есть проект, точнее, окончательное описание 
объекта. Таким образом, проектирование – процесс, заключающийся в 
получении и преобразовании исходного описания объекта в окончательное 
описание на основе выполнения комплекса работ исследовательского, 
расчетного и конструкторского характера. 

Преобразование исходного описания в окончательное порождает ряд 

промежуточных описаний, подводящих итоги решения некоторых задач и 

используемых при обсуждении и принятии проектных решений для 
окончания или продолжения процесса проектирования. 

Проектирование, при котором все проектные решения или их часть 

получают путем взаимодействия человека и ЭВМ, называют 
автоматизированным в отличие от ручного (без использования ЭВМ) или 
автоматического (без участия человека на промежуточных этапах). Система, 
реализующая автоматизированное проектирование, представляет собой 
систему автоматизированного проектирования – САПР (в англоязычном 
написании CADS – Computer Aided Design System). 

Принципы системного подхода. Основные идеи и принципы 
проектирования сложных систем выражены в системном подходе. Для 
специалиста в области системотехники они считаются очевидными и 
естественными, однако их соблюдение и реализация зачастую сопряжены с 
определенными трудностями, обусловливаемыми особенностями 
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проектирования. Как и большинство образованных людей, правильно 
использующих родной язык без постоянного привлечения правил 
грамматики, инженеры применяют системный подход без обращения к 
пособиям по системному анализу. Однако интуитивный подход без 
применения правил системного анализа может оказаться недостаточным для 
решения все более усложняющихся задач инженерной деятельности. 

Основной общий принцип системного подхода заключается в 
рассмотрении частей явления или сложной системы с учетом их 
взаимодействия. Системный подход включает в себя выявление структуры 
системы, типизацию связей, определение атрибутов, анализ влияния внешней 

среды. Системный подход рассматривают как направление научного 
познания и социальной политики. Он является базой для обобщающей 
дисциплины «Теория систем», в которой конкретизируются положения 
системного подхода; она посвящена исследованию и проектированию 
сложных экономических, социальных, технических систем, чаще всего 
слабоструктурированных. Характерными примерами таких систем будут 
производственные системы. При проектировании систем цели достигаются 
в многошаговых процессах принятия решений. Методы принятия решений 
часто выделяют в самостоятельную дисциплину, называемую «Теория 
принятия решений». 

В технике дисциплину, в которой исследуются сложные технические 
системы, их проектирование и которая аналогична теории систем, чаще 

называют системотехникой. Предметом системотехники становятся, во-
первых, организация процесса создания, использования и развития 
технических систем, во-вторых, методы и принципы их проектирования и 
исследования. В системотехнике важно уметь сформулировать цели системы 

и организовать ее рассмотрение с позиций поставленных целей. Тогда 
можно отбросить лишние и малозначимые части при проектировании и 

моделировании и перейти к постановке оптимизационных задач. 
Системы автоматизированного проектирования и управления относят 

к числу наиболее сложных современных искусственных систем. Их 

проектирование и сопровождение невозможны без системного подхода. 

Поэтому идеи и положения системотехники входят составной частью в 

дисциплины, посвященные изучению современных автоматизированных 

систем и технологий их применения. 
Интерпретация и конкретизация системного подхода имеют место в 

ряде известных подходов с другими названиями, которые также можно 

рассматривать как компоненты системотехники. Таковы структурный, 

блочно-иерархический, объектно-ориентированный подходы. 
При структурном подходе, как разновидности системного, 

требуется синтезировать варианты системы из компонентов (блоков) и 
оценивать варианты при их частичном переборе с предварительным 
прогнозированием характеристик компонентов. 

Блочно-иерархический подход к проектированию использует 
идеи декомпозиции сложных описаний объектов и соответственно 



16 

средств их создания на иерархические уровни и аспекты, вводит понятие 
стиля проектирования (восходящее и нисходящее), устанавливает связь 
между параметрами соседних иерархических уровней. 

Ряд важных структурных принципов, используемых при 
разработке информационных систем и, прежде всего, их программного 
обеспечения (ПО), выражен в объектно-ориентированном подходе к 
проектированию. Такой подход имеет следующие преимущества в 
решении проблем управления сложностью и интеграции ПО: 

1) Вносит в модели приложений большую структурную 
определенность, распределяя представленные в приложении 
данные и процедуры между классами объектов; 

2) Сокращает объем спецификаций благодаря введению в описания 
иерархии объектов и отношений наследования между свойствами 
объектов разных уровней иерархии; 

3) уменьшает вероятность искажения данных вследствие ошибочных 
действий за счет ограничения доступа к определенным категориям 
данных в объектах. 
Описание в каждом классе объектов допустимых обращений к ним 

и принятых форматов сообщений облегчает согласование и интеграцию 

ПО. 
Для всех подходов к проектированию сложных систем 

характерны также следующие особенности: 
 структуризация процесса проектирования, выражаемая 
декомпозицией проектных задач и документации, выделением 
стадий, этапов, проектных процедур. Эта структуризация 
является сущностью блочно-иерархического подхода к 
проектированию; 
 итерационный характер проектирования; 
 типизация и унификация проектных решений и средств 
проектирования.  

Основные понятия системотехники. В теории систем и 
системотехнике введен ряд терминов, среди них к базовым относят 

следующие понятия. 
Система – множество элементов, находящихся в отношениях и 

связях между собой. 
Элемент – такая часть системы, представление о которой 

нецелесообразно подвергать при проектировании дальнейшему членению. 
Сложная система – система, характеризуемая большим числом 

элементов и, что наиболее важно, большим числом взаимосвязей 
элементов. Сложность системы определяется также видом взаимосвязей 
элементов, свойствами целенаправленности, целостности, 
иерархичности, многоаспектности, многопараметричности. Очевидно, 
что современные автоматизированные информационные системы, в 
частности САПР, будут сложными в силу наличия у них перечисленных 
свойств и признаков. 
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Подсистема – часть системы (подмножество элементов и их 
взаимосвязей), которая имеет свойства системы. 

Надсистема – система, по отношению к которой 
рассматриваемая система является подсистемой. 

Структура – элементы системы и их взаимосвязи; понятие 
структуры отличается от понятия самой системы тем, что при описании 
структуры принимают во внимание лишь типы элементов и связей без 
конкретизации значений их параметров. 

Параметр – величина, выражающая свойство или системы, или 
ее части, или влияющей на систему среды. Обычно в моделях систем в 
качестве параметров рассматривают величины, не изменяющиеся в 
процессе исследования системы. Параметры подразделяют на 
внутренние, выходные и внешние, выражающие свойства элементов 
системы, самой системы и внешней среды соответственно. Векторы 
внутренних, выходных и внешних параметров далее обозначены X = (х1, 
х2, ..., хn), Y = (у1, у2, ..., уm), Е = (e1, e2, ..., ek) соответственно. 

Фазовая переменная – величина, характеризующая 
энергетическое или информационное наполнение элемента или 
подсистемы. 

Состояние – совокупность значений фазовых переменных, 
зафиксированных в одной временной точке процесса функционирования. 

Поведение (динамика) системы – изменение состояния системы 
в процессе функционирования. 

Система без последействия – ее поведение при t > t0 определяется 
заданием состояния в момент t0 и вектором внешних воздействий Q(t). 
В системах с последействием, кроме того, нужно знать предысторию 
поведения, т. е. состояния системы в моменты, предшествующие t0. 

Вектор переменных V, характеризующих состояние (вектор 
переменных состояния), – неизбыточное множество фазовых 
переменных, задание значений которых в некоторый момент времени 
полностью определяет поведение системы в дальнейшем (в автономных 
системах без последействия). 

Пространство состояний – множество возможных значений 
вектора переменных состояния. 

Фазовая траектория – представление процесса в виде 
последовательности точек в пространстве состояний. 

К характеристикам сложных систем и их моделей часто относят 
следующие понятия. 

Целенаправленность – свойство искусственной системы, 
выражающее назначение системы. Это свойство необходимо для оценки 
эффективности вариантов системы. 

Целостность – свойство системы, характеризующее 
взаимосвязанность элементов и наличие зависимости выходных 
параметров от параметров элементов, при этом большинство выходных 
параметров не является простым повторением или суммой параметров 
элементов. 
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Иерархичность – свойство сложной системы, выражающее 
возможность и целесообразность ее иерархического описания, т. е. 
представления в виде нескольких уровней, между компонентами которых 
имеются отношения целое – часть. 

Составные части системотехники: 
 иерархическая структура систем, организация их 
проектирования;  анализ и моделирование систем; 
 синтез и оптимизация систем. 

Моделирование имеет две четко различимые задачи:  
1. Создание моделей сложных систем (в англоязычном написании 

– modeling);  
2. Анализ свойств систем на основе исследования их моделей 

(simulation). 
Синтез также подразделяют на две задачи:  
1. Синтез структуры проектируемых систем (структурный синтез);  
2. Выбор численных значений параметров элементов систем 

(параметрический синтез).  
Эти задачи относят к области принятия проектных решений. Если 

синтез выполняется с целью получения экстремального значения 
некоторой функции, характеризующей качество проектного решения, то 
синтез называют оптимизацией. Моделирование и оптимизацию 
желательно выполнять с учетом статистической природы систем.  

Детерминированность – лишь частный случай. При 
проектировании характерны нехватка достоверных исходных данных, 
неопределенность условий принятия решений. Учет статистического 
характера данных при моделировании в значительной мере основан на 
методе статистических испытаний (методе Монте-Карло), а принятие 
решений – на использовании нечетких множеств, экспертных систем, 
эволюционных вычислений. 
 

Лекция 3. Структура процесса проектирования 
 

Стадии проектирования 
 
При использовании блочно-иерархического подхода к проектированию 

представления о проектируемой системе расчленяют на иерархические 
уровни. На верхнем уровне используют наименее детализированное 

представление, отражающее только самые общие черты и особенности 

проектируемой системы. На следующих уровнях степень подробности 

описания возрастает, при этом рассматривают уже отдельные блоки 
системы, но с учетом воздействий на каждый из них его соседей. Такой 
подход позволяет на каждом иерархическом уровне формулировать задачи 

приемлемой сложности, поддающиеся решению с помощью имеющихся 

средств проектирования. Разбиение на уровни должно быть таким, чтобы 
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документация на блок любого уровня была обозрима и воспринимаема о-ним 

человеком. 
В каждом приложении число и название иерархических уровней 

проектирования могут быть различными, но для большинства приложений 
возможно следующее укрупненное выделение уровней: 

 системный уровень, на котором решают наиболее общие задачи 
проектирования систем, машин и процессов; результаты проектирования 
представляют в виде структурных схем, генеральных планов, схем 
размещения оборудования, диаграмм потоков данных и т. п.; 

 макроуровень, на котором проектируют отдельные устройства, 
узлы машин и приборов; результаты представляют в виде 
функциональных, принципиальных и кинематических схем, сборочных 

чертежей и т. п.; 
 микроуровень, на котором проектируют отдельные детали и 

элементы машин и приборов. 
В каждом приложении число выделяемых уровней и их наименования 

могут быть различными. Так, в радиоэлектронике микроуровень часто 

называют компонентным, макроуровень – схемотехническим. Между 
схемотехническим и системным уровнями вводят уровень, называемый 
функционально-логическим. В вычислительной технике системный 
уровень подразделяют на уровни проектирования ЭВМ (вычислительных 
систем) и вычислительных сетей. В машиностроении имеются уровни 
деталей, узлов, машин, комплексов. 

В зависимости от последовательности решения задач 
иерархических уровней различают нисходящее, восходящее и смешанное 
проектирование (стили проектирования). Последовательность решения 
задач от нижних уровней к верхним характеризует восходящее 
проектирование, обратная последовательность приводит к нисходящему 
проектированию, в смешанном стиле имеются элементы как 
восходящего, так и нисходящего проектирования. В большинстве 
случаев для сложных систем предпочитают нисходящее 
проектирование. Однако, при наличии заранее спроектированных 
составных блоков (устройств) можно говорить о смешанном 
проектировании. Неопределенность и нечеткость исходных данных при 
нисходящем проектировании (так как еще не спроектированы 
компоненты) или исходных требований при восходящем проектировании 
(поскольку ТЗ имеется на всю систему, а не на ее части) обусловливают 
необходимость прогнозирования недостающих данных с последующим 
их уточнением, т. е. последовательного приближения к окончательному 
решению (итерационность проектирования). 

Стадии проектирования – наиболее крупные части 
проектирования как процесса, развивающегося во времени. В общем 
случае выделяют стадии научно-исследовательских работ (НИР), 
эскизного проекта или опытно-конструкторских работ, технического, 
рабочего проектов, испытаний опытных образцов или опытных партий. 
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Стадию НИР иногда называют предпроектными исследованиями или 
стадией технического предложения. Очевидно, что по мере перехода от 
стадии к стадии степень подробности и тщательность проработки проекта 
возрастают, и рабочий проект должен быть вполне достаточным для 
изготовления опытных или серийных образцов. Близким к определению 
стадии, но менее четко оговоренным понятием является понятие этапа 
проектирования. 

Стадии (этапы) проектирования подразделяют на составные 
части, называемые проектными процедурами. Примерами проектных 
процедур могут служить подготовка деталировочных чертежей, анализ 
кинематики, моделирование переходного процесса, оптимизация 
параметров и другие проектные задачи. В свою очередь, проектные 
процедуры можно декомпозировать или расчленить на более мелкие 
компоненты, называемые проектными операциями, например, при 
анализе прочности детали сеточными методами операциями могут быть 
построение сетки, выбор или расчет внешних воздействий, собственно 
моделирование полей напряжений и деформаций, представление 
результатов моделирования в графической и текстовой формах. 
Проектирование сводится к выполнению некоторых 
последовательностей проектных процедур – маршрутов проектирования. 

Иногда разработку ТЗ на проектирование называют внешним 
проектированием, а реализацию ТЗ – внутренним проектированием. 

 
Классификация моделей 

 
В автоматизированных проектных процедурах вместо еще не 

существующего проектируемого объекта оперируют некоторым 
квазиобъектом ((от лат. quasi - якобы - как будто), приставка, означающая: 
«мнимый», «ненастоящий» (напр., квазиученый), «почти», «близко») – 
моделью, которая отражает некоторые интересующие исследователя 
свойства объекта. Модель может быть физическим объектом (макет, 
стенд) или спецификацией. Среди моделей-спецификаций различают 
упомянутые выше функциональные, поведенческие, информационные, 
структурные модели (описания). Эти модели называют 
математическими, если они формализованы средствами аппарата и 

языка математики. 
В свою очередь, математические модели могут быть 

геометрическими, топологическими, динамическими, логическими и т. п., 
если они отражают соответствующие свойства объектов.  

Наряду с математическими моделями при проектировании 
используют функциональные EDEF-модели, информационные модели в 
виде диаграмм сущность – отношение, геометрические модели-чертежи. 
В дальнейшем, если нет специальной оговорки, под словом «модель» 
будем подразумевать математическую модель. 
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Математическая функциональная модель в общем случае 
представляет собой алгоритм вычисления вектора выходных параметров 
Y при заданных векторах параметров элементов X и внешних параметров 
Е. 

Математические модели могут быть символическими и 
численными. При использовании символических моделей оперируют не 
значениями величин, а их символическими обозначениями 
(идентификаторами). Численные модели могут быть аналитическими, т. е. 
их можно представить в виде явно выраженных зависимостей выходных 
параметров Y от параметров внутренних X и внешних Е или 
алгоритмическими, в которых связь Y, X и Е задана неявно в виде 
алгоритма моделирования. Важнейший частный случай 
алгоритмических моделей – имитационные, они отображают процессы 
в системе при наличии внешних воздействий на систему. Другими 

словами, имитационная модель – это алгоритмическая модель. 
Классификацию математических моделей выполняют также по 

ряду других признаков. Так, в зависимости от принадлежности к тому 
или иному иерархическому уровню выделяют модели уровней 
системного, функционально-логического, макроуровня 
(сосредоточенного) и микроуровня (распределенного). 

По характеру используемого для описания математического 

аппарата различают модели лингвистические, теоретико-
множественные, абстрактно-алгебраические, нечеткие, автоматные и т. п. 

Например, на системном уровне преимущественно применяют 
модели систем массового обслуживания и сети Петри, на 
функционально-логическом уровне – автоматные модели на основе 
аппарата передаточных функций или конечных автоматов, на 
макроуровне – системы алгебраических и дифференциальных уравнений, 
на микроуровне – дифференциальные уравнения в частных производных. 
Особое место занимают геометрические модели, используемые в системах 

конструирования. 
Кроме того, введены понятия полных моделей и макромоделей, 

моделей статических и динамических, детерминированных и 
стохастических, аналоговых и дискретных, символических и численных. 

Полная модель объекта в отличие от макромодели описывает 
не только процессы на внешних выводах моделируемого объекта, но и 
внутренние для объекта процессы. Статические модели описывают 
статические состояния, в них не присутствует время в качестве 
независимой переменной. Динамические модели отражают поведение 
системы, т. е. в них обязательно используется время. Стохастические и 
детерминированные модели различают в зависимости от учета или 
неучета случайных факторов. 

В аналоговых моделях фазовые переменные – непрерывные 
величины, в дискретных – дискретные, в частном случае дискретные 
модели являются логическими (булевыми), в них состояние системы и ее 
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элементов описывается булевыми величинами. В ряде случаев полезно 
применение смешанных моделей, в которых одна часть подсистем 
характеризуется аналоговыми моделями, другая – логическими. 

Информационные модели относят к информационной страте 
автоматизированных систем, их используют прежде всего при 
инфологическом проектировании баз данных для описания связей 
между единицами информации. 

Наибольшие трудности возникают при создании моделей 
слабоструктурированных систем, что характерно, прежде всего, для 
системного уровня проектирования. Здесь значительное внимание 
уделяется экспертным методам. В теории систем сформулированы общие 
рекомендации по подбору экспертов при разработке модели, организации 
экспертизы, по 
обработке полученных результатов. Достаточно общий подход к 
построению моделей сложных слабоструктурированных систем 
выражен в методиках IDEF. 

Формальную модель объекта можно представить в виде 
множества величин, описывающих процесс функционирования 
реальной системы и образующих в общем случае следующие 

подмножества: 
совокупность входных воздействий на 

систему xi  X , 

i 1, nx , 
совокупность воздействий внешней среды 

l  X , l 1, nv , 
совокупность внутренних (собственных) параметров 

системы hk H , k 1, nH , 

совокупность выходных характеристик 
системы y j Y ,

 j  1, nY . 
В перечисленных подмножествах можно выделить управляемые 

и неуправляемые переменные. В общем случае xi , vl, hk, yj будут 
элементами непересекающихся подмножеств и содержат как 

детерминированные, так и стохастические составляющие. 
При моделировании системы S входные воздействия, 

воздействия внешней среды Е и внутренние параметры системы являются 
независимыми (экзогенными) переменными, которые в векторной форме 
имеют соответственно вид: 

x(t) (x1(t), x2(t)...xnX (t)) , (t) (1(t), 2 (t)...nV (t)) , h(t) (h (t), h2(t)...hnH (t)) , 
а выходные характеристики системы являются зависимыми (эндогенными) 

переменными и в векторной форме имеют вид y(t) ( y1(t), y2 (t)...ynY (t)) . 
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Процесс функционирования системы S описывают во времени 
оператором F, который в общем случае преобразует экзогенные 
переменные в эндогенные соотношениями вида: 
                                                y(t) F(x, , h, t) .                                      (1.1)  

 
Совокупность зависимостей выходных характеристик системы от 

времени y j (t) для всех видов j 1, nY     называют выходной траекторией 
у(t). Зависимость (1.1) есть закон функционирования системы F. В общем 
случае закон функционирования системы F может быть задан в виде 
функции, функционала, логических условий, в алгоритмической и 

табличной формах или в виде словесного правила соответствия. 
Весьма важным для описания и исследования системы считается 

понятие алгоритма функционирования A, под которым понимают метод 
получения выходных характеристик с учетом входных воздействий х(t), 
воздействий внешней среды v(t) и собственных параметров системы h(t). 
Очевидно, что один и тот же закон функционирования F системы S 
может быть реализован различными способами, т. е. с помощью 
множества различных алгоритмов функционирования A. 

Соотношения (1.1) служат математическим описанием 
поведения объекта (системы) моделирования во времени t, т. е. отражают 
его динамические свойства. Поэтому математические модели такого 
вида принято называть динамическими моделями. 

Для статических моделей математическая модель (1.1) 
представляет собой отображение между двумя подмножествами свойств 
моделируемого объекта Y и (X, V, Н), что в векторной форме может быть 

записано: 
                                                   y(t)  f (x, , h) .                              (1.2)  

Соотношения (1.1) и (1.2) могут быть заданы различными способа- 
ми: аналитически (с помощью формул), графически, таблично и т. д. 
Такие соотношения в ряде случаев могут быть получены через свойства 
системы S в конкретные моменты времени, называемые состояниями. 
Состояние системы S характеризуется векторами: 

 
 
Если рассматривать процесс функционирования системы S как 

последовательную смену состояний z1(t) , z2 (t) , …, zk (t) , то они могут быть 

интерпретированы как координаты точки в k-мерном фазовом пространстве, 
причем каждой реализации процесса будет соответствовать некоторая 
фазовая траектория. Совокупность всех возможных значений состояний {z} 
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0 0 0 0 

0 

называют пространством состояний объекта моделирования Z, причем zk 

Z . 
Состояния системы S в момент времени t0t

* T полностью 
определяются начальными условиями z

' 
(z1 , z2

0(t)..., zk ) , где z1 z1(t0) , z2 

z2 (t0 ) , …, zk zk (t0) , входными воздействиями х(t) внутренними параметрами 
h(t) и воздействиями внешней среды v(t) , которые имели место за промежуток 

времени t* – t0 с помощью двух векторных уравнений: 
z(t) Ф(z ,x, , h, t) ,                                   (1.3) 

 

z(t) F(z, t) .                                         (1.4)  
Первое уравнение по начальному состоянию z° и экзогенным пере- 

менным х, v, h определяет вектор-функцию z(t), а второе по полученному 

значению состояний z(t) – эндогенные переменные на выходе системы 
у(t). Таким образом, цепочка уравнений объекта «вход – состояния – 
выход» позволяет определить характеристики системы: 

y(t) F[Ф(z0 , x, , h, t)] . (1.5) 
 

В общем случае время в модели системы S может рассматриваться 

на интервале моделирования (0, Т) как непрерывное, так и дискретное, т. е. 

квантованное на отрезки длиной t временных единиц каждый, когда T 
mt , где m 1, mT     – число интервалов дискретизации. 

Если математическое описание объекта моделирования не содержит 

элементов случайности или они не учитываются, т. е. если можно считать, что 
в этом случае стохастические воздействия внешней среды (t) и 
стохастические внутренние параметры h(t) отсутствуют, то модель 
называют детерминированной в том смысле, что ее характеристики 
однозначно определяются детерминированными входными воздействиями: 
                                                    y(t)  f (x, t) .                                               (1.6)  

Очевидно, что детерминированная модель представляет собой частный 

случай стохастической модели. 
 

Типовые проектные процедуры 
 
Создать проект объекта (изделия или процесса) означает выбрать 

структуру объекта, определить значения всех его параметров и представить 
результаты в установленной форме. Результаты (проектная документация) 
могут быть выражены в виде чертежей, схем, пояснительных записок, 
программ для программно-управляемого технологического оборудования и 
других документов на бумаге или на машинных носителях информации. 

Структурный синтез. Разработка (или выбор) структуры объекта есть 
проектная процедура, называемая структурным синтезом, а расчет (или 
выбор) значений параметров элементов X – процедура параметрического 

синтеза. 
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Задача структурного синтеза формулируется в системотехнике как 

задача принятия решений (ЗПР). Ее суть заключается в определении цели, 

множества возможных решений и ограничивающих условий. 
Классификацию ЗПР осуществляют по ряду признаков. По числу 

критериев различают задачи одно- и многокритериальные. По степени 
неопределенности различают ЗПР детерминированные, ЗПР в условиях риска 
(при наличии в формулировке задачи случайных параметров), ЗПР в условиях 
неопределенности, т. е. при неполноте или недостоверности исходной 
информации. Реальные задачи проектирования, как правило, являются 

многокритериальными. Одна из основных проблем постановки 
многокритериальных задач – установление правил предпочтения вариантов. 
Способы сведения многокритериальных задач к однокритериальным и 
последующие пути решения изучаются в дисциплинах, посвященных 
методам оптимизации и математическому программированию. 

Наличие случайных факторов усложняет решение ЗПР. Основные 

подходы к решению ЗПР в условиях риска заключаются или в решении 

«для наихудшего случая», или в учете в целевой функции математического 

ожидания и дисперсии выходных параметров. В первом случае задачу 
решают как детерминированную при завышенных требованиях к качеству 

решения, что является главным недостатком подхода. Во втором случае 

достоверность результатов решения намного выше, но возникают трудности 
с оценкой целевой функции. Применение метода Монте-Карло в случае 
алгоритмических моделей становится единственной альтернативой и, 
следовательно, для решения требуются значительные вычислительные 
ресурсы. 

Существуют две группы ЗПР в условиях неопределенности. Одна из 

них решается при наличии противодействия разумного противника. Такие 

задачи изучаются в теории игр, для задач проектирования в технике они не 

характерны. Во второй группе противодействие достижению цели 
оказывают силы природы. Для их решения полезно использовать теорию и 
методы нечетких множеств. 

Например, при синтезе структуры автоматизированной системы 
постановка задачи должна включать в качестве исходных данных следующие 
сведения: 

 множество выполняемых системой функций (другими словами, 
множество работ, каждая из которых может состоять из одной или 
более операций); возможно, что в этом множестве имеется частичная 
упорядоченность работ, которая может быть представлена в виде 
ориентированного графа, где вершины соответствуют работам, а дуги – 
отношениям порядка; 

 типы допустимых для использования серверов (машин), выполняющих 

функции системы; 
 множество внешних источников и потребителей информации; 
 во многих случаях задается также некоторая исходная структура 

системы в виде взаимосвязанной совокупности серверов определенных 
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типов; эта структура может рассматриваться как обобщенная 
избыточная или как вариант первого приближения; 

 различного рода ограничения, в частности ограничения на затраты 
материальных ресурсов и (или) на времена выполнения функций 
системы. 
Задача заключается в синтезе (или коррекции) структуры, определении 

типов серверов (программно-аппаратных средств), распределении функций 
по серверам таким образом, чтобы достигался экстремум целевой функции 

при выполнении заданных ограничений. 
Конструирование, разработка технологических процессов, оформление 

проектной документации – частные случаи структурного синтеза. 
Процедуры анализа. Следующая после синтеза группа проектных 

процедур – процедуры анализа. Цель анализа – получение информации о 
характере функционирования и значениях выходных параметров Y при 
заданных структуре объекта, сведениях о параметрах внешней среды Е и 
параметрах элементов X (параметры внешней среды и параметры элементов 
называют также внешними и внутренними параметрами соответственно). 
Если заданы фиксированные значения параметров X и Е, то имеет место 
процедура одновариантного анализа, которая сводится к решению уравнений 
математической модели, и вычислению вектора выходных параметров Y. 
Если заданы статистические сведения о параметрах X и нужно получить 
оценки числовых характеристик распределений выходных параметров 
(например, оценки математических ожиданий и дисперсий), то это процедура 

статистического анализа. Если требуется рассчитать матрицы абсолютной А 
и (или) относительной В чувствительности, то имеет место задача анализа 
чувствительности. 

В процедурах многовариантного анализа определяется влияние 

внешних параметров, разброса и нестабильности параметров элементов на 

выходные параметры. Процедуры статистического анализа и анализа 
чувствительности – характерные примеры процедур многовариантного 
анализа. 

 
Лекция 4. Системы автоматизированного проектирования 

 
САПР (Система Автоматизации Проектных Работ) — 

автоматизированная система, реализующая информационную технологию 

выполнения функций проектирования, представляет собой организационно-
техническую систему, предназначенную для автоматизации процесса 

проектирования, состоящую из персонала и комплекса технических, 

программных и других средств автоматизации его деятельности (Материал из 

Википедии — свободной энциклопедии). 
 
Для перевода САПР на английский язык используется термин CAD (англ. 

computer-aided de-sign), подразумевающий использование компьютерных 

технологий в проектировании. В ГОСТ 15971-90 термин «Computer-aided 
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design» приводится как стандартизированный англоязычный эквивалент 

термина «автоматизированное проектирование». Понятие CAD может 

обозначать как программные и аппаратные средства, так и аппаратно-
программные комплексы автоматизации проектирования. Понятие CAD не 

является полным эквивалентом САПР, как организационно-технической 

системы. 
За русским термином САПР скрывается несколько классов программных 

систем, имеющих отношение к автоматизации труда инженеров, 

конструкторов и технологов. Каждый из классов имеет устоявшуюся 

трехбуквенную английскую аббревиатуру: 
 двумерное черчение и трехмерное геометрическое проектирование 

(CAD); 
 инженерный анализ (CAE); 
 технологическая подготовка производства (CAPP); 
 автоматизация производства (CAM); 
 управление данными об изделии (PDM); 
 управление жизненным циклом изделия (PLM). 

 
1.3.1. Цели создания и задачи САПР 
 
В рамках жизненного цикла промышленных изделий, САПР решает 

задачи автоматизации стадий проектирования и подготовки производства. 
Основная цель создания САПР — повышение эффективности труда 

инженеров, включая: 
 сокращения трудоёмкости проектирования и планирования; 
 сокращения сроков проектирования; 
 сокращения себестоимости проектирования и изготовления, 

уменьшение затрат на эксплуатацию; 
 повышения качества и технико-экономического уровня результатов 

проектирования; 
 сокращения затрат на натурное моделирование и испытания. 
 
Достижение целей создания САПР обеспечивается путем: 
 автоматизации оформления документации; 
 информационной поддержки и автоматизации принятия решений; 
 использования технологий параллельного проектирования; 
 унификации проектных решений и процессов проектирования; 
 повторного использования проектных решений, данных и наработок; 
 стратегического проектирования; 
 замены натурных испытаний и макетирования математическим 

моделированием на ЭВМ; 
 повышения качества управления проектированием; 
 применения методов вариантного проектирования и оптимизации. 
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 уменьшение объёма испытаний и доводки опытных образцов в 

результате повышения уровня достоверности проектных решений и, 

следовательно, снижение временных затрат. 
 
1.3.2. Структура САПР  
Как и любая сложная система, САПР состоит из подсистем. Различают 

подсистемы проектирующие и обслуживающие.  

 
Рис. 1.3 

Проектирующие подсистемы непосредственно выполняют проектные 

процедуры. Примерами проектирующих подсистем могут служить 

подсистемы геометрического трехмерного моделирования механических 

объектов, изготовления конструкторской документации, схемотехнического 

анализа, трассировки соединений в печатных платах.  
Обслуживающие подсистемы обеспечивают функционирование про-

ектирующих подсистем, их совокупность часто называют системной сре-дой 

(или оболочкой) САПР. Типичными обслуживающими подсистемами будут 

подсистемы управления проектными данными PDM (Product Data 

Management), подсистемы разработки и сопровождения программного 

обеспечения CASE (Computer Aided Software Engineering), обучающие 

подсистемы для освоения пользователями технологий, реализованных в 

САПР. 
Структурирование САПР по различным аспектам обусловливает 

появление видов обеспечения САПР. Принято выделять семь видов 

обеспечения САПР:  
 техническое (ТО), включающее различные аппаратные средства (ЭВМ, 

периферийные устройства, сетевое коммутационное оборудование, 

линии связи, измерительные средства);  
 математическое (МО), объединяющее математические методы, модели 

и алгоритмы для выполнения проектирования;  
 программное (ПО), представляемое компьютерными программами 

САПР (рис.1.3) 
 информационное, состоящее из базы данных, СУБД, а также 

включающее другие данные, используемые при проектировании; 

отметим, что вся совокупность используемых при проектировании 
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данных называется информационным фондом САПР, а база данных (БД) 

вместе с СУБД носит название банка данных;  
 лингвистическое, выражаемое языками общения между 

проектировщиками и ЭВМ, языками программирования и языками 

обмена данными между техническими средствами САПР;  
 методическое, включающее различные методики проектирования, 

иногда к нему относят также математическое обеспечение;  
 организационное, представляемое штатными расписаниями, 

должностными инструкциями и другими документами, 

регламентирующими работу проектного предприятия.  
 
1.3.3. Разновидности САПР  
Классификацию САПР осуществляют по ряду признаков, например, по 

приложению, целевому назначению, масштабам (комплексности решаемых 

задач), характеру базовой подсистемы – ядра САПР.  
По приложениям наиболее представительными и широко используемыми 

следует считать следующие группы САПР.  
1. Машиностроительные САПР (MCAD англ. mechanical computer-

aided design) — автоматизированное проектирование механических 

устройств. Их часто называют машиностроительными САПР или системами 

MCAD (Mechanical CAD). Применяются в автомобилестроение, судостроении, 

авиакосмической промышленности, при создании нефтегазового 

оборудования для добычи, транспортировки, хранения и переработки, при 

производстве товаров народного потребления и т.д., включают в себя 

разработку деталей и сборок (механизмов) с использованием 

параметрического проектирования на основе конструктивных элементов, 

технологий поверхностного и объемного моделирования. Инструментальные 
средства проектирования в машиностроении - это CAD/CAE/CAM системы. 

Они предназначены для комплексной автоматизации проектирования, 

конструирования и изготовления продукции машиностроения; 
2. САПР для радиоэлектроники: системы ECAD (Electronic CAD) или 

EDA (Electronic Design Automation). Их используют для проектирования 

радиоэлектронных средств, интегральных схем, печатных плат и т. п. 
3. САПР в области архитектуры и строительства (AEC CAD (англ. 

architecture, engineering and construction computer-aided design) или CAAD 
(англ. computer-aided architectural design)). Используются для проектирования 

зданий, промышленных объектов, дорог, мостов и проч. 
 EDA (англ. electronic design automation); 
 ECAD (англ. electronic computer-aided design). 

Кроме того, известно большое число специализированных САПР или 

выделяемых в указанных группах, или представляющих самостоятельную 

ветвь в классификации. Примерами таких систем будут САПР больших 

интегральных схем (БИС); САПР летательных аппаратов; САПР 

электрических машин и т. п. 
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Классификация САПР по целевому назначению и их функции 
 
ГОСТ 23501.108-85 устанавливает следующие признаки классификации 

САПР: тип объекта проектирования, разновидность объекта проектирования, 

сложность объекта проектирования, уровень автоматизации проектирования, 

комплексность автоматизации проектирования, характер выпускаемых 

документов, количество выпускаемых документов, количество уровней в 

структуре технического обеспечения. По целевому назначению различают 

САПР или подсистемы САПР, обеспечивающие разные аспекты (страты) 

проектирования. Так, в составе MCAD появляются CAD/САМ/САЕ-системы. 
 
По целевому назначению различают подсистемы САПР, которые 

обеспечивают различные аспекты проектирования. 
- CAD — средства автоматизированного проектирования, в контексте 

указанной классификации термин обозначает средства САПР 

предназначенные для автоматизации двумерного и/или трехмерного 

геометрического проектирования, создания конструкторской и/или 

технологической документации, САПР общего назначения. Для обозначения 

данного класса средств САПР используется также термин CADD (англ. 

computer-aided design and drafting) — автоматизированное проектирование и 

создание чертежей. 
Функции CAD-систем в машиностроении подразделяют на функции 

двухмерного (2D) и трехмерного (3D) проектирования. К функциям 2D 

относятся черчение, оформление конструкторской документации; к функциям 

3D — получение трехмерных моделей, параметрические расчеты, 

реалистичная визуализация, взаимное преобразование 2D и 3D моделей. 
Для современных CAD-систем характерен модульный принцип 

построения. Базовые модули конструкторского проектирования 

предназначены для твердотельного и поверхностного моделирования, синтеза 

конструкций из базовых элементов формы, поддерживают параметризацию и 

ассоциативность, проекционное черчение, выполняют разработку чертежей с 

простановкой размеров и допусков. Пользователь может пополнять 

библиотеку оригинальными моделями. Синтез трехмерных моделей сложной 

формы возможен вытягиванием плоского контура по нормали к его плоскости, 

его протягиванием вдоль произвольной пространственной кривой, вращением 

контура вокруг заданной оси, натягиванием между несколькими заданными 

сечениями. Синтез сборок выполняется вызовом или ссылкой на 

библиотечные элементы, их модификацией, разработкой новых деталей. 

Детали сборки можно нужным образом ориентировать в пространстве. Далее 

следует ввести ассоциативные (сопрягающие) связи. 
Основными MCAD системами являются CATIA (Dassault Systemes), 

UNIGRAPHICS NX (Siemens PLM Software), Pro/ENGINEER (PTC), AutoCAD 
Inventor Professional. 
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Дополнительные модули конструкторского проектирования имеют более 

конкретную, но узкую специализацию. Примерами таких модулей могут 

служить модули конструирования панелей из композитных материалов, 

разработки штампов и литейных пресс-форм, трубопроводных систем, 

сварных конструкций, разводки электрических кабелей и жгутов. 
 
CAE — средства автоматизации инженерных расчётов, анализа и 

симуляции физических процессов, осуществляют динамическое 

моделирование, проверку и оптимизацию изделий. Системы инженерного 

анализа предназначены для изучения поведения продукта с использованием 

его геометрической модели - как правило, такая модель создается в системе 

CAD. Благодаря развитым CAE-системам, первые же собранные в реальном 

цехе изделия демонстрируют все заложенные его проектировщиками 

характеристики и могут тут же поставляется заказчику. 
Наиболее распространены САЕ-системы, использующие решение систем 

дифференциальных уравнений в частных производных методом конечных 

элементов (МКЭ). Они делятся на универсальные системы анализа с 

использованием МКЭ и специализированные. 
Функции систем инженерного анализа (CAЕ) довольно разнообразны, 

так как связаны с проектными процедурами анализа, моделирования, 

оптимизации проектных решений. В состав машиностроительных CAE-
систем прежде всего включают программы для следующих процедур: 

 анализ кинематики и динамики изделия с определением траекторий 

движущихся частей и действующих сил в процессе работы; 
 моделирование упруго-напряженного, деформированного, теплового 

состояния, колебаний конструкции, определения критических нагрузок. 

Чаще всего выполняется в соответствии с методом конечных элементов 

(МКЭ); 
 стационарного и нестационарного газодинамического и теплового 

моделирования с учетом вязкости, турбулентных явлений, пограничного 

слоя и т.п.; 
 расчет состояний и переходных процессов на макроуровне; 
 имитационного моделирования сложных производственных систем на 

основе моделей массового обслуживания и сетей Петри. 
 
Примеры САЕ систем моделирования полей физических величин в 

соответствии с МКЭ: Ansys, MSC Nastrаn, NX Nastran, Cosmos/M, Nisa, 

Moldflow, ABAQUS, LS-DYNA, MSC.ADAMS, MSC, T-FLEX Анализ. 
Специализированные системы МКЭ ориентированы на конкретные виды 

анализа. Примерами таких систем могут служить пакеты Flotran, Fluid, 

предназначенные для моделирования гидро-газодинамических процессов, 

OPTRIS - для моделирования деформаций и др. 
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- CAM — средства технологической подготовки производства изделий, 

обеспечивают автоматизацию программирования и управления оборудования 
с числовым программным управлением (ЧПУ) или ГАПС (Гибких 

Автоматизированных Производственных Систем). Русским аналогом термина 

является АСТПП — автоматизированная система технологической 

подготовки производства. Сюда входит и задача САПР ТП - разработка 

технологической документации (маршрутной, операционной), доводимой до 

рабочих мест и регламентирующей процесс изготовления детали. 
Основные функции систем технологической подготовки производства 

(CAM): разработка технологических процессов, синтез управляющих 

программ для технологического оборудования с числовым программным 

управлением (ЧПУ), моделирование процессов обработки, в том числе 

построение траекторий относительного движения инструмента и заготовки в 

процессе обработки, генерация постпроцессоров для конкретных типов 

оборудования с ЧПУ (NC — Numerical Control), расчет норм времени 

обработки. 
 
Примеры CAM. NX CAM — система автоматизированной разработки 

управляющих про-грамм для станков с ЧПУ от компании Siemens PLM 

Software. SprutCAM —единственная российская CAM-система, и одна из 

немногих среди зарубежных, поддерживающая разработку УП для 

многокоординатного, электроэрозионного и токарно-фрезерного 

оборудования с учетом полной кинематической 3D-модели всех узлов в том 

числе. ADEM (англ. Automated Design Engineering Manufacturing) — 
российская интегрированная CAD/CAM/CAPP система, предназначенная для 

автоматизации конструкторско-технологической подготовки производства 

(КТПП). Пакет EdgeCAM от компании Pathtrace. PowerMill – продукт 

компании Delcam. Функционал CAM-системы Delcam, начиная с 2011-й 

версии, интегрируется в среду проектирования CAD-системы SolidWorks, 

разрабатываемого корпорацией Dassault Systèmes SolidWorks Corp. Mastercam 
– программное обеспечение для фрезерной, токарной, электроэрозионной и 

деревообработки на станках с числовым программным управлением (ЧПУ). 

Разработчик - известная американская компания CNC Software Inc., уже более 

25 лет создает и совершенствует систему и является одним из мировых 

лидеров в CAM индустрии. Mastercam интегрирован в программные продукты 

фирмы АСКОН. 
 
- CAPP (англ. computer-aided process planning - автоматизированная 

система технологической подготовки производства) — средства 

автоматизации планирования технологических процессов, применяемые на 

стыке систем CAD и CAM. 
Это программные продукты, помогающие автоматизировать процесс 

подготовки производства, а именно планирование (написание) 

технологических процессов. В основном такие программы работают с базой 

данных технологических планов предприятия. Задача CAPP следующая: по 
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заданной модели изделия, выполненной в CAD-системе, составить план его 

производства — маршрут изготовления. В этот маршрут входят сведения о 

последовательности технологических операций изготовления детали, а также 

сборочных операциях (если таковые имеются); оборудование, используемое 

на каждой операции, и инструмент, при помощи которого на операциях 

производится обработка. Обычно технологическая подготовка производства 

осуществляется в написании технологических процессов на новые изделия, 

или разработка техпроцессов по уже имеющейся базе типовых 

технологических процессов. Если говорить о автоматизации написании 

технологических процессов, то существует два подхода: модифицированный 

и генеративный. 
 
Примеры CAPP. Tecnomatix — пакет решений для трехмерного 

моделирования, анализа и автоматизированной подготовки производства от 

компании Siemens PLM Software. Vertical - система автоматизации 

технологической подготовки производства от компании Ascon. Техно Про и 

TechnologiCS – отечественных разработок. 
 

PDM (Системы управления данными об изделии или PDM-системы) 

используются на всех этапах проектирования, позволяя осуществлять режим 

коллективного проектирования, автоматизируя функции управления, 

связанные с этим режимом: назначение и обеспечение квалитета 

ответственности, прав доступа, ведение базы данных проекта и т.д. В первую 

очередь системы PDM упрощают передачу данных между отделами 

предприятия и доступ к информации, необходимой для работы в разных 

программных системах. Использование этих систем на предприятии улучшает 

взаимодействие подразделений, уменьшает бумажный документооборот, 

повышает эффективность управления. 
PDM-система управляет всеми связанными с изделием 

информационными процессами (в первую очередь, проектированием изделия 

и технологией его производства), а также всей информацией об изделии - его 

составом и структурой, геометрическими данными, чертежами, планами 

проектирования и производства, нормативными документами, программами 

для станков с ЧПУ, результатами анализа, корреспонденцией, данными о 

партиях и отдельных экземплярах изделия и многим другим. 
 
PDM-система выступает в качестве средства интеграции множества 

используемых на предприятии прикладных автоматизированных систем 

(CAD/CAM/CAE/CAPP/ERP/MRP) за счет сбора поступающей из них 

информации в логически единую модель на основе стандартных интерфейсов 

взаимодействия. 
Пользователями PDM-системы могут быть все сотрудники всех 

предприятий-участников жизненного цикла изделия: конструкторы, 

технологи, работники технического архива, а также сотрудники, работающие 
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в других предметных областях (сбыт, маркетинг, снабжение, финансы, сервис, 

эксплуатация и т. п.). 
 
Наиболее типичные задачи, решаемые при помощи PDM-систем: 

 -электронный архив документации (конструкторской, технологической, 

организационно-распорядительной, проектной, нормативно-
технической); 

 -электронный документооборот (согласование данных и документов, 

контроль исполнения); 
 управление разработкой данных и документации (совместная работа в 

рабочей группе, управление составами и конфигурацией изделий); 
 компьютерная система менеджмента качества; 
 электронные справочники (материалы, ПКИ, стандартные изделия и 

т.д.). 
 
Примеры PDM. В настоящее время наиболее известными PDM-

системами являются ENOVIA и SmarTeam (Dessault Systemes), Teamcenter 
(Siemens PLM Software), Windchill (PTC), mySAP PLM (SAP), BaanPDM 
(BAAN) и российские системы Лоцман: PLM (Аскон), PDM StepSuite (НПО 

"При-кладная логистика"), Party Plus (Лоция Софт). Основные разработчики 

САПР в машиностроении считают целесообразным предлагать комплексные 

системы PLM, в состав которых входят как модули CAD/CAM/CAE, так и 

PDM. 
 
С помощью CAD-средств создаётся геометрическая модель изделия, 

которая используется в качестве входных данных в системах CAM, и на основе 

которой, в системах CAE, формируется требуемая для инженерного анализа 

модель исследуемого процесса. 
Многие системы автоматизированного проектирования совмещают в себе 

решение задач, относящихся к различным аспектам проектирования 

CAD/CAM, CAD/CAE, CAD/CAE/CAM. Такие системы называют 

комплексными или интегрированными. 
По масштабам различают отдельные программно-методические 

комплексы (ПМК) САПР, например, комплекс анализа прочности 

механических изделий в соответствии с методом конечных элементов (МКЭ) 

или комплекс анализа электронных схем; системы ПМК; системы с 

уникальными архитектурами не только программного (software), но и 

технического (hardware) обеспечений.  
По характеру базовой подсистемы различают следующие разновидности 

САПР.  
1. САПР на базе подсистемы машинной графики и геометрического 

моделирования. Эти САПР ориентированы на приложения, где основной 

процедурой проектирования является конструирование, т. е. определение 

пространственных форм и взаимного расположения объектов. К этой группе 
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систем относится большинство САПР в области машиностроения, 

построенных на базе графических ядер.  
2. САПР на базе СУБД. Они ориентированы на приложения, в которых 

при сравнительно несложных математических расчетах перерабатывается 

большой объем данных. Такие САПР преимущественно встречаются в 

технико-экономических приложениях, например, при проектировании бизнес-
планов, но они имеются также при проектировании объектов, подобных 

щитам управления в системах автоматики.  
3. САПР на базе конкретного прикладного пакета. Фактически это 

автономно используемые ПМК, например, имитационного моделирования 

производственных процессов, расчета прочности по МКЭ, синтеза и анализа 

систем автоматического управления и т. п. Часто такие САПР относят к 

системам САЕ. Примерами могут служить программы логического 

проектирования на базе языка VHDL, математические пакеты типа МаthСАD.  
4. Комплексные (интегрированные) САПР, состоящие из совокупности 

подсистем предыдущих видов. Характерными примерами комплексных САПР 

будут CAD/САМ/САЕ-системы в машиностроении или САПР сверхбольших 

интегральных схем (СБИС). Так, САПР БИС включает в себя СУБД и под 

системы проектирования компонентов, принципиальных, логических и 

функциональных схем, топологии кристаллов, тестов для проверки годности 

изделий. Для управления столь сложными системами применяют 

специализированные системные среды. 
 
 

Лекция 5. Основы автоматизированного проектирования 
 

Основные принципы проектирования 
 
Кратко, процесс проектирования рассматривается как начальный этап 

создания нового изделия и заключается в получении и преобразовании 

исходного описания объекта в окончательное описание на основе выполнения 

комплекса работ исследовательского, расчетного и конструкторского 

характера. 
 
Проектирование, при котором проектные решения получают путем 

взаимодействия человека, ЭВМ и комплекса программных и других средств 

автоматизации его деятельности, называют автоматизированным (также 

бывает: ручное – реализуется без участия ЭВМ; автоматическое – без участия 

человека). Система, реализующая автоматизированное проектирование, 

представляет собой систему автоматизированного проектирования (САПР). 
Проектирование сложных объектов основано на применении идей и 

принципов, изложенных в ряде теорий и подходов. Наиболее общим подходом 

является системный подход, идеями которого пронизаны различные методики 

проектирования сложных систем. 
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Основной общий принцип системного подхода заключается в 

рассмотрении частей явления или сложной системы с учетом их 

взаимодействия. Системный подход включает в себя выявление структуры 

системы, типизацию связей, определение атрибутов, анализ влияния внешней 

среды, учитывает социально-экономические и экологические последствия их 

функционирования. 
В технике дисциплину, в которой исследуются сложные технические 

системы, их проектирование, и аналогичную теории систем, чаще называют 

системотехникой. Предметом системотехники являются, во-первых, 
организация процесса создания, использования и развития технических 

систем, во-вторых, методы и принципы их проектирования и исследования. В 

системотехнике важно уметь сформулировать цели системы и организовать 

ее рассмотрение с позиций поставленных целей. Тогда можно отбросить 

лишние и малозначимые части при проектировании и моделировании, перейти 

к постановке оптимизационных задач. 
 
Системы автоматизированного проектирования относятся к числу 

наиболее сложных современных искусственных систем. Их проектирование и 

сопровождение невозможны без системного подхода. Поэтому идеи и 

положения системотехники входят составной частью в дисциплины, 
посвященные изучению современных автоматизированных систем и 

технологий их применения. Например, системный подход к моделированию 

подразумевает возможность повторного использования информации и 

наработок в ходе проектирования сложных машиностроительных 

конструкций. 
Другие компоненты системотехники, такие как: структурный, блочно-

иерархический, объектно-ориентированный подходы включают в себя 

основные положения системного подхода. 
При структурном подходе, как разновидности системного, требуется 

синтезировать варианты системы из компонентов (блоков) и оценивать 

варианты при их частичном переборе с предварительным прогнозированием 

характеристик компонентов. 
 
Блочно-иерархический подход к проектированию использует идеи 

декомпозиции сложных описаний объектов и соответственно средств их 

создания на иерархические уровни и аспекты, вводит понятие стиля 

проектирования (восходящее и нисходящее), устанавливает связь между 

параметрами соседних иерархических уровней. 
Объектно-ориентированный подход к проектированию (ООП) 

используется в основном при разработке информационных систем и прежде 

всего их программного обеспечения (ПО). Данный подход имеет следующие 

преимущества в решении проблем управления сложностью и интеграции ПО: 
 вносит в модели приложений большую структурную определенность, 

распределяя представленные в приложении данные и процедуры между 

классами объектов; 
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 сокращает объем спецификаций, благодаря введению в описания 

иерархии объектов и отношений иcследования между свойствами 

объектов разных уровней иерархии; 
 уменьшает вероятность искажения данных вследствие ошибочных 

действий за счет ограничения доступа к определенным категориям 

данных в объектах. Описание в каждом классе объектов допустимых 

обращений к ним и принятых форматов сообщений облегчает 

согласование и интеграцию ПО. 
 
Для всех подходов к проектированию сложных систем характерны также 

следующие особенности. 
1. Структуризация процесса проектирования, выражаемая 

декомпозицией проектных задач и документации, выделением стадий, 

этапов, проектных процедур. Эта структуризация является сущностью 

блочно-иерархического подхода к проектированию. 
2. Итерационный характер проектирования. 
3. Типизация и унификация проектных решений и средств проектирования. 

 
Проектирование и конструирование 

 
Разработка нового объекта осуществляется не только путем 

проектирования, но и путем конструирования. Проектирование и 

конструирование являются взаимосвязанными процессами, дополняющими 

друг друга. Проектирование принято рассматривать как процесс построения 

общей схемы установки, агрегата, их узлов и систем, а конструирование – как 

более детальную про-работку этой схемы с учетом технологии изготовления. 
Конструкционная форма объекта уточняется применением методов 

проектирования – произведением расчетов параметров, прочностных 

расчетов, оптимизации и др. 
Применительно к объектам нефтегазового оборудования конструкция – 

это устройство, взаимное расположение частей и элементов установки, 

определяющееся его назначением. Конструкция предусматривает способ 

соединения, взаимодействие частей, а также материал, из которого должны 

быть изготовлены отдельные части (элементы). 
В свою очередь проектирование возможно только при предварительно 

принятых вариантах конструкционного исполнения. Проектирование 

предшествует конструированию и представляет собой поиск научно 

обоснованных, технически осуществимых и экономически целесообразных 

инженерных решений. 
Результатом проектирования является проект разрабатываемой 

установки. 
В результате конструирования создается конкретная, однозначная 

конструкция изделия. 
В процессе конструирования выполняется: 

 формирование технических требования к изделию и его частям; 
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 создание моделей, изображений, видов изделия; 
 расчет комплекса размеров с допускаемыми отклонениями; 
 формирование требований к поверхностям; 
 создание технической документации. 

 
Конструирование опирается на результаты проектирования и уточняет 

все инженерные решения, принятые при проектировании. Создаваемая в 

процессе конструирования техническая документация должна обеспечить 

перенос всей конструкторской информации на изготавливаемое устройство и 

его рациональную эксплуатацию. 
 
Цель проектирования и конструирования – разработка нового 

изделия, которое не существует или существует в другой форме и имеет иные 

размеры и параметры (в виде прототипа). 
Проектирование и конструирование – виды интеллектуальной 

деятельности, при которой у разработчика формируется конкретный образ, 

техническое решение, которое подвергается мысленным изменениям, эффект 

внесения которых всесторонне оценивается, оптимизируется и впоследствии 

принимает окончательный, технически обоснованный вид. 
В технической литературе часто используется термин «разработка». По 

сути – это более широкое понятие, чем проектирование и конструирование. В 

разработку входят не только два эти вида инженерного творчества, но и 

ведение научно-исследовательских и проектно-конструкторских работ. 
 

Стадии проектирования 
 

Стадии проектирования — наиболее крупные части проектирования, 
как процесса, разви-вающегося во времени. В общем случае выделяют стадии 

научно-исследовательских работ (НИР), эскизного проекта или опытно-
конструкторских работ (ОКР), технического, рабочего проектов, испытаний 

опытных образцов или опытных партий. Стадию НИР иногда называют 

предпроектны-ми исследованиями или стадией технического предложения. 

Очевидно, что по мере перехода от стадии к стадии степень подробности и 

тщательность проработки проекта возрастают, и рабочий проект уже должен 

быть вполне достаточным для изготовления опытных или серийных образцов. 

Близким к определению стадии, но менее четко оговоренным понятием, 

является понятие этапа проектирования. 
Техническое задание (ТЗ) является первичным, основополагающим 

документом. ТЗ отражает технические, технико-экономические 

характеристики будущего изделия, определяет основные характеристики 

конструкции и принципы работы. Требования ТЗ основываются на 

современных достижениях науки и техники, на выполнении научно-
исследовательских и экспериментальных работах. 

Техническое предложение – начальный этап проектирования. Основная 

задача этого этапа – проверка совместимости требований ТЗ с возможностями 
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реализации технических решений. Техническое предложение содержит анализ 

возможных вариантов технических решений и обоснование предлагаемого 

варианта решения. 
Эскизный проект – конструкторская проработка оптимального варианта 

изделия до уровня принципиальных конструкторских решений, дающих 

общее представление об устройстве и принципах работы изделия. В эскизном 

проекте закладываются основы применения типовых, стандартизованных и 

унифицированных составных частей разработки, формируются требования к 

специальным комплектующим. 
Технический проект выполняют на основе согласованного и 

утвержденного эскизного проекта, а в тех случаях, когда последний не 

разрабатывается, - на основе согласованного и утвержденного технического 

задания (утвержденного технического предложения). Технический проект 

должен полностью определять проектируемую конструкцию и содержать 

окончательный технико-экономический расчет. Технический проект содержит 

технические решения и данные, достаточные для полного представления об 

устройстве и принципах работы устройства. В техническом проекте должны 

быть решены все вопросы, обеспечивающие высокий технический уровень 

нового изделия как в процессе изготовления, сборки, испытания, так и в 

процессе эксплуатации. Все расчеты технического проекта выполняются в 

окончательном виде, не требующем проверки или уточнения на этапе 

разработки рабочей документации. 
Разработка рабочей документации составляет заключительный этап 

проектирования, задачей которого является полная детализация проектных 

решений, обеспечивающая возможность осуществления всех 

производственных операций, связанных с реализацией этих решений и 

созданием изделия. 
 
На всех этапах проектирования и конструирования инженер разработчик 

даже при создании новых, ранее не существовавших установок использует 

накопленный опыт предшествующих разработок аналогичных объектов. 

Такой опыт представляется ему в виде технической документации, созданной 

при разработке объектов, в виде результатов их эксплуатации, 

опубликованных в различных литературных источниках, в виде патентно-
информационных материалов. 

Стадии (этапы) проектирования подразделяют на составные части, 

называемые проектными процедурами. Примерами проектных процедур 

могут служить подготовка трех мерных моделей и деталировочных чертежей, 

анализ кинематики, моделирование переходного процесса, оптимизация 

параметров и другие проектные задачи. В свою очередь, проектные процедуры 

можно расчленить на более мелкие компоненты, называемые, например, при 

анализе прочности детали сеточными методами. Операциями могут быть 

построение сетки, выбор или расчет внешних воздействий, собственно 

моделирование полей напряжений и деформаций, представление результатов 
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моделирования в графической и текстовой формах. Проектирование сводится 

к выполнению некоторых последовательностей проектных процедур. 
 

Компоненты и обеспечение САПР 
 
Каждая подсистема, в свою очередь состоит из компонентов, 

обеспечивающих функционирование подсистемы. Компонент выполняет 

определенную функцию в подсистеме и представляет собой наименьший 

(неделимый) самостоятельно разрабатываемый или покупной элемент САПР 

(программа, файл модели детали, графический дисплей, инструкция и т. п.). 

Совокупность однотипных компонентов образует средство обеспечения 

САПР. Выделяют следующие виды обеспечения САПР: 
 

1. Техническое обеспечение (ТО) — совокупность связанных и 

взаимодействующих технических средств, обеспечивающих работу САПР, 

включающая различные аппаратные средства (ЭВМ, периферийные 

устройства, сетевое оборудование, линии связи, измерительные средства). 
2. Математическое обеспечение (МО), объединяющее математические 

методы, модели и алгоритмы, используемые для решения задач 

автоматизированного проектирования. МО по назначению и способам 

реализации делят на две части: 
 математические методы и построенные на их основе математические 

модели объектов проектирования или их части; 
 формализованное описание технологии автоматизированного 

проектирования. 
 
Подсистемы машинной графики и геометрического моделирования 

(МГиГМ) занимают центральное место в машиностроительных САПР. 

Конструирование изделий в них, как правило, проводится в интерактивном 

режиме при оперировании геометрическими моделями, т.е. математическими 

объектами, отображающими форму деталей, состав сборочных узлов и 

возможно некоторые дополнительные параметры (масса, момент инерции, 

цвета поверхности и т.п.). 
 
В подсистемах МГиГМ типичный маршрут обработки данных включает 

в себя получение проектного решения в прикладной программе, его 

представление в виде геометрической модели (геометрическое 

моделирование), подготовку проектного решения к визуализации, собственно 

визуализацию в аппаратуре рабочей станции и при необходимости 

корректировку решения в интерактивном режиме. Две последние операции 

реализуются на базе аппаратных средств машинной графики. Когда говорят о 

математическом обеспечении МГиГМ, имеют в виду прежде всего модели, 

методы и алгоритмы для геометрического моделирования и подготовки к 

визуализации. При этом часто именно математическое обеспечение 
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подготовки к визуализации называют математическим обеспечением 

машинной графики. 
Различают математическое обеспечение двумерного (2D) и трехмерного 

(3D) моделирования. Основные применения 2D графики — подготовка 

чертежной документации в машиностроительных САПР. 
В 3D моделировании различают модели каркасные (проволочные), 

поверхностные, объемные (твердотельные). 
- Каркасная модель представляет форму детали в виде конечного 

множества линий, лежащих на поверхностях детали. Для каждой линии 

известны координаты концевых точек и указана их инцидентность ребрам или 

поверхностям. Оперировать каркасной моделью на дальнейших операциях 

маршрутов проектирования неудобно, и поэтому каркасные модели в 

настоящее время используют редко. 
- Поверхностная модель отображает форму детали с помощью задания 

ограничивающих ее поверхностей, например, в виде совокупности данных о 

гранях, ребрах и вершинах. Особое место занимают модели деталей с 

поверхностями сложной формы, так называемыми скульптурными 

поверхностями. К таким деталям относятся корпуса многих транспортных 

средств (например, судов, автомобилей), детали, обтекаемые потоками 

жидкостей и газов (лопатки турбин, крылья самолетов), и др. 
- Объемные модели отличаются тем, что в них в явной форме содержатся 

сведения о принадлежности элементов внутреннему или внешнему по 

отношению к детали пространству. 
 

3. Программное обеспечение (ПО), представляемое компьютерными 

программами необходимыми для осуществления процесса проектирования. 

ПО САПР подразделяется на общесистемное и прикладное: 
 общесистемное ПО предназначено для управления компонентами 

технического обеспечения и обеспечения функционирования 

прикладных программ. Примером компонента общесистемного ПО 

является операционная система. 
 прикладное ПО реализует математическое обеспечение для 

непосредственного выполнения проектных процедур включает 

программы пакеты прикладных программ, предназначенные для 

обслуживания определенных этапов проектирования или групп 

однотипных задач внутри различных этапов (модуль проектирования 

трубопроводов, пакет схемотехнического моделирования, 

геометрический решатель САПР). 
4. Информационное обеспечение (ИО) — совокупность сведений, 
необходимых для выполнения проектирования, состоит из описания 

стандартных проектных процедур, типовых проектных решений, 

комплектующих изделий и их моделей, правил и норм проектирования. 

Основная часть ИО САПР — базы данных и системы управления базами 

данных. 
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5. Лингвистическое обеспечение (ЛО) — совокупность языков, 
используемых в САПР для представления информации о проектируемых 

объектах, процессе и средствах проектирования, а также для осуществления 

диалога проектировщик-ЭВМ и обмена данными между техническими 

средствами САПР, включает термины, определения, правила формализации 

естественного языка, методы сжатия и развертывания. В ЛО выделяют класс 

различного типа языков проектирования и моделирования (VHDL, VERILOG, 
UML, GPSS). 
6. Методическое обеспечение (МетО) — описание технологии 

функционирования САПР, методов выбора и применения пользователями 

технологических приемов для получения конкретных результатов, 

включающее в себя теорию процессов, происходящих в проектируемых 

объектах, методы анализа, синтеза систем и их составных частей, различные 

методики проектирования, иногда к МетО относят также МО и ЛО. 
7. Организационное обеспечение (ОО) — совокупность документов, 
определяющих состав проектной организации, связь между подразделениями, 

организационную структуру объекта и системы автоматизации, деятельность 

в условиях функционирования системы, форму представления результатов 

проектирования. В ОО входят штатные расписания, должностные инструкции, 

правила эксплуатации, приказы, положения и т. п. 
В САПР как проектируемой системе, выделяют также эргономическое и 

правовое обеспечения. 
1. Эргономическое обеспечение объединяет взаимосвязанные 

требования, направленные на согласование психологических, 

психофизиологических, антропометрических характеристик и 

возможностей человека с техническими характеристиками средств 

автоматизации и параметрами рабочей среды на рабочем месте. 
2. Правовое обеспечение состоит из правовых норм, регламентирующих 

правоотношения при функционировании САПР, и юридический статус 

результатов ее функционирования. 
 

Лекция 6. CALS-технологии 
 
CALS-технологии призваны служить средством, интегрирующим 

промышленные автоматизированные системы в единую 

многофункциональную систему. Целью интеграции автоматизированных 

систем проектирования и управления является повышение эффективности 

создания и использования сложной техники. 
Повышение эффективности заключается в следующем. 
Во-первых, повышается качество изделий за счет более полного учета 

имеющейся информации при проектировании и принятии управленческих 
решений. Так, обоснованность решений, принимаемых в автоматизированной 

системе управления предприятием (АСУП), будет выше, если ЛПР (лицо, 

принимающее решение) и соответствующие программы АСУП имеют 

оперативный доступ не только к базе данных АСУП, но и к базам данных 
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других автоматизированных систем (САПР, АСТПП и АСУТП) и, 

следовательно, могут оптимизировать планы работ, содержание заявок, 

распределение исполнителей, выделение финансов и т.п. При этом под 

оперативным доступом следует понимать не просто возможность считывания 

данных из БД, но и легкость их правильной интерпретации, т.е. 

согласованность по синтаксису и семантике с протоколами, принятыми в 

АСУП. То же относится и к другим системам, например, технологические 

подсистемы должны с необходимостью воспринимать и правильно 

интерпретировать данные, поступающие от подсистем автоматизированного 

конструирования. Этого не так легко добиться, если основное предприятие и 

организации-смежники работают с разными автоматизированными 

системами. 
Во-вторых, сокращаются материальные и временные затраты на 

проектирование и изготовление продукции. Применение CALS-технологий 

позволяет существенно сократить объемы проектных работ, так как описания 

ранее выполненных удачных разработок компонентов и устройств, многих 

составных частей оборудования, машин и систем, проектировавшихся ранее, 

хранятся в базах данных сетевых серверов, доступных любому пользователю 

CALS-технологии. Доступность опять же обеспечивается согласованностью 

форматов, способов, руководств в разных частях общей интегрированной 

системы. Кроме того, появляются более широкие возможности для 

специализации предприятий, вплоть до создания виртуальных предприятий, 

что также способствует снижению затрат. 
В-третьих, существенно снижаются затраты на эксплуатацию, благодаря 

реализации функций интегрированной логистической поддержки. 

Существенно облегчается решение проблем ремонтопригодности, интеграции 

продукции в различные рода системы и среды, адаптации к меняющимся 

условиям эксплуатации и т.п. [2]. 
Эти преимущества интеграции данных достигаются применением 

современных CALS-технологий. 
Промышленные автоматизированные системы могут работать 

автономно, и в настоящее время так обычно и происходит. Однако 

эффективность автоматизации будет заметно выше, если данные, 

генерируемые в одной из систем, будут доступны в других системах, 

поскольку принимаемые в них решения станут более обоснованными. 
Чтобы достичь должного уровня взаимодействия промышленных 

автоматизированных систем требуется создание единого информационного 

пространства в рамках как отдельных предприятий, так и, что более важно, в 

рамках объединения предприятий. Единое информационное пространство 

обеспечивается благодаря унификации как формы, так и содержания 
информации о конкретных изделиях на различных этапах их жизненного 

цикла. 
Унификация формы достигается использованием стандартных форматов 

и языков представления информации в межпрограммных обменах и при 

документировании. 
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Унификация содержания, понимаемая как однозначная правильная 

интерпретация данных о конкретном изделии на всех этапах его жизненного 

цикла, обеспечивается разработкой онтологий (метаописаний) приложений, 

закрепляемых в прикладных протоколах CALS. 
Унификация перечней и наименований сущностей, атрибутов и 

отношений в определенных предметных областях является основой для 

единого электронного описания изделия в CALS-пространстве [2, 6]. 
 

Этапы жизненного цикла изделий машиностроительного 

производства и промышленные автоматизированные системы 
 
Жизненный цикл изделий (ЖЦИ) включает ряд этапов, начиная от 

зарождения идеи нового продукта до его утилизации по окончании срока 

использования. К ним относятся этапы маркетинговых исследований, 

проектирования, технологической подготовки производства (ТПП), 
собственно производства, послепродажного обслуживания и эксплуатации 

продукции, утилизации. 
Основные этапы жизненного цикла промышленных изделий 

представлены на рис. 5.1. Там же указаны основные типы 

автоматизированных систем, используемых в жизненном цикле изделий. 
 

Рис. 5.1. Этапы жизненного цикла промышленных 

изделий и системы их автоматизации 

Системы, указанные на рис. 5.1, поддерживают следующие этапы и 

процедуры в жизненном цикле изделий (более подробное описание см. 

ниже): 
 САЕ – Computer Aided Engineering (автоматизированные расчеты и 

анализ); 
 CAD – Computer Aided Design (автоматизированное проектирование); 
 САМ – Computer Aided Manufacturing (автоматизированная 

технологическая подготовка производства); 
 PDM – Product Data Management (управление проектными данными); 
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 ERP – Enterprise Resource Planning (планирование и управление 

предприятием); 
 MRP-2 – Manufacturing (Material) Requirement Planning (планирование 

производства); 
 MES – Manufacturing Execution System (производственная 

исполнительная система); 
 SCM – Supply Chain Management (управление цепочками поставок); 
 CRM – Customer Relationship Management (управление взаимоотноше-

ниями с заказчиками); 
 SCADA – Supervisory Control And Data Acquisition (диспетчерское 

управление производственными процессами); 
 CNC – Computer Numerical Control (компьютерное числовое 

управление); 
 S&SM – Sales and Service Management (управление продажами и 

обслуживанием); 
 СРС – Collaborative Product Commerce (совместный электронный бизнес). 

 
На всех этапах жизненного цикла имеются свои целевые установки. При 

этом участники жизненного цикла стремятся достичь поставленных целей с 

максимальной эффективностью. Например, на этапах проектирования, ТПП и 

производства нужно обеспечить выполнение требований, предъявляемых к 

производимому продукту, при заданной степени надежности изделия и 

минимизации материальных и временных затрат, что необходимо для 

достижения успеха в конкурентной борьбе в условиях рыночной экономики. 
Современные САПР (или системы CAE/CAD), обеспечивающие сквозное 

проектирование сложных изделий или, по крайней мере, выполняющие 

большинство проектных процедур, имеют многомодульную структуру. 

Модули различаются своей ориентацией на те или иные проектные задачи 

применительно к тем или иным типам устройств и конструкций. При этом 

возникают естественные проблемы, связанные с построением общих баз 

данных, с выбором протоколов, форматов данных и интерфейсов разнородных 

подсистем, с организацией совместного использования модулей при 

групповой работе. 
Эти проблемы усугубляются на предприятиях, производящих сложные 

изделия, в частности с механическими и радиоэлектронными подсистемами, 

поскольку САПР машиностроения и радиоэлектроники до недавнего времени 

развивались самостоятельно, в отрыве друг от друга. 
Для решения проблем совместного функционирования компонентов 

САПР различного назначения разрабатываются системы управления 

проектными данными – системы PDM. Они либо входят в состав модулей 

конкретной САПР, либо имеют самостоятельное значение и могут работать 

совместно с разными САПР. 
Уже на этапе проектирования требуются услуги системы SCM, иногда 

называемой системой управления поставками комплектующих (Component 
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Supplier Management), которая на этапе производства обеспечивает поставки 

необходимых материалов и комплектующих. 
Автоматизированные системы технологической подготовки 

производства (АСТПП), составляющие основу системы САМ, выполняют 

синтез технологических процессов и программ для оборудования с числовым 

программным управлением (ЧПУ), выбор технологического оборудования, 

инструмента, оснастки, расчет норм времени и т.п. Модули системы САМ 

обычно входят в состав развитых САПР, и потому интегрированные САПР 

часто называют системами CAE/CAD/CAM/PDM. 
Функции управления на промышленных предприятиях выполняются 

автоматизированными системами на нескольких иерархических уровнях. 

Автоматизацию управления на верхних уровнях от корпорации 

(производственных объединений предприятий) до цеха осуществляют 

автоматизированные системы управления предприятием (АСУП), 

классифицируемые как системы ERP или MRP-2. 
Наиболее развитые системы ERP выполняют различные бизнес- функции, 

связанные с планированием производства, закупками, сбытом 
продукции, анализом перспектив маркетинга, управлением финансами, 

персоналом, складским хозяйством, учетом основных фондов и т. п. Системы 

MRP-2 ориентированы главным образом на бизнес-функции, непосредственно 

связанные с производством. АСУТП контролируют и используют данные, 

характеризующие состояние технологического оборудования и протекание 

технологических процессов. Именно их чаще всего называют системами 

промышленной автоматизации. 
Для выполнения диспетчерских функций (сбора и обработки данных о 

состоянии оборудования и технологических процессов) и разработки 

программного обеспечения для встроенного оборудования в состав АСУТП 

вводят систему SCADA. Для непосредственного программного управления 

технологическим оборудованием используют системы CNC на базе 

контроллеров (специализированных компьютеров, называемых 

промышленными), встроенных в технологическое оборудование. 
На этапе реализации продукции выполняются функции управления 

отношениями с заказчиками и покупателями, проводится анализ рыночной 

ситуации, определяются перспективы спроса на планируемые к выпуску 

изделия. Эти задачи решаются с помощью системы CRM. Маркетинговые 

функции иногда возлагаются на систему S&SM, которая, кроме того, служит 

для решения проблем обслуживания. 
На этапе эксплуатации применяются специализированные компьютерные 

системы, занятые вопросами ремонта, контроля, диагностики 

эксплуатируемых систем. Обслуживающий персонал использует 

интерактивные учебные пособия и технические руководства, а также средства 

для дистанционного консультирования при поиске неисправностей, 

программы для автоматизированного заказа деталей взамен отказавших. 
Функции некоторых автоматизированных систем часто перекрываются. 

В частности, это относится к системам MRP и MRP-2. Управление 
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маркетингом может быть поручено как системе ERP, так и системе CRM или 

S&SM. 
На решение оперативных задач управления проектированием, 

производством и маркетингом ориентированы системы MES. Они близки по 

некоторым выполняемым функциям к системам ERP, PDM, SCM, S&SM и 

отличаются от них именно оперативностью, принятием решений в реальном 

времени, причем важное значение придается оптимизации этих решений с 

учетом текущей информации о состоянии оборудования и процессов. 
Достижение поставленных целей на современных предприятиях, 

выпускающих сложные технические (высокотехнологичные) изделия, 

оказывается невозможным без широкого использования автоматизированных 

систем (АС), основанных на применении компьютеров и предназначенных для 

создания, переработки и использования всей необходимой информации о 

свойствах изделий и сопровождающих процессов. Специфика задач, 

решаемых на различных этапах жизненного цикла изделий, обусловливает 

разнообразие применяемых АС. 
Рассмотрим содержание основных этапов ЖЦИ для изделий 

машиностроения. 
На этапе проектирования выполняются проектные процедуры — 

формирование принципиального решения, разработка геометрических 

моделей и чертежей, расчеты, моделирование процессов, оптимизация и т.п. 

Этап проектирования включает все необходимые стадии, начиная с внешнего 

проектирования, выработки концепции (облика) изделия и кончая 

испытаниями пробного образца или партии изделий. Внешнее проектирование 

обычно включает разработку технического и коммерческого предложений и 

формирование технического задания (ТЗ) на основе результатов 

маркетинговых исследований и/или требований, предъявленных заказчиком. 
На этапе подготовки производства разрабатываются маршрутная и 

операционная технологии изготовления деталей, реализуемые в программах 

для станков ЧПУ; технология сборки и монтажа изделий; технология контроля 

и испытаний. 
На этапе производства осуществляются: календарное и оперативное 

планирование; приобретение материалов и комплектующих с их входным 

контролем; механообработки и другие требуемые виды обработки; контроль 

результатов обработки; сборка; испытания и итоговый контроль. 
На постпроизводственных этапах выполняются консервация, упаковка, 

транспортировка; монтаж у потребителя; эксплуатация, обслуживание, 

ремонт; утилизация. 
Автоматизация проектирования осуществляется САПР. В САПР 

машиностроительных отраслей промышленности принято выделять системы 

функционального, конструкторского и технологического проектирования. 

Первые из них называют системами расчетов и инженерного анализа или 

системами CAE (Computer Aided Engineering). Системы конструкторского 

проектирования называют системами CAD (Computer Aided Design). 
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Проектирование технологических процессов выполняется в 

автоматизированных системах технологической подготовки производства 

(АСТПП), входящих как составная часть в системы CAM (Computer Aided 

Manufacturing) [3]. 
Для решения проблем совместного функционирования компонентов 

САПР различного назначения, координации работы систем CAE/CAD/CAM, 

управления проектными данными и проектированием разрабатываются 

системы, получившие название систем управления проектными данными 

PDM (Product Data Management). Системы PDM либо входят в состав модулей 

конкретной САПР, либо имеют самостоятельное значение и могут работать 

совместно с разными САПР. 
На большинстве этапов жизненного цикла, начиная с определения 

предприятий-поставщиков исходных материалов и компонентов и кончая 

реализацией продукции, требуются услуги системы управления цепочками 

поставок — Supply Chain Management (SCM). Цепь поставок обычно 

определяют как совокупность стадий увеличения добавленной стоимости 

продукции при ее движении от компаний-поставщиков к компаниям-
потребителям. Управление цепью поставок подразумавает продвижение 

материального потока с минимальными издержками. При планировании 

производства система SCM управляет стратегией позиционирования 

продукции. Если время производственного цикла меньше времени ожидания 

заказчика на получение готовой продукции, то можно применять стратегию 

"изготовление на заказ". Иначе приходится использовать стратегию 

"изготовление на склад". При этом во время производственного цикла должно 

входить время на размещение и исполнение заказов на необходимые 

материалы и комплектующие на предприятиях-поставщиках. 
В последнее время усилия многих компаний, производящих программно-

аппаратные средства автоматизированных систем, направлены на создание 

систем электронного бизнеса (E-commerce). Задачи, решаемые системами E-
commerce, сводятся не только к организации на сайтах Internet витрин товаров 

и услуг. Они объединяют в едином информационном пространстве запросы 

заказчиков и данные о возможностях множества организаций, 

специализирующихся на предоставлении различных услуг и выполнении тех 

или иных процедур и операций по проектированию, изготовлению, поставкам 

заказанных изделий. Проектирование непосредственно под заказ позволяет 

добиться наилучших параметров создаваемой продукции, а оптимальный 

выбор исполнителей и цепочек поставок ведет к минимизации времени и 

стоимости выполнения заказа. Координация работы многих предприятий-
партнеров с использованием технологий Internet возлагается на системы E-
commerce, называемые системами управления данными в интегрированном 

информационном пространстве CPC (Collaborative Product Commerce) [7]. 
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Управление в промышленности, как и в любых сложных системах, имеет 

иерархическую структуру. В общей структуре управления выделяют 

несколько иерархических уровней, в соответствии с рис. 4. 

Автоматизация управления на различных уровнях реализуется с 

помощью автоматизированных систем управления (АСУ). 
Информационная поддержка этапа производства продукции 

осуществляется автоматизированными системами управления предприятием 

(АСУП) и автоматизированными системами управления технологическими 

процессами (АСУТП). 
К АСУП относятся системы планирования и управления предприятием 

ERP (Enterprise Resource Planning), планирования производства и требований 
к материалам MRP-2 (Manufacturing Requirement Planning) и упомянутые выше 

системы SCM. Наиболее развитые системы ERP выполняют различные 

бизнес-функции, связанные с планированием производства, закупками, 

сбытом продукции, анализом перспектив маркетинга, управлением 

финансами, персоналом, складским хозяйством, учетом основных фондов и 

т.п. Системы MRP-2 ориентированы, главным образом, на бизнес-функции, 

непосредственно связанные с производством. В некоторых случаях системы 

SCM и MRP-2 входят как подсистемы в ERP, в последнее время их чаще 

рассматривают как самостоятельные системы. 
Промежуточное положение между АСУП и АСУТП занимает 

производственная исполнительная система MES (Manufacturing Execution 

Systems), предназначенная для решения оперативных задач управления 

проектированием, производством и маркетингом. 
В состав АСУТП входит система SCADA (Supervisory Control and Data 

Acquisition), выполняющая диспетчерские функции (сбор и обработка данных 

о состоянии оборудования и технологических процессов) и помогающая 

разрабатывать ПО для встроенного оборудования. Для непосредственного 

программного управления технологическим оборудованием используют 

системы CNC (Computer Numerical Control) на базе контроллеров 

(специализированных компьютеров, называемых промышленными), которые 

 

Рис. 4 – Общая структура управления 
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встроены в технологическое оборудование с числовым программным 

управлением (ЧПУ). Системы CNC называют также встроенными 

компьютерными системами. 
Система CRM используется на этапах маркетинговых исследований и 

реализации продукции, с ее помощью выполняются функции управления 

отношениями с заказчиками и покупателями, проводится анализ рыночной 

ситуации, определяются перспективы спроса на планируемые изделия. 
Функции обучения обслуживающего персонала выполняют 

интерактивные электронные технические руководства IETM (Interactive 

Electronic Technical Manuals). С их помощью выполняются диагностические 

операции, поиск отказавших компонентов, заказ дополнительных запасных 

деталей и некоторые другие операции на этапе эксплуатации систем. 
Управление данными в едином информационном пространстве на 

протяжении всех этапов жизненного цикла изделий возлагается на систему 

PLM (Product Lifecycle Management). Под PLM понимают процесс управления 

информацией об изделии на протяжении всего его жизненного цикла. 

Отметим, что понятие PLM-система трактуется двояко: либо как 
интегрированная совокупность автоматизированных систем 

CAE/CAD/CAM/PDM и ERP/CRM/SCM, либо как совокупность только 

средств информационной поддержки изделия и интегрирования 

автоматизированных систем предприятия, что практически совпадает с 

определением понятия CALS. Характерная особенность PLM — возможность 

поддержки взаимодействия различных автоматизированных систем многих 

предприятий, т.е. технологии PLM являются основой, интегрирующей 

информационное пространство, в котором функционируют САПР, ERP, PDM, 

SCM, CRM и другие автоматизированные системы многих предприятий. 
 
Лекция 7. Возникновение концепции CALS и ее эволюция 

 
В течение двух последних десятилетий во многих странах мира широкое 

распространение получили системы управления жизненным циклом изделий. 

Эта концепция имеет большую популярность, а сегмент рынка 

информационных систем, реализующих ее, имеет наибольший темп роста 

среди систем управления предприятием. В рамках нее используются 

разнообразные термины, связи и различия между которыми зачастую сложно 

понять. Из них наиболее часто встречаются следующие: CALS, ИПИ, ИЛП, 

PLM, PDM (рис. 1). 
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Впервые работы по созданию интегрированных систем, 

поддерживающих жизненный цикл продукции, были начаты в 80-х годах в 

оборонном комплексе США. Новая концепция была востребована жизнью как 

инструмент совершенствования управления материально-техническим 

обеспечением армии США. Предполагалось, что реализации новой 

концепции, получившей обозначение CALS (Computer Aided Logistic Support 
– компьютерная поддержка процесса поставок), позволит сократить затраты 

на организацию информационного взаимодействия государственных 

учреждений с частными фирмами в процессах формализации требований, 

заказа, поставок и эксплуатации военной техники (ВТ). Появилась реальная 

потребность в организации ИИС, обеспечивающей обмен данными между 

заказчиком, производителями и потребителями ВТ, а также повышение 

управляемости, сокращение бумажного документооборота и связанных с ним 
затрат.  

Движущей силой явилась естественная потребность в организации 

«единого информационного пространства», обеспечивающего оперативный 

обмен данными между заказчиком (федеральными и органами), 

производителями и потребителя-  ми военной техники. Данная концепция 

изначально базировалась на идеологии ЖЦ продукта и охватывала фазы 
производства и эксплуатации. 

Предметом CALS являлась безбумажная технология взаимодействия 
между организациями, заказывающими, производящими и 

эксплуатирующими военную технику, а также формат представления 

соответствующих данных. 
CALS базировалась на результатах реализации программы Integrated 

computer – aided manufacturing (ICAM) – программы интегрированной 

 

Рис.1. Термины, относящиеся к системам управления жизненным циклом изделия 
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компьютеризации производства, реализованной в Министерстве обороны 

США. Цель этой программы состояла в повышении эффективности 

производства посредством применения компьютерных информационных 

технологий. Комплексное применение этих технологий в рамках программы 

ICAM потребовало унификации и стандартизации методов описания и 
анализа организационных и производственных систем.  

На основе уже имевшихся технологий структурного анализа и 

проектирования систем SADT (structural analisis and design technology) было 

разработано семейство (более десяти) методов IDEF (Integrated DEFinition), 
ряд из которых был принят в качестве федеральных стандартов, а метод 

функционального моделирования IDEF0 принят в качестве стандарта CALS. 
 
Доказав свою эффективность, концепция последовательно 

совершенствовалась, дополнялась и, сохранив существующую аббревиатуру 

(CALS), получила более широкую трактовку – Continuous Acqusition and Life 
cycle Support – непрерывные поставки и информационная поддержка 

жизненного цикла продукции. 
 Первая часть – Continuous Acqusition (непрерывные поставки) 

означает непрерывность информационного взаимодействия с 

заказчиком в ходе формализации его потребностей, формирования 

заказа, процесса поставки и т.д.  
 Вторая часть – Life Сycle Support (поддержка жизненного цикла 

изделия) – означает системность подхода к информационной 

поддержке всех процессов жизненного цикла изделия, в том числе 

процессов эксплуатации, обслуживания, ремонта и утилизации и 

т.д.  
В руководстве по применению CALS в НАТО CALS определяется как 

"…совместная стратегия государства и промышленности, направленная на 

совершенствование существующих процессов в промышленности, путем их 

преобразования в информационно-интегрированную систему управления 

жизненным циклом изделий". Русскоязычное наименование этой концепции и 

стратегии – ИПИ (Информационная Поддержка жизненного цикла Изделий). 
В период 1990-2000гг. в мире был выполнен ряд проектов, направленных 

на апробацию и внедрение принципов CALS в различных отраслях 

промышленности. 
Поскольку термин CALS всегда носил военный оттенок, в гражданской 

сфере широкое распространение получили термины Product Life Cycle Support 

(PLCS) или Product Life Management (PLM) – "поддержка жизненного цикла 

изделия" или "управление жизненным циклом изделия". 
Таким образом, идея, связанная только с поддержкой логистических 

систем, превратилась в глобальную бизнес-стратегию перехода на 

безбумажную электронную технологию и повышения эффективности бизнес-
процессов за счет информационной интеграции и совместного использования 

информации на всех этапах жизненного цикла продукции. В настоящее время 

в мире действуют более 25 национальных организаций, координирующих 
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вопросы развития CALS-технологий, в том числе в США, Канаде, Японии, 

Великобритании, Германии, Швеции, Норвегии, Австралии, а также в НАТО. 
Развитие концепций CALS и ЕИП обусловили появление новой 

организационной формы выполнения масштабных проектов, связанных с 

разработкой, производством и эксплуатацией сложной продукции – 
"виртуального предприятия" (ВП) – формы объединения на контрактной 

основе предприятий и организаций, участвующих в поддержке ЖЦ [6]. 
 

В РФ термин CALS заменяется термином ИПИ (информационная 

поддержка изделий).  
В некоторых источниках встречается понятие КСПИ (Компьютерное 

сопровождение и поддержка изделий). 
В других источниках упоминается и понятие ИЛП.  Это понятие 

относится к числу базовых инвариантных понятий концепции и стратегии 

CALS (Continuous acquisition and life cусlе support) или ИПИ (Информационная 

поддержка ЖЦ изделий). 
Система PDM (Product data management) – программно-технический 

комплекс, обеспечивающий аккумулирование и хранение: 
 структурированных данных о конструкции изделия и его составных 

частей, их свойствах (характеристиках); 
 документов, относящихся к изделию и его составным частям; 
 данных о технологических процессах и ресурсах; 
 данных о конкретных экземплярах изделия и его составных частей, 

включая данные измерений и контроля (данные о качестве). 

 

Рис. Изменение расшифровки аббревиатуры CALS во времени 
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PDM-системы - системы управления данными об изделии, выполняющие 

следующие функции: 
 управление справочниками; 
 управление документами; 
 управление составом изделия; 
 управление изменениями; 
 управление потоками работ; 
 управление проектами. 

 
PLM-системы состоят из PDM- систем и такой функции, как поддержка 

эксплуатации изделий. 
Если с понятиями ИПИ и ИЛП все ясно и понятно, то с определением 

термина PLM возникают большие проблемы, так как существует множество 

мнений по этому вопросу. 
Так, например, на сайте Государственного научного центра 

«Центральный научно-исследовательский институт робототехники и 

технической кибернетики» (ГНЦ ЦНИИ РТК), говорится: «сейчас широко 

распространена и концепция PLM (Product lifecycle management – управление 

жизненным циклом изделия), которая, по своей сути, является аналогом 

концепции СALS  
Понятие PLM-система трактуется двояко:  

 либо как интегрированная совокупность автоматизированных 

систем CAE/CAD/CAM/PDM и ERP/CRM/SCM,  
 либо как совокупность только средств информационной поддержки 

изделия и интегрирования автоматизированных систем 

предприятия, что практически совпадает с определением понятия 

CALS».  
В широком смысле слова CALS – это методология создания единого 

информационного пространства промышленной продукции, 

обеспечивающего взаимодействие всех промышленных автоматизированных 

систем (АС). В этом смысле предметом CALS являются методы и средства как 

взаимодействия разных АС и их подсистем, так и сами АС с учетом всех видов 

их обеспечения.  Практически синонимом CALS в этом смысле становится 

термин PLM. 
PLM интегрирует следующие системы: 
CAE (Computer-aided engineering) – общее название для программ или 

программных пакетов, предназначенных для инженерных расчетов, анализа и 

симуляции физических процессов. Расчетная часть пакетов чаще всего 

основана на численных методах решения дифференциальных уравнений [25]. 
CAD (Computer-aided design) – система автоматизации проектных работ 

– программный пакет, предназначенный для создания чертежей, 

конструкторской и (или) технологической документации и (или) 3D моделей 

[18]. 
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CAM (Computer-aided manufacturing) – подготовка технологического 

процесса производства изделий, ориентированная на использование ЭВМ. 

Под термином понимаются как сам процесс компьютеризированной 

подготовки производства, так и программно-вычислительные комплексы, 

используемые инженерами-технологами.  
 
В русском языке есть термин САПР, который подразумевает 

совокупность систем CAD/CAM/CAE. 
ERP (Enterprise resource planning) – управление ресурсами предприятия. 

Это – информационная система для идентификации и планирования всех 

ресурсов предприятия, которые необходимы для осуществления продаж, 

производства, закупок и учета в процессе выполнения клиентских заказов. 
CRM (Customer relationship management system) – система управления 

взаимодействием с клиентами – корпоративная информационная система, 

предназначенная для повышения уровня продаж, оптимизации маркетинга и 

улучшения обслуживания клиентов путём сохранения информации о клиентах 

(контрагентах) и истории взаимоотношений с ними, установления и 

улучшения бизнес-  процедур и последующего анализа результатов. 
SCM (Supply chain management) – системы управления цепями поставок. 

Предназначены для автоматизации и управления всеми этапами снабжения 

предприятия и для  контроля всего товародвижения на предприятии. 

Позволяет значительно лучше удовлетворить спрос на продукцию компании и 

значительно снизить затраты на логисти-  ку и закупки. 
CNC (Computer numeric control) – компьютерное числовое управление – 

система управления технологическим оборудованием, применяемая при 

автоматизации промышленного производства, или числовое программное 

управление (ЧПУ). 
CPC- (Collaborative Product Commerce) система управления данными в 

интегрированном информационном пространстве или технология 

интегрированного информационного пространства и управления данными. 

Технология взаимодействия производителей, поставщиков и покупателей на 

различных этапах ЖЦИ, направленная на оптимальное удовлетворение 

потребностей заказчиков в продукции и услугах. Системы CPC интегрируют 

функции таких систем, как SCM, CRM, а также часть функций систем PDM, 

CAD/CAM и ERP. Координация работы многих предприятий-партнеров с 

использованием технологий Intrenet возлагается на эти системы E – commepce 
(другое их название). 

IETM- (Interactive Electronic Technical Manuals) – интерактивные 

электронные технические руководства выполняют функции обучения 

обслуживающего персонала выполняют. С их помощью выполняются 

диагностические операции, поиск отказавших компонентов, заказ 

дополнительных запасных деталей и некоторые другие операции на этапе 

эксплуатации систем. 
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Итак, мы рассмотрели все понятия, которые относят к системам 

управления ЖЦ изделий, а именно CALS, ИПИ, ИЛП, PLM, PDM. Теперь 

необходимо сделать окончательные выводы о их взаимосвязи. 

Так как нельзя прийти к однозначным выводам в отношении всех 

взаимосвязей данных систем, условимся в данной работе основываться на 

следующем (рис. 5): 
 системы ИПИ и ИЛП считать равнозначными; 
 ИПИ/ИЛП – это развитие CALS-систем в РФ; 
 CALS-системы относить преимущественно к Министерству 

обороны США; 
 современное воплощение CALS-систем – PLM-системы; 
 PDM-системы – лишь одна из частей PLM-систем. 

 
Концептуальная модель CALS 

Основное содержание концепции CALS, принципиально отличающее ее 

от других, составляют инвариантные понятия, которые реализуются 
(полностью или частично) в течение жизненного цикла (ЖЦ) изделия, в 

соответствии с рис. 5. 
Эти инвариантные понятия условно делятся на три группы: 

 базовые принципы CALS; 
 базовые управленческие технологии; 
 базовые технологии управления данными. 

 
 
 
 

 

Рис. 5. Схема интегрированных информационных систем поддержки 

жизненного цикла изделия 
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К числу первых относятся: 

 системная информационная поддержка ЖЦ изделия на основе 

использования интегрированной информационной среды (ИИС), 

обеспечивающая минимизацию затрат в ходе ЖЦ; 
 информационная интеграция за счет стандартизации информационного 

описания объектов управления; 
 разделение программ и данных на основе стандартизации структур 

данных и интерфейсов доступа к ним, ориентация на готовые 

коммерческие программно-технические решения (Commercial Of The 

Shelf – COTS), соответствующие требованиям стандартов; 
 безбумажное представление информации, использование электронно-

цифровой подписи; 
 параллельный инжиниринг (Concurrent Engineering); 
 непрерывное совершенствование бизнес-процессов (Business Processes 

Reengineering). 
 
К числу вторых относятся технологии управления процессами, 

инвариантные по отношению к объекту (продукции): 
 управление проектами и заданиями (Project Management/Workflow 

Management); 
 управление ресурсами (Manufacturing Resource Planning); 
 управление качеством (Quality Management); 
 интегрированная логистическая поддержка (Integrated Logistic Support). 

 
К числу третьих относятся технологии управления данными об изделии, 

процессах, ресурсах и среде [3]. 

 

Рис. 5 – Общее содержание концепции CALS 
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Базовые принципы CALS 
 

Интегрированная информационная среда 
 
Как следует из вышеизложенного, системная информационная 

поддержка и сопровождение ЖЦ изделия осуществляется в интегрированной 

информационной среде (ИИС). Терминологический словарь [1] определяет 

ИИС как "совокупность распределенных баз данных, содержащих сведения об 

изделиях, производственной среде, ресурсах и процессах предприятия, 

обеспечивающая корректность, актуальность, сохранность и доступность 

данных тем субъектам производственно-хозяйственной деятельности, 

участвующим в осуществлении ЖЦ изделия, кому это необходимо и 

разрешено. Все сведения (данные) в ИИС хранятся в виде информационных 

объектов". 
ИИС, в соответствии с концепцией CALS, представляет собой модульную 

систему, в которой реализуются следующие базовые принципы CALS: 
 прикладные программные средства отделены от данных; 
 структуры данных и интерфейс доступа к ним стандартизованы; 
 данные об изделии, процессах и ресурсах не дублируются, число 

ошибок в них минимизируется, обеспечивается полнота и целостность 

информации; 
 прикладные средства работы с данными представляют собой, как 

правило, типовые коммерческие решения различных производителей, 

что обеспечивает возможность дальнейшего развития ИИС. 
 
Безбумажное представление информации, применение электронно-

цифровой подписи. Все процессы информационного обмена посредством 

ИИС имеют своей конечной целью максимально возможное исключение из 

деловой практики традиционных бумажных документов и переход к прямому 
безбумажному обмену данными. Преимущества и технико-экономическая 

эффективность такого перехода очевидны. Тем не менее, на переходном 

периоде нужно обеспечить сосуществование и совместное использование как 
бумажной, так и электронной форм представления информации и 

гармонизировать применяемые понятия. 
Информация может быть представлена в форме базы данных, в форме 

электронного конструкторского документа, или в форме, пригодной для 

восприятия человеком – бумажной или экранной. 
Представление информации в форме базы данных используется при 

необходимости логического структурирования больших объемов 

информации. При этом данные определенным образом распределяются между 

таблицами базы данных, записями в таблицах, полями в записях (при 

использовании реляционной СУБД) и (или) отдельными файлами и таблицами 

(при использовании объектно-ориентированной СУБД). Используемые 

структуры данных ориентированы на специфику решаемых задач. 
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Другой формой представления информации является электронный 

документ – структурированный набор данных, включающий в себя заголовок, 

содержательную часть и электронно-цифровую подпись. Обобщенная 

структура электронного документа приведена на рис.3. Электронный 

документ используется в качестве формы представления результатов работы, 

предназначенной для передачи из одной автоматизированной системы в 

другую или последующей визуализации. 
Обе формы представления информации – в форме базы данных 

(внутреннее представление информации в компьютерной системе) и в форме 

электронного документа – не пригодны для восприятия человеком и требуют 

для специальных программных средств визуализации, т.е. преобразования 

данных в бумажный документ или в экранную форму. 
Существующие стандарты, регламентирующие конструкторско-

технологическую деятельность, такие как ЕСКД, ЕСТД, СРПП и им подобные, 

касаются только визуальной формы представления информации. Поэтому 

одной из первоочередных практических задач внедрения CALS является 

развитие стандартов ЕСКД и выработка новых стандартов и спецификаций, 

регламентирующих электронную форму представления и обращения данных. 
Ключевым вопросом использования и обращения информации в 

электронной форме является вопрос ее авторизации, решаемый при помощи 

электронно-цифровой подписи (ЭЦП). Процедура ЭЦП основана на 

математических принципах так называемых "систем с открытым ключом". В 

формирования подписи используется индивидуальное число (закрытый ключ) 

пользователя, которое порождается при помощи генератора случайных чисел 

и сохраняется пользователем в секрете все время его действия. Для проверки 

подлинности цифровой подписи применяется другое число, так называемый 

"открытый ключ проверки цифровой подписи" (или кратко – "открытый 

ключ"), который по известному алгоритму вычисляется из индивидуального 

закрытого ключа и предоставляется всем, кому это необходимо для проверки 

подлинности цифровой подписи. 
ЭЦП представляет собой математическую функцию (hash) от 

содержимого подписываемых данных (data) и секретного ключа автора 

(secret_кey), вычисляемую по стандартизованному алгоритму ГОСТ 34.10-
2002: Sign = h (data, secret_key) 

В результате вычисления хэш-функции формируется пара чисел – 
префикс и суффикс электронно-цифровой подписи ГОСТ 34.10-2002. 
Байтовые представления полученных чисел, записанные друг за другом, 

объявляются цифровой подписью. 
Для проверки подлинности подписей должны использоваться открытые 

ключи, которыми участники процесса совместной работы с данными должны 

обменяться друг с другом. Однако при большом числе участников такая 

процедура может оказаться организационно и технически сложной. Одним из 

возможных решений является использование сертификатов ключа. 
Для этой цели некое доверенное лицо принимает на себя функции центра 

сертификации ключей. Это означает, что доверенное лицо формирует для 
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каждого открытого ключа пакет данных, содержащий собственно открытый 

ключ и данные о его владельце (имя, должность и т.д.) и подписывает его 

собственной ЭЦП. Такой пакет данных называется сертификатом ключа. В 

свою очередь, открытый ключ центра сертификации может быть заверен 

центром сертификации более высокого уровня. В результате образуется 

цепочка сертификатов от ключа проверки подписи конечного пользователя до 

самого верхнего (главного) центра сертификации (ЦС), в которой авторство 

подписи на предшествующем сертификате удостоверяется последующим 

сертификатом. Сертификаты не содержат в себе никакой конфиденциальной 

информации, могут распространяться в открытом виде по сетям передачи 

данных или присоединяться к подписываемым данным. 
Процедура проверки подлинности подписи включает в себя следующую 

последовательность шагов. Сначала из ЭЦП подписи выделяются ее префикс 

и суффикс. Затем с использованием процедуры хэширования и открытого 

ключа вычисляется значение, которое должно быть префиксом ЭЦП. Затем 

оба полученных значения сравниваются. Если они совпадают, то данные 

считаются подлинными. Если полученные значения не совпадают, подпись 

считается недействительной. 
Таким образом, для проверки подписи необходим открытый ключ или его 

сертификат. Использование сертификата предпочтительнее, поскольку он 

содержит не только открытый ключ, но и данные об авторе. 
Как уже отмечалось выше, ЭЦП может быть вычислена как для файла 

(формируемого электронного документа), так и для любого фрагмента базы 

данных. Технологии использования ЭЦП для этих случаев имеют различия. 
При использовании в качестве формы представления информации 

электронного документа в него помимо ЭЦП необходимо включить 
сертификат, поскольку в противном случае идентификация автора будет 

затруднена. Соответственно, корректно оформленный электронный документ 

должен содержать, помимо содержательной части, заголовок, одну или 

несколько ЭЦП и соответствующее число сертификатов. Последняя 

обеспечивает целостность и юридически доказательное подтверждение 

подлинности электронных данных. Она позволяет не только убедиться в 

достоверности данных, но и доказать это любой третьей стороне, в частности, 

в суде. 
 

Эффективность интеграции данных в промышленных изделиях 
 
CALS-технологии призваны служить средством, интегрирующим 
промышленные АС в единую многофункциональную систему. Целью 

интеграции АС проектирования и управления является повышение 

эффективности создания и использования сложной техники. 
В чем выражается повышение эффективности? 
 
Во-первых, повышается качество изделий за счет более полного учета 

имеющейся информации при проектировании и принятии управленческих 
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решений. Так, обоснованность решений, принимаемых в АСУП, будет выше, 

если лицо, принимающее решение, и соответствующие про- граммы АСУП 

имеют оперативный доступ не только к базе данных АСУП, но и к БД других 

автоматизированных систем (САПР, АСТПП и АСУТП) и, следовательно, 

могут оптимизировать планы работ, содержание заявок, распределение 

исполнителей, выделение финансов и т. п. При этом под оперативным 

доступом следует понимать не просто возможность считывания данных из БД, 

но и легкость их правильной интерпретации, т. е. согласованность по 

синтаксису и семантике с протоколами, принятыми в АСУП. То же относится 

и к другим системам, например, технологические подсистемы должны с 

необходимостью воспринимать и правильно интерпретировать данные, 

поступающие от подсистем автоматизированного конструирования. Этого не 

так легко добиться, если основное предприятие и организации-смежники 

работают с разными АС. 
Во-вторых, сокращаются материальные и временные затраты на 

проектирование и изготовление продукции. Применение CALS-технологий 

позволяет существенно сократить объемы проектных работ, так как описания 

ранее выполненных удачных разработок компонентов и устройств, многих 

составных частей оборудования, машин и систем, проектировавшихся ранее, 

хранятся в БД сетевых серверов, доступных любому пользователю CALS-
технологий. Доступность опять же обеспечивается согласованностью 

форматов, способов, руководств в разных частях общей интегрированной 

системы. Кроме того, появляются более широкие возможности для 

специализации предприятий, вплоть до создания виртуальных предприятий, 

что также способствует снижению затрат. 
В-третьих, существенно снижаются затраты на эксплуатацию благодаря 

реализации функций интегрированной логистической поддержки. 

Существенно облегчается решение проблем ремонтопригодности, интеграции 

продукции в различные рода системы и среды, адаптации к меняющимся 

условиям эксплуатации и т. п. 
Перечисленные преимущества интеграции данных достигаются 

применением современных CALS-технологий. 
Промышленные АС могут работать автономно, и в настоящее время так 

обычно и происходит. Однако эффективность автоматизации будет заметно 

выше, если данные, генерируемые в одной из систем, будут доступны в других 

системах, поскольку принимаемые в них решения станут более 

обоснованными. Чтобы достичь должного уровня взаимодействия 

промышленных АС требуется создание единого информационного 

пространства в рамках как отдельных предприятий, так и, что более важно, в 

рамках объединения предприятий. Единое информационное пространство 

обеспечивается благодаря унификации, как формы, так и содержания 

информации о конкретных изделиях на различных этапах их жизненного 

цикла. 
Унификация формы достигается использованием стандартных форматов 

и языков представления информации в межпрограммных обменах и при 
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документировании. Унификация содержания, понимаемая как однозначная 

правильная интерпретация данных о конкретном изделии на всех этапах его 

жизненного цикла, обеспечивается разработкой онтологии (метаописаний) 

приложений, закрепляемых в прикладных протоколах CALS. Унификация 

перечней и наименований сущностей, атрибутов и отношений в определенных 

предметных областях является основой для единого электронного описания 

изделия в CALS-пространстве. 
 

Обзор CALS-стандартов 
 
Центральное место в системе CALS-стандартов занимают стандарты, 

разработанные под эгидой Международной организации стандартизации ISO 
и получившие название STEP (Standard for Exchange of Product data) и номер 

10303. Стандарты ISO 10303 определяют средства описания (моделирования) 

промышленных изделий на всех стадиях жизненного цикла. 
Единообразная форма описаний данных о промышленной продукции 

обеспечивается введением в STEP языка Express, инвариантного к 

приложениям. В стандартах STEP использован ряд идей, ранее воплощенных 

в методиках информационного IDEF1X и функционального IDEF0 
проектирования. Но роль стандартов STEP не ограничивается введением 

только грамматики единого языка обмена данными. В рамках STEP 
предпринята попытка создания единых информационных моделей 

(онтологии) целого ряда приложений. Эти модели получили название 

прикладных протоколов. Стандарт ISO 10303 состоит из ряда документов 

(томов), в которых описываются основные принципы STEP, правила языка 

Express, даны методы его реализации, модели, ресурсы, как общие для 

приложений, так и некоторые специальные (например, геометрические и 

топологические модели, описание материалов, процедуры черчения, конечно-
элементного анализа и т. п.), прикладные протоколы, отражающие специфику 

моделей в конкретных предметных областях, методы тестирования моделей и 

объектов. 
Удовлетворению требований создания открытых систем в STEP 

уделяется основное внимание; специальный раздел посвящен правилам 

написания файлов обмена данными между разными системами, созданными в 

рамках STEP-технологии. Представление библиотечных моделей дается на 

языке Express. Для описания структуры частей, вводимых определений и 

других текстовых фрагментов используется язык SGML. Поведенческие 

модели электронных компонентов могут быть выражены на языке VHDL. 
Оформление технической документации на создаваемые изделия в CALS-

технологиях должно выполняться на основе языков разметки SGML или XML 
(extensible Markup Language). Язык SGML входит в семейство стандартов ISO 
8879 и предназначен для унификации представления текстовой информации в 

АС. 
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Стандарты управления качеством промышленной продукции 
 
Международные стандарты серии ISO 9000 разработаны для управления 

качеством продукции, их дополняют стандарты серии ISO 14000, отражающие 

экологические требования к производству и промышленной продукции. Хотя 

эти стандарты непосредственно не связаны с CALS- стандартами, их цели – 
совершенствование промышленного производства, повышение его 

эффективности – совпадают. 
Очевидно, что управление качеством тесно связано с его контролем. 

Контроль качества традиционно основан на измерении показателей качества 

продукции на специальных технологических операциях контроля и 

выбраковке негодных изделий. Однако есть и другой подход к управлению 

качеством, основанный на контроле качественных показателей не самих 

изделий, а проектных процедур и технологических процессов, используемых 

при создании этих изделий. 
Такой подход во многих случаях более эффективен. Он требует меньше 

затрат, поскольку позволяет обойтись без 100 %-го контроля продукции и 

благодаря предупреждению появления брака снижает производственные 

издержки. Именно этот подход положен в основу стандартов ISO 9000, 
принятых ISO в 1987 г. и проходящих корректировку приблизительно каждые 

пять лет. 
Таким образом, методической основой для управления качеством 

являются международные стандарты серии ISO 9000. Они определяют и 

регламентируют инвариантные вопросы создания, развития, применения и 

сертификации систем качества в промышленности. В них устанавливается 

форма требований к системе качества в целях демонстрации поставщиком 

своих возможностей и оценки этих возможностей внешними сторонами. 
Основными причинами появления стандартов ISO 9000 были 

потребности в общем для всех участников международного рынка базисе для 

контроля и управления качеством товаров. Американское общество контроля 

качества определило цели ISO 9000 как помощь в развитии международного 

обмена товарами и услугами и кооперации в сфере интеллектуальной, 

научной, технологической и деловой активности. 
В стандартах ISO 9000 используется определение качества из стандарта 

ISO 8402, в котором под качеством продукции подразумевается 

своевременное удовлетворение требований заказчика по приемлемой цене. 

Вводится понятие системы качества (QS – Quality System), под которой 

понимают документальную систему с руководствами и описаниями процедур 

достижения качества. Другими словами, система качества есть совокупность 

организационной структуры, ответственности, процедур, процессов и 

ресурсов, обеспечивающая осуществление общего руководства качеством. 
  
ISO предлагает следующие внешние стандарты: 
• ISO 9001 – модель качества, достигаемого при проектировании, 

производстве, обслуживании; 
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• ISO 9002 – сокращенная по сравнению с ISO 9001 модель (без процессов 

проектирования); 
• ISO 9003 – модель качества при финальном тестировании продукции. 

Вторичные стандарты включают в себя: 
• ISO 9000 – основные понятия, руководство по применению ISO 9001; 
• ISO 9004 – элементы систем управления качеством. 
В настоящее время разработана новая версия стандартов серии ISO 9000 

под названием ISO 9000:2000 Quality management systems (Системы 

управления качеством), в которую включены документы: 
• ISO 9000:2000. Fundamentals and vocabulary (Основы и терминология); 
• ISO 9001:2000. Requirements (Требования); 
• ISO 9004:2000. Guidelines for performance improvement (Руководство по 

развитию). 
 

Лекция 8. Системные среды автоматизированных систем. 
Назначение системных сред 

 
Системы автоматизированного проектирования относятся к наиболее 

сложным и наукоемким АС. Проектные данные используются в разных 

подсистемах САПР. Они отличаются разнообразием форм представления, 

характеризуют как текущее состояние проектов, так и их предыдущие версии. 

Наряду с выполнением собственно проектных процедур необходимо 

автоматизировать также управление проектированием, поскольку сам процесс 

проектирования становится все более сложным и зачастую приобретает 

распределенный характер. Большой объем данных, необходимость 

поддержания их целостности (достоверности и полноты), сложность 

управления проектированием привели к созданию в составе современных 

САПР специального ПО – системной среды САПР, называемой системой 

управления проектными данными PDM. 
На крупных и средних предприятиях заметна тенденция к интеграции 

САПР с АСУП. Для управления столь сложными интегрированными 

системами, для обеспечения целостности данных и доступа к ним на любом 

этапе жизненного цикла изделий создаются системы управления жизненным 

циклом изделий PLM (Product Lifecycle Management). 
История систем управления проектными данными непосредственно 

связана с развитием САПР. Появление системных сред в САПР ознаменовало 

переход от использования отдельных не связанных друг с другом программ, 

решающих частные проектные задачи, к применению интегрированной 

совокупности таких программ. Интегрирующим компонентом в 1970-е годы 

стала единая база данных САПР. Однако попытки использовать имевшиеся в 

то время СУБД не приводили к удовлетворительным результатам в силу 

разнообразия типов проектных данных, распределенного и параллельного 

характера процессов проектирования, с одной стороны, и недостаточной 

развитости баз данных – с другой. 
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Специализированные СУБД, ориентированные на САПР, были созданы в 

80-е годы XX в. Однако они не учитывали или в недостаточной степени 

удовлетворяли требованиям обеспечения целостности данных, управления 

потоками проектных работ, многоаспектного доступа пользователей к 

данным. И лишь на рубеже 80-90-х годов XX в. появились системы управления 

проектными данными, названные в то время Framework или системными 

средами, сначала в САПР электронной промышленности, а позднее и в САПР 

машиностроения, где они и получили наименование PDM. 
На протяжении 90-х годов роль системных сред неуклонно повышалась. 

Во-первых, из-за роста сложности проектируемых объектов и необходимости 

сокращать сроки проектирования. Во-вторых, вследствие необходимости 

интеграции систем проектирования с системами управления предприятием и 

технологическими процессами. Благодаря развитию Internet, Web- и CALS-
технологий такая интеграция стала возможной в глобальном масштабе. 

Функции PDM стали распространяться на разные этапы жизненного цикла 

изделий (ЖЦИ). В результате в конце 1990-х годов системы управления 

данными на протяжении всего ЖЦИ стали называть системами PLM. 
В настоящее время термином PLM чаще всего обозначают современную 

концепцию (методологию) информатизации ЖЦИ, а под средствами PLM 

понимают PDM вместе со средствами интеграции АС, часто включая в PLM, 

также средства самих АС проектирования и управления. 
Современные системы управления проектными данными предназначены 

для информационного обеспечения проектирования и выполняют следующие 

основные функции: 
 хранение проектных данных и доступ к ним, в том числе ведение 

распределенных архивов документов, их поиск, редактирование, 

маршрутизация; 
 структурирование и визуализация данных; 
 управление конфигурацией изделия, т. е. ведение версий проекта, 

управление внесением изменений; 
 создание спецификаций; 
 управление проектированием; 
 защита информации; 
 интеграция данных (поддержка типовых форматов, конвертирование 

данных). 
Хранение данных – функция банка данных, который состоит из СУБД и 

БД. Обычно системы PDM интегрируются с независимо разработанными 

СУБД. Информационный обмен между программами САПР в значительной 

мере также реализуется с помощью банка данных. 
Системы управления проектными данными PDM отличают легкость 

доступа к иерархически организованным данным, обслуживание запросов, 

выдача ответов не только в текстовой, но и в графической форме, привязанной 

к конструкции изделия. Поскольку взаимодействие внутри группы 

проектировщиков в основном осуществляется через обмен данными, то в 
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системе PDM часто совмещают функции управления данными и управления 

параллельным проектированием. 
 

Системы управления базами данных 
 
В большинстве автоматизированных информационных систем 

применяют СУБД, поддерживающие реляционные модели данных. Среди 

общих требований к СУБД можно отметить: 
1) обеспечение целостности данных (их полноты и достоверности); 
2) защиту данных от несанкционированного доступа и от 

искажений вследствие возникающих сбоев аппаратуры; 
3) удобство пользовательского интерфейса; 
4) возможность в большинстве случаев распределенной обработки в 

сетях ЭВМ. 
Первые два требования обеспечиваются ограничением прав доступа, 

запрещением одновременного использования одних и тех же обрабатываемых 

данных (при возможности их модификации), введением контрольных точек 

(checkpoints) для защиты от сбоев и т. п. 
Банк данных в САПР представляет собой важную обслуживающую 

подсистему, он выполняет функции информационного обеспечения и имеет 

ряд особенностей. В нем хранятся как редко изменяемые данные (архивы, 

справочные данные, типовые проектные решения), так и сведения о текущем 

состоянии различных версий выполняемых проектов. Как правило, банк 

данных работает в многопользовательском режиме, с его помощью 

осуществляется информационный интерфейс (взаимодействие) различных 

подсистем САПР. Построение банка данных САПР – сложная задача, что 

обусловлено следующими особенностями САПР. 
1. Разнообразие проектных данных, фигурирующих в процессах 

обмена как по своей семантике (многоаспектность), так и по формам 

представления. В частности, значительна доля графических данных. 
2. Нередко обмены должны производиться с высокой частотой, что 

предъявляет жесткие требования к быстродействию средств обмена 

(полагают, что СУБД должна работать со скоростью обработки 

нескольких тысяч сущностей в секунду). 
3. В САПР проблема целостности данных оказывается более трудной 

для решения, чем в большинстве других систем, поскольку 

проектирование является процессом взаимодействия многих 

проектировщиков, которые не только считывают данные, но и изменяют 

их, причем в значительной мере работают параллельно. Из этого факта 

вытекают следствия: во-первых, итерационный характер проектирования 

обычно приводит к наличию по каждой части проекта нескольких версий, 

любая из них может быть принята в дальнейшем в качестве основной, 

поэтому нужно хранить все версии с возможностью возврата к любой из 

них; во-вторых, нельзя допускать использования неутвержденных 

данных, поэтому проектировщики должны иметь свое рабочее 
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пространство в памяти и работать в нем автономно, а моменты внесения 

изменений в общую БД должны быть согласованными и не должны 

порождать для других пользователей неопределенности данных. 
4. Транзакции могут быть длительными и трудоемкими. 

Транзакцией называют последовательность операций по удовлетворению 

запроса. В САПР внесение изменений в некоторую часть проекта может 

вызвать довольно длинную и разветвленную сеть изменений в других его 

частях из-за существенной взаимозависимости компонентов проекта 

(многошаговость реализации запросов). В частности, транзакции могут 
включать в себя такие трудоемкие операции, как верификация проектного 

решения с помощью математического моделирования. В результате 

транзакции могут длиться весьма продолжительное время. Одна из 

трудностей заключается в отображении взаимозависимости 

(ассоциативности) данных. При хранении компонентов проекта во 

внешней памяти затраты времени на обработку запросов оказываются 

значительно выше, чем в большинстве других автоматизированных 

систем с менее выраженными взаимозависимостями данных. 
5. Иерархическая структура проектных данных и, следовательно, 

отражение наследования в целях сокращения объема базы данных. 
В определенной мере названные особенности учитываются в СУБД 

третьего поколения, в которых стали применяться черты объектно-
ориентированных (объектных) СУБД. В них наборы данных, 

характеризующих состояние предметной области (состояние проекта в 

случае САПР), помещаются в отдельные файлы. Интерпретация 

семантики данных осуществляется с помощью специальных процедур 

(методов), сопровождающих наборы. Наследование свойств объектов 

предметной области выражается с помощью введения категорий класса, 

надкласса, подкласса. Информационные модели приложений для таких 

СУБД разрабатываются на основе методик с использованием языка UML. 
Объектные базы данных выгодны тем, что, во-первых, данные по 

конкретным объектам проектирования не разбросаны по множеству таблиц, 

как это имеет место в реляционных базах данных, а сосредоточены в 

определенных местах. Во-вторых, для каждого объекта могут быть назначены 

свои типы данных. В результате проще решаются задачи управления и 

удовлетворения запросов. 
Наряду с чисто объектными СУБД применяют СУБД объектно- 

реляционные. В последних происходит объединение свойств, реляционных и 

объектно-ориентированных СУБД: объектно-ориентированная СУБД 

снабжается непроцедурным языком запросов или в реляционную СУБД 

вводятся наследование свойств и классы. Непроцедурность входного языка 

обеспечивается использованием языка SQL. Его операторы непосредственно 

включаются в программы на языке С. Возможно написание дополнительных 

программ, интерпретирующих SQL-запросы. 
Отличительные особенности СУБД третьего поколения: 
 расширенный набор возможных типов данных (это абстрактные типы, 
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массивы, множества, записи, композиции разных типов, отображение величин 

со значениями разных типов); 
 открытость (доступность из разных языков программирования, 

возможность обращения к прикладным системам из СУБД); 
 непроцедурность языка (общепринятым становится язык запросов 

SQL); 
 управление асинхронными параллельными процессами, состояние 

которых отражает база данных. 
Рассмотренные особенности банка данных в САПР позволяют 

квалифицировать их как системы Data Warehouse (DW), т. е. хранилища 

данных. Для хранилищ данных характерен ряд особенностей, совпадающих с 

названными выше особенностями банка данных САПР: 
1) длительное хранение информации, отражающей историю 

разработок; 
2) частота операций чтения данных выше частоты операций 

обновления данных; 
3) использование единых форматов для однотипных данных, 

полученных из различных источников (например, от разных программно-
методических комплексов). 
Эти особенности позволяют управлять конфигурацией проектов, что, в 

частности, означает хранение в САПР всех версий проекта и, возможно, 

данных по проектам предыдущих разработок, удовлетворение сложных 

запросов, для ответа на которые требуются извлечение и обработка данных из 

различных частей хранилища (так называемая многомерная обработка). 

Модели данных в DW отличаются от реляционных моделей (RM): в RM 

использованием нормальных форм стремятся максимально уменьшить 

избыточность данных, что приводит к увеличению числа таблиц, но 

уменьшенных размеров, при этом многомерный поиск во множестве таблиц 

затруднен. Поэтому в DW чаще используется модель данных «звезда», в 

которой имеется общая таблица фактов (Fact Table) и каждому факту ставится 

в соответствие несколько таблиц с необходимыми атрибутами. Целостность 

данных в DW обеспечивается проверкой и трансформацией данных, вводимых 

из внешних источников, наличием дисциплины обновления данных, 

централизованным хранением основной базы, при этом достаточное 

быстродействие поддерживается передачей копий определенных частей базы 

в локальные базы, называемые киосками данных (Data Mart) и 

ориентированные на отдельные группы пользователей. 
Система хранения данных содержит следующие подсистемы и 

компоненты: устройства хранения (дисковые массивы), инфраструктуру 

доступа к устройствам хранения, подсистему резервного копирования и 

архивирования данных, ПО управления хранением, систему управления и 

мониторинга. 
Известны следующие подходы к организации хранилищ данных: DAS 

(Direct Attached Storage), NAS (Network Attached Storage), SAN (Storage Area 
Networks). Подход DAS состоит в прямом подключении устройств хранения к 
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серверу. Недостатки такого решения в сегодняшней обстановке заключаются 

в том, что, во-первых, файлы не могут совместно использоваться несколькими 

серверами, а для добавления дисковых накопителей к сети серверы должны 

быть переведены в автономный режим, во- вторых, при росте требований к 

системам хранения усложняется инфраструктура. 
Сетевое хранение данных NAS должно было реализовать три задачи: 

снизить затраты и сложность управления данными, уменьшить трафик 

локальных сетей, повысить общую производительность. Устройства NAS 

состоят из единого головного устройства, выполняющего обработку данных и 

осуществляющего сетевое соединение цепочки дисков. Устройства NAS 
позволяют использовать системы хранения в сетях Enternet даже, если 

клиентские системы работают под управлением разных ОС. Недостаток NAS 
– неспособность разделять свою емкость хранения между несколькими узлами. 

Основное отличие SAN от NAS состоит в способе организации обмена 

данными между устройствами хранения и серверами. Архитектура SAN 

нацелена на решение задач интенсивного резервного копирования и обмена 

данными путем перенесения всей системы в выделенную подсеть. При этом 

может в широких пределах меняться емкость системы хранения данных и 

гарантируется более высокая пропускная способность в выделенной подсети. 

Сеть хранения не использует существующую локальную сеть для передачи 

данных между серверами и устройствами хранения, данные перемещаются по 

самой сети хранения. Однако при этом совместное использование файлов 

различными пользователями в общем случае невозможно. 
 

Программное обеспечение CALS-технологий 
 
Программное обеспечение CALS-технологий должно выполнять 

функции, обеспечивающие создание и поддержку интегрирующей 

информационной среды для промышленных АС: 
 функции управления данными, разделяемыми разными АС и 

подсистемами на этапах ЖЦИ. Эти функции в настоящее время выполняют 
системы управления PLM. Внутри этапа проектирования управление 

проектными данными, разделяемыми разными подсистемами САПР, 

выполняют системы управления проектными данными PDM; 
 функции управления данными и программами в распределенной 

сетевой среде, включая функции защиты информации. Эти функции 

реализуются в технологиях распределенных вычислений, таких как 

удаленный вы- зов процедур RPC, архитектура на основе посредников 

объектных запросов CORBA, объектная модель COM/DCOM, технология 

SOAP и др. Использование имеющихся систем распределенных вычислений 

позволяет разработчикам CALS-средств сконцентрировать усилия на решении 

специфичных задач и не тратить время на реализацию взаимодействия в сете- 
вой среде; 

 программные средства логистической поддержки изделий, 

обслуживания сложной техники и обучения обслуживающего персонала 
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правилам эксплуатации и ремонта изделий, представленные, в частности 

интерактивными электронными техническими руководствами (ИЭТР), 

создаваемыми в CALS-системах с помощью специальных инструментальных 

средств. Развитые ИЭТР не только служат целям обучения пользователей, но 

выполняют также функции автоматизированного заказа материалов и 

запасных частей, планирования и учета проведения регламентных работ, 

обмена данными между потребителем и поставщиком, диагностики 

оборудования и поиска неисправностей. Примерами инструментальных 

систем создания ИЭТР могут служить TG Builder (компания «Прикладная 

логистика») или Adobe frameMaker+ SGML (Adobe); 
 к программному обеспечению CALS-технологий следует отнести 

многочисленные средства поддержки моделирования и обмена данными с 

использованием языка Express, которые можно объединить под названием 

STEP-средств (STEP Tools). К STEP-средствам относятся редакторы, 

компиляторы, визуализаторы, анализаторы, конверторы, связанные с языком 

Express. Редакторы помогают синтезировать и корректировать Express- 
модели. Анализаторы служат для синтаксического анализа и выявления 

ошибок, допущенных при написании модели. Анализатор входит в состав 

компилятора, который после анализа осуществляет трансляцию Express- 
моделей в ту или иную требуемую языковую форму. Визуализаторы 

генерируют графические представления моделей на языке Express-G. 
Конверторы используются для преобразования Express-моделей на основе 

языка Express-X; 
 к программному обеспечению CALS-технологий можно отнести 

средства поддержки языков SGML, XML, EDIFACT. 
Примерами STEP-средств являются продукты компаний STEP Tools, 

EPM Technology AS, TNO и др. 
Технологии распределенных вычислений и их программное обеспечение 

используются, но не становятся специфичными в CALS-приложениях. 

Поэтому основными компонентами ПО CALS являются системы PLM, PDM и 

интерактивные электронные технические руководства (IETM – Interactive 
Electronic Technical Manual). 

Системы PDM предназначены преимущественно для информационного 

обеспечения проектирования – упорядочения информации о проекте, 

управления соответствующими документами, включая спецификации и 

другие виды представления данных, обеспечения доступа к данным по 

различным атрибутам, навигации по иерархической структуре проекта. 

Системы, аналогичные PDM, но в большей мере ориентированные на 

управление информацией в системах ERP, часто называют системами EDM 
(Enterprise Data Management). В системах PLM поддерживаются 

информационные связи не только внутри САПР, с их помощью 

обеспечивается взаимодействие различных АС на протяжении всего ЖЦИ. 
Технология интегрированного информационного пространства и 

управления данными – технология взаимодействия производителей, 

поставщиков и покупателей на различных этапах ЖЦИ, направленная на 
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оптимальное удовлетворение потребностей заказчиков в продукции и услугах. 

Благодаря более высокой степени специализации предприятий, 

проектированию под заказ, комплексному учету затрат на проектирование, 

изготовление, доставку продуктов можно минимизировать временные и 

финансовые затраты при высоком качестве изделий. Чтобы использовать эти 

возможности, требуются системы PLM, главное назначение которых – 
обеспечивать информационную согласованность действий всех участников 

процесса создания продукции. В PLM учитывается, что число участников в 

цепи поставок может быть весьма значительным, причем состав участников 

непостоянен, а определяется исходя из конкретных задач и условий. Для 

эффективного управления процессами на протяжении всего жизненного цикла 

продукции все участники должны пользоваться доступными для правильного 

восприятия, интерпретации и исчерпывающе полными данными. Именно 

системы PLM интегрируют данные, вырабатываемые и используемые 

системами CAD/CAM, ERP, SCM, CRM. 
В большинстве АС для обменов данными внутри системы используют те 

или иные форматы, или не являющиеся унифицированными, или признанные 

в ряде систем лишь как стандарты де-факто. Языки типа Express используют 

для межсистемных обменов и представления часто встречающихся данных в 

общих БД, для выполнения роли внутренних форматов они неудобны. 

Поэтому в прикладные АС для связей с общей информационной CALS-средой 

должны быть включены конверторы для взаимных преобразований 

внутренних форматов данных в STEP-форматы. Такие конверторы также 

относят к программному обеспечению CALS- технологий. 
 

Основные функции систем PDM 
 
В системах PDM разнообразие типов проектных данных поддерживается 

их классификацией и соответствующим выделением групп с характерными 

множествами атрибутов. Такие группы данных – аспекты описания, т. е. 

описания изделий с различных точек зрения. Для большинства САПР 

машиностроения характерными аспектами будут свойства компонентов и 

сборок (эти сведения называют BOM – Bill of materials), модели и их 

документальное выражение (основными примерами могут служить чертежи, 

3D-модели визуализации, сеточные представления для конечно- элементного 

анализа, текстовые описания), структура изделий, отражающая взаимосвязи 

между компонентами и сборками и их описаниями в разных группах. 
В информационных моделях приложений фигурируют сущности (типы 

данных) и связи между ними. Установление сущностей, их атрибутов, связей 

и атрибутов связей означает структурирование проектных данных. Структура 

изделий обычно может быть представлена иерархически, в виде дерева. 

Иерархическая форма удобна при внесении и отслеживании изменений в 

модели, например, при добавлении и удалении сущностей, изменениях их 

атрибутов, введении новых связей. Поэтому одной из первоочередных 

функций систем PDM является поддержка интерактивной работы 
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пользователя при создании моделей изделий (процессов), структурирование 

описаний проектируемых объектов, предъявление пользователю этой 

иерархической структуры вместе с возможностями навигации по дереву и 

получению нужной информации по каждой указанной пользователем 

структурной компоненте. 
Например, в системе PDM STEP Suite элементы дерева, представляющего 

структуру изделия, могут соответствовать сборочным узлам, агрегатам, 

блокам, отдельным деталям. Навигация по дереву позволяет просматривать 

относящиеся к структурным единицам документы, геометрические модели, 

чертежи и другие атрибуты. 
Интерфейс с пользователем поддерживается визуализацией данных 

проекта одновременно в нескольких окнах. Для визуализации данных разных 

аспектов в системах PDM имеется ряд браузеров. Типичные изображения, 

создаваемые браузерами: дерево проекта или его фрагментов; различные 

виды, такие как 2D-чертеж или 3D-изображение; описания моделей; 

принципиальные схемы; атрибуты объекта (исполнитель, номер версии, дата 

утверждения и т. п.). Иногда для визуализации и редактирования данных в 

PDM конкретной фирмы привлекаются браузеры и редакторы других 

изготовителей. 
Для примера на рис. 5.2 показан фрагмент дерева изделия. Обычно на 

экране дисплея рядом с названием компонента структуры высвечивается 

также присвоенный ему код. Выбор любого компонента (узла дерева) 

позволяет, во-первых, получить в появляющихся окнах требуемую 

информацию о компоненте, во-вторых, для компонента, являющегося 

сборкой, раскрыть следующий по иерархии фрагмент, в котором данный 

компонент будет представлен уже корневым узлом. 
Управление версиями проекта и внесением изменений в проект должно 

обеспечивать целостность проектных данных. Если в проект нужно внести 

изменения, то создается новая версия проекта, основанная на первоначальном 

проекте, и изменения вносятся уже в эту новую версию. Исходный вариант 

проекта при этом сохраняется в прежнем виде. Одна версия каждого объекта 

является текущей или активной версией. Если имеется несколько версий 

объекта, то текущей будет та, которая последней подвергалась изменениям. 

 
Рис. 5.2. Фрагмент дерева изделия 
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В системе NELSIS CAD Framework предусмотрены следующие статусы 

для версий документов: «рабочая» – версия с таким статусом находится в 

работе, ее можно модифицировать; «принятая» – версия с этим статусом 

является основной для взаимодействия частей проекта, она служит для обмена 

между объектами, ее модификации осуществляются через статус «рабочая»; 

«архивная» – статус, присваиваемый предыдущим сохраняемым версиям; 

«порождаемая» – статус зарезервирован для вновь создаваемых объектов, 

например при синтезе проектных решений. Разработчик сам изменяет статус 

объектов. 
Аналогично в системе PDM STEP Suite одна из версий проекта является 

рабочей (активной), с ней работают пользователи. Но можно обращаться и к 

любой другой версии. В процессе коллективной работы хранимые в базе 

данных документ, чертеж или модель могут быть взяты для дальнейшей 

проработки. Тогда исходная версия документа помечается как находящаяся в 

процессе редактирования. После редактирования созданная новая версия 

хранится вместе с предыдущей. При этом для каждой версии документа можно 

определить породившую ее исходную версию. 
Целостность данных поддерживается также тем, что нельзя 

одновременно изменять один и тот же объект разным разработчикам, каждый 

из них должен работать со своей рабочей версией. Другими словами, 

необходимо обеспечение синхронизации изменения данных, разделяемых 
многими пользователями. Для этого выполняется авторизация пользователей, 

и разрабатываются средства ведения многих версий проекта. Во-первых, 

пользователи делятся на классы (администрация системы, руководство 

проектом и частями проекта, группы исполнителей-проектировщиков) и для 

каждого класса вводят определенные ограничения, связанные с доступом к 

разделяемым данным; во-вторых, доступ регламентируется по типам 

разделяемых данных. Данным могут присваиваться различные значения 

статуса, например, «правильно», «необходимо перевычисление», «утверждено 

в качестве окончательного решения» и т. п. Собственно синхронизация 

выполняется с помощью механизмов типа рандеву или семафоров, которые 

подробно рассмотрены в пособиях по параллельным вычислениям. 
Для подготовки, хранения и сопровождения необходимых документов, в 

том числе чертежей и схем, в PDM включают специализированные системы 

управления документами и документооборотом или адаптируют 

полнофункциональные системы делопроизводства, разработанные 

независимо от конкретных PDM. Часто используют программы Lotus Notes и 

Lotus Domino компании Lotus Development. Возможности управления 

чертежно-конструкторской документацией, подготовленной в AutoCAD и Mi- 
crostation, имеются в продуктах DOCS Open (компания Hummingbird), 
CADLink, входящих в систему управления документами и бизнес- процессами 

Documentum, Search (белорусская компания Интермех) и ряде других. 
В системе Search осуществляются хранение и поиск данных, доступ к 

ним, документооборот, разработка спецификаций, внесение изменений и др. 

Для этого имеются редактор извещений об изменениях в проекте, средства 
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обеспечения групповой работы над проектом, модуль доступа к документам, 

расположенным на других узлах сети. Редактирование и просмотр 

выполняются с помощью внешних редакторов. 
Управление проектами (процессом проектирования) также входит в 

число функций PDM. Проектирование состоит из многих шагов, 

объединяемых в потоки работ (workflow). Управление потоком работ 

включает в себя большое число действий и условий, поддерживающих 

параллельную работу многих пользователей над общим проектом. 

Необходимо распределить работы, как между исполнителями, так и во 

времени, а также обеспечить контроль выполнения работ. Шаги заданного или 

динамически определяемого маршрута работ могут представлять собой 

выполнение проектных операций и процедур, пересылку документов и файлов 

другим пользователям, изменение статуса объекта, просмотр, контроль и 

утверждение инженерных проектов и внесения в них изменений и т. п. Между 

шагами перемещается пакет документов. На шагах маршрута документы 

проекта обрабатываются, видоизменяются, оцениваются, пакет автоматически 

пополняется и, в конечном счете, проектная документация выпускается в 

производство. 
Управление потоком работ выполняется на основе моделей 

вычислительных процессов. Используются спецификации моделей, принятые 

в CASE-системах, например, диаграммы потоков данных, ориентированные 

графы, UML-диаграммы. Сначала модели составляют в терминах проектных 

заданий, а затем система осуществляет их покрытие имеющимися 

проектирующими программами и программными модулями. Применяют 

также описания на языках расширения или 4GL. 
Интеграция данных на ранних этапах развития систем PDM связывалась 

только с организацией сквозного проектирования изделий в рамках 

конкретной   САПР. В настоящее время в связи с развитием CALS- технологий 

основным содержанием проблемы интеграции стало обеспечение интерфейса 

САПР с другими АС. Проблема решается с помощью поддержки типовых 
форматов, например, путем конвертирования данных из общепринятых 

форматов во внутренние представления конкретных САПР. В CALS-
технологиях взаимодействие систем основано на стандартах STEP, поэтому в 

ряде PDM имеются конверторы из предложенного в STEP языка Express. 
Среди других форматов данных обычно используют IGES, DXF, VRML, SAL, 
EDIF, текстовые и графические форматы и др. Предусматривается 

возможность адаптации САПР к конкретным условиям с по- мощью языков 

расширения. Язык расширения – язык программирования, позволяющий 

адаптировать и настраивать системную среду на выполнение новых проектов. 

Язык расширения должен обеспечивать доступ к различным компонентам 

системной среды, объединять возможности базового языка 
программирования и командного языка, включать средства процедурного 

программирования. Для большинства языков расширения базовыми являются 

Lisp или С. 
В настоящее время основные разработчики САПР в машиностроении 
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считают целесообразным предлагать комплексные системы PLM, в состав 

которых входят как модули CAD/CAM/CAE, так и PDM. Так, компания 

Dessault Systemes создает систему ENOVIA на базе приобретенной PDM 

ProductManager. Система ENOVIA предназначена для моделирования и 

управления данными об изделиях, процессах и ресурсах на различных этапах 

жизненного цикла промышленной продукции от концептуального 

проектирования до эксплуатационного обслуживания. Это распределенная на 

базе Web-технологий система управления данными, способствующая 

интеграции систем проектирования, производства и управления внутри 

предприятия и позволяющая отдельным фирмам объединяться в виртуальные 

предприятия. Управление проектами и изменениями данных, их 

распределение, интерфейс с системами ERP – далеко не полный перечень 

функций этой системы. 
Кроме системы ENOVIA IBM/Dessault развивает систему SmartTeam. В 

базовый комплект системы SmarTeam входят модуль создания и 

редактирования моделей, СУБД (Interbase или Oracle), визуализатор, модуль 

сопряжения с различными САПР (в список входят SolidWorks, Inventor, Mi- 
crostation, Solid Edge, AutoCAD 14). Базовый комплект может расширяться 

путем добавления модулей документооборота, интеграции с ERP, SCM и 

CRM-системами, взаимодействия с партнерами через Internet и др. Состав 

системы SmarTeam и ее связи с CAD и ERP-системами иллюстрирует рис. 
5.3. 

 
Рис. 5.3. Компоненты и связи системы SmarTeam 

 
Создаваемая в среде SmarTeam информационная модель объекта состоит 

из двух частей. Одна часть служит для описания состава изделия (в виде 

дерева), его структуры (в виде файлов с данными о сборках), геометрии и 

материала деталей. Другая часть содержит данные о технологических 



76 

процессах изготовления объекта в виде дерева операций и переходов и 

автоматически формируемой технологической документации. 
 
Компания Unigraphics Solution осуществляет преобразование систем 

iMAN и Metaphase в новую систему PDM Teamcenter. В этой PDM имеются 

подсистемы управления данными на стадиях проектирования и произ- 
водства. В SolidWorks используется PDM/Works, в SolidEdge – заимствованная 

система управления документами SharePoint Portal Server. 
Российская компания Аскон предлагает оригинальную PLM систему 

Лоцман, реализуемую в виде трехзвенной системы распределенных 

вычислений. 
 

 
Лекция 9. Введение в инжиниринг бизнес-процессов 

 
Бизнес-процесс 

Бизнес-процесс – это повторяющийся, последовательный, 

взаимоувязанный набор мероприятий (операций, действий), который 

потребляет некие ресурсы, создает некую ценность и выдает результат 

потребителю.  
Потребитель бизнес-процесса может быть, как внешним, так и 

внутренним по отношению к организации. Внешний потребитель – это 

потребитель, который не входит в состав данной организации, а внутренний – 
тот потребитель, который находится в рамках данной организации.  

Бизнес-процессы разделяются на следующие классы:  
 Основные процессы;  
 Сопутствующие процессы;  
 Вспомогательные процессы;  
 Обеспечивающие процессы;  
 Процессы управления;  
 Процессы развития.  

 
Основными бизнес-процессами являются процессы, ориентированные 

на производство товара или оказание услуги, являющиеся целевыми 

объектами создания предприятия и обеспечивающие получение дохода.  
Сопутствующие процессы – процессы, ориентированные на 

производство товара или оказание услуги, являющиеся результатами 

сопутствующей основному производству производственной деятельности и 

также обеспечивающие получение дохода.  
Вспомогательные бизнес-процессы – процессы, предназначенные для 

обеспечения выполнения основных бизнес-процессов.  
Обеспечивающие бизнес-процессы – процессы, предназначенные для 

жизнеобеспечения всех остальных бизнес-процессов и ориентированные на 

поддержку их универсальных черт бизнеса.  
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Бизнес-процессы управления – это процессы, охватывающие весь 

комплекс функций управления на уровне каждого бизнес-процесса и бизнес-
системы в целом.  

Бизнес-процессы развития – это процессы совершенствования 

производимого товара или услуги, технологий, модификации оборудования. 
 

Инжиниринг и параллельный инжиниринг(ПИ) 
Инженерное дело, инженерия — область человеческой 

интеллектуальной деятельности, дисциплина, профессия, задачей которой 
является применение достижений науки, техники, использование законов и 

природных ресурсов для решения конкретных проблем, целей и задач 

человечества. В самом общем виде инжиниринг можно определить, как 

применение научных методов и средств для разработки, создания и 

использования искусственных систем или для вмешательства в развитие 

естественных систем в целях разрешения общественных проблем в различных 

предметных областях. В современной практике используют еще более 

конкретное определение: 
Слово «Инжиниринг» заимствовано в английском языке в значении — 

предоставление услуг по доведению новых идей (НИОКР — научно-
исследовательских и опытно-конструкторских разработок) до стадии 

производства. Время заимствования — 90-е годы ХХ века. 
Современное использование понятия во многом определяется 

этимологией слова. Инжиниринг от французского engin машина, механизм и в 

тоже время — мастерство, умение, сноровка. Латинские истоки: ingenium— 
врожденные, природные качества, талант in- «in» +gen-, корень, источник 

gignereпорождать, производить. 
В настоящее время инжиниринг— сфера деятельности по проработке 

вопросов создания объектов промышленности, инфраструктуры и др., прежде 

всего в форме предоставления на коммерческой основе различных инженерно-
консультационных услуг. 

Инжиниринг – технические консультационные услуги, связанные с 

разработкой и подготовкой производственного процесса и обеспечением 

нормального хода процесса производства и реализации продукции. 
Инжиниринг – (от англ. engineering, лат. ingenium - изобретательность, 

выдумка, знания) - одна из признанных форм повышения эффективности 

бизнеса, суть которой состоит в предоставлении услуг исследовательского, 

проектно-конструкторского, расчетно-аналитического, производственного 

характера, включая подготовку обоснований инвестиций, выработку 

рекомендаций в области организации производства и управления, а также 

реализации продукции. Соответственно, инжиниринговая компания 

специализируется на предоставлении инжиниринговых услуг, способна 

оказывать услуги в различных предметных областях и привлекать к 

выполнению работ необходимых участников.  
Термин "инжиниринг" появился в европейских языках (первоначально в 

старом французском языке использовалось engin как "сообразительность, 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D0%B8%D0%B7%D0%B2%D0%BE%D0%B4%D1%81%D1%82%D0%B2%D0%BE
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D0%B4%D0%B0%D0%B6%D0%B8
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смекалка", а также "машина, устройство"; затем это слово попало и в другие 

европейские языки) из латыни, где ingenerare, означало "создавать, творить" и 

первоначально использовалось для обозначения применения человеческих 

интеллектуальных способностей для решения каких-либо практических задач 

(в этой связи следует отметить, что "инжиниринг" является однокоренным 

словом не только традиционным "инженер" и "инженерия", но и "гений", 

"гениальность" и т.п.).  
Как известно, человеческий разум всегда был настроен на истребление 

себе подобных в ходе различных военных конфликтов; именно поэтому в свое 

время были созданы различные хитроумные военные устройства, такие как 

катапульты, требюше, манготели, осадные башни, плавучие мосты. 

Специалиста, который отвечал за создание и эксплуатацию этих "безобидных 

машин" (ingine), называли "инженер" (engineer). Но вслед за периодом метания 

камней наступали периоды собирания камней, и военный инженер становился 

инженером гражданским (civil engineer), который применял свои 

интеллектуальные способности и доступные для него знания для 

строительства зданий, систем водоснабжения и канализации, 

градостроительства. Дальнейшее распространение "инжиниринга" в 

европейских и мировых языках в первую очередь связано с промышленной 

революцией, начавшейся на территории Великобритании и заключавшейся в 

создании машин и механизмов, использовавших естественные природные 

силы и ресурсы для замены физического труда людей и животных. По мере 

развития знаний и умений человечества по использованию естественных 

систем для своих целей расширялось как значение слова "инжиниринг", так и 

содержание этого понятия.  
До последнего времени инжиниринг достаточно часто понимался в 

узком смысле как деятельность по разработке, производству и эксплуатации 

различных машин, механизмов, агрегатов и механизированных комплексов.  
В настоящее время инжиниринг далеко перешагнул за границы этого 

узкого понимания, которое сегодня соотносится только лишь с деятельностью 

инженеров-механиков (mechanical engineering) и некоторых других видов 

инженерной деятельности. Как же соотносятся понятия "наука" и 

"инжиниринг"?  
Основной функцией науки является познание, в то время как основной 

миссией инжиниринга является преобразование, практическая деятельность, 

базирующаяся на результатах научной деятельности. Ученый умножает и 

систематизирует знания о мире, инженер использует эти знания для решения 

практических проблем. Инжиниринг основан на применении знаний, 

сложившихся в различных областях, таких как физика, химия, математика, 

биология и других, а также прикладных частей этих дисциплин. В отличие от 

ученого инженер не свободен в выборе своих интересов. Он должен решать 

конкретные проблемы по мере их возникновения, причем решения этих 

проблем должны удовлетворять подчас противоречивые требования. 

Производительность всегда стоит дополнительных денег, безопасность 

увеличивает сложность, и так далее. Инжиниринг ставит целью выработку не 
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лучшего, а оптимального решения, которое, принимая во внимание все 

существующие ограничения и требования, является наиболее желательным. 

Это может быть наиболее надежное решение в рамках заданных ограничений 

на массу машины, наиболее простое с точки зрения безопасности или наиболее 

эффективное по экономическим показателям. 
К основным видам инжиниринга относятся услуги: 

1. Предпроектного (предварительное исследование, технико-
экономические обоснования) характера, 

2. Проектного (составления проектов, генплановых схем, рабочих 

чертежей и т.п.) характера 
3. Послепроектного (подготовка контрактных материалов, торгов, 

инспекция строительных работ и т.п.) характера, а также 

рекомендательные услуги по эксплуатации, управлению, реализации 

выпускаемой продукции. 
 
Можно выделить следующие черты инженерного подхода, которые 

наследует бизнес-инжиниринг: 
 Моделирование, 
 Системный подход — преобразование архитектуры предприятия, 
 Решение практических проблем на основе научных знаний, 
 Повторное использование знаний. 

 
История инжиниринга 

 
Деятельность, которая сегодня называется инжинирингом, имеет 

чрезвычайно глубокие корни. Одним из первых известных инжиниринговых 

проектов было строительство легендарной Вавилонской башни. Печальная 

судьба, постигшая данный проект, наложила отпечаток на все дальнейшее 

развитие инжиниринга, результаты которого, как и любые другие результаты 

рационального вмешательства человека в функционирование естественных, 

природных систем, были и остаются, мягко говоря, неоднозначными. Первым 

известным по имени инженером может быть назван Имхотеп, архитектор и 

руководитель проекта строительства пирамид в Древнем Египте. 

Последователи Имхотепа – египетские, ближневосточные, греческие и 

римские инженеры – подняли уровень инженерного искусства на небывалую 

высоту, используя при этом всё богатство человеческого знания того времени: 

арифметику, геометрию, физику. Семь чудес света, храм Иерусалима, римский 

Колизей, римские и парфянские дороги, акведуки и многие другие технически 

сложные системы являются тому подтверждением. Одним из первых 

фундаментальных трудов, посвященных инженерному знанию и его 

практическому применению, стала книга римского ученого Витрувия "Об 

архитектуре", появившаяся в первом столетии нашей эры и представлявшая 

собой 10-томное произведение, включавшее знания из таких областей, как 

строительные материалы, архитектура, строительные технологии, гидравлика, 

теория измерений, градостроительство. Средние века в Европе замечательны 
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созданием архитектурных шедевров готики, выработкой рациональных 

методов управления градостроительной деятельностью. Дневник 

французского инженера XIII века Вилларда де Хоннекурта свидетельствует о 

том, что в своей деятельности инженеры Средневековья опирались на знание 

математики, геометрии, физических наук и активно использовали черчение. В 

Азии инжиниринг развивался своими, но во многом сходными путями, с 

использованием, пожалуй, даже более сложных и изощренных методов 

строительства, гидравлики и металлургии. Древние сооружения Китая дают 

полное представление об инженерном гении цивилизаций Древнего Востока. 
Инжиниринг как профессиональная деятельность и отдельная 

дисциплина практически полностью сложился в XVIII веке, когда появились 

первые профессиональные ассоциации и школы инженерного искусства. 

Гражданские инженеры того времени занимались созданием систем самого 

различного характера и назначения – систем водоснабжения и канализации, 

транспортных систем, планированием городов. Англия и Шотландия стали 

родиной инженерной механики, где были разработаны первые паровые 

машины, и которая стала неким технопарком европейской промышленной 

революции. Успехи в коммерциализации результатов труда инженеров 

послужили дальнейшим толчком для развития этой деятельности. 
Научный прорыв в изучении электричества привел к рождению 

электротехники как очередного направления в инжиниринге. Создание 

Вольтом первой электрической батареи, опыты Фарадея, создание 

динамомашины и электрического мотора явились практическими 

результатами этого направления. Опыты Максвелла и Герца в конце XIX века 

стали провозвестниками рождения электроники, отметившейся такими 

достижениями, как изобретение телефона, транзистора, телевизора, 

стиральной машины и прочих полезных и нужных в хозяйстве вещей, без 

которых современная жизнь была бы очень неудобной. 
Успехи химической науки привели к становлению химического 

инжиниринга, использованию различных химических процессов в самых 

различных отраслях хозяйственной деятельности – металлургии, пищевой 

промышленности, текстильной промышленности и т.д. 
 

Функции инжиниринга 
 
Инжиниринг практически всегда представляет собой решение 

конкретной проблемы или их совокупности. Это могут быть физические или 

экономические проблемы, они могут требовать приложения абстрактной 

математики или простого здравого смысла, они могут быть обусловлены как 

качественными, так и количественными факторами. Но в любом случае 

инжиниринг при решении проблем представляет собой процесс творческого 

анализа, синтеза и моделирования, взаимоувязки различных идей и концепций 

в целях создания нового, оптимального решения. 
Хотя проблемы, решаемые с помощью инжиниринга, различаются по 

масштабу, сложности и предметной области, для их решения применяются 
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один и тот же, системный, подход. Первоначально осуществляется анализ 

ситуации и предварительный план действий. В соответствии с этим планом 

проблема, как правило, декомпозируется до более четких и детальном 

анализируемых вопросов. Если более подробно, к любой реальной проблеме 

необходимо изначально относится не как к отдельно взятой, а как к "клубку" 

взаимосвязанных проблем, который обычно обозначается термином 

"проблематика". В ходе анализа и декомпозиции из проблематики необходимо 

вычленить более четкие проблемы и вопросы. Каждая из сформулированных 

проблем затем решается с помощью доступного научного аппарата, 

системного анализа, который позволяет интегрировать разнородные знания 

для решения конкретной проблемы, и проектного управления, которое 

предоставляет инструменты управления этой междисциплинарной 

деятельностью. Полученная в ходе этой деятельности модель проверяется на 

научную точность, практическую адекватность, техническую реализуемость и 

экономическую целесообразность. И, наконец, результаты решения 

выделенных проблем затем интегрируются с целью разрешения изначально 

существующей проблематики. 
В качестве функций инжиниринга как научного подхода для решения 

практических проблем можно выделить следующие функции: 
 Исследования (Research). Исследование математических и 

общенаучных методов, средств и концепций, экспериментов и логических 

инструментов для первоначального изучения проблематики, поиска новых 

принципов и процессов. 
 Разработка (Development). Применение результатов исследования для 

практических целей, творческое использование научных знаний для создания 

новых моделей в различных предметных областях - технологических 

процессов, производственного оборудования и предприятий в целом. 
 Проектирование (Desing). Детальное (рабочее) проектирование 

продукции или производственной системы, определение методов и процессов 

производства и функционирования, определение используемых материалов, 

выработка решений по форме и структуре продукции или системы, 

определение технических характеристик и функций, необходимых для 

решения проблемы, обеспечения соответствия требованиям и удовлетворения 

потребностей и ожиданий. 
 Определение стоимостных и финансовых параметров проекта (Costing, 

Budgeting & Financing). Данная функция предполагает разработку бюджетов и 

смет по проекту, подготовку и проведение конкурсов, а также создание новых 

финансовых инструментов и операционных схем. 
 Строительство (Construction). Создание материальной инфраструктуры, 

необходимой для осуществления запроектированных процессов, в общем 

случае предполагающее освоение строительной площадки, создание 

строительной продукции, т. е. пассивных основных фондов, организацию 

контроля качества и подготовку продукции проекта к эксплуатации. 
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 Организация производства (Production). Определение плана размещения 

производственных процессов, выбор и приобретение необходимого 

оборудования, определение материалов, сырья, компонентов, необходимых 

для производства, и источников их поставки, интеграция всех 

производственных процессов, проведение тестирования, пуско-наладочных 

мероприятий и инспекций, подготовка персонала, организация опытного 

производства. 
 Производство (Operation). Контроль за функционированием машин, 

процессов, фабрик и заводов, организация материального и энергетического 

обеспечения, организация транспорта и коммуникаций, определение процедур 

выполнения технологических процессов и их совершенствование, контроль за 

деятельностью персонала, развитие умений и способностей персонала по 

выполнению технологических процессов, управление качеством процессов и 

продукции. 
С определенной долей условности функции инжиниринга увязываются 

в некоторую логико-временную последовательность, которая весьма сходна с 

моделью жизненного цикла проекта. 

 
Рисунок 1 – Логико-временная связь функций инжиниринга 
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Рисунок 2 – Жизненный циклы проекта, продукта и инжиниринга 

 
Это сходство связано с тем, что практическая инжиниринговая 

деятельность либо осуществляется в рамках инвестиционно-строительных 

проектов, либо оформляется в виде инжиниринговых проектов, а проектный 

менеджмент, таким образом, становится базовой управленческой 

методологией инжиниринга. 
Функции инжиниринга тесно переплетаются с функциями менеджмента 

в первую очередь проектного менеджмента. 
 

 
Рисунок 3 – Типичная структура функций инжиниринговой и 

управляющей структур 
 
Это относится к таким задачам, как стратегическое управление 

технологическим развитием, анализ требований заказчиков и клиентов, 

контроль экономических результатов производственных процессов. 
Соединение функций инжиниринга и управления особенно характерно 

для России, что отражает сложившуюся с советских времен линию на 

собственную понятийную базу и организацию инжиниринга. Так, 

традиционно сложилось, что главный инженер предприятия отвечал за 

технико-технологические аспекты деятельности предприятия (иначе говоря, 

инжиниринг), а первый руководитель - за управление предприятием, 

осуществлявшееся‚ ввиду отсутствия развитой системы подготовки 
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управленческих кадров, инженерами, в лучшем случае — инженерами-
экономистами. То, что за рубежом относят к инжинирингу, в России 

определяют, как изыскания, проектирование, авторский надзор, опытно-
промышленная эксплуатация, отраслевые НИОКР и пр. 

В результате кризиса советской системы общемировые тенденции 

сейчас доминируют; менеджмент стал самостоятельной мультидисциплиной. 

Вместе с тем его тесные связи с инжинирингом сохранились. Современные 

заказчики, учитывая интегрирующую роль системы управления проектом, все 

чаще предпочитают единый контракт, включающий как инжиниринг (как 

правило, комплексный), так и управление проектом. 
В настоящее время инжиниринг представляет собой, помимо прочего, 

достаточно большую и сложную структуру профессиональных сообществ и 

ассоциаций, объединяющих инженеров из различных стран в целях 

повышения уровня их знаний и эффективности их практических решений. 
 

Основные принципы инжиниринга 
 

Инженерное дело теснейшим образом связано с совокупностями 

объектов, которые принято называть сложными системами, которые 

характеризуются многочисленными и разнообразными по типу связями между 

отдельно существующими элементами системы и наличием у системы 

функции назначения, которой нет у составляющих ее частей. Каждая сложная 

система имеет уникальную организацию. Однако более детальное изучение 

способно выделить общее в системе, например, в процессах проектирования 

машины, самолета, здания или сооружения. 
В теоретической основе реализации инжиниринговой технологии лежат 

три системных принципа: обратного проектирования; минимума 

функциональной полноты; экономической достаточности решения. 
Принцип обратного проектирования устанавливает, что система 

введения новшеств не должна быть жестко связана с изготовляемым 

предметом, а связана с более общим разнообразием продукции, т.е. система 

должна обладать инвариантностью достаточной для производства заранее 

неизвестной номенклатуры изделий определенного класса (классов). Гораздо 

целесообразнее проектировать не ресурс под изделие (традиционный подход 

при создании специализированных «жестких» производств), а изделие под 

ресурс. Но для реализации такого подхода необходимо, чтобы созданный 

ресурс был бы достаточно универсальным. 
Принцип минимальной функциональной полноты обеспечивает 

рациональность решений при: формировании очередности этапов запуска 

проекта; определении количественного состава и структуры оборудования 

системы; выборе ее организационно-управленческой структуры; 

планировании и формировании технологической подготовки производства. 
Принцип экономической достаточности решения способствует 

коррекции технико-экономических показателей эффективности по 

результатам имитационного моделирования ее функционирования. 
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Принципы системного подхода — это положения общего характера, 

являющиеся обобщением опыта работы человека со сложными системами. 

Известно около двух десятков таких принципов, среди которых важно 

рассматривать: 
 принцип целеобусловленности: абсолютный приоритет конечной цели; 
 принцип относительности: одна и та же совокупность компонентов 

может рассматриваться самостоятельно, либо как управляемая часть 

подсистемы, либо как управляющая для подсистем; 
 принцип управляемости: система должна быть способной изменять 

значения своих параметров под воздействием управления; 
 принцип связности: система должна быть управляемой по отношению к 

надсистеме и управляющей по отношению к подсистеме и рассматриваться 

совместно с ее связями с окружением; 
 принцип моделируемости: система должна содержать механизм 

прогнозирования и оптимизации ее поведения во времени; 
 принцип иерархии: полезно введение иерархии элементов и(или) их 

ранжирование; 
 принцип функциональности: совместное рассмотрение структуры и 

функции с приоритетом функции над структурой; 
 принцип развития: учет изменяемости системы, ее способности к 

развитию, расширению, замене частей, накапливанию информации; 
 принцип оперативности: реакция на изменение параметров 

функционирования должна происходить в реальном масштабе времени. 
В случае реализации крупных проектов названные принципы 

системного проектирования трактуются следующим образом: создаваемые в 

каждой очереди реализации проекта технологический и инфраструктурный 

ресурсы должны обладать необходимым минимумом функциональной 

полноты, гарантирующим экономически эффективный выпуск продукции. 
 

Бизнес-моделирование 
 
Подобно тому, как инженер, занимающийся преобразованием 

технической системы, анализирует схему ее устройства, в бизнес-
инжиниринге создается модель предприятия (или система моделей), которая 

является основой для принятия решений и проведения преобразований. 
Модель — это система, исследование которой служит средством для 

получения информации о другой системе11; это упрощенное представление 

реального устройства и/или протекающих в нем процессов, явлений; это 

описание системы, отображающее определенную группу компонентов 

системы, их свойств и отношений, существенных для управления системой12. 
С точки зрения характера описания (представления) моделируемого 

объекта классы моделей варьируются от вербальных описаний до формальных 

(математических) моделей. 
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Вербальные описания осуществляются с помощью методов типа 
«мозговой атаки», «сценариев», экспертных оценок, «дерева целей» и т. п. В 

свою очередь, развитие математики шло по пути расширения средств 

постановки и решения трудно формализуемых задач. Наряду с 
детерминированными, аналитическими методами классической математики 

возникли теория вероятностей и математическая статистика (как средство 

доказательства адекватности модели на основе представительной выборки и 

понятия вероятности правомерности использования модели и результатов 

моделирования). Для задач с большей степенью неопределенности стали 

привлекать теорию множеств, математическую логику, математическую 

лингвистику, теорию графов, что во многом стимулировало развитие этих 

направлений. Иными словами, математика стала постепенно накапливать 

средства работы с неопределенностью, со смыслом, который классическая 

математика исключала из объектов своего рассмотрения. 
Таким образом, между неформальным, образным мышлением человека и 

формальными моделями классической математики сложился как бы «спектр» 

методов, которые помогают получать и уточнять (формализовать) вербальное 

описание проблемной ситуации, с одной стороны, и интерпретировать 

формальные модели, связывать их с реальной действительностью, с другой. 

Этот спектр условно представлен на рис. 6. 

Развитие методов моделирования, разумеется, шло не так 

последовательно, как показано на рисунке. Методы возникали и развивались 
параллельно. Существуют различные модификации сходных методов. 
Постоянно возникают новые методы моделирования как бы на «пересечении» 

уже сложившихся групп. Выбор класса модели из «спектра» подсказывается 

практическими соображениями, а именно, модель, как аналогичная система, 

за поведением которой мы собираемся наблюдать, должна быть проще 
исходной во всех своих аспектах, за исключением тех, которые определяют 

выполнение выбранного отношения эквивалентности. Первоначально 

исследователи, развивающие теорию систем, предлагали классификации 

систем и старались поставить им в соответствие определенные методы 

моделирования, позволяющие наилучшим образом отразить особенности того 

или иного класса. Такой подход к выбору методов моделирования подобен 

подходу прикладной математики. Однако в отличие от последней, в основу 

которой положены классы прикладных задач, системный анализ может один и 

 

Рис. 6 
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тот же объект или одну и ту же проблемную ситуацию (в зависимости от 

степени неопределенности и по мере познания) отображать разными классами 
систем и соответственно различными моделями, организуя таким образом, как 

бы процесс постепенной формализации задачи, т. е. «выращивание» ее 

формальной модели. 
Существует и другая точка зрения. Если последовательно менять методы 

приведенного «спектра» (не обязательно используя все), то можно 

постепенно, ограничивая полноту описания проблемной ситуации (что 

неизбежно при формализации), но, сохраняя наиболее существенные с точки 

зрения цели (структуры целей) компоненты и связи между ними, перейти к 

формальной модели. 
В то же время анализ процессов изобретательской деятельности, опыта 

формирования сложных моделей принятия решений показал, что практика не 

подчиняется такой логике, т. е. человек поступает иначе: он попеременно 

выбирает методы из левой и правой частей «спектра». Поэтому удобно как бы 

«переломить» этот «спектр» методов примерно в середине, где графические 

методы смыкаются с методами структуризации, т. е. разделить методы 

моделирования систем на два больших класса: методы формализованного 

представления систем (МФПС) и методы, направленные на активизацию 

использования интуиции и опыта специалистов (МАИС). Классификации 

МАИС и МФПС могут быть разными, на рис. 7. приведена одна из возможных 

классификаций. 

 

 

Рис. 7. Классификация методов моделирования и 
позиционирование инструментов бизнес-инжиниринга 
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Если обратиться к сложившейся в настоящий момент практике 
использования моделирования в бизнес-инжиниринге, то можно сказать, что 

«ядро» подходов и инструментов моделирования составляют методы 

структурирования, применение таблиц решений, графические, семиотические 

и в некоторых случаях теоретико-множественные методы. Остальные методы, 

как правило, носят характер либо вспомогательный (сбор первичной 

информации для наполнения модели), либо частный узкоспециализированный 

(статистическое моделирование для прогноза рынка), либо перспективно-
инновационный (автоматизированный логический вывод на основе модели), 

см. рис. 7. 
Для создания, анализа и использования моделей предприятия 

используются инструменты управления архитектурой предприятия (Enterprise 
Architecture Management / EAM Tools), развивающие идеи 
автоматизированного проектирования и инженерии (CAD / CAE – Computer-
Aided Design / Engineering). 
 

Системность и архитектурный подход 
 
Зрелые инженерные дисциплины используют верхнеуровневые описания 

проектируемого объекта — нельзя отдельно проектировать детали, не имея 

чертежа общего вида, в котором все части и детали связаны вместе и который 

позволяет понять роль отдельной части в системе. Система — совокупность 

взаимодействующих элементов, организованных для достижения одного или 

нескольких установленных назначений (ISO/IEC 15288:2008)15. В бизнесе 

общий взгляд, который взаимоувязан частей в единое целое, производится с 

помощью понятия «архитектура предприятия», табл. 1.  
Согласно ISO 15704 архитектура предприятия должна включать: роли 

людей, описание процессов (функции и поведение) и представление всех 

вспомогательных технологий на протяжении всего жизненного цикла 

предприятия. 
Модель архитектуры предприятия используется для проектирования 

будущего состояния компании, для анализа существующего состояния, а 

также для представления альтернативных сценариев развития. 
Почему же для решения задач оптимизации нужно исходить из 

целостного видения архитектуры предприятия? Все предприятия прилагают 

усилия по оптимизации деятельности в той или иной области за счет 

локальных изменений. Однако опыт показывает, что получение локального 

эффекта существенно зависит от способности адекватно представить целое. 

Не видя целое, невозможно не только найти оптимальное решение, 

отвечающее стратегическим интересам фирмы, но и грамотно сформировать 

требования к любым частным изменениям. Хороший пример последствий 

локальных «исследований» дан в притче о слоне1, рис. 8: 
 

                                                           
1 Ученый спор: Инд. басня («Слепцы, числом их было пять...») // Крокодил. 1940. № 12. С. 5. 
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Таблица 1 
Определение архитектуры предприятия 

 

 

Рис. 8. Для решения частных задач необходимо видеть целое 
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Решение практических проблем на основе научных знаний 

 
Инженерия основана на кодификации научных знаний о проблемной 

области в форме, которая полезна (напрямую) специалисту-практику и 
позволяет давать ответы на вопросы, которые часто возникают на практике. 

Благодаря этому среднестатистический инженер может применять эти знания 

и решать проблемы намного быстрее, чем раньше. Таким образом, инженерия 

делает доступными накопленный опыт вместо того, чтобы рассчитывать на 

уникальные виртуозные решения. Вклад бизнес-инжиниринга в науку 

(организационную, техническую) подобен вкладу техники строительства (civil 
engineering) в технические науки и вкладу инженерии программного 

обеспечения (software engineering) в компьютерные науки (computer science). 
Существующая практика бизнес-инжиниринга подобна программной 

инженерии конца 80-х годов — знания об эффективно работающих техниках 

передаются в последующие проекты нерегулярно, не существует 

общедоступной базы проектных наработок, которую можно было бы 

использовать в справочных целях. Организационная наука создает некоторые 

актуальные теории, однако практика обычно существует независимо от этих 
знаний. 

Бизнес-инжиниринг нацелен на создание полезных типовых решений для 

определенных проблем предприятий. Бизнес-инжиниринг устраняет разрыв 

между теоретическими знаниями организационной науки (а также 
применимыми наработками технических и компьютерных наук), с одной 
стороны, и актуальными конкретными проблемами предприятий, с другой. 
Данный разрыв существует потому, что теории позволяют хорошо объяснять 

существующие явления на предприятиях, но плохо применимы для создания 

решений проблем, то есть для поддержки инноваций и эволюции. 
С научных позиций деятельность в рамках бизнес-инжиниринга может 

рассматриваться как управляемый итеративный поиск научно-обоснованных 

решений. 
Чмилевитз2 описывает различие между теорией и типовыми решениями в 

области социальных наук как различие между отношениями «причина-
следствие» и «цель-средства». Он связывает отношение «причина-следствие» 

с теоретическими исследованиями, а отношение «цель-средство» с понятием 

технология. Если теоретические исследования стараются лучше понять и 

объяснить интересующий феномен, то бизнес-инжиниринг ищет и создает 

инновационные артефакты. Теоретические исследования и бизнес-
инжиниринг преследует две принципиально разные цели: в одном случае 

причинно-следственные связи должны быть истинными, в другом — связи 

между целями и средствами должны быть полезными. С учетом этого, 

методологии исследований в каждой из этих областей будут свои. 

Соотношение науки и бизнес-инжиниринга представлено на рис. 9. 

                                                           
2 Chmielewicz K. (1994) Forschungskonzeptionen der Wirtschaftswissenschaften, Stuttgart, Poeschel. 
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Типовые решения и повторное использование знаний 

 
В инженерных дисциплинах разделяют инновационное и рутинное 

проектирование. Инновационное проектирование направлено насоздание при 
нципиально новых решений, а рутинное проектирование основано на 

повторном использовании готовых шаблонов или модулей для решения 

известных проблем. 
Рутинное проектирование составляет существенную часть инженерной 

деятельности, тогда как инновационное требуется довольно редко. Для 

достижения максимальной эффективности процесса проектирования 

необходимо собирать, систематизировать и передавать все доступные 

(формализуемые) знания менее квалифицированным инженерам. Во всех 

областях найдены свои средства для такой работы со знаниями: методические 

материалы и справочники (engineering handbooks), инструменты совместного 

проектирования, библиотеки типовых узлов/компонентов/модулей. 

И рутинное, и инновационное проектирование важны для бизнес-
инжиниринга. Разработка инновационных бизнес-моделей требует глубокого 

знания отрасли и креативности, однако большая часть задач в бизнес-
инжиниринге строится на рутинах, например, объединение двух отделов в 

один, внедрение стандартного программного обеспечения и др. 

 

Рис. 9. Соотношение науки и бизнес-инжиниринга (Роберт Уинтер, 2009) 
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Методы и инструменты бизнес-инжиниринга направлены на 
формализацию и информатизацию рутинной деятельности, а также на 
активизацию мышления в инновационных процессах. 

 
Принцип параллельного инжиниринга (сoncurrent engineering) 

предполагает выполнение процессов разработки и проектирования 

одновременно с моделированием процессов изготовления и эксплуатации. 

Сюда же относится одновременное проектирование различных компонентов 

сложного изделия. При параллельном инжиниринге многие проблемы, 

которые могут возникнуть на более поздних стадиях ЖЦ, выявляются и 

решаются на стадии проектирования. Такой подход позволяет улучшить 

качество изделия, сократить время его вывода на рынок, сократить затраты. 
Отличиями параллельного инжиниринга (ПИ) от традиционного подхода 

к организации процессов инженерной деятельности являются: 
 ликвидация традиционных барьеров между функциями отдельных 

специалистов и организаций путем создания, а при необходимости – 
последующего преобразования, многопрофильных рабочих групп, в том 

числе территориально распределенных; 
 итеративность процесса приближения к необходимому результату.  

 
Многопрофильные рабочие группы (МПГ), как следует из их названия, 

включают специалистов разного профиля и создаются для решения 

конкретных задач. Например, представители эксплуатанта, генерального 

разработчика и поставщика комплектующих изделий, т.е. специалисты из 

разных организаций, могут быть собраны в одну МПГ для решения проблемы, 

возникающей в ходе эксплуатации. 
 
ПИ предполагает замену традиционного последовательного подхода 

комплексом перекрывающихся во времени операций, направленных на 

систематическое улучшение разрабатываемого решения вплоть до 

достижения необходимого результата. 
Исходное понимание задачи ведет к первой версии документированных 

требований, на основе которых разрабатывается первоначальное проектное 

решение. Оно порождает новые вопросы и позволяет уточнить постановку 

задачи. Поскольку жесткое требование завершить текущую фазу работы перед 

началом следующей отсутствует, последовательное проектирование 

заменяется "работой по спирали". 
Эффективная реализация такого подхода невозможна вне ИИС. 
Возможность применения принципов ПИ возникает благодаря тому, что в 
ИИС все результаты работы представлены в электронном виде, являются 
актуальным, доступны всем участникам и легко могут быть 

скорректированы [1, 4]. 
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Лекция 10. Реинжиниринг бизнес-процессов 
 
Концепция CALS предполагает последовательное, непрерывное 

изменение и совершенствование бизнес-процессов разработки, 

проектирования, производства и эксплуатации изделия. Для этого 

используется набор разнообразных методов, в т.ч. реинжиниринг бизнес-
процессов (business process reengineering), бенчмаркинг (benchmarking), 
непрерывное улучшение процессов (continuous process improvement ) и т.д. 

 
Реинжиниринг и усовершенствование бизнес-процессов 

 
Реинжиниринг— это фундаментальное переосмысление и радикальное 

перепроектирование деловых процессов для достижения резких, 
скачкообразных улучшений современных показателей деятельности 

компаний, таких как стоимость, качество, сервис и темпы. 
Основополагающей целью реинжиниринга бизнес-процессов является 

гибкое и оперативное приспособление к ожидаемым изменениям запросов 

потребителей: соответствующее изменение стратегии, технологии, 

организации производства и управления на основе эффективной 

компьютеризации. 
Результатом реинжиниринга является улучшение важнейших 

количественно измеряемых показателей. Реинжиниринг бывает успешным, 
только если он находится в тесной связи с организационным развитием 

организации. 
Формально термин «реинжиниринг» определен Хаммером, Давенпортом 

и Шортом в двух статьях в 1990 году. Термин получил широкую известность 

в 1993 году после публикации книги Хаммера и Чампи «Реинжиниринг 

корпораций – манифест революции в бизнесе». 
 

 
 
По степени воздействия на организационную структуру различают 

эволюционный и революционный реинжиниринг бизнес-процессов. 
При эволюционном реинжиниринге оптимизируется внутренняя 

интеграция различных бизнес-процессов, но не вносятся существенные 

изменения в функционирование организации. 
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При революционном реинжиниринге перепроектируются все бизнес-
процессы и происходит переориентация организации на новый вид бизнеса. 

Построению интегрированной системы информационной поддержки ЖЦ 

изделия должны предшествовать: 
 анализ существующей ситуации; 
 разработка комплекса функциональных моделей бизнес-процессов, 

описывающих текущее состояние среды, в которой реализуется ЖЦ 

изделия; 
 выработка и сопоставление возможных альтернатив совершенствования 

как отдельных бизнес-процессов, так и системы в целом. 
 
Результатами анализа являются: 

 функциональные модели бизнес-процессов ЖЦ изделия "как есть 

сейчас"; 
 функциональные модели альтернативных вариантов 

усовершенствованных бизнес-процессов ЖЦ "как должно быть"; 
 оценка затрат и рисков для каждого варианта; – выбор 

предпочтительного варианта на основе взвешенного критерия 

минимума затрат и рисков; 
 описание технической архитектуры ИИС для выбранного варианта; 
 оценка технических характеристик ИИС для выбранного варианта; 
 план действий по реализации выбранного варианта совершенствования 

бизнес-процессов ЖЦ и ИИС. 
 
В настоящее время технология моделирования и анализа бизнес-

процессов достаточно формализована. Для разработки функциональных 

моделей рекомендуется использовать методологию и нотацию SADT, 

регламентированную под названием IDEF0 федеральным стандартом США 

FIPS 183 и официально принятую в России [2]. 
Стандарты графического описания БП  
В настоящее время широко используются и пользуются большой 

популярностью несколько стандартов моделирования бизнес-процессов:  
1. Семейство стандартов IDEF (в частности, IDEF0, DFD, IDEF3);  
2. Семейство стандартов ARIS (в частности, нотация eEPC);  
3. Семейство стандартов UML (Usecase diagram, activity diagram).  

 
Каждое из этих семейств стандартов представляет собой определенную 

методологию, и реализовано рядом программных продуктов (CASE-средств). 

Наиболее популярное ПО, реализующее ту или иную методологию, 

представлено в таблице ниже. 
 
 



95 

 
 
 

Оптимизация бизнес-процессов 
 
Анализ модели бизнес-процесса  
Для того, чтобы выявить «узкие места» в бизнес-процессе и оценить его 

эффективность, необходимо проанализировать его модель по ряду признаков, 
построив модель БП как она есть «as-is». Что это за признаки?  

1. Удовлетворенность конечным результатом БП;  
2. Оптимальность схемы бизнес-процесса;  
3. Удовлетворенность промежуточными результатами БП;  
4. Оптимальность промежуточных операций;  
5. Оптимальность управления бизнес-процессом.  

 
После проведения анализа модели бизнес-процесса необходимо выявить 

все «узкие места» и разработать модель процесса «как будет» (to-be). 
 
Методы проектирования нового бизнес-процесса.  
Для улучшения и устранения недостатков бизнес-процесса необходимо 

спроектировать его новый вариант, и затем внедрить его. Для разработки 

нового бизнес-процесса применяется ряд методов, каждый из которых имеет 

свои достоинства и недостатки:  
1. Быстрый анализ («мозговой штурм»);  
2. Бенчмаркинг (сравнительный анализ);  
3. Перепроектирование процесса (концентрированное улучшение);  
4. Реинжиниринг (разработка нового процесса).  

 
Быстрый анализ  
Данный метод по своей сути мало отличим от давно известного метода 

«мозгового штурма», который широко применяется для решения различных 

научных и прикладных задач. Заключается метод в следующем. Собирается 

аналитическая группа, перед которой ставится задача разработать новую 

версию того или иного бизнес-процесса. Группа проводит одно-двухдневное 

совещание, в ходе которого формулирует решение по поставленной задаче. В 

аналитическую группу могут входить как специалисты Исполнителя, так и 

специалисты Заказчика, что окажется более эффективным. Аналитики 

высказывают свою точку зрения на решение, основываясь на своих знаниях и 
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опыте. Ключевым моментом является то, что по завершении совещания 

аналитическая группа докладывает свое решение руководству Заказчика, и 

оно должно либо принять данное предложение, либо обоснованно отвергнуть 

его.  
Таким образом, решение по проблеме вырабатывается и принимается 

довольно быстро, что является достоинством этого метода. К недостаткам 

следует отнести то, что из-за ограниченности сроков крайне затруднительно 

проанализировать достаточно комплексную и обширную проблему, поэтому 

данный метод применяется для решения локальных единичных проблем в том 

или ином бизнес-процессе. 
 
Бенчмаркинг  
Идея данного метода – стара как мир, поскольку суть метода заключается 

в рациональном переносе «лучшей практики» в осуществлении того или иного 

бизнес-процесса на свое предприятие.  
Основная сложность в осуществлении данного метода заключается в том, 

что крайне затруднительно собрать релевантные данные для сравнительного 

анализа. Как правило, информация о технологии выполнения того или иного 
процесса, особенно в производственной сфере, редко находится в открытом 

доступе. Чтобы добыть информацию для сравнительного анализа, применяют 

следующие подходы:  
1. Запрос информации у дружественных предприятий данной отрасли 

(если таковые имеются;  
2. Приобретение информации о лучшей практике у 

специализированных организаций (отраслевых консультантов, 

отраслевых ведомств);  
3. Получение сведений из открытых информационных источников.  

 
Получив необходимую информацию, аналитики сравнивают ее с 

аналогичными сведениями по собственному предприятию, и предлагают ряд 

мер по изменению бизнес-процессов организации. 
 
Перепроектирование  
Перепроектирование процесса – наиболее часто встречающийся на 

практике подход к оптимизации бизнес-процессов, когда в силу каких-либо 

причин нет возможности провести полную реорганизацию (реинжиниринг) 

БП.  
Суть метода заключается в следующем. К модели исходного бизнес-

процесса применяется ряд оптимизирующих приемов, после чего результаты 

оптимизации проверяются на имитационной модели нового процесса.  
К оптимизирующим средствам, которые позволяют сделать процесс 

более эффективным, относится следующее:  
1. Устранение дублирования работ;  
2. Упрощения методов управления;  
3. Сокращение длительности работ;  
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4. Анализ добавленных ценностей;  
5. Устранение бюрократии;  
6. Стандартизация;  
7. Автоматизация, механизация, применение информационных 

технологий.  
 
Реинжиниринг 
Суть подхода заключается в следующем. Бизнес-процесс проектируется 

«с чистого листа», при этом игнорируются существующие процессы и 

организационная структура. Проектировщик задается вопросом: что 

необходимо, чтобы создать нужный результат процесса за минимальное время 

с минимальными ресурсами, и от этого выстраивает весь новый бизнес-
процесс. При этом обязательно должна учитываться миссия и стратегия 

организации, и новые бизнес-процессы обязательно соответствуют 

стратегическим целям. 
 
Внедрение нового бизнес-процесса.  
Мало разработать оптимальный бизнес-процесс, важно внедрить его в 

организацию и заставить работать. Именно на стадии внедрения погибали 
многие проекты в области реорганизации бизнес-процессов.  

Внедрение изменений должно включать в себя ряд мероприятий, а 

именно:  
1. Внутренняя PR-компания, объясняющая сотрудникам 

преимущества перехода на новые бизнес-процессы;  
2. Применение методов материального стимулирования персонала на 

работу по новому бизнес-процессу;  
3. Обучение сотрудников новой технологии работы;  
4. «Пилотное» внедрение нового бизнес-процесса в отдельных 

подразделениях или на отдельных рабочих местах;  
5. Разработка регламента работы по новому бизнес-процессу;  
6. Документарное, техническое и технологическое обеспечение 

нового бизнес-процесса, включая формы документов, 

производственное оборудование, программное обеспечение и т.п.  
 
Внедрение нового бизнес-процесса следует рассматривать и, 

соответственно, планировать как отдельный проект, с установлением состава 

и последовательности работ, сроков их исполнения и назначением 

ответственных лиц. 
 
Функциональная диагностика организационных структур  
Цель, предмет и задачи функциональной диагностики  
Функциональная диагностика организационной структуры организации 

служит для углубленного изучения структуры организации и функций, 

выполняемых подразделениями и сотрудниками.  
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Объектом функциональной диагностики является организационная 

структура и составляющие ее функциональные элементы, процедуры и их 

характеристики. Предмет функциональной диагностики - распределение 

отношений функциональных элементов, их свойств и процедур в процессе 

функционирования организации.  
В связи с этим к важнейшим задачам функциональной диагностики 

организационных структур относятся:  
1. Классификация субъектов функционирования (категорий и групп 

работников).  
2. Классификация элементов процесса функционирования (действий, 

процедур).  
3. Классификация направлений (решаемых проблем), целей 

функционирования.  
4. Классификация элементов информационных потоков.  
5. Проведение обследования деятельности персонала организации. 
6. Исследование распределения (по времени и частоте) организационных 

характеристик: процедур, контактов персонала, направлений деятельности, 

элементов информационных потоков - по отдельности и в комбинациях друг с 

другом по категориям работников, видам процедур и их направлениям 

(согласно результатам и логике исследований).  
7. Определение причин рассогласования декларируемой и реальной 

структуры организационных отношений.  
 
Лекция 11. Основы функционально-стоимостного анализа 

 
Функционально-стоимостной анализ (ФСА, Activity Based Costing, АВС) 

- метод определения стоимости и других характеристик продукции и услуг, в 

основе которого лежит использование функций и ресурсов, задействованных 

в бизнес-процессах организации, таких как: производство, маркетинг, продаж, 

доставка, техническая поддержка, оказание услуг, обслуживание клиентов, 

обеспечение качества.  
Метод ФСА разработан как "операционно-ориентированная" 

альтернатива традиционным финансовым подходам. В частности, в отличии 

от традиционных финансовых подходов метод ФСА:  
 предоставляет информацию в форме, понятной для персонала 

предприятия, непосредственно участвующего в бизнес-процессе;  
 распределяет накладные расходы в соответствии с детальным просчетом 

использования ресурсов, подробным представлением о процессах и 

функциях их составляющих, а также их влиянием на себестоимость.  
 
В основе применения метода ФСА лежит разработка и применение на 

практике ФСА-моделей. Цель – облегчить анализ процесса создания продукта 

и достичь улучшений в работе предприятий по показателям стоимости, 

трудоемкости и производительности. Как правило ФСА-информация 
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представляется в виде системы стоимостных и временных показателей, 

показателей трудоемкости и трудозатрат, а также относительных показателей, 
характеризующих эффективность деятельности центров ответственности на 

предприятии.  
Систему показателей можно использовать как для текущего 

(оперативного) управления, так и для принятия стратегических решений.  
Необходимость решения управленческих задач в условиях рыночных 

отношений обуславливает высокий уровень требований, предъявляемых к 

информационно- аналитическому обеспечению процесса управления. Одним 

из ведущих инструментов информационно- аналитического обеспечения 

процессов принятия стратегических управленческих решений является ФСА. 
Основные понятие о ФСА начали зарождаться в 40- х гг. XX в. 

Разработчиками идеи одновременно выступили Ю. М. Соболев (СССР) и Л. Д. 

Майлз (США). 
Юрий Михайлович Соболев представил всеобщему обозрению свою 

идею поэлементного анализа конструкций, в которую были заложены 

основные принципы реализации поэлементного анализа. Он предлагал 

использовать индивидуальный подход к каждому элементу конструкции и 

разделять элементы на основные и вспомогательные по принципу их 

вспомогательного назначения. Применив данный метод к отработке узла 

крепления микротелефона, Соболев смог добиться значительного уменьшения 

количества применяемых деталей на 73%, расхода материалов на 44%, 

трудоемкости на 70%. И самым важным результатом явилось уменьшение 

себестоимости в 1, 8 раза. В это же время Лоуренс Д. Майлз, инженер «General 

Electric», возглавил группу специалистов, перед которыми была поставлена 

задача поиска более экономичных способов осуществления функций изделий. 

Эти требования были сформулированы нехваткой ряда дефицитных ресурсов 

в период Второй мировой войны. 
Новый метод Майлз назвал инженерно- стоимостным анализом и 

определил его как «прикладную философию»: «Анализ стоимости…- это 

творческий подход, цель которого - эффективная идентификации 

непроизводительных затрат или издержек, не обеспечивающих ни качества, 

ни полезности, ни долговечности, ни внешнего вида, ни других требований 

заказчика» [1]. 
Между российским и западным методами анализа существовало 

довольно- таки значительное отличие. В ходе детального анализа 

осуществлялся поиск более экономичных способов осуществлений функций 

изделия в рамках существующего конструкторского решения. Но Майлз же в 

основу разработанного анализа положил функцию и рассматривал 

первоначальную конструкцию лишь в качестве одного из вероятных 

вариантов исполнения функции. 
В самом начале идеи и предложения Л. Д. Майлза не получили широкого 

признания и понимания. Но спустя время его идеи не только были приняты 

широкой массой, но и стали распространяться и применяться на практике. Так 

в 1959г. В США для координации работ по ФСА и обмена опытом между 
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компаниями было организовано Общество американских инженеров. В 

период 1960- 1962гг. президентом данного Общества был Л. Д. Майлз. [3]. 
 
В 1950- х гг. метод ФСА начал использоваться управлением по 

кораблестроению, которые входили в состав министерства обороны США. 

Данный метод получил название стоимостного инжиниринга. 
 
В 60-е гг. XX в. с целью снижения издержек на производство военной 

техники министр обороны США Р. Макнамара предложил включать в 

контракты пункты, обязывающих к применению анализа стоимости. Спустя 

некоторое время многие предприятия, которые работали на министерство 

обороны США, и фирмы- субподрядчики начали использовать анализ 

стоимости. Это положило начало использованию анализа стоимости в системе 

госзаказов США. В период 1970г. анализ стоимости в США использовали уже 

25% всех компаний. С 1976- 1977 гг. в США задачи ФСА были значительно 

расширены и главным образом ориентированы на значительное сокращение 

издержек в течение всего жизненного цикла изделия. [2]. 
 
В ходе исследования процесса возникновения и совершенствования ФСА 

в СССР и России можно выделить семь этапов его исторического развития. 
 
Таблица 1. 

№ 

п/п 

Период Исторические условия Назначение ФСА, 

применяемые методы 

Предприятия, 

применяющие ФСА 

1 1941-
1945гг. 

Великая Отечественная 

война-потребность замены 

дефицитных материалов 

Интуитивный подход, 

эмпирические методы. 
Производственные 

предприятия на Востоке 

СССР, в основном в 

сфере военного 

производства. 

2 1946- 
1959гг. 

Восстановление 

экономики и конверсия 

военного производства, 

реорганизация системы 

управления экономикой. 

Разработка 

теоретических основ 

ФСА. 

Пермский телефонный 

завод. 

3 1960- 
середина 

1970-х гг. 

В начале 60-х. наметились 

кризисные явления в 

экономике. К началу 70- х 

гг. экономика СССР 

находилась в состоянии 

стагнации, началось 

снижение основных 

экономических 

показателей. 

Формирование основных 

методических 

положений, изучение 

зарубежных 

исследований в области 

ФСА, широкое 

распространение 

общественных бюро 

экономического анализа. 

Свердловский 

машиностроительный 

завод им. Воровского, 

ВНИИэлектроаппарат (г. 

Харьков), Московское 

ПО «Электролуч», ПО 

Уралмаш, Чебоксарский 

электроаппаратный 

завод. 
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4 Вторая 

половина 

1970-х гг. 

Продолжение «застойного 

периода» Обострение 

холодной войны. 

ФСА применяется в 

качестве ключевого 

фактора повышения 

эффективности 

производства и НТП. 

Применение ФСА на 

уровне Министерства 

электротехнической 

промышленности, 

Министерства 

энергетического 

машиностроения. 

5 80-е гг. 

XXв. 
В качестве стратегии 

ставилась задача 

совершенствования 

социализма и ускорения 

социалистического 

развития. 

Разработка 

межотраслевых 

положений проведения 

ФСА, интенсивное 

применение ФСА для 

нетехнических систем в 

организации и 

управлении 

производством. 

«Электролуч» (г. 

Москва), «Светотехника» 

(г. Саранск), Алма- 
Атинский завод 

низковольтной 

аппаратуры и многие 

другие. 

6 90-е XX в. Экономические и 

социальные реформы, 

«шоковая терапия». 

Достигнутые позиции в 

области применения 

ФСА полностью 

утеряны. 

Значительное число 

лабораторий и групп по 

ФСА закрыто, с 

ликвидацией отраслевых 

министерств прекратили 

свое существование 

Советы по ФСА. 

7 Начало 

XXI в. 
Начало экономической 

модернизации. Вместе с 

тем продолжавшийся спад 

производства вызвал 

осложнение 

экономической ситуации в 

стране. 

Теоретическое и 

методологическое 

возрождение и развитие 

ФСА. 

ОАО « Красноярский 

завод холодильников 

«Бирюса», филиал ОАО 

«Пивоваренная компания 

«Балтика». 

 
Первый этап являлся подготовительным и характеризовался спонтанно 

провидимыми исследованиями. В годы Великой Отечественной войны 

возникала необходимость экономической замены некоторых дефицитных 

материалов. 
Второй этап – возникновение ФСА в СССР. Приемы ФСА довольно 

широко применялись конструкторами при отработке изделий на 

технологичность, т. е. на достижение их соответствия требованиям 

экономичной технологии изготовления. Тут также происходит развитие 

комплексного технико-экономического анализа производства. Главная цель 

при этом была определение влияния на работу предприятия уровня техники, 

технологии, организации производства и поиска резервов. 
Третий этап характеризуется активным применением ФСА для снижения 

издержек. На данном этапе осуществлялось объединение бюро 

экономического анализа с целью выявления и мобилизации резервов 

повышения эффективности хозяйствования. 
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Четвертый этап связан с использованием ФСА элемента отраслевого 

управления эффективностью. С 1977г. в СССР ФСА стал применяться в 

рамках всей электротехнической промышленности. 
Пятый этап был связан с расширением сфер применения ФСА, с 

совершенствованием и оптимизацией его методологического аппарата. 

Немаловажный вклад в развитие внес профессор Б.И. Майданчик. В 90-х гг. 

происходит резкий упадок экономики в стране, что привело к значительному 

сокращению количества публикаций по ФСА, прекратилось подготовка и 

переподготовка специалистов. В итоге ФСА практически перестали 

применять. Специалисты в данной области оказались невостребованными и 

многие из них уехали работать в США, Канаду, Израиль, Корею. 
С начала XXI в. происходит увеличение интереса к ФСА в России- растет 

количество публикаций по ФСА в России, а некоторые предприятия 

применяют ФСА и в практической деятельности. Но большая часть 

исследований в области ФСА опирается на теоретические разработки 

советских экономистов. Новых исследований, к сожалению, немного. 
За многолетнюю историю своего существования методология ФСА 

претерпела огромные изменения, в результате которых были ликвидированы 

недостатки субъективизма в определении функций и их взаимодействия. На 

сегодняшний день метод ФСА широко применяется экспертами ООН и 

многими всемирно известным компаниями, в числе которых Boeing, BP 

Amoco, DuPomt Co, Fiat, Ford, General Motors Corp., Mitsubishi, Motorola, 
Nissan Motor, United Technologies Corporation, Volkswagen. 

Построение функционально-стоимостных моделей осуществляется на 

основе применения методологической и технологической взаимосвязи между 

IDEF0- и ФСА-моделями. 
 
Практический подход к проведению ФСА  
Функционально-стоимостной анализ может производиться с помощью 

различных подходов, один из которых описывается ниже. 
Бизнес-процесс, который необходимо проанализировать, представляется 

в табличной форме. Таблица состоит из следующих столбцов:  
1. Номер шага;  
2. Описание процесса;  
3. Ключевые показатели процедуры (время выполнения, расстояние 

между местами выполнения смежных процедур, либо иные 

характеристики);  
4. Тип процедуры.  
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Общая методика изменения бизнес-процессов в связи с внедрением 

CALS-технологий на предприятии включает в себя следующие этапы [4]: 
1. Мотивация необходимости изменений. 
2. Разработка плана изменений и его утверждение руководством. 

Создание организационной структуры (рабочей группы CALS), которая 

будет реализовывать разработанный план. На первых этапах эту структуру 

должен возглавлять руководитель организации. 
3. Обучение членов группы CALS и другого персонала, причастного 

к проведению изменений. 
4. Определение промежуточных (тактических) целей и способов 

оценки результатов (определение метрик). 
5. Разработка рабочих планов для всех участников группы CALS. 
6. Создание временных многофункциональных рабочих групп для 

решения тактических задач. 
7. Реализация планов. 
8. Оценка достигнутых результатов. 

Задание. Привести примеры ФСА на машиностроительном производстве. 
 
Приведем несколько примеров успешного реинжиниринга, которые 

помогут уяснить сущность и методы технологии BPR [3]. 
1. Опыт IBM Credit. IBM Credit Corporation является филиалом IBM и 

занимается кредитованием клиентов, которым IBM продает компьютеры, 

программы и предоставляет услуги. Проблема IBM Credit состояла в том, что 

при существующем технологическом цикле решение вопроса о кредитовании 

клиента занимало в среднем 7 дней, а в сложных случаях - до двух недель. 

Чрезмерная длительность принятия решений приводила к потере клиента, так 

как он за это время мог найти другой источник финансирования.  
Длительность принятия решения по запросу клиента была вызвана тем, 

что обработка запроса осуществлялась в 5 шагов, выполняемых 

последовательно в пяти различных подразделениях компании. При этом 

передача запроса из одного подразделения в другое осуществлялось на 

бумажном носителе. Компания поручила двум старшим менеджерам самим 

 

Рис. Пример производства изделия 

ПРИМЕР ПРОИЗВОДСТВА 
ИЗДЕЛИЯ

БЫЛО: пять 

лепестков из 

заготовки + отходы

СТАЛО: девять 

лепестков из меньшей 

заготовки! Без отходов!

Изменили ОДНУ 

ЛИНИЮ!
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пройти с несколькими запросами клиентов все 5 шагов. При этом они просили 

исполнителей обрабатывать запросы без задержки. Эксперимент показал, что 

собственно на обработку запроса затрачивается всего 90 мин., а остальное 

время расходуется на передачу запроса из одного подразделения в другое. 

Таким образом, оказалось, что проблема заключена не в эффективности, с 

которой работают специалисты, а в структуре процесса обработки. Итак, для 

решения проблемы необходимо было изменить процесс, а не его отдельные 

шаги. 
В основе используемого способа обработки лежало предположение, что 

каждый запрос является сложной задачей, требующей для ее решения участия 

экспертов разных специальностей. Анализ показал, что это предположение 

ошибочно, так как большинство запросов являются простыми и их обработка 

сводится к работе с базой данных, что может сделать обыкновенный клерк. В 

новом процессе всю обработку выполняет один специалист, снабженный 

информационной экспертной системой, обеспечивающей принятие решения и 

доступ ко всем необходимым данным и инструментариям. Теперь в 

большинстве случаев (более 90% запросов) один специалист обеспечивает 

решение задачи. В трудных случаях специалист обращается к экспертам. 
В результате реинжиниринга IBM Credit радикально перепроектировала 

процесс обработки и достигла скачкообразного улучшения основных 

показателей деятельности компании: время обработки запроса сокращено с 7 

дней до 4-х часов, количество обрабатываемых запросов возросло в 100 раз 
при уменьшении количества сотрудников. 

2. Опыт Ford Motor. В начале 80-х г.г. компания Ford подобно многим 

другим компаниям Америки искала способы сокращения административных 

расходов. Было решено сократить расходы в отделении оплаты счетов, где 

работало более 500 человек. Руководство Ford узнало, что в компании Mazda 
оплатой счетов занимается всего 5 человек. Хотя Mazda меньше, чем Ford, но 

явно не в 100 раз. Сначала предполагалось, что сократить число сотрудников 

можно за счет автоматизации, но это могло дать только 20%-е сокращение. 

Тогда руководство Ford приняло решение переосмыслить весь процесс, в 

котором участвует отделение оплаты счетов. 
Отделение счетов само по себе не могло быть подвергнуто 

реинжинирингу, так как это подразделение, а не процесс. Процесс в целом, 

называемый "поставки", начинается с того, что департамент заказов посылает 

продавцу товаров заказ на их приобретение. При этом копия заказа 

отправляется в отделение оплаты счетов. Когда продавец отправил товары, и 

они прибыли в компанию Ford, клерк из отдела получения товаров составляет 

документ получения и отправляет его в департамент оплаты счетов. Тем 

временем продавец посылает в отделение оплаты счетов накладную на товары. 

К этому времени в отделении оплаты счетов находятся 3 документа на эти 

товары: заказ на приобретение, документ получения и накладная. Если все три 

документа соответствуют друг другу (в большинстве случаев именно эта 

ситуация и имеет место), то клерк оплачивает счет. При несоответствии 

документов необходимо найти источник ошибки. Основное время в своей 
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работе клерк как раз и тратит на обработку именно таких ситуаций. На рис. 1.4 

приведена схема описанного процесса. 
 

 
Новый процесс оплаты счетов, разработанный в компании Ford в ходе 

реинжиниринга, радикально отличается от старого. На рис 1.5 приведена 

схема нового процесса.  
Отделение заказов посылает продавцу заказ и одновременно вводит этот 

заказ в базу данных. Затем продавец посылает заказанные товары в отдел 

получения. Когда товары поступают в отдел получения, клерк через 

компьютерный терминал проверяет соответствие присланных товаров 

товарам, перечисленным в заказе и хранящимся в базе данных. Если 

соответствие есть, то клерк принимает товары и вводит информацию об этом 

в базу данных. Компьютер, получив информацию о прибытии товаров, 

автоматически отправляет продавцу чек об оплате товаров. Если соответствия 

нет, то клерк отвергает груз и отправляет его обратно продавцу. 
 

 
Суть изменений, проведенных компанией Ford, состоит в авторизации 

оплаты, выполняемой в отделе получения. Фактически новый процесс 

устранил накладную и департамент оплаты счетов. Это привело к 

существенному сокращению количества сотрудников (125 человек вместо 

500). 
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Рис. 1.4. Старая технология оплаты счетов  

в компании Ford 
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Ford 
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Процесс реинжиниринга отменил старое правило бизнеса: "Мы платим, 

когда получаем накладную" и заменил его на новое: "Мы платим, когда 

получаем товар". 
3. Опыт Kodak. В 1987 г. основной конкурент Kodak компания Fuji 

объявила о выпуске новой 35-мм камеры. Компания Kodak не вела 

исследования в этом перспективном направлении. Традиционный для Kodak 
цикл от начала разработки нового изделия до его производства составлял 70 

недель. Такое длительное отставание от Fuji позволило бы последней 

получить большие преимущества на новом перспективном рынке. Для того, 

чтобы сократить этот цикл, Kodak решила провести реинжиниринг процесса 

разработки нового продукта. 
Разработка продукта может выполняться последовательно или 

параллельно. При последовательной разработке весь проект разбивается на 

шаги и переход к очередному шагу осуществляется только тогда, когда 

полностью завершен предыдущий. Очевидно, что при последовательном 

подходе время разработки больше, чем при параллельном, но при этом 

подходе меньше объем работ, так как не приходится устранять несоответствия 

между компонентами, разработанными на параллельно выполняемых шагах. 

Как правило, несоответствия неизбежны при параллельном подходе. 
Чтобы ускорить выпуск нового изделия, компания Kodak решила 

провести реинжиниринг процесса разработки. Было принято решение 

использовать при разработке последовательно-параллельный подход (т.е. 

некоторые части камеры разрабатываются одновременно) с использованием 

технологии CAD/CAM (Computer Aided Design/ Computer Aided 
Manufacturing). Эта технология позволяет проектировать изделия 

непосредственно на экране компьютера, не прибегая к чертежам на бумаге, 

что значительно ускоряет разработку. 
Использование технологии CAD/CAM и интегрированной базы данных 

(БД), хранящей текущее состояние проекта, позволило применить 

параллельный подход. Каждый день в БД добавлялись результаты, 

полученные параллельно работающими группами. Каждый вечер группа 

проектировщиков инспектировала БД с целью поиска несоответствий между 

результатами работы параллельно работающих групп. Если несоответствия 

обнаруживались, то они тут же исправлялись. При используемой ранее 

технологии разработки несоответствия могли быть обнаружены только через 

недели или месяцы, когда параллельно разработанные части собирались 

вместе. 
Новый процесс разработки, использованный компанией Kodak, 

называется одновременной инженерией. Этот подход использовался раньше 

в космической индустрии. Новый процесс разработки позволил сократить 

срок выпуска нового продукта с 70 недель до 38 недель. Более того, так как 

новый процесс позволяет промоделировать сборку продукта до его 

изготовления, стало возможным выбирать те конструкции, которые проще и 

дешевле в производстве. Благодаря этому Kodak уменьшила стоимость вновь 

спроектированной камеры на 25%. 
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Все рассмотренные выше примеры соответствуют приведенному выше 

определению реинжиниринга и включают в себя использование принципов 

реинжиниринга и технологии: 
1. Ориентация на процесс. Во всех случаях положительный результат 

получен не благодаря ориентации на узкую задачу, решаемую в 

предопределенных организационных границах, а благодаря рассмотрению 

всего процесса в целом. 
2. Результат. Все компании добились качественного прорыва в решении 

поставленных задач. Их не устраивало улучшение на 10-50%, обеспечиваемое 

простой автоматизацией 
3. Новые правила. Каждая компания при проведении реинжиниринга 

неизбежно приходила к необходимости отказаться от установленных ранее 

незыблемых правил ведения бизнеса. Средствами, которые позволили создать 

модели новых процессов, явились новые информационные технологии и 

новые организационные отношения. 
4. Технология. Добиться поставленных целей, скачкообразно улучшив 

основные показатели, помогла тщательно продуманная технология 

проведения BPR. 
К сожалению, кроме примеров успешного реинжиниринга немало 

примеров и неудач. Экспертные оценки показывают, что ранее (в 1993 г.) 

около 50% проектов по реинжинирингу заканчивались неудачей. Однако 

необходимо подчеркнуть, что причины неудач заключены не в загадочности 

реинжиниринга, а в нарушении правил его проведения. С точки зрения риска 

реинжиниринг подобен игре в шахматы, а не игре в рулетку [2], т.е. участники 

реинжиниринга в меру своих знаний и умений могут влиять на результат. 
С целью выяснения причин неудач и определения необходимых для 

успеха предпосылок был проведен ряд специальных исследований, 

опирающийся на опросы консультантов из более чем 40 фирм, оказывающих 

услуги по менеджменту, информационным технологиям, реинжинирингу, 

формулировке стратегий бизнеса и т.п. В результате были выявлены факторы, 

способствующие успеху реинжиниринга и типичные ошибки, приводящие к 

неудачам. 
Типичные ошибки при проведении реинжиниринга [3]: 
1. Компании пытаются улучшить существующий процесс вместо того, 

чтобы перепроектировать его. 
Это наиболее грубая ошибка, хотя довольно распространенная. 

Значительные результаты достигаются только при больших амбициях 

руководства компании. Здесь не подходит поговорка: "Лучше синица в руках, 

чем журавль в небе". Искушение выбрать более легкий путь, сводящийся к 

усовершенствованиям, оказывается довольно соблазнительным. Менеджеры, 

например, начинают устанавливать стандарты по эффективности работы на 

каждом шаге или применять улучшающие методики. Пытаются применять 

теорию очередей и линейное программирование, чтобы сбалансировать 

работы между подразделениями и минимизировать время ожидания. Однако 

совершенствования, как правило, усложняют существующий процесс, а их 
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наслоения делают процесс малопонятным. Кроме того, усовершенствования 

требуют затрат времени и денег на существующий неэффективный процесс, 

усложняют управление и прививают культуру "инкрементизма". 
Не может привести к значительному успеху и простая автоматизация, так 

как она не меняет сути процесса. Более того, она увековечивает плохо 

организованный процесс путем запоминания его в компьютере, что усложняет 

проведение коренных преобразований в будущем.  
2. Ограниченная постановка задачи. 
Реинжиниринг обречен на неудачу до начала работ, если ограничена 

область его действия или задача поставлена очень узко. Задача реинжиниринга 

должна быть поставлена в терминах процессов. Нельзя вместо процесса 

рассматривать только его некоторый фрагмент, выполняемый некоторой 

организационной единицей. Задача реинжиниринга не укреплять, а разрушать 

существующие организационные границы. 
Например, компания Ford в ходе реинжиниринга процесса "поставки" 

пришла к решению устранить накладную и отделение оплаты счетов. Это 

решение не могло бы быть выработано, если бы с самого начала компания Ford 
ограничилась бы только оптимизацией работы отделения оплаты счетов.  

Реинжиниринг начинается с определения целей, которые должны быть 

достигнуты, а не с определения способов их достижения.  
3. Преждевременное завершение реинжиниринга.  
Реинжиниринг не сводится к замыслам, необходимо обеспечить их 

реализацию. Реализация идей реинжиниринга вызывает значительные 

изменения в таких областях, как проектирование работ, организационные 

структуры, системы управления и оценок и др. Разнообразие последствий 

приводит к тому, что даже менеджеры, заинтересованные в радикальном 

перепроектировании процессов, избегают проводить все требуемые 

изменения. Когда команда по реинжинирингу перечисляет им все 

необходимые преобразования, они говорят: "Я просил вас сократить время и 

стоимость, а не переделывать всю компанию". Но реинжиниринг занимается 

как раз "переделыванием" компании.  
Первые трудности и, что удивительно, первые успехи, тоже зачастую 

становятся предлогом для возврата к более привычному способу ведения 

бизнеса. 
4. Недооценка роли мотивации. 
Афоризм о том, что нельзя приготовить омлет, не разбив яйца, точно 

отражает суть реинжиниринга. Реинжиниринг не приносит всем только 

радости. В результате его проведения одним сотрудникам приходится 

изменять характер своей работы, другие могут потерять работу. То, что 

некоторые сотрудники будут сопротивляться изменениям, вызванным 

реинжинирингом - это естественно. Необходимо предвидеть и учесть 

неизбежное сопротивление преобразованиям и противопоставить ему 

положительную мотивацию. Нужно убедить исполнителей в том, что 

реинжиниринг необходим для выживания компании. Менеджеры должны 

сформировать и провести в жизнь новые системы ценностей и убеждений. 



109 

Еще более важна мотивация руководства компании, т.к. реинжиниринг 

требует прямой и персональной ответственности руководства. 

Ответственность не может быть делегирована вниз. Реинжиниринг всегда 

проводится «сверху - вниз". Причина состоит в том, что менеджеры нижнего 

и среднего уровня не обладают той широтой взглядов, которая необходима для 

проведения реинжиниринга. Они, как правило, ограничиваются узкими 

проблемами своего подразделения. Им трудно увидеть процессы в целом, т.к. 

бизнес-процессы пересекают организационные границы. Кроме того, 

радикальные преобразования процессов могут привести к уменьшению 

влияния отдельных менеджеров среднего уровня. Поэтому они могут 

препятствовать проведению реинжиниринга.  
5. Недостаточное внимание. 
Если руководство компании не уделяет реинжинирингу основное 

внимание, то его проведение обречено на неудачу. Реинжиниринг не должен 

осуществляться на фоне других программ и мероприятий. Компания не 

должна одновременно осуществлять большое количество проектов по 
реинжинирингу. Недопустимо, чтобы внимание менеджеров непрерывно 

переключалось между различными проектами. 
Для успеха реинжиниринга необходимо выделить достаточное 

количество ресурсов (затрат времени и работы наиболее ответственных людей 

компании). Достижение высоких результатов невозможно без существенных 

инвестиций в программу реинжиниринга. Причем они должны обеспечить 

проведение реинжиниринга в достаточно короткие сроки - до 12 месяцев. 

Этого времени достаточно, чтобы пройти путь от декларации целей до 
завершения первой действующей версии реконструированных процессов. 

Затраты большего времени приводят тому, что сотрудники становятся 

нетерпеливыми, встревоженными и сбитыми с толку. 
 

Лекция 12. Базовые управленческие технологии 
 

Управление проектами и заданиями 
 
В современной литературе и практике проектом принято называть 

совокупность действий, направленных на достижение поставленной 

производственной или коммерческой цели и связанных с использованием и 

расходом ресурсов различного типа. Примером проекта является выполнение 

контракта на поставку изделия, предполагающего выполнение целого ряда 

задач. Другим примером проекта может служить решение отдельной сложной 

задачи, такой как разработка комплекта документации или ввод изделия в 

эксплуатацию. Технология управления проектами не зависит от содержания 

проектов, что позволяет рассматривать ее как базовую (инвариантную) 

технологию. 
Термин Project Management (PM) обозначает класс управленческих задач, 

связанных с планированием, организацией и управлением действиями, 
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направленными на достижение поставленных целей при заданных 

ограничениях на использование ресурсов. 
Типовыми задачами PM являются: 

 разработка планов выполнения проекта, в том числе разработка 

структурной декомпозиции работ проекта и сетевых графиков; 
 расчет и оптимизация календарных планов с учетом ограничений на 

ресурсы; – разработка графиков потребности проекта в ресурсах; 
 отслеживание хода выполнения работ и сравнение текущего состояния 

с исходным планом; 
 формирование управленческих решений, связанных с воздействием на 

процесс или с корректировкой планов; 
 формирование различных отчетных документов. 

 
Действия, приводящие к выполнению проекта и потребность в которых 

выявляется в ходе его планирования, могут представлять собой типовые 

бизнес-процессы (закупка комплектующих, разработка документации, 

производство и т.д.). Такие бизнес-процессы часто выполняются по заранее 

определенным формальным схемам (моделям) [IDEF/0/3], фактически 

определяющим технологию их выполнения. В ходе выполнения проекта 

исполнители (организации или сотрудники), действуя в соответствии с 

заданной технологий (моделью процесса), получают и выполняют задания, 

соответствующие структурным элементам бизнес-процесса (операциям). 
 
Автоматизация управления потоком таких заданий есть функция другой 

базовой технологии управления – технологии "workflow" (поток работ 
 
– буквальный перевод английского "workflow"). 
 

Управление ресурсами 
 
Понятия MRP II (Manufacturing Resource Planning) и ERP (Enterprise 

Resource Planning) в настоящее время являются общепринятыми 

обозначениями комплекса задач управления финансово-хозяйственной 

деятельностью предприятия. Автоматизированные системы, построенные на 

этих принципах, широко применяются не только в производстве, но и для 

управления проектной деятельностью (конструкторские бюро), коммерцией, 

эксплуатацией сложной техники (авиакомпании). Это позволяет 

рассматривать принципы и стандарты MRP/ERP как базовую технологию 

управления ресурсами при решении различных задач. 
 

В соответствии с [ISO /IEC 2382-24:1995] системы класса MRP должны 

выполнять функции: 
 Управление финансовыми ресурсами (Financial   Management) 
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 Расчет потребностей в материалах (Materials Requirement 

Planning) 
 Управление персоналом (Human Resources) Прогнозирование 

объема реализации и продаж (Forecasting) 
 Ведения портфеля заказов (Customer Orders)  
 Оперативно-производственное планирование (Finite Scheduling) 
 Управление запасами (Inventory Management) Оперативное 

управление производством (Production Activity Control) 
 Управление складами (Warehouse   Management)    
 Управление техническим обслуживанием оборудования 

(Equipment Maintenance) 
 Управление закупками (Purchasing)  
 Расчет себестоимости продукции и затрат (Cost Accounting) 
 Управление продажами (Sales) Управление транспортировкой 

готовой продукции (Transportation) 
 Объемноепланирование(MasterProductionScheduling) 
 Управление сервисным обслуживанием (Service) 

 
Для выполнения перечисленных в таблице функций MRP/ERP-

системы используют информацию, содержащуюся в ИИС, и помещают в нее 

результаты своей работы для использования данных на последующих 
стадиях ЖЦ [2]. 

Управление качеством 
 
Обеспечение требуемого качества продукции является одной из целей 

реализации концепции CALS, поэтому управление качеством (в терминах 

стандартов серии ИСО 9000 система менеджмента качества – СМК) следует 

отнести к базовым технологиям управления. 
Управление качеством в широком смысле необходимо понимать, как 

управление процессами, направленное на обеспечение качества их 

результатов. Такой подход соответствует идеям всеобщего управления 

качеством (Total Quality Management), суть которых как раз и заключается в 

управлении предприятием через управление качеством. 
В контексте концепции CALS методы и технологии управления 

качеством приобретают новое развитие. Применение ИИС обеспечивает 

информационную поддержку и интеграцию процессов, а соответственно и 

возможность использования электронных данных, созданных в ходе 

различных процессов предприятия, для задач управления качеством. 
 

Интегрированная логистическая поддержка (ИЛП) 
 
Одним из важных потребительских параметров сложного наукоемкого 

изделия является величина затрат на поддержку его ЖЦ (life cycle cost). Они 
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складываются из затрат на разработку и производство изделия, а также затрат 

на ввод изделия в действие, эксплуатацию и поддержание его в 

работоспособном состоянии. Сокращение затрат на поддержку ЖЦ изделия – 
одна из целей CALS. Комплекс управленческих технологий, направленных на 

сокращение этих затрат, объединяется понятием ИЛП (Integrated Logistic 

Support). 
Согласно стандарту DEF STAN 0060 ИЛП включает в себя: анализ 

логистической поддержки, процедуры планирования процессов технического 

обслуживания и ремонта, интегрированные процедуры материально-
технического обеспечения, меры по обеспечению персонала электронной 

эксплуатационной и ремонтной документацией (Подробнее в разделе 

"Концепция ИЛП"). 
 
Базовые технологии управления данными и информационные модели 
 
Информацию, циркулирующую в системе информационной поддержки 

ЖЦ машиностроительного изделия, можно условно разделить на три класса: 
 данные о продукции (изделии); 
 данные о выполняемых процессах; 
 данные о ресурсах, требуемых для выполнения процессов. 

 
Под изделием (конечным) понимается комбинация материалов, 

предметов, программных и иных компонентов, готовых к использованию по 

назначению. Компоненты конечного изделия в свою очередь являются 

изделиями. Данные об изделии составляют основной объем информации в 

ИИС. На разных стадиях ЖЦ требуются различные подмножества из всей 

совокупности данных об изделии, отличающиеся составом и объемом 

информации. В целом информация об изделии включает в себя: 
 данные о составе и структуре изделия, используемых материалах и 

комплектующих изделиях, с указанием возможных альтернатив и их 

взаимозаменяемости; 
 данные, определяющие состав возможных конфигураций изделия в 

зависимости от внешних требований и условий, а также данные об 

отличиях конкретных экземпляров изделий (партий изделий); 
 данные о технических, физических и других характеристиках изделия; 
 классификационные и идентификационные данные об изделии и его 

компонентах, в том числе его наименование, обозначение, 

классификационные коды, данные о поставщиках, сведения, 

касающиеся степени конфиденциальности информации об изделии и его 

компонентах; 
 геометрические данные, представленные в форме объемных 

геометрических моделей изделия, сборочных единиц и отдельных 

деталей, электронных (векторных) и сканированных бумажных 

(растровых) чертежей; 
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 текстовая документация; 
 сведения об имеющихся версиях структуры изделия, документов, 

моделей и чертежей и их статусе; 
 данные о разработчиках; 
 указания и требования, касающиеся финишной обработки и качества 

поверхностей готового изделия; 
 данные о качестве изделий; 
 данные об эксплуатации изделия [7]. 

 
Приведенный перечень не является полным и может быть расширен. 

Многие из перечисленных типов данных требуют для своего представления 

сложных специфических информационных моделей, учитывающих семантику 

данных и правила работы с ними. Например, международные стандарты ИСО 

10303 и ИСО 15384, регламентируют технологию представления данных об 

изделии и его компонентах на стадии проектирования и подготовки 

производства, стандарты ИЛП [DEF STAN 0060] – представление данных об 

изделии в контексте обеспечения эффективной эксплуатации, стандарты 

серии ИСО серии 9000 рассматривают данные о качестве изделий. 
Ресурс – это совокупность материальных, финансовых, 

интеллектуальных или иных ценностей, используемых и расходуемых в ходе 

деятельности, связанной с разработкой, проектированием, производством или 

эксплуатацией изделия. Ресурсы, используемые в проекте, могут иметь 

различную природу, свойства и характеристики. Некоторые 

классификационные характеристики ресурсов приведены в табл. 3. 
Между ресурсами могут существовать отношения: заменяемости, когда 

один ресурс может заменить другой, и взаимозаменяемости, когда ресурсы 

могут заменять друг друга. Ресурсы могут быть простыми и составными и, 

соответственно, образовывать иерархические структуры. 
 
Классификационные характеристики ресурсов 

По типу физической природы 
 Материальный 
 Финансовый 
 Информационный 
 Трудовой 
 Временной 
 Энергетический 
 Другие 

 
По характеру расхода и возобновления 

 Не расходуемый (используемый) 
 Расходуемый, но возобновляемый 
 Расходуемый безвозвратно 

По профилю доступности 
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 Доступный постоянно 
 Доступный в соответствии с расписанием 

По способу измерения величины 
 Измеряемый в количественных единицах 
 Измеряемый в логических единицах (есть/нет) 

 
Структуры данных, описывающих ресурсы различного типа, 

регламентируются стандартом ИСО 15551 [7]. 
Процесс (бизнес-процесс) – это совокупность последовательно или/и 

параллельно выполняемых операций, преобразующая материальный или/и 

информационный потоки в соответствующие потоки с другими свойствами. 

Бизнес-процесс протекает в соответствии с управляющими директивами, 

вырабатываемыми на основе целей деятельности. В ходе процесса 

потребляются финансовые, энергетические, трудовые и материальные 

ресурсы и выполняются ограничения со стороны других процессов и внешней 

среды. 
Описание процесса может быть представлено как совокупность 

составляющих процесс операций, необходимых условий и ресурсов, входных 
и выходных потоков. Совокупность стандартизованных информационных 

моделей изделия, процессов и ресурсов образует единую интегрированную 

модель, обеспечивающую информационную поддержку задач, выполняемых в 

ходе ЖЦ. 
На каждой стадии ЖЦ требуется свой объем данных, определяемый 

содержанием решаемых. Совокупность этих данных можно трактовать как 

контекстные информационные модели изделия, процессов и ресурсов, 

соответствующие стадиям ЖЦ изделия. Например, на стадии проектирования 

и разработки используются данные об изделии, о процессе проектирования, о 

требуемых организационных и иных ресурсах. Информационная модель 

технологической подготовки производства трактуется как описание процесса, 

использующее данные об изделии и технологических ресурсах. Модель 

производства также может быть представлена как описание процесса, 

связанного с данными об изделии и потребных материальных, финансовых и 

иных ресурсах. 
Кроме того, частные информационные модели могут быть сформированы 

для специфических точек зрения (view), например, "управление качеством" 

или "обеспечение эффективной эксплуатации". 
Каждый класс данных может иметь свой набор "методов" работы, 

который образует "технологический" слой программного обеспечения – 
систему (или комплекс систем) управления данными, учитывающую их 

семантику, особенности организации и обеспечивающую высокоуровневый 

интерфейс обмена с прикладными системами. 
Под технологией управления данными будем понимать комплекс 

методов, понятий (объектов), информационных моделей, правил 

использования, интерфейсов доступа к данным, необходимых и достаточных 
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для работы с данным классом данных при решении различных задач в ходе 

ЖЦ изделия. 
Модели данных (или их части) могут быть представлены с 

использованием различных технологий (ИСО 10303-11 Express, ИСО 8879 

SGML и т.д.). При этом они должны быть логически взаимоувязанными. При 

преобразовании данных из одной форму в другую объекты информационных 

моделей должны интерпретироваться однозначно (mapping). Один из 

вариантов такой технологии изложен в стандарте ИСО 18876 [5]. 
Приведение совместно используемых в ходе ЖЦ данных к единой 

стандартизованной информационной модели существенно упрощает 

построение интегрированной информационной системы, поскольку позволяет 

применять коммерческие (COTS) прикладные решения для различных 

конкретных задач. 
Систематизация принципов и технологий построения интегрированных 

информационных систем поддержки ЖЦ сложной наукоемкой продукции 

необходима для формирования общей методической и системотехнической 

базы для решения данного класса задач. 
 

Лекция 13. Автоматизация конструирования в 

машиностроении 

Геометрические модели используются для решения многих задач: 

визуализации, построения расчетных сеток, генерации управляющих 

программ ЧПУ и т.д. В первую очередь, они предназначены для хранения 

информации о форме объектов и их взаимном расположении и предоставления 

ее для обработки в удобном для компьютерной программы виде. В этом - 
ключевое отличие электронной геометрической модели от чертежа, который 

представляет собой условное символьно-графическое изображение, 

предназначенное для чтения человеком. 
 

Роль геометрического моделирования 

Современные предприятия не смогут выжить во всемирной конкуренции, 

если не будут выпускать новые продукты лучшего качества, более низкой 

стоимости и за меньшее время. Поэтому они стремятся использовать 

огромные возможности памяти компьютеров, их высокое быстродействие и 

возможности удобного графического интерфейса для того, чтобы 

автоматизировать и связать друг с другом задачи проектирования и 

производства, которые раньше были весьма утомительными и совершенно не 

связанными друг с другом. Таким образом сокращается время и стоимость 

разработки и выпуска продукта. Для этой цели используются технологии 

автоматизированного проектирования (computer-aided design - CAD), 
автоматизированного производства (computer-aided manufacturing - САМ) и 

автоматизированной разработки и конструирования (computer-aided 
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engineering - CAE). Чтобы понять значение систем CAD/CAM/CAE (по-русски 

все эти системы вместе называются системами автоматизированного 

проектирования - САПР), мы должны изучить различные задачи и операции, 

которые приходится решать и выполнять в процессе разработки и 

производства продукта. Все эти задачи, взятые вместе, называются 

жизненным циклом продукта (product cycle). Пример жизненного цикла 

продукта, приведен на рисунке 1.1. 
Прямоугольники, нарисованные сплошными линиями, представляют два 

главных процесса, составляющих жизненный цикл продукта: процесс 

разработки и процесс производства. Процесс разработки начинается с 

запросов производства, которые обслуживаются отделом маркетинга, и 

заканчивается полным описанием продукта. 

 
Рисунок 1.1 - Жизненный цикл продукта 

 
Процесс производства начинается с технических требований и 

заканчивается поставкой готовых изделий заказчику. 
Операции, относящиеся к процессу разработки, можно разделить на 

аналитические и синтетические. Как следует из рисунка 1.1, первичные 

операции разработки, такие как определение необходимости разработки, 

формулирование технических требований, анализ осуществимости и сбор 

важной информации, а также концептуализация разработки, относятся к 

подпроцессу синтеза. Результатом подпроцесса синтеза является 

концептуальный проект предполагаемого продукта в форме эскиза или 

топологического чертежа, отражающего связи различных компонентов 

продукта. В этой части цикла делаются основные финансовые вложения, 

необходимые для реализации идеи продукта, а также определяется его 

функциональность. Большая часть информации, порождаемой и 

обрабатываемой в рамках подпроцесса синтеза, является качественной, а, 

следовательно, неудобной для компьютерной обработки. 
Готовый концептуальный проект анализируется и оптимизируется - это 
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уже подпроцесс анализа. Прежде всего, вырабатывается аналитическая 

модель, поскольку анализируется именно модель, а не сам проект. Несмотря 

на быстрый рост количества и качества компьютеров, используемых в 

конструировании, в обозримом будущем отказаться от использования 

абстракции аналитической модели мы не сможем. Аналитическая модель 

получается, если из проекта удалить маловажные детали, редуцировать 

размерности и учесть имеющуюся симметрию. Редукция размерностей, 

например, подразумевает замену тонкого листа из какого-либо материала на 

эквивалентную плоскость с атрибутом толщины или длинного и тонкого 

участка на линию с определенными параметрами, характеризующими 

поперечное сечение. Симметричность геометрии тела и нагрузки, 

приложенной к нему, позволяет рассматривать в модели лишь часть этого 

тела. 
После завершения проектирования и выбора оптимальных параметров 

начинается этап оценки проекта. Для этой цели могут изготавливаться 

прототипы. В конструировании прототипов все большую популярность 

приобретает новая технология, названная быстрым прототипировапием 

(rapid prototyping). Эта технология позволяет конструировать прототип снизу-
вверх, то есть непосредственно из проекта, поскольку фактически требует 

только лишь данных о поперечном сечении конструкции. Если оценка проекта 

на основании прототипа показывает, что проект не удовлетворяет 

требованиям, описанный выше процесс разработки повторяется снова. 
Если же результат оценки проекта оказывается удовлетворительным, 

начинается подготовка проектной документации. К ней относятся чертежи, 

отчеты и списки материалов. Чертежи обычно копируются, а копии 

передаются на производство. 
Как видно (см. рисунок 1.1), процесс производства начинается с 

планирования, которое выполняется на основании полученных на этапе 

проектирования чертежей, а заканчивается готовым продуктом. 

Технологическая подготовка производства - это этап, устанавливающий 

список технологических процессов по изготовлению продукта и задающий их 

параметры. Одновременно выбирается оборудование, на котором будут 

производиться технологические операции, такие как получение детали 

нужной формы из заготовки. В результате подготовки производства 

составляются план выпуска, списки материалов и управляющие программы 

(УП) для оборудования с ЧПУ. На этом же этапе обрабатываются прочие 

специфические требования, в частности рассматриваются конструкции 

средств технологического оснащения (зажимов, креплений и пр.). Подготовка 

занимает в процессе производства примерно такое же место, как подпроцесс 

синтеза в процессе проектирования, требуя значительного человеческого 

опыта и принятия качественных решений. Такая характеристика 

подразумевает сложность компьютеризации данного этапа. После 
завершения технологической подготовки начинается выпуск готового 

продукта и его проверка на соответствие требованиям. Детали, успешно 

проходящие контроль качества, собираются вместе, проходят тестирование 
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функциональности, упаковываются, маркируются и отгружаются заказчикам. 
Описанный выше жизненный цикл продукта является типовым. 

Посмотрим теперь, каким образом на этапах этого цикла могут быть 

применены технологии CAD, САМ и CAE. Как уже говорилось, компьютеры 

не могут широко использоваться в подпроцессе синтеза, поскольку они не 

обладают способностью хорошо обрабатывать качественную информацию. 

Однако даже на этом этапе разработчик может, например, при помощи 

коммерческих баз данных успешно собирать важную для анализа 

осуществимости информацию, а также пользоваться данными из каталогов. 
Полезными могут оказаться средства параметрического и 

геометрического моделирования, а также макропрограммы в системах 

автоматизированной разработки чертежей (computer-aided drafting). Все это 

типичные примеры систем CAD. 
Система геометрического моделирования (geometric modeling system) - 

это трехмерный эквивалент системы автоматизированной разработки 

чертежей, то есть программный пакет, работающий с трехмерными, а не с 

плоскими объектами. 
В аналитической фазе проектирования ценность компьютеров 

проявляется по- настоящему. Программных пакетов для анализа напряжений, 

контроля столкновений и кинематического анализа существует столько, что 

приводить какие-либо названия смысла не имеет. Эти программные пакеты 

относятся к средствам автоматизированного конструирования (CAE). Главная 

проблема, связанная с их использованием, заключается в необходимости 

формирования аналитической модели. Проблемы не существовало бы вовсе, 

если бы аналитическая модель автоматически выводилась из концептуального 

проекта. Однако, как уже отмечалось, аналитическая модель не идентична 

концептуальному проекту - она выводится из него путем исключения 

несущественных деталей и редукции размерностей. Необходимый уровень 

абстракции зависит от типа анализа и желаемой точности решения. 

Следовательно, автоматизировать процесс абстрагирования достаточно 

сложно, поэтому аналитическую модель часто создают отдельно. Обычно 

абстрактная модель проекта создается в системе разработки рабочих чертежей 

или в системе геометрического моделирования, а иногда с помощью 

встроенных средств аналитического пакета. Аналитические пакеты обычно 

требуют, чтобы исследуемая структура была представлена в виде объединения 

связанных сеток, разделяющих объект на отдельные участки, удобные для 

компьютерной обработки. Если аналитический пакет может генерировать 

сетку автоматически, человеку остается задать только границы абстрактного 

объекта. В противном случае сетка также создается пользователем либо в 

интерактивном режиме, либо автоматически, но в другой программе. Процесс 

создания сетки называется моделированием методом конечных элементов 

(finite-element modeling). Моделирование этим методом включает в себя также 

задание граничных условий и внешних нагрузок. 
Подпроцесс анализа может выполняться в цикле оптимизации проекта по 

каким-либо параметрам. Разработано множество алгоритмов поиска 



119 

оптимальных решений, а на их основе построены коммерчески доступные 

программы. Процедура оптимизации может считаться компонентом системы 

автоматизированного проектирования, но более естественно рассматривать 

эту процедуру отдельно. 
Фаза оценки проекта также выигрывает от использования компьютера. 

Если для оценки проекта нужен прототип, мы можем быстро сконструировать 

его по заданному проекту при помощи программных пакетов, генерирующих 

код для машины быстрого прототипирования. Такие пакеты считаются 

программами для автоматизированной подготовки производства (САМ). 

Разумеется, форма прототипа должна быть определена заранее в наборе 

входных данных. Данные, определяющие форму, получаются в результате 

геометрического моделирования. 
Быстрое прототипирование — удобный способ конструирования 

прототипа, однако еще удобнее пользоваться виртуальным прототипом, 

который часто называется «цифровой копией» (digital mock-up) и позволяет 

получить столь же полезные сведения. 
Когда аналитические средства для работы с цифровыми копиями станут 

достаточно мощными, чтобы давать столь же точные результаты, что и 

эквивалентные эксперименты на реальных прототипах, цифровые копии 

начнут вытеснение обычных прототипов. Эта тенденция будет усиливаться по 

мере совершенствования технологий виртуальной реальности, позволяющих 

нам ощущать цифровую копию так же, как реальный прототип. Построение 

цифровой копии называется виртуальным прототипированием. Виртуальный 

прототип может быть создан и в специализированной программе 

геометрического моделирования. Виртуальная реальность — это технология 

создания изображений, выглядящих как настоящие объекты. Эта технология 

позволяет пользователю ощущать цифровые объекты и манипулировать ими 

так же, как настоящими. 
Последняя фаза процесса разработки - подготовка проектной 

документации. На этом этапе чрезвычайно полезным оказывается 

использование систем подготовки рабочих чертежей. Способность подобных 

систем работать с файлами позволяет систематизировать хранение и 

обеспечить удобство поиска документов. 
Компьютерные технологии используются и на стадии производства. 

Процесс производства включает в себя планирование выпуска, 

проектирование и приобретение новых инструментов, заказ материалов, 

программирование станков с ЧПУ, контроль качества и упаковку. 

Компьютерные системы, используемые в этих операциях, могут быть 

классифицированы как системы автоматизированного производства. 

Например, программа автоматизированной технологической подготовки 

(computer-aided process planning - САРР) используется на этапе подготовки 

производства и относится к системам автоматизированного производства 

(САМ). Как отмечалось выше, подготовка производства с трудом поддается 

автоматизации, поэтому полностью автоматических систем технологической 

подготовки в настоящий момент не существует. Однако существует 
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множество хороших программных пакетов, генерирующих код для станков с 

числовым программным управлением.  Станки этого класса позволяют 

получить деталь нужной формы по данным, хранящимся в компьютере. Они 

аналогичны машинам для быстрого прототипирования. 
К системам автоматизированного производства относят также 

программные пакеты, управляющие движением роботов при сборке 

компонентов и перемещении их между операциями, а также пакеты, 

позволяющие программировать координатно-измерительную машину 

(coordinate measuring machine - СММ), используемую для проверки геометрии 

продукта. 
Согласно выше сказанному, автоматизированное проектирование 

(computer-aided design - CAD) представляет собой технологию, состоящую в 

использовании компьютерных систем для облегчения создания, изменения, 

анализа и оптимизации проектов. Таким образом, любая программа, 

работающая с компьютерной графикой, так же, как и любое приложение, 

используемое в инженерных расчетах, относится к системам 

автоматизированного проектирования. Другими словами, множество средств 

CAD простирается от геометрических программ для работы с формами до 

специализированных приложений для анализа и оптимизации. Между этими 

крайностями умещаются программы для анализа допусков, расчета масс-
инерционных свойств, моделирования методом конечных элементов и 

визуализации результатов анализа. 
Самая основная функция CAD - определение геометрии конструкции, 

поскольку геометрия определяет все последующие этапы жизненного цикла 

продукта. Для этой цели обычно используются системы геометрического 

моделирования и разработки рабочих чертежей. Вот почему эти системы 

обычно и считаются системами автоматизированного проектирования. Более 

того, геометрия, определенная в этих системах, может использоваться в 

качестве основы для дальнейших операций в системах CAE и САМ. Это одно 

из наиболее значительных преимуществ CAD, позволяющее экономить 

время и сокращать количество ошибок, связанных с необходимостью 

определять геометрию конструкции с нуля каждый раз, когда она требуется в 

расчетах. Можно, следовательно, утверждать, что системы геометрического 

моделирования и системы автоматизированной разработки рабочих чертежей 

являются наиболее важными компонентами автоматизированного 
проектирования. 

Таким образом, одним из наиболее важных этапов проектирования 

машиностроительных изделий является этап конструирования. Значимость 

его не только в том, что на этом этапе формируется концептуальный облик 

будущего изделия, но и в том, что именно на этапе конструирования создаются 

математически точные геометрические модели, как отдельных деталей, так и 

всего изделия, которые будут играть определяющую роль на всех 

последующих этапах жизненного цикла изделия. 
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