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ВВЕДЕНИЕ 

Самостоятельная работа студента является важнейшей составной частью 

образовательной программы подготовки дипломированного специалиста. 

По курсу «Реконструкция горных предприятий» обязательная 

самостоятельная работа студента осуществляется в следующих направлениях –  

освоение материалов по отдельным темам, входящим в Рабочую учебную 

программу дисциплины; подготовка, оформление, защита практико-

ориентированных заданий; подготовка и защита контрольной работы. 

Дополнительная самостоятельная работа связана с углубленным изучением 

отдельных разделов курса на основе научно-исследовательской работы 

студента (НИРС). 

Данное учебно-методическое пособие предназначено для организации 

самостоятельной работы студентов – освоения отдельных тем дисциплины. 
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1. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ОРГАНИЗАЦИИ 

САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТА 

 

В следующем разделе пособия приведена развернутая программа 

дисциплины «Реконструкция горных предприятий». Она содержит названия 

6 основных тем с указанием основных вопросов и разделов каждой темы. 

Каждая тема является основой вопросов в экзаменационном билете. При 

чтении лекций по курсу преподаватель указывает те темы дисциплины, 

которые выносятся на самостоятельную проработку студентами. Причем в 

экзаменационный билет может включаться один из вопросов по такой теме. 

Основной объем информации по каждой теме содержится в учебнике по курсу.  

При освоении указанных ниже тем рекомендуется следующий порядок 

самостоятельной работы студента:  

1. Ознакомьтесь со структурой темы.  

2. По рекомендуемой литературе освойте каждый структурный элемент 

темы. Во всех темах указаны разделы и страницы учебника, содержащие 

данный материал.  

3. При необходимости используйте указанную дополнительную 

литературу. Консультацию по использованию дополнительной литературы Вы 

можете получить у преподавателя.  

4. Ответьте на контрольные вопросы. При затруднениях в ответах на 

вопросы вернитесь к изучению рекомендованной литературы.  

5. Законспектируйте материал. При этом конспект может быть написан в 

виде ответов на контрольные вопросы.  

 

При самостоятельной работе над указанными темами рекомендуется 

вести записи в конспектах, формируемых на лекционных занятиях по курсу, и в 

том порядке, в котором данные темы следуют по учебной программе.  
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2. СОДЕРЖАНИЕ КУРСА, КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

Тема 1. Введение. Общие сведения по реконструкции горных предприятий 

Цели, причины и основные направления реконструкции; виды 

капитальных затрат – новое строительство, техническое перевооружение, 

поддержание мощности, реконструкция действующего предприятия. Вскрытие 

новых горизонтов.  

Литература: [1] 

Контрольные вопросы: 

1. Какие работы относятся к новому строительству? 

2. Какие работы относятся к расширению действующего предприятия? 

3. Какие работы относятся к реконструкции действующего предприятия? 

4. Какие работы относятся к техническому перевооружению? 

5. Какие работы относятся к поддержанию действующих показателей? 

6. При каких условиях проводится закрытие (ликвидация) горных 

предприятий? 

7. Классификация горных предприятий по ТЭП. 

8. Технология ликвидации вертикальных стволов. 

9. Достоинства реконструкции шахт в сравнении с новым строительством. 

10. Недостатки реконструкции шахт в сравнении с новым строительством. 

11. Причины и цели реконструкции. 

 

Тема 2. Углубка вертикальных и наклонных стволов. 

Способ углубки вертикальных стволов с разгрузкой породы на земной 

поверхности, с рабочего горизонта, с углубочного горизонта. Способ углубки 

стволов в направлении снизу-вверх. Комбинированный способ углубки 

стволов. Способ углубки наклонных стволов. 

Литература: [1] 

Контрольные вопросы: 

1. Схема углубки «без остановки эксплуатационного подъема», ее 

достоинства и недостатки. 

2. Схема углубки «с разгрузкой на рабочем горизонте», ее достоинства и 

недостатки. 

3. Схема углубки «через углубочный горизонт», ее достоинства и 

недостатки. 

4. Схема углубки «комбинированная», ее достоинства и недостатки. 

5. Схемы углубки стволов снизу вверх, их достоинства и недосттатки. 

6. Область применения многоканатных подъемных установок при углубке 

стволов. 
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7. Какие факторы влияют на выбор схемы проветривания углубляемой 

части ствола? 

8. Когда необходимо применять комбинированное проветривание? 

9. Кагда необходима установка калорифера и где его устанавливают? 

10. В какие выработки должна направляться исходящая из углубляемой 

части ствола струя воздуха? 

11. Способы откачки воды при углубке стволов, условия их применения. 

12. Возможные места установки лебедок подвесных насосов. 

 

Тема 3. Предохранительные устройства при углубке стволов. 

Горизонтальные предохранительные полки-водопропускающие, 

водособирающие, зумпф-полки. Ферменные, клиновые, из стальных канатов 

предохранительные полки. Арочные инвентарные полки и метод их расчета. 

Породные предохранительные целики с бадьевым проемом и глухие породные 

целики. Сооружение породных целиков, их расчет и технология ликвидации 

породных целиков. 

Литература: [1, 5] 

Контрольные вопросы: 

1. Назначение и типы предохранительных устройств. 

2. Условия использования защитных целиков и способы их сооружения и 

ликвидации. 

3. Определение нагрузок от падения сосудов на предохранительные 

устройства. 

4. От каких факторов зависит допустимая глубина заложения защитных 

целиков? 

5. Устройство горизонтальных предохранительных полков, их достоинства 

и недостатки. 

6. Назначение амортизирующего костра и его устройство. 

7. Назначение плиты утяжеления и ее конструкция. 

8. Устройство водособирающего полка. 

9. Устройство балочного предохранительного полка. 

10. Устройство защитного полка и ограждающей стенки. 

11. Устройство ферменных полков, их достоинства и недостатки. 

 

Тема 4. Организация работ при углубке стволов. 

Общие сведения. Буровзрывные работы. Погрузка породы. Возведение 

постоянной крепи. Сооружение сопряжений ствола с околоствольным двором и 

строительство приствольных камер. Армирование.  
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Литература: [1, 5] 

Контрольные вопросы: 

1. Особенности буровзрывных работ при углубке стволов. 

2. Средства бурения шпуров. 

3. Достоинства и недостатки перфораторов. 

4. Средства погрузки горной массы. 

5. Конструкции опалубок и условия их применения. 

6. Способы формирования углубляемой части ствола при расширении 

передовой выработки. 

7. Достоинства и недостатки применения глубоких скважин. 

8. Особенности строительства сопряжений и приствольных камер. 

9. Схемы армирования углубляемой части скважины. 

 

Тема 5. Откачка воды из затопленных забоев. 

Классификация способов ликвидации внезапных прорывов воды в горные 

выработки и условия их применения. Ликвидация прорывов воды с помощью 

открытого водоотлива, с помощью строительства водонепроницаемых 

перемычек, с помощью тампонирования с поверхности земли, с помощью 

подводного бетонирования. 

Литература: [1, 5] 

Контрольные вопросы: 

1. Какие существуют группы возможного прорыва воды? 

2. Возможные схемы прорыва воды в горные выработки. 

3. Меры предупреждения внезапных прорывов воды и плывунов. 

4. Конструкции тампонажных подушек. 

5. Когда устанавливаются перемычки с дверями? 

6. Назначение и устройство фильтрующих перемычек. 

7. Когда устанавливаются многоступенчатые тампонажные подушки? 

8. Когда применяется способ устраивания тампонажных подушек методом 

ВПТ? 

 

Тема 6. Строительные работы в период реконструкции шахт. 

Технические средства бурения. Совместное действие механизмов удара и 

резания. Зависимость энергоемкости бурения от усилий полдачи на 

инструмент. 

Литература: [1, 5] 

Контрольные вопросы: 
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1. От каких факторов зависит выбор подъемных установок и вместимость 

бадей при углубке вертикальных стволов? 

2. Какие условия должны соблюдаться при проветривании углубляемой 

части ствола? 

3. Способы расширения АБК? 

4. Способы очистки шахтных вод и бытовых стоков. 

5. Конструкция песколовки. 

6. На каком принципе основана работа отстойников бытовых стоков. 

7. Устройство и принцип работы двухъярусных отстойников. 

8. Устройство и принцип работы биофильтров. 

9. Устройство и принцип работы аэротенков. 

10. Назначение и принцип работы метантенка. 

11. Назначение и принцип работы иловых площадок. 

12. Назначение контактного бассейна. 
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3. КОНТРОЛЬНЫЕ РАБОТЫ 

 

Контрольная работа №1 

Проектирование и расчёт сборно-разборного предохранительного полка 

 

Цель: овладение методикой проектирования и расчета сбороно-

разборного предохранительного полка. 

 

Предохранительный полок 

Предохранительные полки (ПП) представляют собой специальные 

инженерные сооружения, предназначающиеся для восприятия мощных 

ударных нагрузок от аварийных падений подъемных сосудов и транс-

портируемых в них грузов. 

Предохранительные полки делятся на сплошные, перекрывающие все 

сечение ствола, и на полки, перекрывающие часть ствола. На сооружение 

отдельных конструкций полков расходуется до 100-200 т металла и до 100 м
3
 

леса. 

Из многочисленных конструкций ПП наиболее эффективным является 

сборно-разборный предохранительный полок конструкции кафедры шахтного 

строительства Уральской государственной горно-геологической академии. Он 

отличается следующими достоинствами, малая конструктивная высота, 

возможность многократного использования несущих конструкций полка; 

универсальность; незначительные затраты средств и времени на монтаж и 

демонтаж полка. 

 

Устройство и принцип работы сборно-разборных 

предохранительных полков 

Полок представляет собой конструкцию заводского изготовления и 

рассчитан на многократное использование при общем сроке эксплуатации не 

менее 20-25 лет. Полок может применяться при углубке стволов любых 

диаметров и глубин, оборудованных как одно-, так и многоканатными 

подъемами с любыми типами подъёмных сосудов. 

Основным параметром сборно-разборных ПП является их несущая 

способность, измеряемая максимальной величиной кинетической энергии 

ударных нагрузок, на восприятие которых они рассчитываются. Для 

эффективного использования полков в различных горно-технических условиях 
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предусмотрен параметрический ряд полков, включающий несколько 

типоразмеров, каждый из которых при определенных значениях его несущей 

способности и максимальной массы падающих тел может применяться в 

стволах любой формы и размеров поперечного сечения. 

Полок состоит из несущей конструкции, распределительно-

утяжеляющего блока, амортизирующего устройства, а также гидроизоляцион-

ного и монтажного перекрытий (рис. 1.1). 

 
Рис.1.1 Схема сборно-разборного предохранительного полка 

1 – несущая конструкция; 2 – распределительно-утяжеляющий блок; 3 – амортизирующее 

устройство; 4 – гидроизоляционное перекрытие; 5 – монтажное перекрытие. 

Несущая конструкция полка представляет собой круговой свод (купол), 

выполненный из установленных параллельно друг другу двухшарнирных арок. 

Арки собираются из отдельных секций, изготовленных из литой стали. Каждая 

арка включает 1-4 (в зависимости от диаметра перекрываемого ствола) 

основные секции, а также две опорные секции и две опоры ящичного типа. 

Основные секции соединяются между собой и с опорными секциями при 

помощи соединительных элементов (накладок), стягиваемых болтами. Опорные 
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секции шарнирно соединены с опорами. Опоры соединены с бетонной крепью 

ниши анкерными болтами. Арки соединены между собой болтами-шпильками, 

что обеспечивает их совместную работу. 

Поверх несущей конструкции полка в пределах отделений подъемных, 

сосудов и противовесов располагают распределительно-утяжеляющий блок. 

изготавливаемый, как правило, в виде железобетонной плиты соответствующей 

формы. 

На распределительно-утяжеляющем блоке устанавливаются аморти-

зирующие устройства, отдельно для - каждого подъемного отделения ствола, 

рассчитанные на центральное загружение. Устройства выполняются в виде 

клеток из сосновых брусьев, соединенных между собой скобами. 

Над амортизирующем устройством располагают гидроизоляционное 

устройство, защищающее полок от обводнения и заиливания. Оно выполняется 

в виде перекрестного настила из двух рядов брусьев с трехслойным рулонным 

покрытием между рядами. Сверху брусья перекрываются стальными листами 

толщиной 2-3 мм. Перекрытие опирается на амортизирующее устройство. 

При перекрытии предохранительным полком части сечения ствола полок 

имеет ограждающую стенку, как и у полков других конструкций, для защиты 

углубочного отделения от возможного падения в него фрагментов 

разрушавшегося подъемного сосуда и его содержимого, а также фрагментов 

разрушенного амортизирующего устройства. 

Рассматриваемый ПП также защищает от падения тяжелых тел малого 

поперечного сечения (рельсы. балки, трубы), обладающих значительной 

пробивной силой. Сквозное пробивание полка исключается наличием мощного 

распределительно-утяжеляющего блока. 

Монтаж полка начинается с установки монтажного перекрытия и 

сооружения ниши. Затем монтируются опоры и несущие арки, собирают 

распределительно-утяжеляющий блок, амортизирующее и гидроизоляционное 

устройства. Демонтаж полка производят в обратной последовательности. 

Монтажное перекрытие выполняется из заделываемых в крепь ствола 

двутавровых балок со сплошным настилом из брусьев. 

Работа ПП на восприятие мощных ударных нагрузок протекает 

следующим образом. При падении в ствол тяжелого крупногабаритного тела 

оно пробивает гидроизоляционное перекрытие и входит в амортизирующее 

устройство. Двигаясь с замедлением до полной остановки, тело проходит путь, 

равный 0,7 – 0,9 начальной высоты амортизирующего устройства. Работа по его 

разрушению должна поглотить ту часть кинетической энергии удара, которая в 

соответствии с соотношением массы ударяющего тела и приведенной массы 
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полка затрачивается на местные деформации в зоне соударения. Остальная 

часть кинетической энергии удара, идущая на общую деформацию полка, 

вызывает прогиб его арочной несущей конструкции. Динамические усилия 

через опоры и фундаменты полка передаются окружающему массиву горных 

пород (по наклонным направлениям вниз и в сторону от ствола). Благодаря 

значительной величине деформации амортизирующего устройства процесс 

ударного нагружения ПП растягивается во времени, что уменьшает 

действующую силу. После достижения этой силой максимального значения 

происходит процесс разгрузки полка с некоторым отскоком упавшего тела. 

Величина отскока в связи с близким к абсолютно неупругому (пластическому) 

характеру удара, обусловленному как значительной деформацией 

амортизирующего устройства, так и деформацией в ходе соударения самого 

падающего тела, не должна превышать 1,5 – 2,0 м. Таким образом, в процессе 

соударения амортизирующее устройство должно работать на разрушение и 

пластические деформации. распределительно-утяжеляющий блок – на 

упругопластические и несущая конструкция – на упругие деформации (при 

условии недостижения динамического предела текучести материала). 
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Расчет сборно-разборного предохранительного полка 

Определение параметров подъемных сосудов и ствола 

Рассмотрим порядок определения параметров предохранительного 

устройства на примере следующей ситуации: 

 

 тип ствола – скиповой ствол; 

 глубина ствола – 810 м; 

 вместимости скипов – 9,5 м
3
; 

 объемный вес породы целика – 2,6 т/м
3
; 

 модуль упругости: 

     слоистость – 2,83∙10
4
; 

     слоистость – 1,91∙10
4
. 

 коэффициент Пуассона – 0,24; 

 предельное касательное напряжение – 13,2 МПа; 

 Сечение углубляемого ствола: 

 
 

На основании исходных данных определяем технические характеристики 

скипа 1УСН9, 1-1. Вместимость скипа 9 м
3
, ширина 1540 мм, длина 1850 мм, 

высота 10000 мм; расстояние между проводниками 1650 мм, масса скипа 6,9 т. 

Определяем минимальное сечение ствола с учетом принятого оборудования и 

необходимых зазоров и допусков, принимаем ближайшее типовое. В результате 

построений принимаем следующее: Dсв = 6 м. 
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Исходя из расположения подъемных сосудов  в стволе определяем места 

приложения к полку ударных нагрузок. Поскольку для скиповых подъемов 

ударное нагружение будет внецентренным, определим эксцентриситет: 

lЭ = 0,981 м. 

Выбор типоразмера сборно-разборного предохранительного полка и его 

параметров 

В качестве энергии удара принимается кинетическая энергия свободно 

падающего подъёмного сосуда или другого тела: 

,
2

2

00
0

Vm
Т


  (1.1) 

где Т0 – кинетическая энергия падающего сосуда, кДж; 

m0 – масса груженого подъемного сосуда, т; 

V0 – скорость падения сосуда перед ударом, м/с.  

,2 00 HgV   (1.2) 

где g – ускорение свободного падения, м/с
2
; 

Н0 – глубина падения подъемного сосуда (глубина ствола), м. 

./1262,1589281081,920 смV    

Масса груженого скипа определяется следующим образом: для 

вместимости 9,5 м
3
, грузоподъемность составит 8т, масса скипа 6,9т. Масса 

груженого подъемного сосуда составит 

m0 = 8+6,9=14,9 т. 

При углубке ствола глубиной более 400 м необходимо учитывать 

аэродинамическое сопротивление свободному падению, поглощающее часть 

кинетической энергии подъемного сосуда. По графику зависимости величины 

скорости падения подъемных сосудов от высоты падения (рис.2) определяем 

истинную скорость падения скипа. 

Кинетическая энергия падающего скипа составит 

.129,9505,95129
2

1139,14 2

0 МДжкДжТ 
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Рис.1.2 Влияние аэродинамического сопротивления воздуха на скорость 

падения подъемных сосудов 
1 – теоретическая скорость; 2 – скип массой 25 т; 3 – скип массой 6 т; 4 – клеть массой 12 т. 

Из табл. 1.1 устанавливаем, что для наших условий необходим I 

типоразмер полка с несущей способностью до 150 МДж. 

Таблица 1.1 

Технические характеристики сборно-разборного полка 

Показатели 
Типоразмер полка 

I II 

Несущая способность полка, МДж 150 250 

Диаметр ствола в свету, м 4,0 – 8,5 4,5 – 8,5 

Максимальная масса падающих тел, т 12 – 20 20 – 25 

Максимальная высота падения тел, м 1000 – 600 1300 – 900 

Конструктивная высота полка, м 6 – 8 6,5 – 8,5 

Масса металлического полка, т 60 – 90 70 – 100 

 

Исходя из принятого диаметра ствола и типоразмера полка по табл. 1.1 

определяем основные параметры несущей конструкции арки: 

 диаметр в свету (Dсв) – 6 м; 

 пролет арки (L0) – 7 м; 

 радиус геометрической оси арки (R0) – 6,7 м; 

 стрела подъема арки (f) – 0,99 м; 
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 половина центрального угла арки (α0) – 32 град; 

 масса одной арки (РА) – 12,3 т; 

 параметры арки (На×В) – 0,6×0,5 м. 

Необходимым условием ведения углубочных работ является полное 

перекрытие арками подъемного отделения ствола. При ширине подъемного 

отделения ствола 2 м и ширине полки арки 0,5 м необходимо 4 арки. При массе 

одной арки 12,3 т масса несущей конструкции полка составит 

,3 аA nPm   (1.3) 

где m3 – масса несущей конструкции полка, т; 

РА – масса одной арки, т; 

nа – количество арок, шт. 

.2,4943,123 тm    

Оставшийся сегмент ствола за пределами подъемного отделения 

перекрывается двумя рядами двутавровых балок, а сверху балки перекроем 

деревянным настилом из 4-х рядов бруса 200×200 мм на случай падения в него 

фрагментов подъемного сосуда, его содержимого и фрагментов 

амортизирующего устройства. 

Определение параметров распределительно-утяжеляющего блока 

Несущая конструкция полка сверху закрывается монолитным 

железобетонным распределительно-утяжеляющим блоком прямоугольной 

формы (бетон класса В-15). Размеры блока определяются следующим образом: 

ширина блока принимается равной ширине несущей конструкции полка, а 

длина участка блока для каждого подъемного отделения принимается 

симметричной относительно оси подвески скипа. Это условие выполняется при 

длине участка блока, равному удвоенному значению эксцентриситета 

(lЭ = 0,981 м). Следовательно, общая длина блока для двух подъемных 

отделений составит 

,4 ЭБ ll   (1.4) 

.924,3981,04 мlБ    

Масса блока (m2) составит 

  ,8,06,0 32 mm   (1.5) 

.52,292,496,02 тm    
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При плотности обычного тяжелого бетона ρ = 2,5 т/м
3
 объем блока 

составит 

,/2 mVБ   (1.6) 

.808,115,2/52,29 3мVБ    

Зная площадь основания блока (SБ = 3,924∙2,0 = 7,848 м
2
) можно 

определить его высоту 

,/ БББ SVН   (1.7) 

.504,1848,7/808,11 мНБ    

Основание блока опирается на арочную несущую конструкцию и имеет 

форму сегмента с радиусом 

,
2

0

a

C

H
RR   (1.8) 

.73,07,6
2

6,0
7,6 мRC    

Поэтому высоту блока необходимо скорректировать в сторону ее уве-

личения в зависимости от объема сегмента в основании блока. Для определения 

объема сегмента необходимо определить его высоту и площадь. 

Рассмотрим расчетную схему, представленную на рис. 3. 

Рис. 1.3 Расчетная схема к определению параметров распределительно-

утяжеляющего усторйства 
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Определим угол между вертикальной осью арки и радиусом ее кривизны, 

проведенным через границу основания блока точку А' 

,
2/

C

Б

Б
R

l
Sin   (1.9) 

2802,0
7

2/924,3
БSin   

 

05919,16Б   

Определим длину отрезка 

,cos БCROm   (1.10) 

.57,6)05919,16cos(7 мOm    

Поскольку RC = hC + Om, найдем высоту сегмента основания блока 

,OmRh CC   (1.11) 

.43,057,67 мhC    

Теперь можно определить площадь сегмента 

,3/2 БCC lhS   (1.12) 

.117,1924,343,03/2 2мSC    

Тогда объем основания блока в форме сегмента будет равен 

, CС SV  (1.13) 

.794,25,2117,1 3мVС    

Выразим этот объем через дополнительную высоту блока ΔhБ с 

основанием SБ = 7,848 м
2
 

,/ БCБ SVh   (1.14) 

.356,0848,7/794,2 мhБ    

Таким образом, фактическая высота распределительно-утяжеляющего 

блока массой 29,52 т и объемом 11,08 м
3
 составит 

,ББ

Ф

Б hНН   (1.15) 

.86,1356,0504,1 мНФ

Б    

 

Определение параметров амортизирующего устройства 

Амортизирующие устройства для обеспечения устойчивости их 

равновесия при восприятии ударных нагрузок выполняются для каждого 

подъемного отделения ствола. Они рассчитываются на центральное ударное 

нагружение и должны иметь высоту, не превышающую их наименьший 

поперечный размер более чем в полтора-два раза. Амортизирующие устройства 
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сооружаются из укладываемых перекрестными«рядами .сосновых брусьев 

сечением 200×200 мм, соединенных между собой строительными скобами. 

Массу амортизирующего устройства m1 определяем из соотношения 

  ,15,01,0 31 mm   (1.16) 

.92,42,491,01 тm    

Площадь основания амортизирующего устройства принимается на 25-35 

% больше основания скипа. Принимаем параметры основания 

амортизирующего устройства 

.4,37,10,2 2мSау   (1.17) 

При плотности установки брусьев   b 8,06,0  и плотности древесины 

  3/8,06,0 мтД  высоту амортизирующего устройства определим из 

следующего соотношения 

,1

Дау

ау
S

m
h


  (1.18) 

.44,3
7,06,04,3

92,4
мhау 


   

Высота амортизирующего устройства принимается кратной высоте бруса, 

отсюда .6,3 мhау   

При сечении бруса 200×200 он должен укладываться с шагом 0,25-0,35 м. 

Шаг  укладки бруса и высота клетки уточняются в последующих расчетах. 

 

Определение нагрузок на предохранительный полок 

Определяем массу полка, приведенную к линии удара – оси скипа, 

удаленную от оси арок на расстояние lЭ = 0,981 м. 

,332211 mkmkmkМ прпрпрПР   (1.19) 

где kпр1 – коэффициент приведения массы амортизирующего устройства, kпр1 = 

0,33;  

kпр2 – коэффициент приведения массы распределительно-утяжеляющего 

блока, kпр2 = 0,6; 

kпр3 – коэффициент приведения массы несущей арочной конструкции, 

kпр3 = 0,4. 
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m1, m2, m3 – масса соответственно: амортизирующего устройства, 

распределительно-утяжеляющего блока, несущей конструкции 

полка, т. 

.015,392,494,052,296,029,433,0 тМПР    

Кинетическая энергия падающего скипа при ударе о полок 

распределяется на две части: 

1. Энергия, идущая на местные деформации полка в зоне соударения и 

поглощаемая, в основном, амортизирующим устройством, будет равна 

,0

0

' Т
Мm

М
Т

ПР

ПР 


  (1.20) 

.39,6883995129
015,399,14

015,39' кДжТ 


   

2. Энергия, идущая на общие деформации полка и воспринимаемая его 

несущей конструкцией, составит 

,0

0

0" Т
Мm

т
Т

ПР




  (1.21) 

.66,2628995129
015,399,14

9,14" кДжТ 


   

Динамическая сила в зоне контакта скипа с амортизирующим 

устройством равна 

,
2 '

'

ау

Д
h

T
Р







 (1.22) 

где α – относительная деформация амортизирующего устройства при его 

ударном смятии, зависящая от жесткости клетки, α = 0,8. 

.13,47805
2,38,0

39,688392' кНРД 



   

Динамическая сила, передаваемая на опоры несущей конструкции, равна 

,
2 "

"

ауh

T
Р







 (1.23) 

.71,18256
2,38,0

66,262892" кНР 
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Значительная разница между силой, действующей в зоне соударения 

скипа с амортизирующим устройством, и силой, на которую работает несущая 

конструкция полка, объясняется инерционным характером возникновения этих 

сил. Это отличие в действии динамических сил аналогично разнице между 

силами на наковальне и под наковальней при ударе по ней молотком. 

Требуемая площадь сечения амортизирующего устройства, выражаемая 

через суммарную площадь контактов брусьев в верхних перекрестных рядах 

клетки, непосредственно находящихся под основанием скипа, равна 

,
21

'

сс

ВР
F

ПД

ау






 (1.24) 

где ВП – коэффициент, характеризующий податливость материала 

амортизирующего устройства, ВП = 0,31∙10
-4

, м
2
/кН; 

с1 – коэффициент, учитывающий увеличение площади контакта брусьев 

вследствие бокового расширения при ударном смятии, с1 = 1,2; 

с2 – коэффициент, учитывающий увеличение площади древесины, 

участвующей в деформации при ударном смятии в связи с 

вовлечением в работу участков брусьев, примыкающих к площадкам 

контактов и к контуру ударяющего по клетке тела, с2 = 1,3. 

.187,1
3,12,18,0

1031,077,53780 2
4

мFау 







  

Тогда необходимое число площадок контактов брусьев в верхних 

перекрестных рядах под основанием падающего скипа составит 

,
2b

F
n

ау

п   (1.25) 

.3068,29
2,02,0

187,1
штnп 


   

Теперь необходимо подобрать такой шаг укладки брусьев, чтобы число 

площадок контактов брусьев в перекрестных рядах, попадающих под основание 

падающего скипа, удовлетворяло условию nп
Ф

 > n. 

В результате подбора сетки расположения брусьев в перекрестных рядах 

клетки обеспечило необходимое число площадок контактов попадающих под 

основание скипа, и составило 36 шт. Принимаем по короткой стороне 6 брусьев 

с шагом 0,3 м и длиной 2,0 м, а в перекрестном ряду 6 брусьев с шагом 0,36 м и 

длиной 1,7 м. Средняя плотность укладки брусьев составит 
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,
кор

кор

ср
l

nb 
  (1.26) 

где b – ширина бруса, м; 

nкор – количество брусьев по короткой стороне стороне, шт.; 

lкор – длина коротокй стороны, м. 

.7,0
7,1

62,0



 ср   

При такой плотность установки брусьев высота амортизирующего 

устройства составит: 

.95,2
7,07,04,3

92,4
мhау 


   

Окончательно принимаем следующее: высота клетки 3,6 м, число 

площадок контактов 36 шт.: по длинной стороне 6 брусьев с шагом 0,36 м и 

длиной 1,7  м, а в перекрестном ряду 6 брусьев с шагом 0,3 м и длиной 2,0 м. 

Схема расположения брусьев в перекрестных рядах амортизирующего 

устройства приведена на рис. 5. 

 

Рис. 1.4 Схема расположения брусьев в перекрестных рядах амортизирующего 

устройства 
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Определение усилий, действующих на арки несущей конструкции 

предохранительного полка 

Действие ударной нагрузки от падающего скипа на несущую 

конструкцию предохранительного полка в рассматриваемом примере является 

внецентренным относительно ее поперечной оси в плане. Действие ударной 

нагрузки относительно продольной оси – практически центральным. В 

соответствии с этим распределение общей нагрузки по аркам несущей 

конструкции, осуществляемое через распределительно-утяжеляющий блок, 

принимается равномерным. При этом расчетная нагрузка на одну арку будет 

равна 

,
"

"

a

a
n

P
q   (1.27) 

.177,4564
4

71,18256" кНqa    

В целях упрощения расчетов принимаем допущение, что нагрузка 

действует на арку равномерно в пределах половины длины распределительно-

утяжеляющего блока (принятое допущение идет в запас прочности полка). 

Величина нагрузки на единицу длины загруженного участка арки составит 

,
2/

"

Б

a

l

q
q   (1.28) 

./288,2326
2/924,3

177,4564
мкНq    

Определение опорных реакций арки 

Вертикальные составляющие реакций для внецентренной схемы 

нагружения равняются 

 
,

2 0

0

L

aLaq
Va




  (1.29) 

 
.725,2921

72

962,17962,1288,2326
кНVa 




   

 
,

2 0

0

L

aLaq
Vb




  (1.30) 

 
.452,1642

72

962,17962,1288,2326
кНVb 
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Горизонтальные составляющие (распор) для рассматриваемой схемы 

нагружения составят 

,02 LqkHHH BA   (1.31) 

где k2 – коэффициент, принимаемый по табл. 2.3[1]. 

При 1414,0/ 0 Lf и 2802,0/ 0 Lа .3185,02 k  

.111,51877288,23263185,0 кНH    

Тогда полная величина опорных реакций будет равна 

,22 HVR AA   (1.32) 

.369,5953111,5187725,2921 22 кНRA    

,22 HVR BB   (1.33) 

.934,5440111,5187452,1642 22 кНRB    

Определение максимального изгибающего момента и продольной силы, 

действующих в сечении “С” 

Для этого необходимо определить угол между вертикальной осью арки и 

радиусом её кривизны, проведенным через точку С, а также координаты этой 

точки. Расчетная схема к определению этих параметров приведена на рис. 6. 

Рис.5 Расчетная схема к определению параметров точки пересечения линий 

действия удара “C” (оси подвески скипа) с геометрической осью арки  
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Из ΔOCd определим αС и Od: 

,
0R

l

OC

Cd
Sin Э

C   (1.34) 

38,8;146,0
7,6

981,0
 СCSin    

,0 CCosROd   (1.35) 

.62,69893,07,6 мOd    

Из ΔOAk определим координату точки С - yC 

,00 CosROk   (1.36) 

.58,5327,6 мCosOk  
  

Тогда 

,OkOdyC   (1.37) 

.039,158,562,6 мyC    

,2/0 ЭC lLCdAkx   (1.38) 

.519,2981,02/7 мxC    

Максимальный изгибающий момент, действующий в сечении ”С” будет 

равен 

 
,

82

2
0










 





aq
yH

aLV
M C

A

MAX  (1.39) 

 
.984,850

8

962,1288,2326
039,1111,5187

2

962,17725,2921 2

мкНM MAX 






 





 

Продольная сила, действующая в этом же сечении арки, составит 

,
2

CCAС CosHSin
aq

VN  






 
  (1.40) 

.263,52259893,0111,5187146,0
2

962,1288,2326
725,2921 кНNС 







 
   

Проверочный расчет несущей конструкции предохранительного полка 

Определим площадь поперечного сечения арки 

,2 dhtBF a   (1.41) 
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.9360070480605002 2ммF    

Радиус кривизны нейтральной оси будет равен 

     
,

/ln/ln 3412 RRdBRRB

F
r

aa 
  (1.42) 

     
.96,6691

6460/6940ln705006400/7000ln500

93600
ммr 


   

Тогда расстояние от нейтральной оси до оси, проходящей через центр 

тяжести сечения, состарит 

,00 rRz   (1.43) 

.04,896,669167000 ммz    

Определяем статический момент площади поперечного сечения 

относительно нейтральной оси арки 

,0zFS   (1.44) 

.4,75206804,893600 3ммS    

Максимальное значение нормального напряжения от действия 

изгибающего момента в сечении арки будет равно 

 
,

2

2max

1
R

rR

S

M 
  (1.45) 

 
.79,49

7000

96,66917000

4,752068

1010984,850 33

1 МПа





   

Нормальное напряжение от продольной силы в том же сечении оставит 

,2
F

NC  (1.46) 

.82,55
93600

10263,5225 3

2 МПа


   

Тогда суммарное наибольшее напряжение в верхних (сжатых) волокнах 

сечения арки будет равно 

,21max    (1.47) 

.61,10582,5579,49max МПа   

Найденное напряжение ниже расчетного сопротивления стали, равного 

,150 МПаУД

Р  то есть условие прочности соблюдается. 

 

Вывод: принятая конструкция предохранительного полка обеспечит 

безопасные условия углубочных работ. 
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Контрольная работа №2 

Расчет несущей способности породного предохранительного целика 

 

Породный предохранительный целик 

В практике углубки вертикальных стволов в качестве средств защиты 

забоев широко применяются породные целики. Предохранительные целики 

оставляются в стволах на 8-30 и более метров ниже отметки околоствольного 

двора последнего рабочего горизонта. Место расположения защитных целиков 

в углубляемых стволах является строго определенным и не может быть 

изменено. 

Породные целики следует сооружать в породах крепостью не ниже f = 4, 

монолитных, несклонных к внезапным выбросам и размоканию. 

Не рекомендуется располагать породные целики в трещиноватых, 

слоистых породах. 

В зависимости от принятого способа и схемы углубки 

предохранительные целики бывают двух типов - перекрывающие все сечение 

ствола и с бадьевыми проемами, которые бывают небольшими, занимающими 

часть сечения целика на его периферии площадью 4-7 м
2
, и большими, 

достигающими половины сечения ствола. Верхняя грань целика обычно 

покрывается бетоном и служит водосборником. Нижний торец защитных 

целиков может иметь плоскую или параболическую форму. При плоской форме 

под целиком устраивают настил из двутавровых балок. Пространство между 

ними и защитным целиком заполняют накатником из бревен. Настил исключает 

падение в забой углубляемого ствола отслоившихся кусков породы и 

увеличивает несущую способность породного целика. 

При параболической форме нижнего торца горизонтальные напряжения в 

целике снижаются до минимума, а прочность его повышается. Это позволяет 

применить облегченные виды крепи, например, анкерной с металлической 

сеткой и набрызгбетоном. 

Породные целики, перекрывающие часть сечения ствола, применяют в 

случаях ведения углубочных работ непосредственно через углубляемый ствол. 

Бадьевой проем может иметь форму сегмента, прямоугольника или круга. 

Место расположения бадьевого проема зависит от расположения в сечении 

ствола отделения углубочного подъема. Бадьевое отделение делают 

минимальным, но не более половины диаметра ствола. При увеличении сечения 

бадьевого проема в защитном целике возрастают напряжения, которые могут 

привести к его разрушению. 



 

30 

 

Бадьевой проем крепят железобетоном, деревом, анкерами, в случаях, 

когда породный целик перекрывает половину или близкую к ней часть сечения 

ствола, по боковой обнаженной стороне целика устраивают вертикальную 

стену из двутавровых балок, уложенных горизонтально через 0,5-0,7 м. Со 

стороны стены балки обшиваются листовой сталью толщиной 8-10 мм. 

Высоту породных целиков принимают не менее диаметра ствола вчерне. 

На практике высота предохранительных целиков принимается обычно 8-10 м. 

Основными достоинствами породных целиков по сравнению с пре-

дохранительными полками являются меньшие затраты времени, средств, труда 

и материалов как при строительстве, так и при ликвидации. 

Предохранительные породные целики рекомендуется применять везде, где 

позволяют горно-геологические условия. 

Способ сооружения породных целиков зависит от схемы углубки, 

организации подготовительных работ, наличия вблизи углубляемого ствола 

вертикальных или наклонных выработок, пройденных с подготавливаемого или 

последнего рабочего горизонта, и других факторов. 

 

Расчет несущей способности породного предохранительного целика 

Рассмотрим порядок определения параметров породного 

предохранительного целика на примере следующей ситуации: 

 

 тип ствола – скиповой ствол; 

 глубина ствола – 810 м; 

 вместимости скипов – 9,5 м
3
; 

 объемный вес породы целика – 2,6 т/м
3
; 

 модуль упругости: 

     слоистость – 2,83∙10
4
; 

     слоистость – 1,91∙10
4
. 

 коэффициент Пуассона – 0,24; 

 предельное касательное напряжение – 13,2 

МПа; 

 Сечение углубляемого ствола: 

Сечение углубляемого ствола: 

 

В зависимости от заданного номера сечения ствола и массы груженого 

подъемного сосуда необходимо определить параметры подъёмных сосудов, а 

затем определить диаметр ствола. Принимаем диаметр ствола Dсв = 6 м, 

Dвч = 6,6 м. Высоту породного целика определяем из условия ВЧЦ Dh  и 
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принимаем hЦ = 7 м. Ширину целика определяем из условия 2/ВЧЦ DL 
 
и 

принимаем LЦ = 3,3 м. 

Периметр наиболее опасного сечения определяется по формуле 

,22 dbal ccП   (2.1) 

где aс и bс – параметры основания подъемного сосуда, м; 

d – расстояние от границы породного целика до боковой поверхности 

основания подъемного сосуда, м. 

.434,5252,0254,185,12 мlП    

Определение энергии удара 

В качестве энергии удара принимаем кинетическую энергию свободно 

падающего тела. Она определяется по формуле (1.1) и при прочих равных 

исходных данных будет равна 

.129,9505,95129
2

1139,14 2

0 МДжкДжТ 


   

Определение массы породного предохранительного целика 

Исходя из принятых параметров породного целика, вес его будет равен 

,
2

2

1 ПЦ

ВЧ

ПЦЦ h
R

hSP 


 


  (2.2) 

.17,3116,27
2

3,314,3 2

1 тP 


   

Определение КПД удара 

Исходя из соотношения веса породного целика и массы скипа, определим 

КПД удара 

 
,

01

1

0
mP

P


  (2.3) 

 
.954,0

9,1417,311

17,311
0 


   

Определение перемещения по наиболее опасному сечению 
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Перемещение определяем с учетом анизотропных свойств горных пород, 

слагающих предохранительный целик 

  ,
2

14,2
21

112

00

ПЦ

ПР
lhEE

EEE
ТLU







  (2.4) 

где LПР – приведенная высота сегмента целика, LПР = 0,67∙LЦ, м; 

Е1,Е2 – модуль упругости соответственно параллельно и перпендикулярно 

слоистости, кПа; 

ν – коэффициент Пуассона. 

 

.1007,81015,65

,
744,571091,11083,2

1083,21083,224,021091,1
954,0105,951293,367,04,2

36

77

777

мU

U

 






 

Определение динамической силы, воздействующей на породный целик по 

наиболее опасному сечению (RДИН) 

  
,

22,1 112

21

EEEL

UlhEE
R

ПР

ПЦ

ДИН






 (2.5) 

  

.1039,108
1018,16

10539,17

,
1083,21083,224,021091,13,367,02,1

1007,8744,571091,11083,2

4

7

11

777

377

кНR

R

ДИН

ДИН














  

Определение расчетного касательного напряжения (напряжения сдвига, τР) 

Расчетное касательное напряжение сдвига по наиболее опасному сечению 

породного предохранительного целика, вызываемое ударом скипа, 

определяется из условия 

,
167,0

ПЦ

ДИН

Р
lh

R




  (2.6) 

.5,4/1045,0
744,57

1039,108167,0 24
4

МПамкНР 



   

Тогда условие прочности породного целика должно удовлетворять 

следующему условию ][ Р , 

,167,0][ ПРЕД   (2.7) 

где τПРЕД – предельное касательное напряжение, МПа. 
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.2,25,4

.2,22,13167,0][

МПаМПа

МПа




  

Таким образом, условие прочности при падении скипа на породный 

предохранительный целик не выполняется. 

Увеличим высоту породного целика, ширину и повторим расчет. 

Высоту породного целика принимаем равной 12 м, а ширину 3,8 м. 

.744,6752,0254,185,12 мlП    

.129,9505,95129
2

1139,14 2

0 МДжкДжТ 


   

,
22

"

2

1 


















 d

LDR
P ГРВЧВЧ

  

где DВЧ – диаметр ствола вчерне, м; 

LГР – длина грани целика, м; 

d” – рассояние от границы породного целика до боковой поверхности 

основания нования подъемного сосуда, м. 

  

.39,6366,2125,0
2

516,66,6

2

3,314,3 2

1 тP 













   

 
.977,0

9,1439,636

39,636
0 


   

 

.103,41053,18

,
734,6121091,11083,2

1083,21083,224,021091,1
977,0105,951298,367,04,2

36

77

777

мU

U

 






 

  

.1008,101
1063,18

1048,1883

,
1083,21083,224,021091,18,367,02,1

103,4744,6121091,11083,2

4

7

11

777

377

кНR

R

ДИН

ДИН














  

.08,2/10208,0
744,612

1008,101167,0 24
4

МПамкНР 



   

.52,208,2

.2,22,13167,0][

МПаМПа

МПа




  

Таким образом, условие прочности при падении скипа на породный 

предохранительный целик можно считать обеспеченным. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Проведение горных выработок буровзрывным способом осуществляется 

по паспортам буровзрывных работ (БВР). Паспорта утверждаются руководите-

лем того предприятия, которое ведёт взрывные работы. С паспортом БВР озна-

комляется весь персонал, осуществляющий буровзрывные работы в данной вы-

работке. 

Паспорт составляется для каждого забоя выработки на основании расчетов 

и утверждается с учётом результатов не менее трёх опытных взрываний. По 

разрешению руководителя предприятия (шахты, рудника) допускается вместо 

опытных взрываний использовать результаты взрывов, проведённых в анало-

гичных условиях. 

Расчёт, необходимый для составления паспорта, сводится к выбору и 

определению основных параметров буровзрывных работ для проведения выра-

ботки. К основным параметрам относятся: тип взрывчатого вещества (ВВ) и 

средства инициирования (СИ), диаметр и глубина шпуров, тип  вруба, удель-

ный заряд ВВ, количество шпуров и конструкции зарядов, расход взрывчатых 

материалов. 

Отчёт по контрольной работе оформляется на листах стандартного форма-

та А4 (210 мм х 297 мм). Обложка отчёта выполняется в соответствии с образ-

цом, приведённым в Приложении 1. 

На первой странице отчёта приводится его содержание с указанием стра-

ниц, далее – содержание задания по следующей форме (для примера взято за-

дание № 1 настоящего пособия – Приложение 3): 

 

Задание № 1 
 

Выполнить расчёт и составить паспорт буровзрывных работ 

для проведения выработки при следующих данных: 

 

– наименование выработки: квершлаг однопутный; 

– форма поперечного сечения выработки – сводчатая; 

– размеры выработки (высота и ширина) – 3,4х3,3 м; 

– площадь сечения вчерне – 10,5 м
2
; 

– коэффициент крепости пород по шкале проф. М. М. Протодьяконова 

f = 15; 

– категория пород – I; 

– обводнённость – с; 

– категория шахты по газу или пыли и наличие метана  в выработке – не 

опасная. 

После выполнения и оформления расчётной части отчёта приводится пас-

порт БВР, в котором указываются: характеристика выработки; характеристика 

пород; исходные данные; схема расположения шпуров в трёх проекциях; кон-
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струкция вруба; конструкции зарядов во врубовых, вспомогательных (отбой-

ных) и оконтуривающих шпурах; основные показатели взрывных работ; меры 

безопасности. Пример заполнения паспорта приведён в Приложении 2. 

Студенты, обучающиеся по заочной форме и работающие на горном 

предприятии, в качестве исходных данных для выполнения настоящей работы 

(характеристики выработки и пород) могут по согласованию с преподавателем 

взять фактические исходные данные предприятия. Выполнив расчёты и соста-

вив паспорт в соответствии с рекомендациями пособия, студент приводит в от-

чёте также фактически действующий паспорт по принятой выработке и даёт 

краткий анализ расчётного и фактически действующего паспортов БВР. 

1. РАСЧЕТ ПАРАМЕТРОВ БУРОВЗРЫВНЫХ РАБОТ 

1.1. Общие положения 

Буровзрывной комплекс работ занимает от 30 до 60 % общего времени 

проходческого цикла в зависимости от горнотехнических условий. 

При проведении горных выработок буровзрывные работы должны обеспе-

чить заданные размеры и форму поперечного сечения выработки, точное окон-

туривание её профиля, качественное дробление породы и сосредоточенное раз-

мещение её в забое, нормативную величину коэффициента излишка сечения 

(КИС), высокий коэффициент использования шпуров (КИШ). 

Эти требования соблюдаются при условии правильного выбора парамет-

ров буровзрывных работ: типа ВВ, типа и параметров вруба, величины и кон-

струкции заряда в шпуре, диаметра и глубины шпуров, числа и расположения 

их в забое, способа и очередности взрывания зарядов, типа бурового оборудо-

вания, качества буровых работ, организации проходческих работ и т. д. 

1.2. Определение параметров буровзрывных работ 

1.2.1. Выбор взрывчатых материалов 

При выборе взрывчатых материалов (ВМ) руководствуются требования-

ми безопасного производства взрывных работ, регламентированных «Едиными 

правилами безопасности при взрывных работах» (ЕПБ) [1] с учетом физико-

механических свойств горных пород и горнотехнических условий. 

Рекомендуемые взрывчатые вещества (ВВ) [2] в зависимости от условий 

работ, обводнённости и крепости пород, способа заряжания представлены в 

табл. 1.1. 

В шахтах, не опасных по газу или пыли, при проведении горизонтальных 

выработок допускается применение электрического взрывания и систем неэлек-

трического взрывания с низкоэнергетическими волноводами. 



 

 7 

Таблица 1.1 

Рекомендуемые ВВ 

Условия 

взрывных 

работ 

Условия 

размещения 

зарядов 

Коэффициент 

крепости пород f 

Тип ВВ Способ 

заряжания 

Выработки, 

не опасные 

по взрыву га-

за или пыли 

Сухие 

шпуры 

до 12 

Гранулит М 

Граммонит 79/21 

Гранулит АС-4В 

Гранулит- 

игданит 

Механизи-

рованный 

Аммонит № 6ЖВ Ручной 

более 12 

Гранулит АС-8В 

 

Механизи-

рованный 

Аммонал М-10 

Детонит М 

Аммонал 

скальный № 1 

Ручной 

Обводнённые 

шпуры 

до 12 Аммонит № 6ЖВ 

Ручной 
более 12 

Аммонал М-10 

Детонит М 

Аммонал 

скальный № 1 

Выработки, 

опасные 

по взрыву га-

за и пыли 

Сухие и об-

воднённые 

шпуры 

Для взрывания 

по породе 

Аммонит АП–5ЖВ 

 

Ручной 

Для взрывания 

по углю с учетом 

степени опасно-

сти 

IV кл. Аммонит Т-19 

Аммонит ПЖВ-20 

V кл. Угленит Э-6 

VI кл. Угленит 12ЦБ 

Для водорас-

пыления 
Открытый заряд 

Ионит 

 

На угольных шахтах, опасных по газу или пыли, разрешается только взры-

вание с применением электродетонаторов. При полном отсутствии в забоях 

проходимых выработок метана или угольной пыли, допускается применение 

непредохранительных ВВ II класса и электродетонаторов мгновенного, корот-

козамедленного и замедленного действия со временем замедления до 2 с без 

ограничения количества приёмов и пропускаемых серий замедлений. 

Основные характеристики ВВ, применяемых при проходке подземных 

горных выработок, приведены в табл. 1.2. 
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Таблица 1.2 

Характеристики ВВ 

Наименование 

ВВ 

 И
д

еа
л
ь
н

ая
 р

аб
о
та

 в
зр

ы
в
а,

 

 к
Д

ж
/к

г 

 П
л
о
тн

о
ст

ь
 в

 п
ат

р
о
н

ах
 и

л
и

 

 н
ас

ы
п

н
ая

, 
к
г/

м
3
 

 У
д

ел
ь
н

ая
 о

б
ъ

ем
н

ая
 э

н
ер

ги
я
 

 в
зр

ы
в
а 

п
р
и

 с
р
ед

н
ей

  

 п
л
о
тн

о
ст

и
, 
к
Д

ж
/к

г 

 К
о
эф

ф
и

ц
и

ен
т 

в
зр

ы
в
н

о
й

  

 э
ф

ф
ек

ти
в
н

о
ст

и
 п

р
и

  

 п
л
о
тн

о
ст

и
 В

В
 1

0
0
0
 к

г/
м

3
 Расстояние 

передачи 

детонации 

между 

патронами, см 

 Д
и

ам
ет

р
 п

ат
р
о
н

о
в
, 
м

м
 

 М
ас

са
 п

ат
р
о
н

а,
 к

г 

 Д
л
и

н
а 

п
ат

р
о
н

а,
 м

м
 

 С
у
х
и

е 

 П
о
сл

е 

 в
ы

д
ер

ж
к
и

 

 в
 в

о
д

е 

Аммонит 

№ 6ЖВ 
3561 

1000-

1100 
3917 1,0 5-9 3-6 

32 

36 

0,2 

0,25 

250 

250 

Аммонал 

М-10 
4410 

950-

1100 
4520 1,15 4 3 32 0,2 250 

Детонит М 4316 
1000-

1200 
4963 1,27 8-18 5-15 

32 

36 

0,2 

0,25 

250 

250 

Аммонал  

скальный № 1 
4420 

1000-

1100 
4641 1,18 8-14 5-10 

32 

36 

0,2 

0,25 

250 

250 

Аммонит 

АП-5ЖВ 
2991 

1000-

1150 
3215 0,82 5-10 2-7 36 0,3 250 

Аммонит 

Т-19 
2564 

1000-

1200 
2820 0,72 7-12 4-8 36 0,3 240 

Угленит  

Э-6 
1946 

1100-

1250 
2289 0,58 5-12 3-10 36 0,3 240 

Угленит 

12 ЦБ 
1770 

1200-

1350 
2256 0,58 4 2 36 0,3 240 

Ионит  1482 
1000-

1200 
1704 0,44 – – 36 0,3 240 

Гранулит М 3163 

780-

820 

(1000-

1150)* 

3384 0,86      

Гранулит 

АС-4В 
З645 

800-

850 

(1100-

1200)* 

4192 1,07      

Гранулит 

АС-8В 
3997 

800-

850 

(1100-

1200)* 

4597 1,17      

Гранулит- 

игданит 
3150 

800-

850 

(1100-

1200)* 

3760 0,85      

* Плотность при механизированном заряжании 
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Технические характеристики электродетонаторов, применяемых при про-

ведении горных выработок, приведены в табл. 1.3. Все электродетонаторы яв-

ляются водоустойчивыми. 

Таблица 1.3 

Электродетонаторы для шахт и рудников 

Тип 

электроде-

тонаторов 

Кол-во 

cерий 

Интервалы 

замедления, мс 

(с) 

Безопа-

сный 

ток, А 

Гаран-

тийный 

ток, А  

Сопроти-

вление, 

Ом 

Примечание 

ЭД-8Ж(Э) 1 0 

0,2 1,0 1,8-3,6 

Электродетона-

торы непредо-

хранительные нор-

мальной чувстви-

тельности 

ЭД-З-Н 36 

20, 40, 60, 80, 

100, 125, 150, 

175, 200, 250, 

300, 350, 400, 

450, 500, 600, 

700, 800, 900, 

1000, 1250, 

1500, 1750, 

2000, 2500, 

3000, 3500, 

4000, 4500 мс 

5,6,7,8,9,10 с 

ЭД-1-8-Т 1 0 

1,0 5,0 0,5-0,75 

Электродетона-

торы непредо-

хранительные по-

ниженной чувстви-

тельности 

к блуждающим то-

кам 

ЭД-З-Т 36 

20, 40, 60, 80, 

100, 125, 150, 

175, 200, 250, 

300, 350, 400, 

450, 500, 600, 

700, 800, 900, 

1000, 1250, 

1500, 1750, 

2000, 2500, 

3000, 3500, 

4000, 4500 мс 

5,6,7,8,9,10 с 

ЭДКЗ-ОП 1 0 0,2 1,0 1,8-3,6 

Электродетона-

торы предохра-

нительные нор-

мальной чувст-

вительности 

 

ЭДКЗ-П 5 
25, 50, 75, 100, 

125 мс 
0,2 1,0 1,8-3,6 

ЭДКЗ-ПМ 7 

15, 30, 45, 60, 

80, 100, 

120 мс 

0,2 1,0 1,8-3,6 

ЭД-КЗ-

ПКМ 
9 

4, 20, 60, 80, 

100, 125, 150, 

175, 200 мс 

0,2 1,0 1,8-3,6 
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Детонирующие шнуры ДША, ДШВ и ДШЭ-12 и др. применяют при необ-

ходимости одновременного взрывания врубовых, нижних подошвенных шпу-

ров, а также в рассредоточенных зарядах с целью передачи детонации всем ча-

стям шпурового заряда. 

В последние годы на подземных взрывных работах получил широкое рас-

пространение новый способ инициирования зарядов ВВ – система неэлектриче-

ского взрывания различных модификаций: Нонель (Швеция), СИНВ, Эдилин 

(Россия) и др. 

В табл. 1.4 представлены характеристики систем СИНВ и ДБИ для  взрыв-

ных работ в рудниках и угольных шахтах, где допущено применение непредо-

хранительных взрывчатых веществ II класса. 

Устройства СИНВ-Ш и ДБИ3 служат для трансляции инициирующего 

сигнала и инициирования боевиков шпуровых зарядов с заданной временной 

задержкой. В боевике каждого шпурового заряда размещается КД устройства 

СИНВ-Ш или ДБИ3 заданного интервала замедления. 

Таблица 1.4 

Характеристики систем неэлектрического инициирования 

Устройство Интервал замедления, мс Назначение 

СИНВ-Ш 

 

0, 25, 42, 55, 67, 109, 125, 150, 176, 200, 250, 

300, 350, 400, 450, 500, 600, 700, 800, 900, 1000, 

2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000, 8000, 9000, 

10000  Изготовление 

патронов-боевиков 

ДБИ3 

0, 17, 25, 42, 55, 67, 109, 125, 150, 176, 200, 

250, 300, 350, 400, 450, 500, 600, 700, 800, 900, 

1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000, 8000, 

9000, 10000 
Примечание. Интервалы замедлений приведены при длине ударно-волновой трубки 

(УВТ) 1 м. Добавление каждого метра длины УВТ увеличивает время замедления на 0,5 мс. 

 

УВТ, выходящие из шпуров, инициируются одновременно от устройств 

СИНВ-П мгновенного действия (СИНВ-П-0), смонтированных в единую сеть. 

Длина УВТ стартового устройства (магистральной части сети) выбирается из 

условия безопасного подрыва и может составлять несколько сот метров. 

При проходке подземных выработок обычно применяется следующая схе-

ма: УВТ, выходящие из шпуров, собираются в связки (пучки), которые соеди-

няются в единую сеть детонирующим шнуром. Детонирующий шнур обвязыва-

ется вокруг связки двойной петлёй. Количество УВТ в одной связке не должно 

превышать 15 шт. Инициирование сети из детонирующего шнура производится 

электродетонатором или электрозажигательной трубкой. 
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1.2.2. Выбор типа вруба и глубины шпуров 

Расположение шпуров в забое, величина заходки и показатели взрыва во 

многом определяются типом вруба. Врубы по характеру действия делятся на 

две группы: 

– врубы с наклонными к оси выработки шпурами – наклонные врубы;  

– врубы с параллельными к оси выработки шпурами – прямые врубы. 

Тип вруба и глубину шпуров с учетом горнотехнических условий следует 

принимать по данным табл. 1.5. 

Таблица 1.5 

Тип вруба и глубина шпуров 

Тип буровой техники 
Сечение выработки, м

2 

менее 6 более 6 

Переносные перфораторы, 

ручные электросвёрла и 

пневмосвёрла 

Прямые врубы 

при глубине шпуров 

более 1,5 м 

Наклонные врубы при глубине 

шпуров не более (0,35–0,5) ши-

рины выработки; 

прямые врубы при глубине шпу-

ров до 2–2,5 м 

Установки  

механизированного  

бурения 

– 

Прямые врубы с максимально 

возможной глубиной по техниче-

ской характеристике машины 

 

Из наклонных врубов наибольшее распространение имеет вертикальный 

клиновой вруб. Другие врубы с наклонными шпурами (пирамидальный, гори-

зонтальный клиновой и его разновидности, веерный и т. д.) не получили доста-

точно широкого распространения из-за сложности обуривания и узкой реко-

мендуемой области применения (забои, проводимые по пласту угля при малой 

его мощности, при наличии слабых прослоек пород по забою, при ярко выра-

женном контакте слабых пород с более крепкими вмещающими породами и т. 

д.). 

Высокая эффективность врубов с наклонными шпурами и преимущества 

их по сравнению с прямыми врубами достигаются только при ограниченной 

глубине шпуров и определенном сечении выработки. При проходке выработок 

в крепких породах (f  12) с применением вертикального клинового вруба дли-

на заходки не превышает обычно 0,35 ширины выработки (B) из-за технической 

невозможности бурения врубовых шпуров под углом наклона, обеспечиваю-

щим эффективную работу вруба. При глубине шпуров более 0,5 B, применении 

буровых кареток, а также в выработках малого сечения (менее 6 м
2
) наиболее 

эффективны прямые врубы, глубина которых ограничивается точностью буре-

ния в зависимости от типа буровой техники. 

При глубине шпуров, принятой по рекомендациям табл. 1.5, проектную 

величину КИШ следует принимать равной 0,85-0,95 с учётом крепости горных 

пород. 
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1.2.3. Выбор конструкции и параметров врубов 

1.2.3.1. Вертикальный клиновой вруб 

При ограниченной глубине шпуров (1,2–2,0 м) наибольшее распростране-

ние имеет вертикальный клиновой вруб. Параметры вертикального клинового 

вруба в зависимости от крепости пород применительно к аммониту № 6ЖВ в 

патронах диаметром 32 мм в шпурах диаметром 42 мм ориентировочно по дан-

ным практики можно принять по данным табл. 1.6. 

Таблица 1.6 

Параметры вертикального клинового вруба 

Группа 

крепости 

пород по 

СНиП 

Коэф-

фициент 

крепости 

пород f 

Расстояние по 

вертикали 

между парами 

шпуров, мм 

Количество шпуров 

во врубе при сечении 

выработки (м
2
) 

Угол наклона 

шпуров к 

плоскости  

забоя α, град. 
до 12 более 12 

IV-V 1-6 500 4 4-6 75-70 

VI 6-8 450 4-6 6-8 68 

VII 8-10 400 6-8 8-10 65 

VIII 10-13 350 8-10 10-12 63 

IX 13-16 300 10-12 12-14 60 

X 16-18 300 10-12 12-14 58 

XI 20 250 10-12 12-14 55 

 

При применении другого типа ВВ и изменении диаметра шпуров расстоя-

ние между парами врубовых шпуров определяется с учётом поправочного ко-

эффициента по формуле: 

 k = 1,25 е ·dз/d, (1.1) 

где e – коэффициент взрывной эффективности (см. табл. 1.2), 

dз – диаметр заряда, 

d – диаметр заряжаемой полости (шпура или скважины). 

С увеличением коэффициента крепости пород (см. табл. 1.6) угол наклона 

врубовых шпуров к плоскости забоя уменьшается. Поэтому предельную глуби-

ну вертикального клинового вруба (рис. 1.1) при бурении шпуров ручными 

перфораторами в зависимости от коэффициента крепости пород и ширины вы-

работки рекомендуется принимать по табл. 1.7 или по формуле: 

 ,3,0
2

α
tg25,0вр  Вh  (1.2) 

где В – ширина выработки, м 

α – угол наклона шпуров к плоскости забоя, град. (см. рис. 1.1). 
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Таблица 1.7 

Предельная глубина вертикального клинового вруба hвр, м 

Ширина 

выработки, м 

Коэффициент крепости пород f 

2-5 6-7 8-9 10-12 13-15 16-17 18-20 

2,0 1,3 1,2 1,1 1,0 0,9 0,8 0,7 

2,5 1,7 1,6 1,4 1,3 1,2 1,1 1,0 

3,0 2,1 1,9 1,7 1,6 1,4 1,3 1,2 

3,5 2,4 2,2 1,9 1,7 1,6 1,5 1,4 

4,0 2,8 2,6 2,2 2,1 1,9 1,8 1,7 

4,5 3,2 2,9 2,5 2,4 2,3 2,0 1,9 

5,0 3,5 3,1 2,9 2,7 2,4 2,2 2,1 

 

Рис. 1.1. Схема вертикального клинового вруба 

Глубину врубовых шпуров следует принимать на 0,1-0,2 м больше длины 

вспомогательных и оконтуривающих шпуров: 

 hвр = hшп  + (0,1÷0,2), (1.3) 

где hшп – глубина (длина) вспомогательных и оконтуривающих шпуров, м. 

Длину шпуров клинового вруба определяют с учетом угла их наклона: 

 lвр = hвр /sin , (1.4) 

где  – угол наклона шпуров к плоскости забоя, град. 

Расстояние между устьями в паре шпуров клинового вруба определяют по 

зависимости: 

 b = 2 hвр /tg  + a, (1.5) 

a 

  lвр 

h
в
р
 

B 

b 
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где a – расстояние между забоями пары сходящихся шпуров клинового вруба, м 

(в зависимости от коэффициента крепости пород a = 0,15-0,2 м). 

После расчета основных параметров вруба следует проверить графическим 

способом техническую возможность обуривания вертикального клинового вру-

ба с учетом принятого бурового оборудования. С этой целью в масштабе 1:20 – 

1:50 вычерчивается план забоя (вид сверху) с наложением пары врубовых шпу-

ров и обязательного соблюдения принятого угла наклона шпуров . 

Если ширина выработки не позволяет с учётом габаритов бурильной ма-

шины (см. рис. 1.1) обурить рассчитанный вруб, то следует уменьшить глубину 

врубовых шпуров или принять другой тип вруба. При применении бурильных 

установок стрела автоподатчика должна свободно размещаться при заданном 

угле наклона врубовых шпуров между точкой забуривания врубового шпура и 

стенкой выработки. При бурении переносными перфораторами или ручными 

электросвёрлами врубовые шпуры могут буриться в 2-3 приёма комплектом 

штанг различной длины (например: 0,5 м; 1,2 м; 2,0 м). 

1.2.3.2. Прямые врубы 

Из прямых врубов (рис. 1.2) наиболее широкое распространение получили 

следующие конструкции: призматический  симметричный а; щелевой б; спи-

ральный в и двойной спиральный г. 

Прямые врубы представляют собой комбинацию параллельных заряжен-

ных шпуров, взрыв которых работает на компенсационную полость, создавае-

мую холостым шпуром (системой холостых шпуров) или скважиной. Взрыв по-

следующих шпуров расширяет врубовую полость до размеров, достаточных 

для последующей отбойки вспомогательными (отбойными) шпурами с посто-

янной, предельной для конкретных горнотехнических условий линией сопро-

тивления. 

Параметры прямых врубов принимаются в зависимости от конструкции 

вруба, крепости пород, диаметра компенсационной полости (шпура или сква-

жины, их количества). Наиболее ответственными являются первый шпур или 

серия шпуров, взрываемых на компенсационную полость. Поэтому для повы-

шения эффективности взрыва целесообразно в качестве компенсационной по-

лости использовать шпур увеличенного диаметра, систему холостых шпуров 

или скважину.  

Расстояние между компенсационной полостью и первым взрываемым 

шпуром или серией шпуров (пробивное расстояние W1) рекомендуется прини-

мать для шпуров диаметром 42 мм при использовании аммонита № 6 ЖВ в па-

тронах диаметром 32 мм по табл. 1.8. 

При применении другого типа ВВ или другой конструкции заряда пробив-

ное расстояние W1, определенное по табл. 1.7, умножается на поправочный ко-

эффициент, рассчитанный по формуле (1.1). 

Пробивные расстояния W1 учитывают возможное отклонение шпуров от 

заданного направления. С увеличением глубины шпуров растет их отклонение, 

поэтому при глубине шпуров до 2,5 м достаточно принимать диаметр первона-



 

 15 

чальной компенсационной полости не более 50-60 мм; при шпурах глубиной до 

3 м – 70-105 мм и при шпурах до 4 м – 105-125 мм, что позволит сохранить 

КИШ в пределах 0,85-0,9. 

Пробивные расстояния для шпуров, взрываемых вторыми и последующи-

ми во врубе (W1, W2, W3 и т. д.), принимаются равными 0,8 от ширины 

(наибольшего размера) ранее образованной врубовой полости. 

 

 

Рис. 1.2. Конструкции прямых врубов: 

а – призматический симметричный; б – щелевой; в – спиральный;  

г – двойной спиральный 
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Таблица 1.8 

Пробивные расстояния W1, мм 

Диаметр холостого шпура 

или скважины Dx , мм 
Коэффициент крепости пород f 

2-5 6-7 8-9 10-12 13-15 16-17 18-20 

42 115 100 90 80 60 60 55 

51 125 110 100 90 80 70 65 

56 150 130 110 95 90 85 75 

75 170 150 130 105 100 95 85 

105 190 170 150 120 110 105 95 

125 230 200 170 140 120 110 100 

 

Например, пробивное расстояние для шпуров спирального вруба, взрывае-

мых вторыми, т. е. на обнаженную поверхность, образованную взрывом перво-

го шпура, определяют по данным табл. 1.9 или по зависимости, мм: 

 W2  = 0,8·(W1 + Dx + d), (1.6) 

где W1 – пробивное расстояние для первого шпура (см. табл. 1.7); 

Dx – диаметр компенсационной полости (холостого шпура или скважины); 

d – диаметр заряженных шпуров. 

Пробивные расстояния (W2, W3 и т. д.) для любого типа вруба могут быть 

определены графически путем последовательного построения расширяющейся 

врубовой полости (см. рис. 1.2) в масштабе 1:5. 

Таблица 1.9 

Пробивные расстояния W2, мм 

Диаметр холостого шпура 

или скважины Dx , мм 

Коэффициент крепости пород f 

2-5 6-7 8-9 10-12 13-15 16-17 18-20 

42 170 150 140 130 120 115 110 

51 180 160 150 140 130 120 115 

56 210 180 170 160 150 140 130 

75 260 210 200 185 170 150 140 

105 300 260 240 215 200 185 175 

125 340 300 270 250 230 220 215 

 

Расчёты и построения выполняются до тех пор, пока не образуется врубо-

вая полость размером в пределах от 0,90,9 до 1,21,2 м. Такой размер врубо-

вой полости является достаточным и позволяет в дальнейшем производить от-

бойку породы вспомогательными и оконтуривающими шпурами уже с посто-

янной линией наименьшего сопротивления, которая соответствует предельному 

пробивному расстоянию шпурового заряда при взрывании его на неограничен-

ную свободную поверхность. 
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Предельные пробивные расстояния для вспомогательных и оконтуриваю-

щих шпуров при их диаметре 42 мм, заряженных аммонитом № 6ЖВ в патро-

нах диаметром 32 мм, приведены в табл. 1.10. 

Таблица 1.10 

Предельные пробивные расстояния 

для вспомогательных и оконтуривающих шпуров, мм 

Диаметр шпуров, мм Коэффициент крепости пород f 

2-5 6-7 8-9 10-12 13-15 16-17 18-20 

42 1000-900 800 700 650 600 550 500 

 

Опыт работы и расчёты показывают, что для образования врубовой поло-

сти сечением 0,8-1,4 м
2 

необходимо принять 8-12 шпуров в зависимости от 

диаметра компенсационной полости и коэффициента крепости пород. 

При применении щелевого вруба пробивное расстояние между заряжае-

мыми и холостыми шпурами принимается по данным табл. 1.8. Количество за-

ряжаемых Nз и холостых Nх шпуров в щелевом врубе при их одинаковом диа-

метре определяют по формулам: 

 1
)(2 1





dW

H
N з , (1.7) 

 
)(2 1 dW

H
N х


 , (1.8) 

где H – высота вруба, мм; 

W1 – пробивное расстояние, мм; 

d – диаметр шпуров, мм. 

Щелевой вруб (рис. 1.2, б) высотой 1000 мм с последующим расширением 

полости четырьмя шпурами дает высокие показатели в породах любой крепо-

сти и в выработках любого сечения. Пробивное расстояние W2 для шпуров, 

взрываемых во вторую очередь, принимается равным 500 мм, а расстояние 

между шпурами по вертикали 700–800 мм в породах любой крепости. 

Могут быть приняты другие конструкции прямых врубов, но принцип рас-

чета их параметров будет аналогичен. 

После расчета параметров принятого прямого вруба (пробивных расстоя-

ний и числа шпуров во врубе) определяется площадь вруба по забою выработ-

ки, что необходимо для определения количества остальных шпуров. 

Глубина (длина) холостых и заряжаемых шпуров прямого вруба должна 

приниматься больше на 10 % по сравнению с глубиной вспомогательных и 

оконтуривающих шпуров. 

При ведении взрывных работ на угольных шахтах, опасных по газу или 

пыли, при определении расстояний между смежными шпурами следует при-

держиваться дополнительных требований ЕПБ. 
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Расстояние от заряда ВВ до ближайшей поверхности должно быть не ме-

нее 0,5 м по углю и не менее 0,3 м по породе, в том числе и при взрывании за-

рядов в породном негабарите. В случае применения ВВ VI класса при взрыва-

нии по углю это расстояние допускается уменьшать до 0,3 м. 

Минимально допустимые расстояния между смежными (взрываемыми по-

следовательно) шпуровыми зарядами должны соответствовать данным 

табл. 1.11. 

В породах с f >10 расстояние между смежными шпуровыми зарядами 

должно определяться нормативами, разработанными по согласованию с орга-

низацией-экспертом по безопасности работ. 

Поскольку при применении прямых врубов с незаряжаемыми шпурами 

(см. рис. 1.2) данные требования, как правило, невыполнимы, то в угольных 

шахтах, опасных по газу или пыли, применяются прямые врубы, работающие 

по принципу воронкообразования. 

Таблица 1.11 

Минимально допустимые расстояния 

между смежными шпуровыми зарядами 

Условия  

взрывания 

Класса ВВ  

II III-IV V VI 

По углю 0,6 0,6 0,5 0,4 

По породе:     

при f <7 

при f >10 

0,5 

0,4 

0,45 

0,3 

0,3 

– 

0,25 

– 

 

В породах с коэффициентом крепости f < 6 обычно применяется прямой 

призматический вруб из 4–6 шпуров, которые располагаются по контуру 

окружности или периметру прямоугольника и взрываются одновременно в 

один приём. Расстояние между врубовыми шпурами следует принимать в соот-

ветствии с рекомендациями табл. 1.11. При проведении выработок в более 

крепких породах целесообразно использовать двойной призматический вруб из 

6–8 шпуров с соблюдением тех же требований, которые взрываются короткоза-

медленно и последовательно в два приёма. 

1.2.4. Определение удельного заряда ВВ 

Величина удельного заряда ВВ, т. е. количество ВВ, необходимое для за-

ряжания в шпуры единицы объёма обуренного массива (с учетом эффективного 

разрушения), зависит от крепости пород, сечения выработки, типа ВВ и усло-

вий взрывания (наличия обнажённой поверхности, структуры породы, плотно-

сти ВВ при заряжании, типа вруба). 

Удельный заряд при врубах с наклонными шпурами рекомендуется 

определять по видоизменённой формуле Н. М. Покровского: 

 ,/1,0 1 еvffq   (1.9) 
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где q – удельный заряд ВВ, кг/м
3
; 

f – коэффициент крепости по М. М. Протодьяконову. В породах с f > 16 в 

формуле (1.9) принимать 0,08 вместо 0,1; 

f1 – коэффициент структуры породы; 

v – коэффициент зажима породы, зависящий от площади поперечного се-

чения выработки и количества обнажённых поверхностей; 

e – коэффициент взрывной эффективности заряда ВВ. 

Коэффициент относительной эффективности заряда ВВ определяется из 

выражения 

 ,
ид.э

ид

эQ

Q
e




  (1.10) 

где Qид, Qид.э – идеальная работа взрыва принятого и эталонного ВВ, кДж/кг; 

ρ, ρэ – плотность заряда принятого и эталонного ВВ, кг/м
3
. 

Необходимые данные для расчета величины e принимают из табл. 1.2. При 

средней плотности заряда ВВ значение коэффициента взрывной эффективности 

можно принять из этой же таблицы. В качестве эталонного ВВ в формуле (1.10) 

и в табл. 1.2 принят аммонит № 6ЖВ. 

Значение коэффициента структуры породы f1 принимается из табл. 1.12. 

Таблица 1.12 

Коэффициент структуры породы f 1 

Характеристика пород 
Категория 

пород 

Коэффициент структуры  

породы f1 

Монолитные, крепкие, вязкие, упругие I 1,6 

Трещиноватые, крепкие II 1,2-1,4 

Массивно-хрупкие III 1,1 

Сильнотрещиноватые, мелкослоистые, 

большинство пород угольных бассейнов 
IV 0,8-0,9 

 

Коэффициент зажима породы при одной обнаженной поверхности в забоях 

горизонтальных и наклонных выработок определяется из выражения 

 
вч

5,6

S
v 

, (1.11) 

где Sвч – площадь поперечного сечения вчерне, м
2
. 

При двух обнаженных поверхностях коэффициент зажима принимается в 

пределах v = 1,1–1,4 (меньшие значения – для больших сечений выработок). 

При щелевом врубе на полную высоту выработки для определения 

удельного заряда для шпуров по забою, кроме врубовых, в формуле (1.9) следу-

ет принимать коэффициент зажима породы v = 1,4. 
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Прямые (дробящие) врубы требуют повышенного удельного заряда ВВ. 

По формуле (1.9) при применении прямых врубов определяют удельный заряд 

только для вспомогательных и оконтуривающих шпуров с коэффициентом за-

жима породы v = 1,1–1,4. 

1.2.5. Выбор диаметра шпура 

Диаметр шпуров выбирается в зависимости от стандартного диаметра па-

трона принятого типа ВВ. В табл. 1.2 указаны стандартные диаметры патронов 

промышленных ВВ. При выпуске ВВ в патронах различных диаметров следует 

принимать диаметр патрона с учётом сечения выработки и типа буровой техни-

ки. При использовании мощных бурильных машин и при больших сечениях 

выработки принимают патроны с большим диаметром или механизированное 

заряжание гранулированными ВВ. 

При применении метода контурного взрывания в оконтуривающих шпурах 

следует уменьшить линейную плотность заряжания. С этой целью рекоменду-

ется применять, например, специальные патроны типа ЗКВК из аммонита № 

6ЖВ диаметром 26 мм длиной 360 мм в полиэтиленовых оболочках. Эти па-

троны имеют соединительные муфты с лепестками, позволяющими стыковать 

их и центрировать по оси шпура с созданием воздушного промежутка между 

патронами и стенками шпура. 

Диаметр шпуров при использовании патронированных ВВ принимается не 

менее чем на 5 мм больше диаметра патрона. При применении машин ударно-

го-поворотного и вращательного-ударного бурения и патронированных ВВ 

диаметр шпуров обычно составляет 38–42 мм (см. раздел 3). При механизиро-

ванном заряжании шпуров гранулированными ВВ в горнорудной промышлен-

ности диаметр шпуров принимается в пределах от 38 до 52 мм в зависимости от 

сечения выработки, детонационной способности ВВ и взрываемости пород. 

При бурении по углю и породам угольной формации используются шпуры 

диаметром 37–46 мм. 

1.2.6. Определение количества шпуров 

Количество шпуров в забое зависит от физико-механических свойств по-

род, поперечного сечения выработки, параметров зарядов и типа принятого 

вруба. 

Количество шпуров на забой при врубах с наклонными шпурами 

определяют по формуле проф. Н. М. Покровского 

 N = q·Sвч /γ, (1.12) 

где q – удельный заряд ВВ, определяемый по формуле (1.9), кг/м
3
; 

Sвч – площадь сечения выработки вчерне, м
2
; 

γ – весовое количество ВВ (вместимость), приходящееся на 1 м 

шпура, кг/м. 

 γ = 3,14 d 
2
α/4, (1.13) 
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где d – диаметр заряда (патрона ВВ или шпура), м; 

ρ – плотность ВВ в заряде, кг/м
3
; 

α – коэффициент заполнения шпуров. 

При ручном заряжании без уплотнения ВВ в шпуре используется параметр 

«диаметр патрона», а параметр «диаметр шпура» – при уплотнении патронов 

вручную с разрезанием оболочки или при механизированном заряжании. 

При разрезании оболочки патронов плотность ВВ в шпуре принимается 

равной 0,9 от плотности ВВ в патроне (см. табл. 1.2). При механизированном 

заряжании шпуров гранулированными ВВ плотность ВВ в шпуре составляет 

1150–1200 кг/м
3
. 

Коэффициент заполнения шпуров в выработках шахт, не опасных по взры-

ву газа или пыли, проходимых в крепких породах, принимается максимальным 

(0,7-0,9). 

В выработках шахт, опасных по газу или пыли и в породах с f = 2-8 – ко-

эффициент заполнения принимается 0,35-0,55; в более крепких породах – 0,5-

0,6. При этом при ведении взрывных работ на угольных шахтах, опасных по 

взрыву газа или пыли, величина забойки должна быть не менее 0,5 м. 

Во всех случаях с увеличением длины шпуров коэффициент заполнения 

шпуров увеличивается. 

Полученное по формуле (1.12) количество шпуров является ориентировоч-

ным (см. табл. 1.13) и может быть изменено при необходимости на 10–15 %. 

Окончательно число шпуров принимается после вычерчивания схемы располо-

жения шпуров в сечении выработки (рекомендуемый масштаб – 1:50-1:20), и 

только затем возобновляется расчёт (раздел 1.2.7). 

Таблица 1.13 

Ориентировочное количество шпуров на забой в зависимости 

от коэффициента крепости пород и сечения выработок 

Коэффициент крепости 

 пород f 

Сечение выработки вчерне, м
2
 

4 6 8 10 12 14 16 

2-4 8-11 12-16 17-21 22-27 28-33 34-38 35-42 

5-7 12-16 17-21 22-27 28-33 34-38 39-42 43-46 

8-10 16-20 21-26 27-32 33-37 38-42 42-46 47-50 

12-14 20-24 26-30 32-36 37-42 42-46 46-50 50-54 

более 14 26-28 32-36 36-40 44-48 48-52 52-54 56-60 

 

При вычерчивании схемы расположения шпуров при любом типе вруба 

среднее расстояние между рядами вспомогательных шпуров, между вспомога-

тельными и оконтуривающими и между шпурами в рядах должно быть при-

мерно одинаковым и приниматься в соответствии с рекомендациями табл. 1.10 

или определяться из выражения 

 
вр

врвч

NN

SS
a




 , (1.14) 
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где Sвч – площадь сечения выработки вчерне, м
2
; 

Sвр – площадь сечения врубовой полости (для вертикального клинового 

вруба принимается равной половине площади прямоугольника, образованного 

устьями врубовых шпуров на плоскости забоя), м
2
; 

N, Nвр – общее число на забой и число врубовых шпуров. 

Оконтуривающие шпуры располагают с наклоном 85–87
о
 к плоскости за-

боя с таким расчетом, чтобы их концы вышли за проектный контур сечения вы-

работки вчерне только за линией уходки. Забуриваются оконтуривающие шпу-

ры на минимальном расстоянии (150–200 мм) от проектного контура выработки 

с учётом принятой буровой техники. 

При применении прямых врубов количество шпуров определяется по 

формуле 

 N = Nвр + q·(Sвч–Sвр)/γ, (1.15) 

где Nвр – количество врубовых шпуров (см. раздел 1.2.3.2); 

Sвр – площадь поперечного сечения прямого вруба, м
2
. 

При контурном взрывании число оконтуривающих шпуров необходимо 

увеличивать. При этом параметры зарядов в оконтуривающих шпурах (удель-

ный заряд, расстояние между шпурами и др.) рассчитываются по специальным 

методикам ([3] и др.). 

1.2.7. Определение расхода взрывчатых материалов 

Количество ВВ (кг) на цикл при врубах с наклонными шпурами 

 Q = q ·Sвч · lшп, (1.16) 

где lшп – глубина заходки, равная глубине вспомогательных и оконтуривающих 

шпуров, м. 

Средняя величина заряда (кг) на один шпур 

 q′ср = Q / N. (1.17) 

Количество ВВ (кг) на цикл при врубах с прямыми шпурами (кг) 

 Q = Qвр + q ·(Sвч  – Sвр) · lшп, (1.18) 

где Qвр – количество ВВ во врубовых шпурах, принимается как сумма зарядов 

врубовых шпуров. Величина заряда (кг) во врубовый шпур принимается 

 q′вр = 0,785 · d 
2
 · ρ · α · lвр, (1.19) 

где d – диаметр патрона ВВ или шпура, в зависимости от способа заряжания, м; 

ρ – плотность ВВ в заряде, кг/м
3
; 

α – коэффициент заполнения врубового шпура, 0,7-0,95 (в зависимости от 

длины шпуров и крепости пород); 

lвр – длина врубовых шпуров, м (принимается на 10 % больше длины вспо-

могательных и оконтуривающих шпуров). 
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Средняя величина заряда (кг) на один вспомогательный и оконтуриваю-

щий шпур при прямых врубах 

 
вр

шпврвч

ср

)(

NN

lSSq
q




//

. (1.20) 

При распределении ВВ по шпурам величину заряда во врубовые шпуры 

при наклонных врубах следует принимать на 10-20 % больше средней вели-

чины q′ср (кг) 

 q
*
вр = (1,1 ÷1,2) q′ср. (1.21) 

В оконтуривающих шпурах, кроме почвенных, при любых типах врубов 

величину заряда следует уменьшать на 10-20 % по сравнению со средней вели-

чиной q′ср (кг) 

 q
*
ок = (0,9 ÷ 0,8) q′ср.  (1.22) 

Обычно в практике взрывных работ величина заряда во вспомогательных 

шпурах принимается равной средней величине заряда в шпурах q′ср: 

 q
*
всп = q′ср. (1.23) 

Полученные величины зарядов во врубовых, вспомогательных и оконту-

ривающих шпурах при ручном заряжании патронированными ВВ принимают 

кратными массе патронов ВВ. 

При механизированном заряжании заряд ВВ в шпуре состоит из патрона-

боевика (0,2 или 0,25 кг) и собственно заряда гранулированного ВВ, масса ко-

торого принимается кратной 0,1 кг. 

После определения величин зарядов ВВ  в шпурах каждой группы следует 

проверить возможность размещения их в шпурах, учитывая длину и массу па-

тронов, а также линейную плотность заряжания при применении гранулиро-

ванных ВВ. 

Фактический расход ВВ (кг) на цикл 

 Qф = ∑ q
*
вр + ∑ q

*
всп + ∑ q

*
ок.  (1.24) 

Расход ВВ (кг) на погонный метр выработки 

 Qм = Qф / (lшп η) , (1.25) 

где η – КИШ (принимается равным 0,85-0,95 в зависимости от крепости пород). 

Объём горной массы за взрыв 

 Qгм = Sпр lшп η, (1.26) 

где Sпр = Sвч·КИС – сечение выработки в проходке, м
2
, которое следует опреде-

лять в соответствии с рекомендациями таблицы 1.14 [4]. 

Удельный расход ВВ (кг) на 1 м
3
 взорванной породы 
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 qp = Qф / Qгм. (1.27) 

Таблица 1.14 

Допустимое нормативное увеличение (в %) поперечного сечения 

горизонтальных горных выработок при проходке буровзрывным способом 

Поперечное сечение горных 

выработок вчерне (по проекту), м
2
 

Коэффициент крепости пород f 

1–2 2–9 10–20 

до 8 5* 10 12 

от 8 до 15 4 8 10 

более 15 3 5 7 

*Коэффициент излишка сечения: КИС = 1 +  = 1 + 5/100 = 1,05. 

 

Расход ЭД, КД (систем неэлектрического взрывания) определяется по чис-

лу взрываемых зарядов. 

Расход ЭД, КД на 1 метр выработки: 

 Nм = Nкд /(lшп η). (1.28) 

Удельный расход ЭД, КД на 1 м
3
 взорванной породы: 

 Np = Nкд /(Sпр lшп η). (1.29) 

Заводы-изготовители производят неэлектрические системы инициирова-

ния с длинами волноводов, определяемыми заказами потребителей. 

Длина УВТ ориентировочно определяется по формуле: 

 Lувm = lшт +В / 4 + 0,5, (1.30) 

где В – ширина выработки, м; 

0,5 –длина УВТ для сборки пучков, м. 

2. РАСЧЕТ ЭЛЕКТРОВЗРЫВНОЙ СЕТИ 

При расчете электровзрывной сети определяют её сопротивление и сопро-

тивление её отдельных ветвей. Для проверки обеспечения безотказности взры-

вания всех электродетонаторов, включённых в сеть, при известном напряжении 

(принятом источнике тока) выполняется проверочный расчет, при котором 

определяют общую величину тока в сети и величину тока, поступающего в 

каждый электродетонатор. 

Если необходимо выбрать источник тока, определяют общее сопротивле-

ние сети и минимальную силу тока в цепи, обеспечивающую безотказное взры-

вание всех электродетонаторов, после чего находят необходимое напряжение и 

подбирают источник тока (табл. 2.1). 

Сопротивление магистральных и соединительных проводов, а также 

участковых, если они имеются при конкретной схеме взрывания, принимается 

по табличным данным или вычисляется по формуле 
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 R = ρ (l/S), (2.1) 

где R – сопротивление проводов, Ом; 

ρ – удельное сопротивление материала проводов, которое принимается для 

медных проводов 0,0172·10
-6

, для алюминиевых 0,0286·10
-6 

 и для стальных 

0,12·10
-6

 Ом·м; 

l – длина проводов, м. Длину проводов принимают на 10 % больше расчёт-

ной, учитывая изгибы и сростки; 

S – сечение проводов, м
2
. 

Сопротивление электродетонаторов при расчёте сети принимается по таб-

личным данным с учётом длины выводных проводов (см. табл. 1.3). Сопротив-

ление электродетонаторов нормальной чувствительности в зависимости от 

длины выводных медных проводов с диаметром жилы 0,5 мм составляет от 1,8 

до 3,6 Ом. При расчёте величину сопротивления электродетонаторов нормаль-

ной чувствительности обычно принимают равной 3 Ом. 

Таблица 2.1 

Взрывные приборы и машинки 

Наименование 

прибора 

(исполнение) 

Напря-

жение, 

В 

Масса, 

кг 

Максимальное 

сопротивление 

электровзрывной 

сети, Ом 

Назначение  

и область  

применения 

Конденсаторный 

взрывной прибор 

КВП-1/100М (РВ) 

КВП-2/200М (РН) 

 

 

600 

1700 

 

 

2 

2,5 

 

 

320 

1700 

Взрывание ЭД нормаль-

ной чувствительности на 

поверхности и в шахтах, 

опасных и не опасных по 

взрыву газа или пыли 
Конденсаторный 

взрывной прибор 

ПИВ-100М (РВ) 

 

 

610 

 

 

2,7 

 

 

320 

Конденсаторная 

взрывная машинка 

КПМ-3 (РН) 

 

 

1600 

 

 

3,0 

 

 

200 

Взрывание ЭД нормаль-

ной чувствительности на 

поверхности и в шахтах, 

не опасных по взрыву 

газа или пыли 

 

При электрическом способе взрывания в каждый электродетонатор нор-

мальной чувствительности должен поступать постоянный гарантийный ток си-

лой не менее Iгар = 1 А при числе ЭД до 100 штук и не менее Iгар = 1,3 А при 

числе ЭД более 100 штук, или переменный ток силой не менее Iгар = 2,5 А. 

Для электродетонаторов пониженной чувствительности к блуждающим 

токам (ЭД-1-8-Т, ЭД-1-З-Т) гарантийный ток следует принимать не менее 5 А. 

Проверочный расчёт электровзрывной сети производится по следующим 

формулам в зависимости от схемы соединения: 

а) при последовательном соединении 

 
rnR

E
I


 ,    i = I ≥ Iгар,  (2.2) 
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б) при параллельном соединении 

 
nrR

E
I

/
 ,    i = I/n ≥ Iгар,  (2.3) 

в) при смешанном последовательно-параллельном соединении 

 
mrnR

E
I

/
 ,    i = I/m ≥ Iгар, (2.4) 

г) при смешанном параллельно-последовательном соединении 

 
nrmR

E
I

/
 ,    i = I/m ≥ Iгар, (2.5) 

где I – сила тока в электровзрывной сети, А; 

E – электродвижущая сила источника тока или напряжение на клеммах, В; 

R – сопротивление всех проводов (магистральных, соединительных, участ-

ковых) и внутреннее сопротивление источника, Ом; 

n – число последовательно соединённых электродетонаторов в сети или 

группе; 

m – число параллельно включённых групп электродетонаторов при сме-

шанном соединении; 

i – сила тока, поступающего в каждый электродетонатор, А; 

Iгар – гарантийная сила тока, необходимая для безотказного взрывания 

электродетонаторов, А; 

r – сопротивление электродетонатора, Ом. 

При проведении горизонтальных выработок обычно применяется последо-

вательная схема соединения электродетонаторов во взрывной сети. В этом слу-

чае общее сопротивление взрывной сети можно определить по формуле: 

 Rобщ = rn + rcLc + rмLм , (2.6) 

где rс, rм – сопротивление соответственно 1 м соединительных и магистральных 

проводов, Ом (принимается по данным табл. 2.2 или рассчитывается по форму-

ле (2.1)); 

Lс, Lм – длина соответственно соединительных и магистральных проводов, м. 

Таблица 2.2 

Характеристики проводов для электровзрывания 

Обозначение Назначение Диаметр  

жилы, мм 

Площадь 

 сечения, мм
2
 

Сопротивление  

1 м провода, Ом/м 

ВП-05 соединительные 0,5 0,196 0,090 

ВП-08 магистральные 0,8 0,502 0,034 

ВП-07х2 магистральные 0,7х2 0,769 0,024 
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Магистральные провода (постоянная взрывная магистраль) подключаются 

обычно на расстоянии не ближе 30 м от забоя и могут отставать от места взры-

ва не более чем на 100 м. Место укрытия взрывника при проходке горизонталь-

ных выработок должно находиться не ближе 150 м от забоя. Электровзрывная 

сеть должна быть двухпроводной. 

В шахтах (рудниках), опасных по газу или пыли, должны применяться 

электродетонаторы только с медными проводами. Это требование также рас-

пространяется на соединительные и магистральные провода (кабели) электро-

взрывной сети. 

Если проверочный расчет показывает неприменимость последовательной 

схемы соединения электродетонаторов (ввиду того, что i < Iгар), следует прини-

мать последовательно-параллельную схему соединения. Тогда число последо-

вательно включённых электродетонаторов в сети или группе и число групп, 

включённых параллельно, определяют по формулам 

 
RI

E
n




гар2
, (2.7) 

 
rI

E
m




гар2
. (2.8) 

Если общее число электродетонаторов, подлежащих взрыванию, равно 

M = n·m, то, определив один из множителей, вычисляют другой. 

3. ВЫБОР БУРОВОГО ОБОРУДОВАНИЯ 

Тип бурильной машины выбирается в зависимости от коэффициента кре-

пости горных пород, глубины шпуров и необходимой производительности ма-

шины при выполняемом объёме буровых работ. 

Бурение шпуров производится ручными, колонковыми электро- и пневмо-

свёрлами, переносными перфораторами и бурильными установками. 

Выбор типа бурильной машины и установочного приспособления в зави-

симости от крепости пород ориентировочно можно производить по табл. 3.1.  

Ручные электросвёрла ЭР14Д-2М, ЭР18Д-2М, СЭР-19М применяются для 

бурения шпуров диаметром 36-44 мм и глубиной до 3 м по углю и породам с 

коэффициентом крепости до 4. 

При бурении по крепким углям и породам средней крепости применяются 

электросвёрла ЭРП18Д-2М и СРП-1 с принудительной подачей. 

Ручные пневматические свёрла СР-3, СР-3М, СПР-8 применяются на шах-

тах, опасных по газу или пыли, для бурения шпуров диаметром 36 мм и глуби-

ной до 3 м при проведении выработок по углю и породам с коэффициентом 

крепости до 4. Сверло СГ-3Б с применением пневмоподдержки применяются 

для бурения шпуров в породах с коэффициентом крепости до 6. 
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При проведении горизонтальных и наклонных выработок при бурении 

шпуров диаметром 40-46 мм и глубиной до 5 м в крепких и средней крепости с 

коэффициентом более 5 применяют переносные перфораторы ПП36В, ПП54В, 

ПП54ВБ, ПП63В, ПП63ВБ, ПП63П, ПП63С, ПП63СВП массой 24-33 кг с энер-

гией удара от 36 до 63 Дж. Обычно глубина шпуров при бурении переносными 

перфораторами составляет 1,5-2,5 м. 

Таблица 3.1 

Область применения бурильных машин 

и установочных приспособлений 

Коэффициент  

крепости пород 

Тип бурильных машин и установочных  

приспособлений 

1,5–3 
Ручные электросвёрла и пневмосвёрла, лёгкие перфораторы на 

пневмоподдержках 

4–6 

Бурильные установки вращательного действия, перфораторы лёг-

кого и среднего веса на пневмоподдержках, колонковые или длин-

ноходовые электросвёрла на манипуляторах 

7–9 

Бурильные установки вращательно-ударного действия, перфорато-

ры среднего веса и тяжёлые на пневмоподдержках, колонковые 

или длинноходовые электросвёрла на манипуляторах 

10–20 

Бурильные установки вращательно-ударного действия, тяжёлые 

перфораторы на пневмоподдержках, колонковые перфораторы на 

распорных колонках или манипуляторах 

 

Телескопные перфораторы ПТ-29М, ПТ36М, ПТ38, ПТ48 применяются 

при проведении восстающих выработок и для бурения шпуров в крепких поро-

дах под анкерную (штанговую) крепь. 

Для облегчения труда бурильщиков и повышения скорости бурения при-

меняются колонковые электросвёрла, электросвёрла на манипуляторах и ко-

лонковые перфораторы. 

Колонковые электросвёрла применяются при бурении шпуров диаметром 

36-50 мм в породах с коэффициентом крепости 5-10. Промышленностью вы-

пускаются колонковые электросвёрла ЭБГП-1, ЭБГП-2У5, которые устанавли-

ваются на распорных колонках или на манипуляторах бурильных установок. 

Съёмные бурильные машины типа БУЭ вращательного действия приме-

няют на бурильных установках при бурении шпуров диаметром 42 мм, длиной 

до 3 м в породах с f <8. 

Колонковые перфораторы, более мощные чем ручные, применяются для 

бурения шпуров с колонок, манипуляторов и буровых кареток при проведении 

выработок в крепких и очень крепких породах. 

В горнодобывающей промышленности применяют колонковые перфора-

торы ПК-50, ПК-65, ПК-75, ПК-120, ПК-150. Применение колонковых перфо-

раторов и электросвёрл на распорных колонках при проходке выработок огра-

ничено из-за значительных затрат времени на монтаж, демонтаж и переуста-
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новку колонок. Поэтому чистое время бурения составляет 20-35 % от общих за-

трат времени на бурения шпуров. 

Механизированное бурение шпуров производят бурильными установками 

(каретками) и навесным оборудованием, смонтированным на погрузочных ма-

шинах. 

Отечественной промышленностью выпускаются бурильные установки (ка-

ретки) вращательного бурения с колонковыми электросверлами БУЭ-1м, БУЭ-

2, вращательно-ударного и ударно-поворотного бурения БУ-1, БУР-2, СБУ-2м, 

СБУ-2К, УБШ. 

В угольной промышленности наибольшее распространение получили 

установки БУ-1, БУР-2, БУЭ-1 и БУЭ-2. С использованием этих установок про-

водят около 50 % выработок. 

Установки вращательного бурения применяют при проведении выработок 

в породах с f < 8; ударно вращательного действия с машинами БГА-1 в породах 

с f = 6-10, с машинами БГА-1М, БГА-2М в породах с f = 10-14; ударно-

поворотного действия в породах с f = 10-20. 

Технические характеристики бурильных установок приведены в табл. 3.2 – 

3.3. 

При определении бурильного оборудования следует принимать один пер-

форатор (сверло) не менее чем на 2 м
2
 площади забоя горизонтальной или 

наклонной выработки; на каждые три рабочие машины одну резервную. 

Одну бурильную установку принимают не менее чем на 9 м
2
 площади за-

боя горизонтальной выработки. На каждую работающую в забое установку – 

рабочий и резервный комплекты инструмента. 

Таблица 3.2 

Характеристики отечественных бурильных установок для бурения шпуров 

при проходке горизонтальных выработок 

Характеристики Тип бурильной установки 

УБШ-204 

(БУЭ-1М) 

УБШ-

214А 

УБШ-308У 

(1СБУ-2) 

УБШ-303 

(1БУР-2) 

УБШ-254 УБШ-

332Д 

Коэффициент крепо-

сти пород f 
4-8 4-16 8-14 4-16 8-14 8-14 

Диаметр шпуров, мм 42 42-52 42-52 42-52 42-52 42-52 

Длина шпуров, м 2,75 2,75 2,8 2,8 2,4 3,0 

Зона бурения, м
2
 6-12 4,2-12 до 20 до 20 до 12 8-22 

Бурильная 

машина 

тип 
БУЭ 

М2 

(БГА-2М) 

М2 

(БГА-2М) 

М2 

(БГА-2М) 

«Норит-1» 

(гидравл.) 

М2 

(БГА-2М) 

кол-во 1 1 2 2 1 2 

Тип платформы рельс. рельс. гусен. рельс. гусен. пневм. 

Размеры (м)  

в транспортном  

положении: длина 

ширина 

высота 

 

 

8,2 

1,3 

0,9 

 

 

6,0 

1,0 

1,5 

 

 

7,8 

1,6 

1,7 

 

 

7,1 

1,15 

1,65 

 

 

7,2 

1,4 

1,8 

 

 

11,0 

1,75 

2,3 

Масса, т 5,4 4 8,6 5 7,2 12 
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Таблица 3.3 

Характеристики зарубежных бурильных установок для бурения шпуров 

при проходке горизонтальных выработок 

Характеристики Тип бурильной установки 

Minimatic 

205-40 

Mini 

206-60 

Paramatic 

305-60 

Rocket Bomer 

104S  

Rocket Bomer 

282S  

Коэффициент крепости 

пород f 
8-20 8-20 8-20 8-20 8-20 

Диаметр шпуров, мм 32-50 32-50 32-50 32-50 32-50 

Длина шпуров, м 3,4 3,4 3,4 4,0 4,0 

Высота обуривания, м  6,0 6,4 7,1 4,7 6,3 

Ширина обуривания, м 8,8 9,8 10,4 4,7 8,7 

Зона бурения, м
2
 8-49 8-60 12-68 до 20 до 45 

Бурильная 

машина 

тип HL 

510S-45 

гидравл. 

HL 

510S-45 

гидравл. 

HL 

510S-45 

гидравл. 

COP 

1838 ME 

пневмат. 

COP 

1838 ME 

пневмат. 

кол-во 2 2 3 1 2 

Тип платформы пневм. пневм. пневм. пневм. пневм. 

Размеры (м) в транс-

портном положении: 

длина 

ширина 

высота 

 

 

12,3 

1,98 

2,35 

 

 

12,7 

2,24 

2,35 

 

 

5,3 

2,5 

2,8 

 

 

9,8 

2,0 

2,6 

 

 

12,1 

2,0 

3,1 

Масса, т 19 20 36 14 18 

 

При применении бурильных установок глубина шпуров изменяется от 2 до 

3,75 м. В этом случае необходимо использование прямых врубов, так как обу-

ривание вертикального клинового вруба в большинстве случаев технически не-

осуществимо из-за невозможности соблюдения требуемого угла наклона вру-

бовых шпуров. 

При ручном бурении шпуров площадь забоя, приходящаяся на одну бу-

рильную машину, изменяется в широких пределах – от 2 до 5 м
2
. 

 

4. СОСТАВЛЕНИЕ ПАСПОРТА БУРОВЗРЫВНЫХ РАБОТ 

На основании выполненных расчетов составляется паспорт буровзрывных 

работ, который включает в себя [1]: характеристику выработки; характеристику 

пород; схему расположения шпуров в трёх проекциях; наименования ВМ; спо-

соб взрывания; данные о способе заряжания, числе шпуров, их глубине и диа-

метре, массе и конструкции зарядов, последовательности и количестве приёмов 

взрывания зарядов, материале забойке и её длине, длинах ударно-волновых 

трубок систем неэлектрического взрывания; схему монтажа взрывной (электро-

взрывной) сети с указанием длины (сопротивления), замедлений, схемы и вре-

мени проветривания забоя. 
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Дополнительно указывается величина радиуса опасной зоны, места укры-

тий взрывника и рабочих, установки постов охраны и предупредительных зна-

ков. 

В шахтах, опасных по взрыву газа или пыли, в паспорте должны быть ука-

заны количество и схема расположения специальных средств по предотвраще-

нию взрывов газа (пыли), а также режим взрывных работ. 

Образец заполнения паспорта буровзрывных работ приведён в Приложе-

нии 2. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 
 

Пример паспорта БВР на проведение выработки 
 

Утверждаю: 
Главный инженер 
_______________ 

Паспорт 
буровзрывных работ на проведение 
_______________________________ 

(наименование выработки) 
 

1. Характеристика выработки 
1.1. Форма сечения выработки ____________________________________ 
1.2. Площадь поперечного сечения выработки вчерне, м

2
 _____________ 

1.3. Размеры сечения выработки - высота, м _________ 
                                                        - ширина, м _________ 
1.4. Категория шахты по газу или пыли ____________________________ 

2. Характеристика пород 
2.1. Наименование пород _________________________________________ 
2.2. Коэффициент крепости пород по шкале М. М. Протодьяконова _____ 
2.3. Трещиноватость пород _______________________________________ 
2.4. Обводнённость пород ________________________________________ 

3. Исходные данные 
3.1. Наименование ВВ и средств инициирования _____________________ 
3.2. Способ взрывания ___________________________________________ 
3.3. Диаметры  - шпуров, мм ______ 
                          - патронов, мм _____ 
3.4. Тип вруба _________________________________________________ 
3.5. Материал забойки ___________________________________________ 
3.6. Схема соединения электродетонаторов _________________________ 
3.7. Источник электрического тока ________________________________ 

4. Расчётные данные по шпурам 
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5. Схема расположения шпуров 

Схема расположения вычерчивается в масштабе 1:50 или 1:20 в трёх про-

екциях (см. Приложение 3). При применении прямых врубов дополнительно в 

масштабе 1:20 или 1:10 приводится схема вруба. 

6. Конструкции зарядов  

В схемах конструкций врубовых, вспомогательных (отбойных) и оконту-

ривающих зарядов указывается место установки патронов-боевиков, количе-

ство патронов, длина заряда и забойки. 

7. Основные показатели буровзрывных работ 

 
№ 

п/п 

Показатели Единица 

измерения 

Количество 

1 Коэффициент использования шпуров -  

2 Подвигание забоя за взрыв -  

3 Объём горной массы за взрыв м
3
  

4 Количество шпуров на цикл шт.  

5 Количество шпурометров на цикл м  

6 Количество шпурометров 

 на 1 погонный метр выработки 
м шп./м 

 

7 Количество шпурометров 

 на 1 м
3
 взорванной породы 

м шп./м
3
 

 

8 Расход ВВ на цикл кг  

9 Расход ВВ на 1 метр выработки кг/м  

10 Расход ВВ на 1 м
3
 взорванной породы  кг/м

3
  

11 Расход средств инициирования  

на цикл:  

ЭД 

КД (СИНВ-Ш) 

детонирующего шнура 

 

шт. 

шт. 

м 

 

12 Расход средств инициирования  

на 1 метр выработки: 

ЭД 

КД (СИНВ-Ш) 

детонирующего 

шнура 

 

 

шт. 

шт. 

м 

 

 

8. Меры безопасности 

8.1. Место укрытия взрывника и рабочих на момент взрыва____________ 

8.2. Место выставления постов____________________________________ 

8.3. Время проветривания после взрыва_____________________________ 

8.4. Мероприятия по подавлению пыли_____________________________ 

8.5. Другие дополнительные меры безопасности_____________________ 
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Схема расположения шпуров 

М 1:20 (50) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Конструкции зарядов 

 

 

 

 

 

 

а – врубовые шпуры; 

б – вспомогательные (отбойные) и оконтуривающие шпуры; 

1 – патрон-боевик (аммонит № 6ЖВ); 

2 – патроны ВВ (аммонит № 6ЖВ); 

3 – забойка (песчано-глиняная, водяная) 

Примечание. В шахтах, не опасных по взрыву газа или пыли, допускается взрывание зарядов 

без забойки (устанавливается руководителем предприятия и указывается в паспорте БВР). 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

Таблица П3.1 

Задания по расчету параметров и составлению паспорта бвр на проведение выработки 

 

№№ 

заданий 

Наименование 

выработки 

Форма 

сечения 

выработки* 

Размеры 

выработки 

H × B, м 

 

Площадь  

сечения 

вчерне, м
2
 

Характеристика пород Категория шахты 

по газу или пыли 

и наличие метана 

в выработке 

Коэффициент 

крепости f 

Категория 

пород по 

табл. 1.12 

Обводнён-

ность
** 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 

Квершлаг Сводчатая 

3,4  3,3 10,5 15 I с 

Не опасная 

2 3,4 × 4,0 12,0 12 I у 

3 3,4 × 3,6 11,3 14 I о 

4 3,4 × 3,2 10,2 10 I у 

5 3,3 × 3,5 10,7 12 I о 

6 3,1 × 3,2 9,2 10 I о 

7 3,3 × 3,7 11,3 6 II о 

8 3,5 × 3,2 10,5 8 II c 

9 3,6 × 3,8 12,7 8 IV у 

10 3,5 × 3,9 12,6 10 II с 

11 3,4 × 3,4 10,8 6 III о 

12 3,2 × 3,0 9,0 12 IV у 

13 3,5 × 3,9 12,6 18 IV о 

14 3,1 × 3,2 9,2 5 III о 

15 3,4 × 3,6 11,3 8 III с 

16 3,3 × 3,5 10,7 18 II с 

17 3,5 × 3,2 10,5 14 I о 

18 3,1 × 3,2 9,2 20 II у 

19 3,4 × 4,0 12,5 16 I о 

20 3,4 × 4,0 12,5 4 III о 

3
6
 



 

 

Продолжение табл. П3.1 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

21 

Квершлаг 

Трапецевид. 

3,5 × 3,7 / 3,3 12,3 8 II c 

 

22 3,5 × 3,9 / 3,1 12,3 10 I о 

23 3,5 × 3,7 / 3,0 11,7 12 III c 

24 3,6 × 3,9 / 3,1 12,6 14 III у 

25 3,0 × 3,6 / 2,9 9,8 16 I о 

26 3,8 × 3,4 / 2,8 11,8 18 I с 

27 3,6 × 4,0 / 3,3 13,1 6 VI с 

28 3,6 × 4,2 / 3,5 13,9 8 III о 

29 3,6 × 4,0 / 3,3 13,1 10 III у 

30 3,6 × 4,2 / 3,5 13,9 15 I с 

31 3,6 × 4,0 / 3,3 13,1 18 II у 

32 3,5 × 3,9 / 3,1 12,3 6 IV о 

33 3,2 × 3,9 / 3,1 11,2 8 III о 

34 3,5 × 3,9 / 3,1 12,3 9 III о 

35 3,2 × 3,9 / 3,1 11,2 14 III у 

36 3,6 × 3,8 / 3,0 12,2 18 I с 

37 3,6 × 3,8 / 3,0 12,2 8 III о 

38 3,4 × 3,8 / 3,0 11,6 12 II у 

39 

Сводчатая 

3,7 × 5,0 16,8 6 IV с 

40 3,7 × 5,0 16,8 9 III у 

41 3,7 × 4,5 15,2 11 IV с 

42 3,7 × 5,0 16,8 13 II с 

43 3,7 × 4,4 14,9 14 I о 

3
7
 



 

 

Продолжение табл. П3.1 

1  2 3 4 5 6 7 8 9 

44 

Квершлаг Сводчатая 

3,5 × 4,6 15,5 16 II о 

Не опасная 

45 3,6 × 4,9 16,0 4 IV о 

46 3,6 × 4,7 15,4 8 III у 

47 3,6 × 4,9 16,0 10 II с 

48 3,6 × 4,2 13,9 12 II о 

49 3,6 × 4,9 16,0 14 II о 

50 3,6 × 4,9 16,0 6 II с 

51 3,6 × 4,3 14,2 8 III о 

52 3,7 × 4,3 14,2 4 IV о 

53 3,7 × 4,0 13,7 6 IV c 

54 3,7 × 4,3 14,2 9 III о 

55 3,7 × 3,9 13,4 10 II о 

56 3,7 × 4,9 16,5 10 II о 

57 3,7 × 4,1 14,0 14 II c 

58 3,9 × 4,0 14,5 16 I у 

59 

Штрек Арочная 

3,0 × 3,2 8,5 4 IV о I 

60 3,0 × 3,4 8,9 6 IV о II 

61 3,3 × 3,3 9,7 8 III c III 

62 3,3 × 3,4 10,0 4 III у II 

63 3,2 × 3,2 9,1 6 II c 
III – выделения ме-

тана отсутствуют 

64 2,8 × 3,4 8,3 4 IV о II 

65 3,0 × 3,2 8,5 10 II о 
III – выделения ме-

тана отсутствуют 

66 3,0 × 2,8 7,5 2 (уголь) IV c II 

67 3,2 × 4,0 11,0 2 (уголь) IV о II 

68 3,6 × 3,8 12,1 2 IV о III 

3
8
 



 

 

Окончание табл. П3.1 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

69 

Штрек Сводчатая 

3,2 × 4,0 11,0 5 IV у II 

70 3,2 × 4,0 11,0 8 II у IV – выделения метана 

отсутствуют 71 3,4 × 4,0 11,8 6 III c 

72 3,2 × 4,0 11,0 12 I у 
II – выделения метана 

отсутствуют 

73 4,2 × 4,4 16,4 1,5 (уголь) IV c I 

74 4,0 × 4,2 14,9 4 IV у I 

75 4,2 × 4,4 16,4 6 III c II 

76 4,0 × 4,2 14,9 8 II c 
IV – выделения метана 

отсутствуют 

77 3,8 × 4,4 14,6 7 II о III 

78 4,2 × 5,0 18,3 8 IV c I 

79 3,8 × 4,4 14,6 10 I о II – выделения метана 

отсутствуют 80 3,4 × 4,0 11,8 10 II о 

 
*
 Рекомендации для вычерчивания контура поперечного сечения выработки приведены в Приложении 4. 

**
 В столбце 8 «Обводнённость пород» приняты следующие обозначения: с – сухие, у – увлажнённые и о – обводнённые. 

 

3
9
 



ПРИЛОЖЕНИЕ 4 
 

Формы поперечного сечения горизонтальных выработок 

 

 

 

 

 

 

h0 = B / 3; 

h1 = B – h0; 

R = 0,694 B; 

R = 0,262 B. 
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Рис. П4.1. Формы поперечного сечения горизонтальных выработок: 

а – сводчатая с трёхциркульным (коробовым) сводом; 

б – трапецевидная; 

в – арочная с полуциркульным сводом 
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Формулы для вычисления площади поперечного сечения и периметра вы-

работок приведены в табл. П4.1. 

 

Таблица П4.1 

Форма поперечного сечения  

выработки 

Площадь поперечного сечения Периметр 

Сводчатая с коробовым 

сводом 
 B,hB  260

1
 B,h  3322

1
 

Трапециевидная H
BB




2
21  

αcos

2
21

H
BB   

Арочная с полуциркульным 

сводом 
 B,hB  390

1
 B,h  5722

1
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ВВЕДЕНИЕ 

Самостоятельная работа студента является важнейшей составной частью 

образовательной программы подготовки дипломированного специалиста. В 

соответствии с Государственным образовательным стандартом высшего 

профессионального образования объем учебной нагрузки студента составляет 

180 часов или 5 зачетных единиц. Из них 89 часов отводится на 

самостоятельную работу студентов. 

По курсу «Разрушение горных пород» обязательная самостоятельная 

работа студента осуществляется в следующих направлениях –  освоение 

материалов по отдельным темам, входящим в Рабочую учебную программу 

дисциплины; подготовка, оформление, защита практико-ориентированных 

заданий; подготовка и защита контрольной работы. Дополнительная 

самостоятельная работа связана с углубленным изучением отдельных разделов 

курса на основе научно-исследовательской работы студента (НИРС). 

Данное учебно-методическое пособие предназначено для организации 

самостоятельной работы студентов – освоения отдельных тем дисциплины. 
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1. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ОРГАНИЗАЦИИ 

САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТА 

 

В следующем разделе пособия приведена развернутая программа 

дисциплины «Разрушение горных пород». Она содержит названия 30 основных 

тем с указанием основных вопросов и разделов каждой темы. Каждая тема 

является основой вопросов в экзаменационном билете. При чтении лекций по 

курсу преподаватель указывает те темы дисциплины, которые выносятся на 

самостоятельную проработку студентами. Причем в экзаменационный билет 

может включаться один из вопросов по такой теме. Основной объем 

информации по каждой теме содержится в учебнике по курсу [1].  

При освоении указанных ниже тем рекомендуется следующий порядок 

самостоятельной работы студента:  

1. Ознакомьтесь со структурой темы.  

2. По учебнику [1] освойте каждый структурный элемент темы. Во всех 

темах указаны разделы и страницы учебника, содержащие данный материал.  

3. При необходимости используйте указанную дополнительную 

литературу. Консультацию по использованию дополнительной литературы Вы 

можете получить у преподавателя.  

4. Ответьте на контрольные вопросы. При затруднениях в ответах на 

вопросы вернитесь к изучению рекомендованной литературы.  

5. Законспектируйте материал. При этом конспект может быть написан в 

виде ответов на контрольные вопросы.  

 

При самостоятельной работе над указанными темами рекомендуется 

вести записи в конспектах, формируемых на лекционных занятиях по курсу, и в 

том порядке, в котором данные темы следуют по учебной программе.  
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2. СОДЕРЖАНИЕ КУРСА, КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

Тема 1. Краткая история развития взрывных работ.  

Значение взрывных работ в горнодобывающей промышленности и в 

строительстве. История развития взрывных работ.  

Литература: [1] 

Контрольные вопросы: 

1. Охарактеризуйте основные вехи развития взрывных работ. 

2. Опишите первую технологию ведения взрывных работ в горном деле. 

3. Назовите первое нитроглицериновое взрывчатое вещество. 

4. Опишите историю развития средств инициирования. 

 

Тема 2. Современные виды взрывных работ. 

Современные виды взрывных работ в промышленности. Основные виды 

взрывных работ. Специальные виды взрывных работ. 

Литература: [1] 

Контрольные вопросы: 

1. Назовите современные виды взрывных работ. 

2. Назовите современные виды специальных взрывных работ. 

 

Тема 2. Способы бурения шпуров и скважин. 

Классификация способов бурения шпуров и скважин. Механическое 

бурение и его виды. Термическое бурение и его виды. Специальные виды 

бурения шпуров и скважин. 

Литература: [1, 5] 

Контрольные вопросы: 

1. Приведите классификацию способов бурения шпуров и скважин. 

2. Опишите суть механических видов бурения шпуров и скважин. 

3. Опишите суть термических видов бурения шпуров и скважин. 

4. Опишите суть специальных видов бурения шпуров и скважин. 

5. Укажите рациональные области применения механических, термических 

и специальных видов бурения шпуров и скважин. 

 

Тема 3. Ударно-поворотный способ бурения. 

Механизм разрушения горных пород при ударно-поворотном бурении. 

Механизмы скола и выкола. Зависимость скорости ударно-поворотного 

бурения от осевого усилия, частоты вращения. Оборудование.   

Литература: [1, 5] 

Контрольные вопросы: 
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1. Укажите рациональную область применения ударно-поворотного 

бурения. 

2. Охарактеризуйте механизмы скола и выкола. 

3. Опишите механизм разрушения горных пород при ударном внедрении 

инструмента. 

4. Укажите бурильные машины ударно-поворотного бурения. 

5. Отметьте факторы, которые повышают энергоемкость ударного бурения 

по сравнению с другими способами. 

6. Укажите последовательность процессов, происходящих при разрушении 

породы при ударном бурении. 

 

Тема 4. Вращательный способ бурения. 

Технические средства вращательного бурения. Работа ядра уплотнения 

при резании пород. Зависимость объема разрушения от толщины стружки. 

Режимы самозаточки и затупления режущей грани сверла. Оборудование. 

Литература: [1, 5] 

Контрольные вопросы: 

1. Назовите преимущества вращательного бурения. 

2. Укажите бурильные машины вращательного бурения. 

3. Охарактеризуйте основные механизмы износа и затупления бурового 

инструмента при вращательном бурении. 

4. Опишите механизм разрушения горных пород при вращательном 

бурении. 

 

Тема 5. Ударно-вращательный и вращательно-ударный способ 

бурения. 

Технические средства бурения. Совместное действие механизмов удара и 

резания. Зависимость энергоемкости бурения от усилий полдачи на 

инструмент. 

Литература: [1, 5] 

Контрольные вопросы: 

1. Укажите область применения вращательно-ударного бурения. 

2. Укажите область применения ударно-вращательного бурения. 

3. Назовите преимущества вращательно-ударного бурения. 

4. Охарактеризуйте зависимость энергоемкости бурения от усилия подачи. 

5. Назовите машины и механизмы, реализующие ударно-вращательный 

способ бурения. 

6. Назовите машины и механизмы, реализующие вращательно-ударный 

способ бурения. 
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Тема 6. Шарошечное бурение. 

Технические средства бурения. Механизм шарошечного бурения. 

Режимы бурения в зависимости от осевого усилия. Контактная прочность 

пород как критерий буримости. 

Литература: [1, 5] 

Контрольные вопросы: 

1. Назовите особенности шарошечного бурения. 

2. Опишите зависимость скорости бурения от величины осевого усилия. 

3.  Назовите машины и механизмы, реализующие шарошечное бурение. 

4. Укажите область применения шарошечного бурения. 

 

Тема 7. Основы теории взрыва и взрывчатых веществ. 

Виды взрыва: механический, тепловой, электрический, ядерный, 

химический. Необходимые условия химического взрыва. Взрывчатое вещество. 

Классификация взрывчатых систем по физическому состоянию. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Дайте определение понятию взрыв. 

2. Приведите пример механического взрыва. 

3. Приведите пример Теплового взрыва. 

4. Приведите примеры тепловых взрывов. 

5. Охарактеризуйте химический взрыв. 

6.  Назовите необходимые условия химического взрыва. 

 

Тема 8. Свойства взрывчатых веществ. 

Классификация свойств взрывчатых веществ. Технологические свойства 

взрывчатых веществ. Специальные свойства взрывчатых веществ. 

Литература: [1, 2] 

Контрольные вопросы: 

1. Приведите классификацию свойств взрывчатых веществ. 

2. Назовите основные технологические свойства взрывчатых веществ. 

3. Что такое кислородный баланс. 

4. Назовите виды кислородного баланса. 

5. Какие газы выделяются при положительном кислородном балансе. 

6. При каком кислородном балансе образуется окись углерода (CO)? 

 

Тема 9. Начальный импульс и чувствительность взрывчатых 

веществ. 
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Начальный импульс. Виды начального импульса. Инициирование. 

Чувствительность взрывчатых веществ. Способы изменения чувствительности. 

Литература: [1] 

Контрольные вопросы: 

1. Дайте определение понятию «Начальный импульс». 

2. Охарактеризуйте тепловой начальный импульс. 

3. Какой вид начального импульса является основным для горного дела? 

4. Перечислите пробы на чувствительность. 

5. Что такое сенсибилизатор? 

6. Приведите пример веществ вводимых в состав взрывчатых веществ для 

флегматизации. 

 

Тема 10. Формы химического превращения взрывчатых веществ. 

Основные формы химического превращения взрывчатых веществ. 

Режимы химического превращения: термический распад, горение, 

конвективное горение, детонация 

Литература: [1, 2, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Перечислите основные формы химического превращения. 

2. Дайте характеристику горению как форме химического превращения. 

3. Дайте характеристику детонации как форме химического превращения. 

 

Тема 11. Основные положения теории детонации. 

Механизм детонации. Графическая интерпретация процесса детонации – 

адиабата Гюгонио. Количественная оценка характеристик процесса детонации. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Перечислите особенности детонационной волны. 

2. Дайте определение понятию «Детонация». 

3. Приведите основные детонационные характеристики взрывчатых 

веществ.  

 

Тема 12. Экспериментальные методы определения скорости 

детонации. 

Классификация методов определения скорости детонации взрывчатых 

веществ. Метод Дотриша. Осциллографический метод. Метод скоростной 

фотосъемки. Реостатный метод. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 
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1. Охарактеризуйте метод Дотриша, для определения скорости детонации 

взрывчатых веществ. 

2. Назовите отличительные особенности осциллографического метода для 

определения скорости детонации взрывчатых веществ. 

3. Опишите процедуру измерения скорости детонации используя 

реостатный метод. 

 

Тема 13. Факторы, влияющие на скорость и устойчивость детонации. 

Группы факторов влияющие на скорость и устойчивости детонации. 

Влияние внутреннего состава и строения на скорость и устойчивость 

детонации. Влияние условий взрывания на скорость детонации. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Как влияет дисперсность взрывчатого вещества на скорость и 

устойчивость детонации? 

2. Как влияет плотность взрывчатого веществ на скорость детонации? 

3. Дайте определение понятию «критический диаметр детонации». 

4. Как влияет на скорость и устойчивость детонации наличие плотной 

оболочки на заряде взрывчатого вещества. 

5. Влияние величины начального импульса на устойчивость детонации. 

 

Тема 14. Работа взрыва. 

Работа взрыва: баланс энергии при взрыве. Потери при переходе 

потенциальной энергии взрывчатого вещества в механическую работу взрыва. 

Полезная работа взрыва. Бризантность и фугасность. Пробы на бризантность и 

фугасность. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Опишите переход потенциальной энергии взрывчатого вещества в 

механическую работу взрыва. 

2. Чем обусловлены химические потери при взрыве? 

3. Чем обусловлены тепловые потери при взрыве? 

4. Охарактеризуйте бесполезные формы работы взрыва. 

5. Что такое бризантность взрывчатых веществ. 

6. Назовите формы проявления фугасной работы взрыва. 

 

Тема 15. Основные положения теории предохранительных 

взрывчатых веществ. 
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Необходимость применения предохранительных взрывчатых веществ. 

Теории предохранительных взрывчатых веществ. Методы испытаний 

предохранительных взрывчатых веществ. 

Литература: [1, 2] 

Контрольные вопросы: 

1. Дайте определение понятию пламегаситель. 

2. Дайте определение понятию ингибитор. 

3. Перечислите основные гипотезы воспламенения горючих шахтных сред. 

4. Перечислите возможные пути предотвращения воспламенения горючих 

шахтных сред. 

5. Охарактеризуйте методы испытаний предохранительных взрывчатых 

веществ. 

 

Тема 16. Заряд взрывчатого вещества. 

Заряды взрывчатых веществ. Классификация. Воронка взрыва и ее 

элементы. Показатель действия взрыва. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. По каким признакам классифицируются заряды взрывчатых веществ. 

2. Перечислите элементы воронки взрыва. 

3. Что такое показатель действия взрыва. 

4. Как классифицируются заряды взрывчатых веществ по показателю 

действия взрыва. 

 

Тема 17. Действие взрыва. 

Действие сосредоточенного заряда в твердой однородной безграничной 

среде и при наличии обнаженной поверхности. Стадии разрушения: 

образование газовой полости, зоны дробления, зона радиальных и кольцевых 

трещин, откольные явления. Соотношение бризантного и фугасного действия 

взрыва в зависимости от акустической жесткости разрушаемых пород. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Отразите последовательность развития взрыва в горных породах. 

2. Отметьте области действия взрыва, образующие зону регулируемого 

дробления. 

3. Какие трещины образуются в горной породе при падении давления и 

обратной деформации пород в сторону зарядной полости? 
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4. Какие трещины образуются при отражении волны сжатия от свободной 

поверхности горной породы? 

 

Тема 18. Классификации промышленных взрывчатых веществ. 

Классификация ВВ: по характеру воздействия на окружающую среду, по 

чувствительности к простым формам начального импульса, физическому 

состоянию. Классификация по химическому составу – индивидуальные ВВ и 

взрывчатые смеси. Классы ВВ по условиям применения. 

Литература: [1, 2, 4, 6] 

Контрольные вопросы: 

1. К какой группе относятся взрывчатые вещества, имеющие скорость 

детонации 4000 м/с?  

2. Какие классы промышленных ВВ выделяют по химическому составу? 

3. К какому классу промышленных ВВ по химическому составу относится 

тротил, детонит? 

4. Какие ВВ можно использовать только при взрывных работах на 

поверхности, в шахтах опасных по газу и пыли? Укажите номер класса и 

цвет оболочки. 

5. Какой цвет имеют патроны предохранительных ВВ? 

6. По какому характерному признаку выделяют первичные и вторичные 

ВВ? 

 

Тема 19. Непредохранительные взрывчатые вещества I класса по 

условиям применения. 

Предъявляемые требования. Нитросоединения: свойства, ассортимент, 

область применения. Аммиачно-селитренные взрывчатые вещества: свойства, 

ассортимент, область применения. Эмульсионные взрывчатые вещества: 

свойства, ассортимент, область применения. 

Литература: [1, 2, 7] 

Контрольные вопросы: 

1. Назовите основные свойства гранулотола. 

2. Особенности аммиачно-селитренных взрывчатых веществ. 

3. Бестротиловые взрывчатые вещества: особенности, свойства. 

4. Назовите отличительные особенности эмульсионных взрывчатых 

веществ.  

 

Тема 20. Непредохранительные взрывчатые вещества II класса по 

условиям применения. 
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Предъявляемые требования. Аммиачно-селитренные взрывчатые 

вещества: свойства, ассортимент, область применения. Эмульсионные 

взрывчатые вещества: свойства, ассортимент, область применения. 

Порошкообразные ВВ – аммониты и аммоналы. Свойства и область 

применения. 

Литература: [1, 2, 7] 

Контрольные вопросы: 

1. Назовите основные свойства граммонита 79/21. 

2. Особенности аммиачно-селитренных взрывчатых веществ, применяемых 

в подземных условиях. 

3. Назовите отличительные особенности патронированных аммонитов.  

4. Назовите отличительные особенности эмульсионных взрывчатых 

веществ, применяемых в подземных условиях. 

 

Тема 21. Предохранительные взрывчатые вещества III – VII классов 

по условиям применения. 

Требования к энергетическим и детонационным характеристикам 

предохранительных ВВ. Требования к кислородному балансу. Требования к 

составу и строению зарядов. 

Литература: [1, 2, 7] 

Контрольные вопросы: 

1. Перечислите названию взрывчатых веществ III класса по условиям 

применения. 

2. Какие добавки вводят в состав предохранительных взрывчатых веществ? 

3. Укажите требования, предъявляемые к предохранительным ВВ. 

 

Тема 22. Методы производства взрывных работ. 

Классификация методов производства взрывных работ. Метод шпуровых 

зарядов. Метод скважинных зарядов. Метод камерных зарядов. Метод 

наружных зарядов. Область применения, достоинства и недостатки методов. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Укажите области применения метода шпуровых зарядов в подземных 

условиях. 

2. Укажите область применения метода шпуровых зарядов при открытой 

разработке месторождений. 

3. Укажите область применения метода скважинных зарядов. 

4. Укажите область применения метода наружных зарядов. 
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Тема 23. Метод шпуровых зарядов при проведении подземных 

горных выработок. 

Состав проходческого цикла. Коэффициент использования шпуров 

(КИШ). Коэффициент излишка сечения (КИС). Врубовые, отбойные и 

оконтуривающие шпуры. Очередность взрывания. Конструкции шпуровых 

зарядов. Размер и качество забойки. Прямое и обратное инициирование 

зарядов. Назначение и типы врубов. Конструкции наклонных врубов; их 

достоинства и недостатки. Конструкции прямых врубов; их достоинства и 

недостатки. Комбинированные врубы. Принципы расчета параметров 

буровзрывных работ. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Укажите типы шпуров при проходке выработки. 

2. Укажите очередность взрывания шпуров в типовой технологии проходки 

выработок. 

3. Укажите условия, соответствующие обратному инициированию заряда. 

4. Отметьте достоинства прямого инициирования заряда ВВ по сравнению с 

обратным. 

5. Отметьте достоинства обратного инициирования заряда ВВ по сравнению 

с прямым. 

 

Тема 24. Метод шпуровых зарядов при подземной разработке 

месторождений полезных ископаемых. 

Технология шпуровой отбойки при разработке рудных месторождений. 

Расчет параметров БВР. Технология шпуровой отбойки угля. Правила 

безопасности при использовании метода шпуровой отбойки. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Опишите существо метода шпуровых зарядов при добыче полезных 

ископаемых подземным спопобом. 

2. Укажите классы ВВ допущенные к применению при шпуровой отбойке 

по углю. 

3. Какой способ взрывания допущен к применению при шпуровой отбойке 

угля? 

4. Какова допустимая величина уходки (м) при добыче угля методом 

шпуровых зарядов? 
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5. Какова величина предельного содержание метана в забое (в %), при 

котором разрешена отбойка угля методом шпуровых зарядов? 

 

Тема 25. Метод скважинных зарядов при подземной разработке 

месторождений полезных ископаемых. 

Отбойка вертикальными и горизонтальными слоями. Параллельное и 

веерное расположение скважин – преимущества и недостатки. Схемы отбойки 

руды в блоке. Расчет параметров скважинной отбойки. Бурение, заряжание и 

взрывание скважин. Правила безопасности при скважинной отбойке. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Укажите преимущества параллельного расположения скважин при 

подземной отбойке руды (по сравнению с веерным расположением 

скважин). 

2. Укажите преимущества веерного расположения скважин при подземной 

отбойке руды (по сравнению с параллельным расположением скважин). 

3. Укажите способы бурения скважин при отбойке руды в подземных 

условиях. 

4. Какой тип ВВ обычно применяют при механизированном заряжании 

скважин? 

5. Укажите показатели, входящие в формулу определения удельного 

расхода ВВ при скважинной отбойке руды в подземных условиях. 

 

Тема 26. Метод скважинных зарядов при открытой разработке 

месторождений полезных ископаемых. 

Расположение скважин на уступе и их бурение. Принципы расчета 

параметров буровзрывных работ. Схемы взрывания скважинных зарядов при 

однорядном и многорядном взрывании скважин. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Укажите рациональные способы бурения скважин при открытой 

разработке месторождений. 

2. Удельный расход ВВ на карьерах определяется по эталонному qэ с учетом 

поправочных коэффициентов. Укажите факторы, определяющие 

величину данных коэффициентов. 

3. Укажите основные способы взрывании зарядов взрывчатых веществ, 

используемых на земной поверхности. 
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4. Перечислите основные взрывчатые вещества, используемые при ведении 

взрывных работ на земной поверхности. 

 

Тема 27. Метод камерных зарядов. 

Расположение выработок при использовании камерных зарядов. 

Камерные заряды рыхления и их расчет. Камерные заряды выброса и их расчет. 

Камерные заряды на сброс и их расчет. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. В каких случаях целесообразно использовать метод камерных зарядов 

при открытой разработке месторождений? 

2. Назовите достоинства и недостатки метода камерных зарядов. 

 

Тема 28. Взрывное разрушение негабарита. 

Характеристики, область применения, достоинства и недостатки 

различных способов разделки негабарита: наружными, шпуровыми, 

кумулятивными зарядами, гидровзрывание. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Укажите достоинства и недостатки способа разделки негабарита 

накладными зарядами. 

2. Укажите достоинства и недостатки способа разделки негабарита 

шпуровыми зарядами. 

3. Укажите способы взрывного дробления негабарита при открытой 

разработке месторождений. 

 

Тема 29. Техническая документация для производства взрывных 

работ. 

Необходимая техническая документация для производства взрывных 

работ: типовой проект взрывных работ, проект массового взрыва, паспорт 

буровзрывных работ, схема взрывных работ. 

Литература: [1, 4, 6, 8] 

Контрольные вопросы: 

1. Что входит в состав типового проекта взрывных работ? 

2. Опишите процедуру составления и утверждения паспорта буровзрывных 

работ. 

3. Для каких работ составляется схема взрывных работ. 

4. В каких случаях составляется проект массового взрыва? 
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Тема 30. Персонал для взрывных работ. 

Требования к лицам, допущенным к ведению взрывных работ: 

руководитель взрывных работ, мастер-взрывник, заведующий складом ВМ, 

раздатчики ВМ и лаборанты складов ВМ. 

Литература: [1, 4, 6, 8] 

Контрольные вопросы: 

1. Какие требования предъявляются к руководителям взрывных работ? 

2. Какие требования предъявляются к взрывникам? 

3. В течение какого периода времени проходит стажировка взрывника? 

4. Требования в заведующему склада взрывчатых материалов. 
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3. ПРАКТИКО-ОРИЕНТИРОВАННЫЕ ЗАДАНИЯ 

 

Практико-ориентированное задание №1 

Расчет кислородного баланса и составление рецептур промышленных 

взрывчатых веществ. 

 

Цель: овладение методикой расчета кислородного баланса взрывчатых 

веществ и принципами составления рецептур промышленных взрывчатых 

веществ. 

Краткая теория 

 

Определение кислородного баланса 

Кислородным балансом называется отношение избытка или недостатка 

кислорода во взрывчатом веществе (ВВ) для полного окисления горючих 

элементов (водорода, углерода, металлов и т. п.), выраженное в грамм-атомах, к 

грамм-молекулярной массе ВВ. Кислородный баланс выражается в долях или 

процентах. 

Под полным окислением понимается окисление водорода в воду, а 

углерода в углекислый газ. При этом выделяется также молекулярный азот и 

кислород. Если в составе ВВ находится металл, то образуется его высший 

окисел. 

Реакции полного окисления: 

             кДж/моль; 

   
 

 
          кДж/моль при воде жидкой; 

   
 

 
           кДж/моль при воде парообразной; 

                     кДж/моль. 

Следовательно, если ВВ имеет состав в виде CaHbNcOd, то кислородный 

баланс (%)  

                   
[  (   

 
 )
]    

   
      (1.1) 

где 16 – относительный атомная масса кислорода; MBB – молекулярная масса 

ВВ.  

При 

     
 

 
 (1.2) 

имеет положительный кислородный баланс; 

при 
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 (1.3) 

нулевой кислородный баланс; 

при 

     
 

 
 (1.4) 

отрицательный кислородный баланс. 

 

Взрывчатые вещества с нулевым кислородным балансом выделяют 

максимальное количество энергии и минимальное количество ядовитых газов. 

При взрыве ВВ с отрицательным кислородным балансом в зависимости 

от относительного количества кислорода образуются либо ядовитая окись 

углерода (угарный газ) с меньшим выделением тепла, чем при образовании 

углекислоты, т. е. 

               кДж/моль; 

либо чистый углерод в виде сажи, резко снижающий образование газов. 

При положительном кислородном балансе уменьшается выделение 

энергии, так как образуется ядовитая окись азота с поглощением тепла по 

реакции 

                    кДж/моль. 

 

Пример 1. Определить кислородный баланс тротила С7Н5(NO2)3, 

относительная молекулярная масса которого 227. 

Для полного окисления необходимо        или              

атомов кислорода. 

В наличии имеется 6 атомов кислорода. 

Следовательно, 

   
[  (    

 
 )
]    

   
           

 

Пример 2. Определить кислородный баланс граммонита 30/70. Граммонит 

30/70 состоит из 30% аммиачной селитры NH4NO3 и 70% тротила. 

Кислородный баланс аммиачной селитры АС, определенный 

вышеуказанным способом, равен +20%. 

Кислородный баланс граммонита 30/70: 
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Составление рецептуры промышленных ВВ 

При изготовлении промышленных ВВ обычно состав подбирается таким, 

чтобы был нулевой кислородный баланс. Для изготовления патронированных 

ВВ принимается небольшой положительный кислородный баланс для 

окисления материала оболочки патронов. Для подземных работ при взрыве 1 кг 

ВВ должно выделятся не более 40 л ядовитых газов в пересчете на условную 

окись углерода. Если образуются окислы азота и сернистый газ, то для 

перевода их к условной окиси углерода принимается поправочный 

коэффициент соответственно 6,5 и 2,5. 

Для открытых горных работ, особенно для ВВ, применяемых в 

обводненных условиях, требования к кислородному балансу ВВ не такие 

жесткие. 

Пример 1. Составить рецептуру игданита с нулевым кислородным 

балансом па основе аммиачной селитры и дизельного топлива (ДТ) с 

кислородным балансом – 320%.  

Количество весовых частей аммиачной селитры для окисления одной 

части дизельного топлива равно 

  
[    ]

[    ]
  

где      – кислородный баланс дизельного топлива; 

     – кислородный баланс аммиачной селитры. 

  
   

  
     

Содержание дизельного топлива во взрывчатом веществе: 

  
   

   
  

  
   

    
        

Соответственно содержание аммиачной селитры 

                     

Следовательно, формула игданита: 
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Пример 2. Определить рецептуру ВВ с пулевым кислородным балансом 

на основе аммиачной селитры (NH4NO3) и тротила (С7Н5(NO2)3). 

Кислородный баланс тротила –74%, относительная молекулярная 

масса 227. Кислородный баланс аммиачной селитры +20%, относительная 

молекулярная масса 80. 

Состав смеси должен отвечать условию: 

x (–74%) + (100 – x) 20% = 0, 

где x – содержание в смеси тротила, %. 

Решение данного уравнения показывает, что x ≈ 21% и (100 – x) = 79%. 

Такому составу смеси отвечают граммонит 79/21 и аммонит 6ЖВ. 

Обозначим число молей аммиачной селитры через у, число молей тротила 

через z. Тогда из соотношения 

    

     
 
  

  
  

получим  

  
        

     
        

Приняв z = 1, получим y = 10,7. 

Следовательно, молекулярное уравнение граммонита имеет вид 

z + 10,7y = С7Н5(NO2)3 + 10,7NH4NO3. 

 

Пример 3. Определить молекулярную формулу гранулита АС-8, 

имеющего следующий состав: 89% аммиачной селитры NH4NO3; 3% 

солярового масла С16Н34 (относительная молекулярная масса 226); 8% 

алюминиевой пудры А1 (относительная молекулярная масса — 27). 

Обозначив число молей солярового масла х, аммиачной селитры у, 

алюминиевой пудры z, можно написать химическую формулу в виде 

yNH4NO3 + x С16Н34 + z А1. 

В соответствии с весовым составом можно записать следующие 

соотношения 

    

     
 
  

 
  

 

    

     
 
 

 
  

 

Отсюда у = 83,9х; z = 22,4х. 

Примем x = 1, тогда молекулярное уравнение гранулита АС-8 имеет вид 

83,9 NH4NO3 + С16Н34 + 22,4 А1. 



23 

 

Практико-ориентированное задание №2 

 

Определение работоспособности взрывчатых веществ и работы взрыва. 

Цель: овладение методикой определения работоспособности взрывчатых 

веществ и работы взрыва. 

 

Краткая теория 

Расчет идеальной работоспособности ВВ 

Из первого закона термодинамики следует, что изменение внутренней 

энергии газов равно количеству тепла, сообщенного окружающей среде и 

произведенной работе: 

          .                  (2.1) 

Если техническим назначением взрыва ВВ является производство 

механической работы, то затраты на теплообмен продуктов взрыва (ПВ) с 

окружающей средой являются энергетическими потерями (dQ). Эти потери 

называются термодинамическими. 

Идеальным с точки зрения отсутствия термодинамических потерь 

является адиабатический процесс расширения ПВ, т.е. dQ = 0. В этом случае 

изменение внутренней энергии ПВ равно количеству работы, совершаемой 

газами, т.е. 

          .                (2.2) 

В реальных условиях взрывания наиболее близким к адиабатическому 

процессу является взрыв ПВ в воздушной среде, а, например, в горных породах 

термодинамические потери возрастают. Они существенно выше в пористых, 

хрупких, легко дробимых породах и минимальны в пластичных средах типа 

глин. 

Мерой идеальной работоспособности ВВ может служить максимальная 

работа, которую совершают ПВ при своем адиабатическом расширении до 

давления окружающей среды (воздушной, водной, горной), т.е. когда 

остаточное давление ПВ уравновешивается противодавлением среды 

атмосферным, гидростатическим или горным давлением. 

Идеальная работоспособность ВВ является одной из важнейших 

энергетических характеристик ВВ. Она дополняет теплоту взрыва, показывая 

теоретическую возможность реализации энергетического потенциала ВВ в 

механическую работу. 
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Идеальную работоспособность (полную идеальную работу взрыва) 

можно определить, как разность между значениями внутренней энергии ПВ в 

момент их образования и к концу расширения: 

   ∫   ∫   ̅̅ ̅   
  
  

  ̅̅ ̅  (     )    ̅̅ ̅  (  
  

  
)      (  

  

  
)  (2.3) 

где   ̅̅ ̅ - средняя теплоемкость продуктов взрыва в интервалах изменения 

температуры взрыва от T1 до T2; 

T1 - начальная температура взрыва; 

T2 - конечная температура ПВ. 

Для газовых взрываемых систем, расширение ПВ которых происходит вдоль 

изоэнтропы вида pV' = const, пользуясь уравнением Клайперона (PV'=RT), 

получаем 

  

  
 (

  

  
)
   

 (
  

  
)

   

 
                                          (2.4) 

Окончательно получаем 

       (  
  

  
);             (2.5) 

       (  (
  

  
)
   

);                   (2.6) 

       (  (
  

  
)

   

 
);                   (2.7) 

где     - потенциальная энергия ВВ (полная тепловая энергия), кДж/кг; 

V1 и V2 - начальный и конечный удельные объемы ПВ, м
3
/кг;  

Р1 и P2 - начальное и конечное давление ПВ, Па;  

y = Cp/Cv – показатель адиабаты. 

Эти же формулы могут быть использованы для расчета Аu 

конденсированных ВВ. 

При взрыве в воздухе (Р2 = 1,01·10
5
Па) полная идеальная работа взрыва 

определяется 

        (  (
        

   
)

   

 
), кДж/кг.         (2.8) 

 

Расчет полного термодинамического КПД взрыва 

Вышеприведенную формулу (2.8) можно представить в виде 

                                                    (2.9) 
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Здесь величина                   - термодинамические потери 

энергии ВВ в продуктах взрыва по достижении ими атмосферного давления. 

Это остаточное тепло идет на свечение ПВ после их расширения. 

Отношение идеальной работоспособности к выделившейся тепловой 

энергии взрыва называется идеальным термодинамическим КПД взрыва 

   
  

    
, (2.10) 

 или с учетом формулы (2.7) 

     (
  

  
)

   

 
,                                        (2.11) 

Идеальный термодинамический КПД взрыва определяет часть тепловой 

энергии, которая может быть использована для совершения механической 

работы взрыва. 

Величины идеальной работоспособности (Аu) и полного 

термодинамического КПД (П) существенно зависят от свойств продуктов 

взрыва, влияющих на показатель адиабаты, y= Cp/Cv. Если в ПВ содержится 

2/3 молекул двухатомных газов и 1/3 — одноатомных (гексоген), то у = 1,25. 

Если в ПВ содержится 2/3 трехатомных газов и 1/3 двухатомных 

(нитроглицерин), то у = 1,2. Величина у снижается (соответственно снижается 

Аu и ƞ), если в ПВ содержатся четырех и пятиатомные газы, а также твердые 

продукты (NaCl, A12O3 и др.). В этих случаях у = 1,15, и 1,05. 

Пример 1. Определить полную идеальную работоспособность и 

термодинамический КПД аммонита 6ЖВ при плотности заряжания 900 кг/м
3
 и 

следующих параметрах взрывного превращения: 

Vпв= 0,86 м
3
/кг, 

Qвзр = 4300кДж/кг;  

Твзр=2600
о 
К. 

Для расчета показатель адиабаты принимается y=1,25. Определение давления 

ПВ при взрыве аммонита 6ЖВ:  

  
                      

    (                )
        , 

Откуда полная идеальная работоспособность 

       (  (
        

   
)

   
 

)       (  (
        

       
)

      
    

)        
   

  
  

Полный термодинамический КПД взрыва  

   
  

    
 
      

    
       

или         
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Практико-ориентированное задание №3 

Расчет параметров и составление паспорта буровзрывных работ на проведение 

горизонтальной горной выработки. 

 

Цель: овладение методикой расчета параметров буровзрывных работ (БВР) при 

проведении подземных горных выработок и составления паспорта БВР. 

 

Краткая теория 

Проведение горных выработок буровзрывным способом осуществляется 

по паспортам буровзрывных работ (БВР). Паспорта утверждаются 

руководителем того предприятия, которое ведёт взрывные работы. С паспортом 

БВР ознакомляется весь персонал, осуществляющий буровзрывные работы в 

данной выработке. 

Паспорт составляется для каждого забоя выработки на основании расчетов 

и утверждается с учётом результатов не менее трёх опытных взрываний. По 

разрешению руководителя предприятия (шахты, рудника) допускается вместо 

опытных взрываний использовать результаты взрывов, проведённых в 

аналогичных условиях. 

Расчёт, необходимый для составления паспорта, сводится к выбору и 

определению основных параметров буровзрывных работ для проведения 

выработки. К основным параметрам относятся: тип взрывчатого вещества (ВВ) 

и средства инициирования (СИ), диаметр и глубина шпуров, тип вруба, 

удельный заряд ВВ, количество шпуров и конструкции зарядов, расход 

взрывчатых материалов. 

 

3.1. Общие положения 

 

Буровзрывной комплекс работ занимает от 30 до 60 % общего времени 

проходческого цикла в зависимости от горнотехнических условий. 

При проведении горных выработок буровзрывные работы должны обеспечить 

заданные размеры и форму поперечного сечения выработки, точное 

оконтуривание её профиля, качественное дробление породы и сосредоточенное 

размещение её в забое, нормативную величину коэффициента излишка сечения 

(КИС), высокий коэффициент использования шпуров (КИШ). 

Эти требования соблюдаются при условии правильного выбора 

параметров буровзрывных работ: типа ВВ, типа и параметров вруба, величины 

и конструкции заряда в шпуре, диаметра и глубины шпуров, числа и 

расположения их в забое, способа и очередности взрывания зарядов, типа 
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бурового оборудования, качества буровых работ, организации проходческих 

работ и т. д. 

 

3.2. Определение параметров буровзрывных работ 

 

3.2.1. Выбор взрывчатых материалов 

 

При выборе взрывчатых материалов (ВМ) руководствуются 

требованиями безопасного производства взрывных работ, регламентированных 

«Правилами безопасности при взрывных работах» [6] с учетом физико-

механических свойств горных пород и горнотехнических условий. 

Рекомендуемые взрывчатые вещества (ВВ) [7] в зависимости от условий 

работ, обводнённости и крепости пород, способа заряжания представлены в 

табл. 3.1. 

В шахтах, не опасных по газу или пыли, при проведении горизонтальных 

выработок допускается применение электрического взрывания и систем 

неэлектрического взрывания с низкоэнергетическими волноводами. 
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Таблица 3.1 

Рекомендуемые ВВ 

Условия 

взрывных 

работ 

Условия 

размещения 

зарядов 

Коэффициент 

крепости пород f 

Тип ВВ Способ 

заряжания 

Выработки, 

не опасные 

по взрыву га-

за или пыли 

Сухие 

шпуры 

до 12 

Гранулит М 

Граммонит 79/21 

Гранулит АС-4В 

Гранулит- 

игданит 

Механизи-

рованный 

Аммонит № 6ЖВ Ручной 

более 12 

Гранулит АС-8В 

 

Механизи-

рованный 

Аммонал М-10 

Детонит М 

Аммонал 

скальный № 1 

Ручной 

Обводнённые 

шпуры 

до 12 Аммонит № 6ЖВ 

Ручной 
более 12 

Аммонал М-10 

Детонит М 

Аммонал 

скальный № 1 

Выработки, 

опасные 

по взрыву га-

за и пыли 

Сухие и об-

воднённые 

шпуры 

Для взрывания 

по породе 

Аммонит АП–5ЖВ 

 

Ручной 

Для взрывания 

по углю с учетом 

степени опасно-

сти 

IV кл. Аммонит Т-19 

Аммонит ПЖВ-20 

V кл. Угленит Э-6 

VI кл. Угленит 12ЦБ 

Для водорас-

пыления 
Открытый заряд 

Ионит 

 

На угольных шахтах, опасных по газу или пыли, разрешается только взры-

вание с применением электродетонаторов. При полном отсутствии в забоях 

проходимых выработок метана или угольной пыли, допускается применение 

непредохранительных ВВ II класса и электродетонаторов мгновенного, корот-

козамедленного и замедленного действия со временем замедления до 2 с без 

ограничения количества приёмов и пропускаемых серий замедлений. 

Основные характеристики ВВ, применяемых при проходке подземных 

горных выработок, приведены в табл. 3.2. 
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Таблица 3.2 

Характеристики ВВ 

Наименование 

ВВ 
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о
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и
 В

В
 1

0
0
0
 к

г/
м

3
 Расстояние 

передачи 

детонации 

между 

патронами, см 

 Д
и

ам
ет

р
 п

ат
р
о
н

о
в
, 
м

м
 

 М
ас

са
 п

ат
р
о
н

а,
 к
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 Д
л
и

н
а 

п
ат

р
о
н

а,
 м

м
 

 С
у
х
и

е 

 П
о
сл

е 

 в
ы

д
ер

ж
к
и

 

 в
 в

о
д

е 

Аммонит 

№ 6ЖВ 
3561 

1000-

1100 
3917 1,0 5-9 3-6 

32 

36 

0,2 

0,25 

250 

250 

Аммонал 

М-10 
4410 

950-

1100 
4520 1,15 4 3 32 0,2 250 

Детонит М 4316 
1000-

1200 
4963 1,27 8-18 5-15 

32 

36 

0,2 

0,25 

250 

250 

Аммонал  

скальный № 1 
4420 

1000-

1100 
4641 1,18 8-14 5-10 

32 

36 

0,2 

0,25 

250 

250 

Аммонит 

АП-5ЖВ 
2991 

1000-

1150 
3215 0,82 5-10 2-7 36 0,3 250 

Аммонит 

Т-19 
2564 

1000-

1200 
2820 0,72 7-12 4-8 36 0,3 240 

Угленит  

Э-6 
1946 

1100-

1250 
2289 0,58 5-12 3-10 36 0,3 240 

Угленит 

12 ЦБ 
1770 

1200-

1350 
2256 0,58 4 2 36 0,3 240 

Ионит  1482 
1000-

1200 
1704 0,44 – – 36 0,3 240 

Гранулит М 3163 

780-

820 

(1000-

1150)* 

3384 0,86      

Гранулит 

АС-4В 
З645 

800-

850 

(1100-

1200)* 

4192 1,07      

Гранулит 

АС-8В 
3997 

800-

850 

(1100-

1200)* 

4597 1,17      

Гранулит- 

игданит 
3150 

800-

850 

(1100-

1200)* 

3760 0,85      
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* Плотность при механизированном заряжании 

Технические характеристики электродетонаторов, применяемых при про-

ведении горных выработок, приведены в табл. 3.3. Все электродетонаторы яв-

ляются водоустойчивыми. 

Таблица 3.3 

Электродетонаторы для шахт и рудников 

Тип 

электроде-

тонаторов 

Кол-во 

cерий 

Интервалы 

замедления, мс 

(с) 

Безопа-

сный 

ток, А 

Гаран-

тийный 

ток, А  

Сопроти-

вление, 

Ом 

Примечание 

ЭД-8Ж(Э) 1 0 

0,2 1,0 1,8-3,6 

Электродетона-

торы непредо-

хранительные нор-

мальной чувстви-

тельности 

ЭД-З-Н 36 

20, 40, 60, 80, 

100, 125, 150, 

175, 200, 250, 

300, 350, 400, 

450, 500, 600, 

700, 800, 900, 

1000, 1250, 

1500, 1750, 

2000, 2500, 

3000, 3500, 

4000, 4500 мс 

5,6,7,8,9,10 с 

ЭД-1-8-Т 1 0 

1,0 5,0 0,5-0,75 

Электродетона-

торы непредо-

хранительные по-

ниженной чувстви-

тельности 

к блуждающим то-

кам 

ЭД-З-Т 36 

20, 40, 60, 80, 

100, 125, 150, 

175, 200, 250, 

300, 350, 400, 

450, 500, 600, 

700, 800, 900, 

1000, 1250, 

1500, 1750, 

2000, 2500, 

3000, 3500, 

4000, 4500 мс 

5,6,7,8,9,10 с 

ЭДКЗ-ОП 1 0 0,2 1,0 1,8-3,6 

Электродетона-

торы предохра-

нительные нор-

мальной чувст-

вительности 

 

ЭДКЗ-П 5 
25, 50, 75, 100, 

125 мс 
0,2 1,0 1,8-3,6 

ЭДКЗ-ПМ 7 

15, 30, 45, 60, 

80, 100, 

120 мс 

0,2 1,0 1,8-3,6 

ЭД-КЗ-

ПКМ 
9 

4, 20, 60, 80, 

100, 125, 150, 

175, 200 мс 

0,2 1,0 1,8-3,6 
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Детонирующие шнуры ДША, ДШВ и ДШЭ-12 и др. применяют при необ-

ходимости одновременного взрывания врубовых, нижних подошвенных шпу-

ров, а также в рассредоточенных зарядах с целью передачи детонации всем ча-

стям шпурового заряда. 

В последние годы на подземных взрывных работах получил широкое рас-

пространение новый способ инициирования зарядов ВВ – система неэлектриче-

ского взрывания различных модификаций: Нонель (Швеция), СИНВ, Эдилин 

(Россия) и др. 

В табл. 3.4 представлены характеристики систем СИНВ и ДБИ для  взрыв-

ных работ в рудниках и угольных шахтах, где допущено применение непредо-

хранительных взрывчатых веществ II класса. 

Устройства СИНВ-Ш и ДБИ3 служат для трансляции инициирующего 

сигнала и инициирования боевиков шпуровых зарядов с заданной временной 

задержкой. В боевике каждого шпурового заряда размещается КД устройства 

СИНВ-Ш или ДБИ3 заданного интервала замедления. 

Таблица 3.4 

Характеристики систем неэлектрического инициирования 

Устройство Интервал замедления, мс Назначение 

СИНВ-Ш 

 

0, 25, 42, 55, 67, 109, 125, 150, 176, 200, 250, 

300, 350, 400, 450, 500, 600, 700, 800, 900, 1000, 

2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000, 8000, 9000, 

10000  Изготовление 

патронов-боевиков 

ДБИ3 

0, 17, 25, 42, 55, 67, 109, 125, 150, 176, 200, 

250, 300, 350, 400, 450, 500, 600, 700, 800, 900, 

1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000, 8000, 

9000, 10000 
Примечание. Интервалы замедлений приведены при длине ударно-волновой трубки 

(УВТ) 1 м. Добавление каждого метра длины УВТ увеличивает время замедления на 0,5 мс. 

 

УВТ, выходящие из шпуров, инициируются одновременно от устройств 

СИНВ-П мгновенного действия (СИНВ-П-0), смонтированных в единую сеть. 

Длина УВТ стартового устройства (магистральной части сети) выбирается из 

условия безопасного подрыва и может составлять несколько сот метров. 

При проходке подземных выработок обычно применяется следующая схе-

ма: УВТ, выходящие из шпуров, собираются в связки (пучки), которые соеди-

няются в единую сеть детонирующим шнуром. Детонирующий шнур обвязыва-

ется вокруг связки двойной петлёй. Количество УВТ в одной связке не должно 

превышать 15 шт. Инициирование сети из детонирующего шнура производится 

электродетонатором или электрозажигательной трубкой. 
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3.2.2. Выбор типа вруба и глубины шпуров 

Расположение шпуров в забое, величина заходки и показатели взрыва во 

многом определяются типом вруба. Врубы по характеру действия делятся на 

две группы: 

– врубы с наклонными к оси выработки шпурами – наклонные врубы;  

– врубы с параллельными к оси выработки шпурами – прямые врубы. 

Тип вруба и глубину шпуров с учетом горнотехнических условий следует 

принимать по данным табл. 3.5. 

Таблица 3.5 

Тип вруба и глубина шпуров 

Тип буровой техники 
Сечение выработки, м

2 

менее 6 более 6 

Переносные перфораторы, 

ручные электросвёрла и 

пневмосвёрла 

Прямые врубы 

при глубине шпуров 

более 1,5 м 

Наклонные врубы при глубине 

шпуров не более (0,35–0,5) ши-

рины выработки; 

прямые врубы при глубине шпу-

ров до 2–2,5 м 

Установки  

механизированного  

бурения 

– 

Прямые врубы с максимально 

возможной глубиной по техниче-

ской характеристике машины 

 

Из наклонных врубов наибольшее распространение имеет вертикальный 

клиновой вруб. Другие врубы с наклонными шпурами (пирамидальный, гори-

зонтальный клиновой и его разновидности, веерный и т. д.) не получили доста-

точно широкого распространения из-за сложности обуривания и узкой реко-

мендуемой области применения (забои, проводимые по пласту угля при малой 

его мощности, при наличии слабых прослоек пород по забою, при ярко выра-

женном контакте слабых пород с более крепкими вмещающими породами и т. 

д.). 

Высокая эффективность врубов с наклонными шпурами и преимущества 

их по сравнению с прямыми врубами достигаются только при ограниченной 

глубине шпуров и определенном сечении выработки. При проходке выработок 

в крепких породах (f  12) с применением вертикального клинового вруба дли-

на заходки не превышает обычно 0,35 ширины выработки (B) из-за технической 

невозможности бурения врубовых шпуров под углом наклона, обеспечиваю-

щим эффективную работу вруба. При глубине шпуров более 0,5 B, применении 

буровых кареток, а также в выработках малого сечения (менее 6 м
2
) наиболее 

эффективны прямые врубы, глубина которых ограничивается точностью буре-

ния в зависимости от типа буровой техники. 

При глубине шпуров, принятой по рекомендациям табл. 1.5, проектную 

величину КИШ следует принимать равной 0,85-0,95 с учётом крепости горных 

пород. 
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1.2.3. Выбор конструкции и параметров врубов 

1.2.3.1. Вертикальный клиновой вруб 

При ограниченной глубине шпуров (1,2–2,0 м) наибольшее распростране-

ние имеет вертикальный клиновой вруб. Параметры вертикального клинового 

вруба в зависимости от крепости пород применительно к аммониту № 6ЖВ в 

патронах диаметром 32 мм в шпурах диаметром 42 мм ориентировочно по дан-

ным практики можно принять по данным табл. 3.6. 

Таблица 3.6 

Параметры вертикального клинового вруба 

Группа 

крепости 

пород по 

СНиП 

Коэф-

фициент 

крепости 

пород f 

Расстояние по 

вертикали 

между парами 

шпуров, мм 

Количество шпуров 

во врубе при сечении 

выработки (м
2
) 

Угол наклона 

шпуров к 

плоскости  

забоя α, град. 
до 12 более 12 

IV-V 1-6 500 4 4-6 75-70 

VI 6-8 450 4-6 6-8 68 

VII 8-10 400 6-8 8-10 65 

VIII 10-13 350 8-10 10-12 63 

IX 13-16 300 10-12 12-14 60 

X 16-18 300 10-12 12-14 58 

XI 20 250 10-12 12-14 55 

 

При применении другого типа ВВ и изменении диаметра шпуров расстоя-

ние между парами врубовых шпуров определяется с учётом поправочного ко-

эффициента по формуле: 

 k = 1,25 е ·dз/d, (3.1) 

где e – коэффициент взрывной эффективности (см. табл. 1.2), 

dз – диаметр заряда, 

d – диаметр заряжаемой полости (шпура или скважины). 

С увеличением коэффициента крепости пород (см. табл. 3.6) угол наклона 

врубовых шпуров к плоскости забоя уменьшается. Поэтому предельную глуби-

ну вертикального клинового вруба (рис. 3.1) при бурении шпуров ручными 

перфораторами в зависимости от коэффициента крепости пород и ширины вы-

работки рекомендуется принимать по табл. 1.7 или по формуле: 

 ,3,0
2

α
tg25,0вр  Вh  (3.2) 

где В – ширина выработки, м 

α – угол наклона шпуров к плоскости забоя, град. (см. рис. 3.1). 
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Таблица3.7 

Предельная глубина вертикального клинового вруба hвр, м 

Ширина 

выработки, м 

Коэффициент крепости пород f 

2-5 6-7 8-9 10-12 13-15 16-17 18-20 

2,0 1,3 1,2 1,1 1,0 0,9 0,8 0,7 

2,5 1,7 1,6 1,4 1,3 1,2 1,1 1,0 

3,0 2,1 1,9 1,7 1,6 1,4 1,3 1,2 

3,5 2,4 2,2 1,9 1,7 1,6 1,5 1,4 

4,0 2,8 2,6 2,2 2,1 1,9 1,8 1,7 

4,5 3,2 2,9 2,5 2,4 2,3 2,0 1,9 

5,0 3,5 3,1 2,9 2,7 2,4 2,2 2,1 

 

Рис. 3.1. Схема вертикального клинового вруба 

Глубину врубовых шпуров следует принимать на 0,1-0,2 м больше длины 

вспомогательных и оконтуривающих шпуров: 

 hвр = hшп  + (0,1÷0,2), (3.3) 

где hшп – глубина (длина) вспомогательных и оконтуривающих шпуров, м. 

Длину шпуров клинового вруба определяют с учетом угла их наклона: 

 lвр = hвр /sin , (3.4) 

где  – угол наклона шпуров к плоскости забоя, град. 

Расстояние между устьями в паре шпуров клинового вруба определяют по 

зависимости: 

 b = 2 hвр /tg  + a, (3.5) 

a 

  lвр 

h
в
р
 

B 

b 
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где a – расстояние между забоями пары сходящихся шпуров клинового вруба, м 

(в зависимости от коэффициента крепости пород a = 0,15-0,2 м). 

После расчета основных параметров вруба следует проверить графическим 

способом техническую возможность обуривания вертикального клинового вру-

ба с учетом принятого бурового оборудования. С этой целью в масштабе 1:20 – 

1:50 вычерчивается план забоя (вид сверху) с наложением пары врубовых шпу-

ров и обязательного соблюдения принятого угла наклона шпуров . 

Если ширина выработки не позволяет с учётом габаритов бурильной ма-

шины (см. рис. 3.1) обурить рассчитанный вруб, то следует уменьшить глубину 

врубовых шпуров или принять другой тип вруба. При применении бурильных 

установок стрела автоподатчика должна свободно размещаться при заданном 

угле наклона врубовых шпуров между точкой забуривания врубового шпура и 

стенкой выработки. При бурении переносными перфораторами или ручными 

электросвёрлами врубовые шпуры могут буриться в 2-3 приёма комплектом 

штанг различной длины (например: 0,5 м; 1,2 м; 2,0 м). 

3.2.3.2. Прямые врубы 

Из прямых врубов (рис. 1.2) наиболее широкое распространение получили 

следующие конструкции: призматический  симметричный а; щелевой б; спи-

ральный в и двойной спиральный г. 

Прямые врубы представляют собой комбинацию параллельных заряжен-

ных шпуров, взрыв которых работает на компенсационную полость, создавае-

мую холостым шпуром (системой холостых шпуров) или скважиной. Взрыв по-

следующих шпуров расширяет врубовую полость до размеров, достаточных 

для последующей отбойки вспомогательными (отбойными) шпурами с посто-

янной, предельной для конкретных горнотехнических условий линией сопро-

тивления. 

Параметры прямых врубов принимаются в зависимости от конструкции 

вруба, крепости пород, диаметра компенсационной полости (шпура или сква-

жины, их количества). Наиболее ответственными являются первый шпур или 

серия шпуров, взрываемых на компенсационную полость. Поэтому для повы-

шения эффективности взрыва целесообразно в качестве компенсационной по-

лости использовать шпур увеличенного диаметра, систему холостых шпуров 

или скважину.  

Расстояние между компенсационной полостью и первым взрываемым 

шпуром или серией шпуров (пробивное расстояние W1) рекомендуется прини-

мать для шпуров диаметром 42 мм при использовании аммонита № 6 ЖВ в па-

тронах диаметром 32 мм по табл. 1.8. 

При применении другого типа ВВ или другой конструкции заряда пробив-

ное расстояние W1, определенное по табл. 1.7, умножается на поправочный ко-

эффициент, рассчитанный по формуле (1.1). 

Пробивные расстояния W1 учитывают возможное отклонение шпуров от 

заданного направления. С увеличением глубины шпуров растет их отклонение, 

поэтому при глубине шпуров до 2,5 м достаточно принимать диаметр первона-
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чальной компенсационной полости не более 50-60 мм; при шпурах глубиной до 

3 м – 70-105 мм и при шпурах до 4 м – 105-125 мм, что позволит сохранить 

КИШ в пределах 0,85-0,9. 

Пробивные расстояния для шпуров, взрываемых вторыми и последующи-

ми во врубе (W1, W2, W3 и т. д.), принимаются равными 0,8 от ширины 

(наибольшего размера) ранее образованной врубовой полости. 

 

 

Рис. 3.2. Конструкции прямых врубов: 

а – призматический симметричный; б – щелевой; в – спиральный;  

г – двойной спиральный 
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Таблица 3.8 

Пробивные расстояния W1, мм 

Диаметр холостого шпура 

или скважины Dx , мм 
Коэффициент крепости пород f 

2-5 6-7 8-9 10-12 13-15 16-17 18-20 

42 115 100 90 80 60 60 55 

51 125 110 100 90 80 70 65 

56 150 130 110 95 90 85 75 

75 170 150 130 105 100 95 85 

105 190 170 150 120 110 105 95 

125 230 200 170 140 120 110 100 

 

Например, пробивное расстояние для шпуров спирального вруба, взрывае-

мых вторыми, т. е. на обнаженную поверхность, образованную взрывом перво-

го шпура, определяют по данным табл. 3.9 или по зависимости, мм: 

 W2  = 0,8·(W1 + Dx + d), (3.6) 

где W1 – пробивное расстояние для первого шпура (см. табл. 1.7); 

Dx – диаметр компенсационной полости (холостого шпура или скважины); 

d – диаметр заряженных шпуров. 

Пробивные расстояния (W2, W3 и т. д.) для любого типа вруба могут быть 

определены графически путем последовательного построения расширяющейся 

врубовой полости (см. рис. 1.2) в масштабе 1:5. 

Таблица 3.9 

Пробивные расстояния W2, мм 

Диаметр холостого шпура 

или скважины Dx , мм 

Коэффициент крепости пород f 

2-5 6-7 8-9 10-12 13-15 16-17 18-20 

42 170 150 140 130 120 115 110 

51 180 160 150 140 130 120 115 

56 210 180 170 160 150 140 130 

75 260 210 200 185 170 150 140 

105 300 260 240 215 200 185 175 

125 340 300 270 250 230 220 215 

 

Расчёты и построения выполняются до тех пор, пока не образуется врубо-

вая полость размером в пределах от 0,90,9 до 1,21,2 м. Такой размер врубо-

вой полости является достаточным и позволяет в дальнейшем производить от-

бойку породы вспомогательными и оконтуривающими шпурами уже с посто-

янной линией наименьшего сопротивления, которая соответствует предельному 

пробивному расстоянию шпурового заряда при взрывании его на неограничен-

ную свободную поверхность. 
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Предельные пробивные расстояния для вспомогательных и оконтуриваю-

щих шпуров при их диаметре 42 мм, заряженных аммонитом № 6ЖВ в патро-

нах диаметром 32 мм, приведены в табл. 3.10. 

Таблица 3.10 

Предельные пробивные расстояния 

для вспомогательных и оконтуривающих шпуров, мм 

Диаметр шпуров, мм Коэффициент крепости пород f 

2-5 6-7 8-9 10-12 13-15 16-17 18-20 

42 1000-900 800 700 650 600 550 500 

 

Опыт работы и расчёты показывают, что для образования врубовой поло-

сти сечением 0,8-1,4 м
2 

необходимо принять 8-12 шпуров в зависимости от 

диаметра компенсационной полости и коэффициента крепости пород. 

При применении щелевого вруба пробивное расстояние между заряжае-

мыми и холостыми шпурами принимается по данным табл. 1.8. Количество за-

ряжаемых Nз и холостых Nх шпуров в щелевом врубе при их одинаковом диа-

метре определяют по формулам: 

 1
)(2 1





dW

H
N з , (3.7) 

 
)(2 1 dW

H
N х


 , (3.8) 

где H – высота вруба, мм; 

W1 – пробивное расстояние, мм; 

d – диаметр шпуров, мм. 

Щелевой вруб (рис. 3.2, б) высотой 1000 мм с последующим расширением 

полости четырьмя шпурами дает высокие показатели в породах любой крепо-

сти и в выработках любого сечения. Пробивное расстояние W2 для шпуров, 

взрываемых во вторую очередь, принимается равным 500 мм, а расстояние 

между шпурами по вертикали 700–800 мм в породах любой крепости. 

Могут быть приняты другие конструкции прямых врубов, но принцип рас-

чета их параметров будет аналогичен. 

После расчета параметров принятого прямого вруба (пробивных расстоя-

ний и числа шпуров во врубе) определяется площадь вруба по забою выработ-

ки, что необходимо для определения количества остальных шпуров. 

Глубина (длина) холостых и заряжаемых шпуров прямого вруба должна 

приниматься больше на 10 % по сравнению с глубиной вспомогательных и 

оконтуривающих шпуров. 

При ведении взрывных работ на угольных шахтах, опасных по газу или 

пыли, при определении расстояний между смежными шпурами следует при-

держиваться дополнительных требований ЕПБ. 
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Расстояние от заряда ВВ до ближайшей поверхности должно быть не ме-

нее 0,5 м по углю и не менее 0,3 м по породе, в том числе и при взрывании за-

рядов в породном негабарите. В случае применения ВВ VI класса при взрыва-

нии по углю это расстояние допускается уменьшать до 0,3 м. 

Минимально допустимые расстояния между смежными (взрываемыми по-

следовательно) шпуровыми зарядами должны соответствовать данным 

табл. 3.11. 

В породах с f >10 расстояние между смежными шпуровыми зарядами 

должно определяться нормативами, разработанными по согласованию с орга-

низацией-экспертом по безопасности работ. 

Поскольку при применении прямых врубов с незаряжаемыми шпурами 

(см. рис. 3.2) данные требования, как правило, невыполнимы, то в угольных 

шахтах, опасных по газу или пыли, применяются прямые врубы, работающие 

по принципу воронкообразования. 

Таблица 3.11 

Минимально допустимые расстояния 

между смежными шпуровыми зарядами 

Условия  

взрывания 

Класса ВВ  

II III-IV V VI 

По углю 0,6 0,6 0,5 0,4 

По породе:     

при f <7 

при f >10 

0,5 

0,4 

0,45 

0,3 

0,3 

– 

0,25 

– 

 

В породах с коэффициентом крепости f < 6 обычно применяется прямой 

призматический вруб из 4–6 шпуров, которые располагаются по контуру 

окружности или периметру прямоугольника и взрываются одновременно в 

один приём. Расстояние между врубовыми шпурами следует принимать в соот-

ветствии с рекомендациями табл. 3.11. При проведении выработок в более 

крепких породах целесообразно использовать двойной призматический вруб из 

6–8 шпуров с соблюдением тех же требований, которые взрываются короткоза-

медленно и последовательно в два приёма. 

3.2.4. Определение удельного заряда ВВ 

Величина удельного заряда ВВ, т. е. количество ВВ, необходимое для за-

ряжания в шпуры единицы объёма обуренного массива (с учетом эффективного 

разрушения), зависит от крепости пород, сечения выработки, типа ВВ и усло-

вий взрывания (наличия обнажённой поверхности, структуры породы, плотно-

сти ВВ при заряжании, типа вруба). 

Удельный заряд при врубах с наклонными шпурами рекомендуется 

определять по видоизменённой формуле Н. М. Покровского: 

 ,/1,0 1 еvffq   (3.9) 
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где q – удельный заряд ВВ, кг/м
3
; 

f – коэффициент крепости по М. М. Протодьяконову. В породах с f > 16 в 

формуле (3.9) принимать 0,08 вместо 0,1; 

f1 – коэффициент структуры породы; 

v – коэффициент зажима породы, зависящий от площади поперечного се-

чения выработки и количества обнажённых поверхностей; 

e – коэффициент взрывной эффективности заряда ВВ. 

Коэффициент относительной эффективности заряда ВВ определяется из 

выражения 

 ,
ид.э

ид

эQ

Q
e




  (3.10) 

где Qид, Qид.э – идеальная работа взрыва принятого и эталонного ВВ, кДж/кг; 

ρ, ρэ – плотность заряда принятого и эталонного ВВ, кг/м
3
. 

Необходимые данные для расчета величины e принимают из табл. 3.2. При 

средней плотности заряда ВВ значение коэффициента взрывной эффективности 

можно принять из этой же таблицы. В качестве эталонного ВВ в формуле (3.10) 

и в табл. 3.2 принят аммонит № 6ЖВ. 

Значение коэффициента структуры породы f1 принимается из табл. 3.12. 

Таблица 3.12 

Коэффициент структуры породы f 1 

Характеристика пород 
Категория 

пород 

Коэффициент структуры  

породы f1 

Монолитные, крепкие, вязкие, упругие I 1,6 

Трещиноватые, крепкие II 1,2-1,4 

Массивно-хрупкие III 1,1 

Сильнотрещиноватые, мелкослоистые, 

большинство пород угольных бассейнов 
IV 0,8-0,9 

 

Коэффициент зажима породы при одной обнаженной поверхности в забоях 

горизонтальных и наклонных выработок определяется из выражения 

 
вч

5,6

S
v 

, (3.11) 

где Sвч – площадь поперечного сечения вчерне, м
2
. 

При двух обнаженных поверхностях коэффициент зажима принимается в 

пределах v = 1,1–1,4 (меньшие значения – для больших сечений выработок). 

При щелевом врубе на полную высоту выработки для определения 

удельного заряда для шпуров по забою, кроме врубовых, в формуле (3.9) следу-

ет принимать коэффициент зажима породы v = 1,4. 
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Прямые (дробящие) врубы требуют повышенного удельного заряда ВВ. 

По формуле (3.9) при применении прямых врубов определяют удельный заряд 

только для вспомогательных и оконтуривающих шпуров с коэффициентом за-

жима породы v = 1,1–1,4. 

3.2.5. Выбор диаметра шпура 

Диаметр шпуров выбирается в зависимости от стандартного диаметра па-

трона принятого типа ВВ. В табл. 1.2 указаны стандартные диаметры патронов 

промышленных ВВ. При выпуске ВВ в патронах различных диаметров следует 

принимать диаметр патрона с учётом сечения выработки и типа буровой техни-

ки. При использовании мощных бурильных машин и при больших сечениях 

выработки принимают патроны с большим диаметром или механизированное 

заряжание гранулированными ВВ. 

При применении метода контурного взрывания в оконтуривающих шпурах 

следует уменьшить линейную плотность заряжания. С этой целью рекоменду-

ется применять, например, специальные патроны типа ЗКВК из аммонита № 

6ЖВ диаметром 26 мм длиной 360 мм в полиэтиленовых оболочках. Эти па-

троны имеют соединительные муфты с лепестками, позволяющими стыковать 

их и центрировать по оси шпура с созданием воздушного промежутка между 

патронами и стенками шпура. 

Диаметр шпуров при использовании патронированных ВВ принимается не 

менее чем на 5 мм больше диаметра патрона. При применении машин ударно-

го-поворотного и вращательного-ударного бурения и патронированных ВВ 

диаметр шпуров обычно составляет 38–42 мм. При механизированном заряжа-

нии шпуров гранулированными ВВ в горнорудной промышленности диаметр 

шпуров принимается в пределах от 38 до 52 мм в зависимости от сечения выра-

ботки, детонационной способности ВВ и взрываемости пород. 

При бурении по углю и породам угольной формации используются шпуры 

диаметром 37–46 мм. 

3.2.6. Определение количества шпуров 

Количество шпуров в забое зависит от физико-механических свойств по-

род, поперечного сечения выработки, параметров зарядов и типа принятого 

вруба. 

Количество шпуров на забой при врубах с наклонными шпурами 

определяют по формуле проф. Н. М. Покровского 

 N = q·Sвч /γ, (3.12) 

где q – удельный заряд ВВ, определяемый по формуле (1.9), кг/м
3
; 

Sвч – площадь сечения выработки вчерне, м
2
; 

γ – весовое количество ВВ (вместимость), приходящееся на 1 м 

шпура, кг/м. 

 γ = 3,14 d 
2
α/4, (3.13) 



 

42 

 

где d – диаметр заряда (патрона ВВ или шпура), м; 

ρ – плотность ВВ в заряде, кг/м
3
; 

α – коэффициент заполнения шпуров. 

При ручном заряжании без уплотнения ВВ в шпуре используется параметр 

«диаметр патрона», а параметр «диаметр шпура» – при уплотнении патронов 

вручную с разрезанием оболочки или при механизированном заряжании. 

При разрезании оболочки патронов плотность ВВ в шпуре принимается 

равной 0,9 от плотности ВВ в патроне (см. табл. 3.2). При механизированном 

заряжании шпуров гранулированными ВВ плотность ВВ в шпуре составляет 

1150–1200 кг/м
3
. 

Коэффициент заполнения шпуров в выработках шахт, не опасных по взры-

ву газа или пыли, проходимых в крепких породах, принимается максимальным 

(0,7-0,9). 

В выработках шахт, опасных по газу или пыли и в породах с f = 2-8 – ко-

эффициент заполнения принимается 0,35-0,55; в более крепких породах – 0,5-

0,6. При этом при ведении взрывных работ на угольных шахтах, опасных по 

взрыву газа или пыли, величина забойки должна быть не менее 0,5 м. 

Во всех случаях с увеличением длины шпуров коэффициент заполнения 

шпуров увеличивается. 

Полученное по формуле (3.12) количество шпуров является ориентировоч-

ным (см. табл. 3.13) и может быть изменено при необходимости на 10–15 %. 

Окончательно число шпуров принимается после вычерчивания схемы располо-

жения шпуров в сечении выработки (рекомендуемый масштаб – 1:50-1:20), и 

только затем возобновляется расчёт. 

Таблица 3.13 

Ориентировочное количество шпуров на забой в зависимости 

от коэффициента крепости пород и сечения выработок 

Коэффициент крепости 

 пород f 

Сечение выработки вчерне, м
2
 

4 6 8 10 12 14 16 

2-4 8-11 12-16 17-21 22-27 28-33 34-38 35-42 

5-7 12-16 17-21 22-27 28-33 34-38 39-42 43-46 

8-10 16-20 21-26 27-32 33-37 38-42 42-46 47-50 

12-14 20-24 26-30 32-36 37-42 42-46 46-50 50-54 

более 14 26-28 32-36 36-40 44-48 48-52 52-54 56-60 

 

При вычерчивании схемы расположения шпуров при любом типе вруба 

среднее расстояние между рядами вспомогательных шпуров, между вспомога-

тельными и оконтуривающими и между шпурами в рядах должно быть при-

мерно одинаковым и приниматься в соответствии с рекомендациями табл. 1.10 

или определяться из выражения 

 
вр

врвч

NN

SS
a




 , (3.14) 
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где Sвч – площадь сечения выработки вчерне, м
2
; 

Sвр – площадь сечения врубовой полости (для вертикального клинового 

вруба принимается равной половине площади прямоугольника, образованного 

устьями врубовых шпуров на плоскости забоя), м
2
; 

N, Nвр – общее число на забой и число врубовых шпуров. 

Оконтуривающие шпуры располагают с наклоном 85–87
о
 к плоскости за-

боя с таким расчетом, чтобы их концы вышли за проектный контур сечения вы-

работки вчерне только за линией уходки. Забуриваются оконтуривающие шпу-

ры на минимальном расстоянии (150–200 мм) от проектного контура выработки 

с учётом принятой буровой техники. 

При применении прямых врубов количество шпуров определяется по 

формуле 

 N = Nвр + q·(Sвч–Sвр)/γ, (3.15) 

где Nвр – количество врубовых шпуров (см. раздел 1.2.3.2); 

Sвр – площадь поперечного сечения прямого вруба, м
2
. 

При контурном взрывании число оконтуривающих шпуров необходимо 

увеличивать. При этом параметры зарядов в оконтуривающих шпурах (удель-

ный заряд, расстояние между шпурами и др.) рассчитываются по специальным 

методикам ([3] и др.). 

3.2.7. Определение расхода взрывчатых материалов 

Количество ВВ (кг) на цикл при врубах с наклонными шпурами 

 Q = q ·Sвч · lшп, (3.16) 

где lшп – глубина заходки, равная глубине вспомогательных и оконтуривающих 

шпуров, м. 

Средняя величина заряда (кг) на один шпур 

 q′ср = Q / N. (3.17) 

Количество ВВ (кг) на цикл при врубах с прямыми шпурами (кг) 

 Q = Qвр + q ·(Sвч  – Sвр) · lшп, (3.18) 

где Qвр – количество ВВ во врубовых шпурах, принимается как сумма зарядов 

врубовых шпуров. Величина заряда (кг) во врубовый шпур принимается 

 q′вр = 0,785 · d 
2
 · ρ · α · lвр, (3.19) 

где d – диаметр патрона ВВ или шпура, в зависимости от способа заряжания, м; 

ρ – плотность ВВ в заряде, кг/м
3
; 

α – коэффициент заполнения врубового шпура, 0,7-0,95 (в зависимости от 

длины шпуров и крепости пород); 
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lвр – длина врубовых шпуров, м (принимается на 10 % больше длины вспо-

могательных и оконтуривающих шпуров). 

Средняя величина заряда (кг) на один вспомогательный и оконтуриваю-

щий шпур при прямых врубах 

 
вр

шпврвч

ср

)(

NN

lSSq
q




//

. (3.20) 

При распределении ВВ по шпурам величину заряда во врубовые шпуры 

при наклонных врубах следует принимать на 10-20 % больше средней вели-

чины q′ср (кг) 

 q
*
вр = (1,1 ÷1,2) q′ср. (3.21) 

В оконтуривающих шпурах, кроме почвенных, при любых типах врубов 

величину заряда следует уменьшать на 10-20 % по сравнению со средней вели-

чиной q′ср (кг) 

 q
*
ок = (0,9 ÷ 0,8) q′ср.  (3.22) 

Обычно в практике взрывных работ величина заряда во вспомогательных 

шпурах принимается равной средней величине заряда в шпурах q′ср: 

 q
*
всп = q′ср. (3.23) 

Полученные величины зарядов во врубовых, вспомогательных и оконту-

ривающих шпурах при ручном заряжании патронированными ВВ принимают 

кратными массе патронов ВВ. 

При механизированном заряжании заряд ВВ в шпуре состоит из патрона-

боевика (0,2 или 0,25 кг) и собственно заряда гранулированного ВВ, масса ко-

торого принимается кратной 0,1 кг. 

После определения величин зарядов ВВ  в шпурах каждой группы следует 

проверить возможность размещения их в шпурах, учитывая длину и массу па-

тронов, а также линейную плотность заряжания при применении гранулиро-

ванных ВВ. 

Фактический расход ВВ (кг) на цикл 

 Qф = ∑ q
*
вр + ∑ q

*
всп + ∑ q

*
ок.  (3.24) 

Расход ВВ (кг) на погонный метр выработки 

 Qм = Qф / (lшп η) , (3.25) 

где η – КИШ (принимается равным 0,85-0,95 в зависимости от крепости пород). 

Объём горной массы за взрыв 

 Qгм = Sпр lшп η, (3.26) 
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где Sпр = Sвч·КИС – сечение выработки в проходке, м
2
, которое следует опреде-

лять в соответствии с рекомендациями таблицы 3.14. 

Удельный расход ВВ (кг) на 1 м
3
 взорванной породы 

 qp = Qф / Qгм. (3.27) 

Таблица 3.14 

Допустимое нормативное увеличение (в %) поперечного сечения 

горизонтальных горных выработок при проходке буровзрывным способом 

Поперечное сечение горных 

выработок вчерне (по проекту), м
2
 

Коэффициент крепости пород f 

1–2 2–9 10–20 

до 8 5* 10 12 

от 8 до 15 4 8 10 

более 15 3 5 7 

*Коэффициент излишка сечения: КИС = 1 +  = 1 + 5/100 = 1,05. 

 

Расход ЭД, КД (систем неэлектрического взрывания) определяется по чис-

лу взрываемых зарядов. 

Расход ЭД, КД на 1 метр выработки: 

 Nм = Nкд /(lшп η). (3.28) 

Удельный расход ЭД, КД на 1 м
3
 взорванной породы: 

 Np = Nкд /(Sпр lшп η). (3.29) 

Заводы-изготовители производят неэлектрические системы инициирова-

ния с длинами волноводов, определяемыми заказами потребителей. 

Длина УВТ ориентировочно определяется по формуле: 

 Lувm = lшт +В / 4 + 0,5, (3.30) 

где В – ширина выработки, м; 

0,5 –длина УВТ для сборки пучков, м. 

3.3 РАСЧЕТ ЭЛЕКТРОВЗРЫВНОЙ СЕТИ 

При расчете электровзрывной сети определяют её сопротивление и сопро-

тивление её отдельных ветвей. Для проверки обеспечения безотказности взры-

вания всех электродетонаторов, включённых в сеть, при известном напряжении 

(принятом источнике тока) выполняется проверочный расчет, при котором 

определяют общую величину тока в сети и величину тока, поступающего в 

каждый электродетонатор. 

Если необходимо выбрать источник тока, определяют общее сопротивле-

ние сети и минимальную силу тока в цепи, обеспечивающую безотказное взры-
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вание всех электродетонаторов, после чего находят необходимое напряжение и 

подбирают источник тока (табл. 3.15). 

Сопротивление магистральных и соединительных проводов, а также 

участковых, если они имеются при конкретной схеме взрывания, принимается 

по табличным данным или вычисляется по формуле 

 R = ρ (l/S), (3.31) 

где R – сопротивление проводов, Ом; 

ρ – удельное сопротивление материала проводов, которое принимается для 

медных проводов 0,0172·10
-6

, для алюминиевых 0,0286·10
-6 

 и для стальных 

0,12·10
-6

 Ом·м; 

l – длина проводов, м. Длину проводов принимают на 10 % больше расчёт-

ной, учитывая изгибы и сростки; 

S – сечение проводов, м
2
. 

Сопротивление электродетонаторов при расчёте сети принимается по таб-

личным данным с учётом длины выводных проводов (см. табл. 1.3). Сопротив-

ление электродетонаторов нормальной чувствительности в зависимости от 

длины выводных медных проводов с диаметром жилы 0,5 мм составляет от 1,8 

до 3,6 Ом. При расчёте величину сопротивления электродетонаторов нормаль-

ной чувствительности обычно принимают равной 3 Ом. 

Таблица 3.15 

Взрывные приборы и машинки 

Наименование 

прибора 

(исполнение) 

Напря-

жение, 

В 

Масса, 

кг 

Максимальное 

сопротивление 

электровзрывной 

сети, Ом 

Назначение  

и область  

применения 

Конденсаторный 

взрывной прибор 

КВП-1/100М (РВ) 

КВП-2/200М (РН) 

 

 

600 

1700 

 

 

2 

2,5 

 

 

320 

1700 

Взрывание ЭД нормаль-

ной чувствительности на 

поверхности и в шахтах, 

опасных и не опасных по 

взрыву газа или пыли 

Конденсаторный 

взрывной прибор 

ПИВ-100М (РВ) 

 

 

610 

 

 

2,7 

 

 

320 

Конденсаторная 

взрывная машинка 

КПМ-3 (РН) 

 

 

1600 

 

 

3,0 

 

 

200 

Взрывание ЭД нормаль-

ной чувствительности на 

поверхности и в шахтах, 

не опасных по взрыву 

газа или пыли 

 

При электрическом способе взрывания в каждый электродетонатор нор-

мальной чувствительности должен поступать постоянный гарантийный ток си-

лой не менее Iгар = 1 А при числе ЭД до 100 штук и не менее Iгар = 1,3 А при 

числе ЭД более 100 штук, или переменный ток силой не менее Iгар = 2,5 А. 
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Для электродетонаторов пониженной чувствительности к блуждающим 

токам (ЭД-1-8-Т, ЭД-1-З-Т) гарантийный ток следует принимать не менее 5 А. 

Проверочный расчёт электровзрывной сети производится по следующим 

формулам в зависимости от схемы соединения: 

а) при последовательном соединении 

 
rnR

E
I


 ,    i = I ≥ Iгар,  (3.32) 

б) при параллельном соединении 

 
nrR

E
I

/
 ,    i = I/n ≥ Iгар,  (3.33) 

в) при смешанном последовательно-параллельном соединении 

 
mrnR

E
I

/
 ,    i = I/m ≥ Iгар, (3.34) 

г) при смешанном параллельно-последовательном соединении 

 
nrmR

E
I

/
 ,    i = I/m ≥ Iгар, (3.35) 

где I – сила тока в электровзрывной сети, А; 

E – электродвижущая сила источника тока или напряжение на клеммах, В; 

R – сопротивление всех проводов (магистральных, соединительных, участ-

ковых) и внутреннее сопротивление источника, Ом; 

n – число последовательно соединённых электродетонаторов в сети или 

группе; 

m – число параллельно включённых групп электродетонаторов при сме-

шанном соединении; 

i – сила тока, поступающего в каждый электродетонатор, А; 

Iгар – гарантийная сила тока, необходимая для безотказного взрывания 

электродетонаторов, А; 

r – сопротивление электродетонатора, Ом. 

При проведении горизонтальных выработок обычно применяется последо-

вательная схема соединения электродетонаторов во взрывной сети. В этом слу-

чае общее сопротивление взрывной сети можно определить по формуле: 

 Rобщ = rn + rcLc + rмLм , (3.36) 

где rс, rм – сопротивление соответственно 1 м соединительных и магистральных 

проводов, Ом (принимается по данным табл. 3.16 или рассчитывается по фор-

муле (3.31)); 

Lс, Lм – длина соответственно соединительных и магистральных проводов, м. 
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Таблица 3.16 

Характеристики проводов для электровзрывания 

Обозначение Назначение Диаметр  

жилы, мм 

Площадь 

 сечения, мм
2
 

Сопротивление  

1 м провода, Ом/м 

ВП-05 соединительные 0,5 0,196 0,090 

ВП-08 магистральные 0,8 0,502 0,034 

ВП-07х2 магистральные 0,7х2 0,769 0,024 

 

 

Магистральные провода (постоянная взрывная магистраль) подключаются 

обычно на расстоянии не ближе 30 м от забоя и могут отставать от места взры-

ва не более чем на 100 м. Место укрытия взрывника при проходке горизонталь-

ных выработок должно находиться не ближе 150 м от забоя. Электровзрывная 

сеть должна быть двухпроводной. 

В шахтах (рудниках), опасных по газу или пыли, должны применяться 

электродетонаторы только с медными проводами. Это требование также рас-

пространяется на соединительные и магистральные провода (кабели) электро-

взрывной сети. 

Если проверочный расчет показывает неприменимость последовательной 

схемы соединения электродетонаторов (ввиду того, что i < Iгар), следует прини-

мать последовательно-параллельную схему соединения. Тогда число последо-

вательно включённых электродетонаторов в сети или группе и число групп, 

включённых параллельно, определяют по формулам 

 
RI

E
n




гар2
, (3.37) 
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m




гар2
. (3.38) 

Если общее число электродетонаторов, подлежащих взрыванию, равно 

M = n·m, то, определив один из множителей, вычисляют другой. 

3.4 ВЫБОР БУРОВОГО ОБОРУДОВАНИЯ 

Тип бурильной машины выбирается в зависимости от коэффициента кре-

пости горных пород, глубины шпуров и необходимой производительности ма-

шины при выполняемом объёме буровых работ. 

Бурение шпуров производится ручными, колонковыми электро- и пневмо-

свёрлами, переносными перфораторами и бурильными установками. 

Выбор типа бурильной машины и установочного приспособления в зави-

симости от крепости пород ориентировочно можно производить по табл. 3.1.  
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Ручные электросвёрла ЭР14Д-2М, ЭР18Д-2М, СЭР-19М применяются для 

бурения шпуров диаметром 36-44 мм и глубиной до 3 м по углю и породам с 

коэффициентом крепости до 4. 

При бурении по крепким углям и породам средней крепости применяются 

электросвёрла ЭРП18Д-2М и СРП-1 с принудительной подачей. 

Ручные пневматические свёрла СР-3, СР-3М, СПР-8 применяются на шах-

тах, опасных по газу или пыли, для бурения шпуров диаметром 36 мм и глуби-

ной до 3 м при проведении выработок по углю и породам с коэффициентом 

крепости до 4. Сверло СГ-3Б с применением пневмоподдержки применяются 

для бурения шпуров в породах с коэффициентом крепости до 6. 

 

При проведении горизонтальных и наклонных выработок при бурении 

шпуров диаметром 40-46 мм и глубиной до 5 м в крепких и средней крепости с 

коэффициентом более 5 применяют переносные перфораторы ПП36В, ПП54В, 

ПП54ВБ, ПП63В, ПП63ВБ, ПП63П, ПП63С, ПП63СВП массой 24-33 кг с энер-

гией удара от 36 до 63 Дж. Обычно глубина шпуров при бурении переносными 

перфораторами составляет 1,5-2,5 м. 

Таблица 3.17 

Область применения бурильных машин 

и установочных приспособлений 

Коэффициент  

крепости пород 

Тип бурильных машин и установочных  

приспособлений 

1,5–3 
Ручные электросвёрла и пневмосвёрла, лёгкие перфораторы на 

пневмоподдержках 

4–6 

Бурильные установки вращательного действия, перфораторы лёг-

кого и среднего веса на пневмоподдержках, колонковые или длин-

ноходовые электросвёрла на манипуляторах 

7–9 

Бурильные установки вращательно-ударного действия, перфорато-

ры среднего веса и тяжёлые на пневмоподдержках, колонковые 

или длинноходовые электросвёрла на манипуляторах 

10–20 

Бурильные установки вращательно-ударного действия, тяжёлые 

перфораторы на пневмоподдержках, колонковые перфораторы на 

распорных колонках или манипуляторах 

 

Телескопные перфораторы ПТ-29М, ПТ36М, ПТ38, ПТ48 применяются 

при проведении восстающих выработок и для бурения шпуров в крепких поро-

дах под анкерную (штанговую) крепь. 

Для облегчения труда бурильщиков и повышения скорости бурения при-

меняются колонковые электросвёрла, электросвёрла на манипуляторах и ко-

лонковые перфораторы. 

Колонковые электросвёрла применяются при бурении шпуров диаметром 

36-50 мм в породах с коэффициентом крепости 5-10. Промышленностью вы-

пускаются колонковые электросвёрла ЭБГП-1, ЭБГП-2У5, которые устанавли-

ваются на распорных колонках или на манипуляторах бурильных установок. 
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Съёмные бурильные машины типа БУЭ вращательного действия приме-

няют на бурильных установках при бурении шпуров диаметром 42 мм, длиной 

до 3 м в породах с f <8. 

Колонковые перфораторы, более мощные чем ручные, применяются для 

бурения шпуров с колонок, манипуляторов и буровых кареток при проведении 

выработок в крепких и очень крепких породах. 

В горнодобывающей промышленности применяют колонковые перфора-

торы ПК-50, ПК-65, ПК-75, ПК-120, ПК-150. Применение колонковых перфо-

раторов и электросвёрл на распорных колонках при проходке выработок огра-

ничено из-за значительных затрат времени на монтаж, демонтаж и переуста-

новку колонок. Поэтому чистое время бурения составляет 20-35 % от общих за-

трат времени на бурения шпуров. 

Механизированное бурение шпуров производят бурильными установками 

(каретками) и навесным оборудованием, смонтированным на погрузочных ма-

шинах. 

Отечественной промышленностью выпускаются бурильные установки (ка-

ретки) вращательного бурения с колонковыми электросверлами БУЭ-1м, БУЭ-

2, вращательно-ударного и ударно-поворотного бурения БУ-1, БУР-2, СБУ-2м, 

СБУ-2К, УБШ. 

В угольной промышленности наибольшее распространение получили 

установки БУ-1, БУР-2, БУЭ-1 и БУЭ-2. С использованием этих установок про-

водят около 50 % выработок. 

Установки вращательного бурения применяют при проведении выработок 

в породах с f < 8; ударно вращательного действия с машинами БГА-1 в породах 

с f = 6-10, с машинами БГА-1М, БГА-2М в породах с f = 10-14; ударно-

поворотного действия в породах с f = 10-20. 

Технические характеристики бурильных установок приведены в табл. 3.2 – 

3.3. 

При определении бурильного оборудования следует принимать один пер-

форатор (сверло) не менее чем на 2 м
2
 площади забоя горизонтальной или 

наклонной выработки; на каждые три рабочие машины одну резервную. 

Одну бурильную установку принимают не менее чем на 9 м
2
 площади за-

боя горизонтальной выработки. На каждую работающую в забое установку – 

рабочий и резервный комплекты инструмента. 

Таблица 3.18 

Характеристики отечественных бурильных установок для бурения шпуров 

при проходке горизонтальных выработок 

Характеристики Тип бурильной установки 

УБШ-204 

(БУЭ-1М) 

УБШ-

214А 

УБШ-308У 

(1СБУ-2) 

УБШ-303 

(1БУР-2) 

УБШ-254 УБШ-

332Д 

Коэффициент крепо-

сти пород f 
4-8 4-16 8-14 4-16 8-14 8-14 

Диаметр шпуров, мм 42 42-52 42-52 42-52 42-52 42-52 

Длина шпуров, м 2,75 2,75 2,8 2,8 2,4 3,0 
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Зона бурения, м
2
 6-12 4,2-12 до 20 до 20 до 12 8-22 

Бурильная 

машина 

тип 
БУЭ 

М2 

(БГА-2М) 

М2 

(БГА-2М) 

М2 

(БГА-2М) 

«Норит-1» 

(гидравл.) 

М2 

(БГА-2М) 

кол-во 1 1 2 2 1 2 

Тип платформы рельс. рельс. гусен. рельс. гусен. пневм. 

Размеры (м)  

в транспортном  

положении: длина 

ширина 

высота 

 

 

8,2 

1,3 

0,9 

 

 

6,0 

1,0 

1,5 

 

 

7,8 

1,6 

1,7 

 

 

7,1 

1,15 

1,65 

 

 

7,2 

1,4 

1,8 

 

 

11,0 

1,75 

2,3 

Масса, т 5,4 4 8,6 5 7,2 12 

Таблица 3.9 

Характеристики зарубежных бурильных установок для бурения шпуров 

при проходке горизонтальных выработок 

Характеристики Тип бурильной установки 

Minimatic 

205-40 

Mini 

206-60 

Paramatic 

305-60 

Rocket Bomer 

104S  

Rocket Bomer 

282S  

Коэффициент крепости 

пород f 
8-20 8-20 8-20 8-20 8-20 

Диаметр шпуров, мм 32-50 32-50 32-50 32-50 32-50 

Длина шпуров, м 3,4 3,4 3,4 4,0 4,0 

Высота обуривания, м  6,0 6,4 7,1 4,7 6,3 

Ширина обуривания, м 8,8 9,8 10,4 4,7 8,7 

Зона бурения, м
2
 8-49 8-60 12-68 до 20 до 45 

Бурильная 

машина 

тип HL 

510S-45 

гидравл. 

HL 

510S-45 

гидравл. 

HL 

510S-45 

гидравл. 

COP 

1838 ME 

пневмат. 

COP 

1838 ME 

пневмат. 

кол-во 2 2 3 1 2 

Тип платформы пневм. пневм. пневм. пневм. пневм. 

Размеры (м) в транс-

портном положении: 

длина 

ширина 

высота 

 

 

12,3 

1,98 

2,35 

 

 

12,7 

2,24 

2,35 

 

 

5,3 

2,5 

2,8 

 

 

9,8 

2,0 

2,6 

 

 

12,1 

2,0 

3,1 

Масса, т 19 20 36 14 18 

 

При применении бурильных установок глубина шпуров изменяется от 2 до 

3,75 м. В этом случае необходимо использование прямых врубов, так как обу-

ривание вертикального клинового вруба в большинстве случаев технически не-

осуществимо из-за невозможности соблюдения требуемого угла наклона вру-

бовых шпуров. 

При ручном бурении шпуров площадь забоя, приходящаяся на одну бу-

рильную машину, изменяется в широких пределах – от 2 до 5 м
2
. 
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3.5. СОСТАВЛЕНИЕ ПАСПОРТА БУРОВЗРЫВНЫХ РАБОТ 

На основании выполненных расчетов составляется паспорт буровзрывных 

работ, который включает в себя: характеристику выработки; характеристику 

пород; схему расположения шпуров в трёх проекциях; наименования ВМ; спо-

соб взрывания; данные о способе заряжания, числе шпуров, их глубине и диа-

метре, массе и конструкции зарядов, последовательности и количестве приёмов 

взрывания зарядов, материале забойке и её длине, длинах ударно-волновых 

трубок систем неэлектрического взрывания; схему монтажа взрывной (электро-

взрывной) сети с указанием длины (сопротивления), замедлений, схемы и вре-

мени проветривания забоя. 

Дополнительно указывается величина радиуса опасной зоны, места укры-

тий взрывника и рабочих, установки постов охраны и предупредительных зна-

ков. 

В шахтах, опасных по взрыву газа или пыли, в паспорте должны быть ука-

заны количество и схема расположения специальных средств по предотвраще-

нию взрывов газа (пыли), а также режим взрывных работ. 

 

 

Пример оформления графической части: 
 

Паспорт 
буровзрывных работ на проведение 
_______________________________ 

(наименование выработки) 
 

1. Характеристика выработки 
1.1. Форма сечения выработки ____________________________________ 
1.2. Площадь поперечного сечения выработки вчерне, м

2
 _____________ 

1.3. Размеры сечения выработки - высота, м _________ 
- ширина, м _________ 

1.4. Категория шахты по газу или пыли ____________________________ 
2. Характеристика пород 

2.1. Наименование пород _________________________________________ 
2.2. Коэффициент крепости пород по шкале М. М. Протодьяконова _____ 
2.3. Трещиноватость пород _______________________________________ 
2.4. Обводнённость пород ________________________________________ 

3. Исходные данные 
3.1. Наименование ВВ и средств инициирования _____________________ 
3.2. Способ взрывания ___________________________________________ 

3.3. Диаметры  - шпуров, мм ______ 
- патронов, мм _____ 

3.4. Тип вруба _________________________________________________ 
3.5. Материал забойки ___________________________________________ 
3.6. Схема соединения электродетонаторов _________________________ 
3.7. Источник электрического тока ________________________________ 
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4. Расчётные данные по шпурам 
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Примечания 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

          

 

 

5. Схема расположения шпуров 

Схема расположения вычерчивается в масштабе 1:50 или 1:20 в трёх про-

екциях (см. Приложение 3). При применении прямых врубов дополнительно в 

масштабе 1:20 или 1:10 приводится схема вруба. 

 

6. Конструкции зарядов  

В схемах конструкций врубовых, вспомогательных (отбойных) и оконту-

ривающих зарядов указывается место установки патронов-боевиков, количе-

ство патронов, длина заряда и забойки. 
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7. Основные показатели буровзрывных работ 

 
№ 

п/п 

Показатели Единица 

измерения 

Количество 

1 Коэффициент использования шпуров -  

2 Подвигание забоя за взрыв -  

3 Объём горной массы за взрыв м
3
  

4 Количество шпуров на цикл шт.  

5 Количество шпурометров на цикл м  

6 Количество шпурометров 

 на 1 погонный метр выработки 
м шп./м 

 

7 Количество шпурометров 

 на 1 м
3
 взорванной породы 

м шп./м
3
 

 

8 Расход ВВ на цикл кг  

9 Расход ВВ на 1 метр выработки кг/м  

10 Расход ВВ на 1 м
3
 взорванной породы  кг/м

3
  

11 Расход средств инициирования  

на цикл:  

ЭД 

КД (СИНВ-Ш) 

детонирующего шнура 

 

шт. 

шт. 

м 

 

12 Расход средств инициирования  

на 1 метр выработки: 

ЭД 

КД (СИНВ-Ш) 

детонирующего 

шнура 

 

 

шт. 

шт. 

м 

 

 

8. Меры безопасности 

8.1. Место укрытия взрывника и рабочих на момент взрыва____________ 

8.2. Место выставления постов____________________________________ 

8.3. Время проветривания после взрыва_____________________________ 

8.4. Мероприятия по подавлению пыли_____________________________ 

8.5. Другие дополнительные меры безопасности_____________________ 
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Схема расположения шпуров 

М 1:20 (50) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Конструкции зарядов 

 

 

 

 

 

 

а – врубовые шпуры; 

б – вспомогательные (отбойные) и оконтуривающие шпуры; 

1 – патрон-боевик (аммонит № 6ЖВ); 

2 – патроны ВВ (аммонит № 6ЖВ); 

3 – забойка (песчано-глиняная, водяная) 

Примечание. В шахтах, не опасных по взрыву газа или пыли, допускается взрывание зарядов 

без забойки (устанавливается руководителем предприятия и указывается в паспорте БВР). 
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Формы поперечного сечения горизонтальных выработок 

 

 

 

 

 

 

h0 = B / 3; 

h1 = B – h0; 

R = 0,694 B; 

R = 0,262 B. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21

2
arctg

BB

H


  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. П4.1. Формы поперечного сечения горизонтальных выработок: 

а – сводчатая с трёхциркульным (коробовым) сводом; 

б – трапецевидная; 

в – арочная с полуциркульным сводом 
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Формулы для вычисления площади поперечного сечения и периметра вы-

работок: 

 
Форма поперечного сечения  

выработки 

Площадь поперечного сечения Периметр 

Сводчатая с коробовым 

сводом 
 B,hB  260

1
 B,h  3322

1
 

Трапециевидная H
BB




2
21  

αcos

2
21

H
BB   

Арочная с полуциркульным 

сводом 
 B,hB  390

1
 B,h  5722

1
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ВВЕДЕНИЕ 

Самостоятельная работа студента является важнейшей составной частью 

образовательной программы подготовки дипломированного специалиста. В 

соответствии с Государственным образовательным стандартом высшего 

профессионального образования объем учебной нагрузки студента составляет 

144 часов или 4 зачетных единиц.  

По курсу «Технология и безопасность взрывных работ» обязательная 

самостоятельная работа студента осуществляется в следующих направлениях –  

освоение материалов по отдельным темам, входящим в Рабочую учебную 

программу дисциплины; подготовка, оформление, защита практико-

ориентированных заданий; подготовка и защита контрольной работы. 

Дополнительная самостоятельная работа связана с углубленным изучением 

отдельных разделов курса на основе научно-исследовательской работы 

студента (НИРС). 

Данное учебно-методическое пособие предназначено для организации 

самостоятельной работы студентов – освоения отдельных тем дисциплины. 
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1. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ОРГАНИЗАЦИИ 

САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТА 

 

В следующем разделе пособия приведена развернутая программа 

дисциплины «Технология и безопасность взрывных работ». Она содержит 

названия 30 основных тем с указанием основных вопросов и разделов каждой 

темы. Каждая тема является основой вопросов в экзаменационном билете. При 

чтении лекций по курсу преподаватель указывает те темы дисциплины, 

которые выносятся на самостоятельную проработку студентами. Причем в 

экзаменационный билет может включаться один из вопросов по такой теме. 

Основной объем информации по каждой теме содержится в учебнике по курсу 

[1].  

При освоении указанных ниже тем рекомендуется следующий порядок 

самостоятельной работы студента:  

1. Ознакомьтесь со структурой темы.  

2. По учебнику [1] освойте каждый структурный элемент темы. Во всех 

темах указаны разделы и страницы учебника, содержащие данный материал.  

3. При необходимости используйте указанную дополнительную 

литературу. Консультацию по использованию дополнительной литературы Вы 

можете получить у преподавателя.  

4. Ответьте на контрольные вопросы. При затруднениях в ответах на 

вопросы вернитесь к изучению рекомендованной литературы.  

5. Законспектируйте материал. При этом конспект может быть написан в 

виде ответов на контрольные вопросы.  

 

При самостоятельной работе над указанными темами рекомендуется 

вести записи в конспектах, формируемых на лекционных занятиях по курсу, и в 

том порядке, в котором данные темы следуют по учебной программе.  
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2. СОДЕРЖАНИЕ КУРСА, КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

Тема 1. Краткая история развития взрывных работ.  

Значение взрывных работ в горнодобывающей промышленности и в 

строительстве. История развития взрывных работ.  

Литература: [1] 

Контрольные вопросы: 

1. Охарактеризуйте основные вехи развития взрывных работ. 

2. Опишите первую технологию ведения взрывных работ в горном деле. 

3. Назовите первое нитроглицериновое взрывчатое вещество. 

4. Опишите историю развития средств инициирования. 

 

Тема 2. Современные виды взрывных работ. 

Современные виды взрывных работ в промышленности. Основные виды 

взрывных работ. Специальные виды взрывных работ. 

Литература: [1] 

Контрольные вопросы: 

1. Назовите современные виды взрывных работ. 

2. Назовите современные виды специальных взрывных работ. 

 

Тема 2. Способы бурения шпуров и скважин. 

Классификация способов бурения шпуров и скважин. Механическое 

бурение и его виды. Термическое бурение и его виды. Специальные виды 

бурения шпуров и скважин. 

Литература: [1, 5] 

Контрольные вопросы: 

1. Приведите классификацию способов бурения шпуров и скважин. 

2. Опишите суть механических видов бурения шпуров и скважин. 

3. Опишите суть термических видов бурения шпуров и скважин. 

4. Опишите суть специальных видов бурения шпуров и скважин. 

5. Укажите рациональные области применения механических, термических 

и специальных видов бурения шпуров и скважин. 

 

Тема 3. Ударно-поворотный способ бурения. 

Механизм разрушения горных пород при ударно-поворотном бурении. 

Механизмы скола и выкола. Зависимость скорости ударно-поворотного 

бурения от осевого усилия, частоты вращения. Оборудование.   

Литература: [1, 5] 

Контрольные вопросы: 
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1. Укажите рациональную область применения ударно-поворотного 

бурения. 

2. Охарактеризуйте механизмы скола и выкола. 

3. Опишите механизм разрушения горных пород при ударном внедрении 

инструмента. 

4. Укажите бурильные машины ударно-поворотного бурения. 

5. Отметьте факторы, которые повышают энергоемкость ударного бурения 

по сравнению с другими способами. 

6. Укажите последовательность процессов, происходящих при разрушении 

породы при ударном бурении. 

 

Тема 4. Вращательный способ бурения. 

Технические средства вращательного бурения. Работа ядра уплотнения 

при резании пород. Зависимость объема разрушения от толщины стружки. 

Режимы самозаточки и затупления режущей грани сверла. Оборудование. 

Литература: [1, 5] 

Контрольные вопросы: 

1. Назовите преимущества вращательного бурения. 

2. Укажите бурильные машины вращательного бурения. 

3. Охарактеризуйте основные механизмы износа и затупления бурового 

инструмента при вращательном бурении. 

4. Опишите механизм разрушения горных пород при вращательном 

бурении. 

 

Тема 5. Ударно-вращательный и вращательно-ударный способ 

бурения. 

Технические средства бурения. Совместное действие механизмов удара и 

резания. Зависимость энергоемкости бурения от усилий полдачи на 

инструмент. 

Литература: [1, 5] 

Контрольные вопросы: 

1. Укажите область применения вращательно-ударного бурения. 

2. Укажите область применения ударно-вращательного бурения. 

3. Назовите преимущества вращательно-ударного бурения. 

4. Охарактеризуйте зависимость энергоемкости бурения от усилия подачи. 

5. Назовите машины и механизмы, реализующие ударно-вращательный 

способ бурения. 

6. Назовите машины и механизмы, реализующие вращательно-ударный 

способ бурения. 
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Тема 6. Шарошечное бурение. 

Технические средства бурения. Механизм шарошечного бурения. 

Режимы бурения в зависимости от осевого усилия. Контактная прочность 

пород как критерий буримости. 

Литература: [1, 5] 

Контрольные вопросы: 

1. Назовите особенности шарошечного бурения. 

2. Опишите зависимость скорости бурения от величины осевого усилия. 

3.  Назовите машины и механизмы, реализующие шарошечное бурение. 

4. Укажите область применения шарошечного бурения. 

 

Тема 7. Основы теории взрыва и взрывчатых веществ. 

Виды взрыва: механический, тепловой, электрический, ядерный, 

химический. Необходимые условия химического взрыва. Взрывчатое вещество. 

Классификация взрывчатых систем по физическому состоянию. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Дайте определение понятию взрыв. 

2. Приведите пример механического взрыва. 

3. Приведите пример Теплового взрыва. 

4. Приведите примеры тепловых взрывов. 

5. Охарактеризуйте химический взрыв. 

6.  Назовите необходимые условия химического взрыва. 

 

Тема 8. Свойства взрывчатых веществ. 

Классификация свойств взрывчатых веществ. Технологические свойства 

взрывчатых веществ. Специальные свойства взрывчатых веществ. 

Литература: [1, 2] 

Контрольные вопросы: 

1. Приведите классификацию свойств взрывчатых веществ. 

2. Назовите основные технологические свойства взрывчатых веществ. 

3. Что такое кислородный баланс. 

4. Назовите виды кислородного баланса. 

5. Какие газы выделяются при положительном кислородном балансе. 

6. При каком кислородном балансе образуется окись углерода (CO)? 

 

Тема 9. Начальный импульс и чувствительность взрывчатых 

веществ. 
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Начальный импульс. Виды начального импульса. Инициирование. 

Чувствительность взрывчатых веществ. Способы изменения чувствительности. 

Литература: [1] 

Контрольные вопросы: 

1. Дайте определение понятию «Начальный импульс». 

2. Охарактеризуйте тепловой начальный импульс. 

3. Какой вид начального импульса является основным для горного дела? 

4. Перечислите пробы на чувствительность. 

5. Что такое сенсибилизатор? 

6. Приведите пример веществ вводимых в состав взрывчатых веществ для 

флегматизации. 

 

Тема 10. Формы химического превращения взрывчатых веществ. 

Основные формы химического превращения взрывчатых веществ. 

Режимы химического превращения: термический распад, горение, 

конвективное горение, детонация 

Литература: [1, 2, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Перечислите основные формы химического превращения. 

2. Дайте характеристику горению как форме химического превращения. 

3. Дайте характеристику детонации как форме химического превращения. 

 

Тема 11. Основные положения теории детонации. 

Механизм детонации. Графическая интерпретация процесса детонации – 

адиабата Гюгонио. Количественная оценка характеристик процесса детонации. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Перечислите особенности детонационной волны. 

2. Дайте определение понятию «Детонация». 

3. Приведите основные детонационные характеристики взрывчатых 

веществ.  

 

Тема 12. Экспериментальные методы определения скорости 

детонации. 

Классификация методов определения скорости детонации взрывчатых 

веществ. Метод Дотриша. Осциллографический метод. Метод скоростной 

фотосъемки. Реостатный метод. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 
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1. Охарактеризуйте метод Дотриша, для определения скорости детонации 

взрывчатых веществ. 

2. Назовите отличительные особенности осциллографического метода для 

определения скорости детонации взрывчатых веществ. 

3. Опишите процедуру измерения скорости детонации используя 

реостатный метод. 

 

Тема 13. Факторы, влияющие на скорость и устойчивость детонации. 

Группы факторов влияющие на скорость и устойчивости детонации. 

Влияние внутреннего состава и строения на скорость и устойчивость 

детонации. Влияние условий взрывания на скорость детонации. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Как влияет дисперсность взрывчатого вещества на скорость и 

устойчивость детонации? 

2. Как влияет плотность взрывчатого веществ на скорость детонации? 

3. Дайте определение понятию «критический диаметр детонации». 

4. Как влияет на скорость и устойчивость детонации наличие плотной 

оболочки на заряде взрывчатого вещества. 

5. Влияние величины начального импульса на устойчивость детонации. 

 

Тема 14. Работа взрыва. 

Работа взрыва: баланс энергии при взрыве. Потери при переходе 

потенциальной энергии взрывчатого вещества в механическую работу взрыва. 

Полезная работа взрыва. Бризантность и фугасность. Пробы на бризантность и 

фугасность. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Опишите переход потенциальной энергии взрывчатого вещества в 

механическую работу взрыва. 

2. Чем обусловлены химические потери при взрыве? 

3. Чем обусловлены тепловые потери при взрыве? 

4. Охарактеризуйте бесполезные формы работы взрыва. 

5. Что такое бризантность взрывчатых веществ. 

6. Назовите формы проявления фугасной работы взрыва. 

 

Тема 15. Основные положения теории предохранительных 

взрывчатых веществ. 
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Необходимость применения предохранительных взрывчатых веществ. 

Теории предохранительных взрывчатых веществ. Методы испытаний 

предохранительных взрывчатых веществ. 

Литература: [1, 2] 

Контрольные вопросы: 

1. Дайте определение понятию пламегаситель. 

2. Дайте определение понятию ингибитор. 

3. Перечислите основные гипотезы воспламенения горючих шахтных сред. 

4. Перечислите возможные пути предотвращения воспламенения горючих 

шахтных сред. 

5. Охарактеризуйте методы испытаний предохранительных взрывчатых 

веществ. 

 

Тема 16. Заряд взрывчатого вещества. 

Заряды взрывчатых веществ. Классификация. Воронка взрыва и ее 

элементы. Показатель действия взрыва. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. По каким признакам классифицируются заряды взрывчатых веществ. 

2. Перечислите элементы воронки взрыва. 

3. Что такое показатель действия взрыва. 

4. Как классифицируются заряды взрывчатых веществ по показателю 

действия взрыва. 

 

Тема 17. Действие взрыва. 

Действие сосредоточенного заряда в твердой однородной безграничной 

среде и при наличии обнаженной поверхности. Стадии разрушения: 

образование газовой полости, зоны дробления, зона радиальных и кольцевых 

трещин, откольные явления. Соотношение бризантного и фугасного действия 

взрыва в зависимости от акустической жесткости разрушаемых пород. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Отразите последовательность развития взрыва в горных породах. 

2. Отметьте области действия взрыва, образующие зону регулируемого 

дробления. 

3. Какие трещины образуются в горной породе при падении давления и 

обратной деформации пород в сторону зарядной полости? 
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4. Какие трещины образуются при отражении волны сжатия от свободной 

поверхности горной породы? 

 

Тема 18. Классификации промышленных взрывчатых веществ. 

Классификация ВВ: по характеру воздействия на окружающую среду, по 

чувствительности к простым формам начального импульса, физическому 

состоянию. Классификация по химическому составу – индивидуальные ВВ и 

взрывчатые смеси. Классы ВВ по условиям применения. 

Литература: [1, 2, 4, 6] 

Контрольные вопросы: 

1. К какой группе относятся взрывчатые вещества, имеющие скорость 

детонации 4000 м/с?  

2. Какие классы промышленных ВВ выделяют по химическому составу? 

3. К какому классу промышленных ВВ по химическому составу относится 

тротил, детонит? 

4. Какие ВВ можно использовать только при взрывных работах на 

поверхности, в шахтах опасных по газу и пыли? Укажите номер класса и 

цвет оболочки. 

5. Какой цвет имеют патроны предохранительных ВВ? 

6. По какому характерному признаку выделяют первичные и вторичные 

ВВ? 

 

Тема 19. Непредохранительные взрывчатые вещества I класса по 

условиям применения. 

Предъявляемые требования. Нитросоединения: свойства, ассортимент, 

область применения. Аммиачно-селитренные взрывчатые вещества: свойства, 

ассортимент, область применения. Эмульсионные взрывчатые вещества: 

свойства, ассортимент, область применения. 

Литература: [1, 2, 7] 

Контрольные вопросы: 

1. Назовите основные свойства гранулотола. 

2. Особенности аммиачно-селитренных взрывчатых веществ. 

3. Бестротиловые взрывчатые вещества: особенности, свойства. 

4. Назовите отличительные особенности эмульсионных взрывчатых 

веществ.  

 

Тема 20. Непредохранительные взрывчатые вещества II класса по 

условиям применения. 
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Предъявляемые требования. Аммиачно-селитренные взрывчатые 

вещества: свойства, ассортимент, область применения. Эмульсионные 

взрывчатые вещества: свойства, ассортимент, область применения. 

Порошкообразные ВВ – аммониты и аммоналы. Свойства и область 

применения. 

Литература: [1, 2, 7] 

Контрольные вопросы: 

1. Назовите основные свойства граммонита 79/21. 

2. Особенности аммиачно-селитренных взрывчатых веществ, применяемых 

в подземных условиях. 

3. Назовите отличительные особенности патронированных аммонитов.  

4. Назовите отличительные особенности эмульсионных взрывчатых 

веществ, применяемых в подземных условиях. 

 

Тема 21. Предохранительные взрывчатые вещества III – VII классов 

по условиям применения. 

Требования к энергетическим и детонационным характеристикам 

предохранительных ВВ. Требования к кислородному балансу. Требования к 

составу и строению зарядов. 

Литература: [1, 2, 7] 

Контрольные вопросы: 

1. Перечислите названию взрывчатых веществ III класса по условиям 

применения. 

2. Какие добавки вводят в состав предохранительных взрывчатых веществ? 

3. Укажите требования, предъявляемые к предохранительным ВВ. 

 

Тема 22. Методы производства взрывных работ. 

Классификация методов производства взрывных работ. Метод шпуровых 

зарядов. Метод скважинных зарядов. Метод камерных зарядов. Метод 

наружных зарядов. Область применения, достоинства и недостатки методов. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Укажите области применения метода шпуровых зарядов в подземных 

условиях. 

2. Укажите область применения метода шпуровых зарядов при открытой 

разработке месторождений. 

3. Укажите область применения метода скважинных зарядов. 

4. Укажите область применения метода наружных зарядов. 
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Тема 23. Метод шпуровых зарядов при проведении подземных 

горных выработок. 

Состав проходческого цикла. Коэффициент использования шпуров 

(КИШ). Коэффициент излишка сечения (КИС). Врубовые, отбойные и 

оконтуривающие шпуры. Очередность взрывания. Конструкции шпуровых 

зарядов. Размер и качество забойки. Прямое и обратное инициирование 

зарядов. Назначение и типы врубов. Конструкции наклонных врубов; их 

достоинства и недостатки. Конструкции прямых врубов; их достоинства и 

недостатки. Комбинированные врубы. Принципы расчета параметров 

буровзрывных работ. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Укажите типы шпуров при проходке выработки. 

2. Укажите очередность взрывания шпуров в типовой технологии проходки 

выработок. 

3. Укажите условия, соответствующие обратному инициированию заряда. 

4. Отметьте достоинства прямого инициирования заряда ВВ по сравнению с 

обратным. 

5. Отметьте достоинства обратного инициирования заряда ВВ по сравнению 

с прямым. 

 

Тема 24. Метод шпуровых зарядов при подземной разработке 

месторождений полезных ископаемых. 

Технология шпуровой отбойки при разработке рудных месторождений. 

Расчет параметров БВР. Технология шпуровой отбойки угля. Правила 

безопасности при использовании метода шпуровой отбойки. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Опишите существо метода шпуровых зарядов при добыче полезных 

ископаемых подземным спопобом. 

2. Укажите классы ВВ допущенные к применению при шпуровой отбойке 

по углю. 

3. Какой способ взрывания допущен к применению при шпуровой отбойке 

угля? 

4. Какова допустимая величина уходки (м) при добыче угля методом 

шпуровых зарядов? 
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5. Какова величина предельного содержание метана в забое (в %), при 

котором разрешена отбойка угля методом шпуровых зарядов? 

 

Тема 25. Метод скважинных зарядов при подземной разработке 

месторождений полезных ископаемых. 

Отбойка вертикальными и горизонтальными слоями. Параллельное и 

веерное расположение скважин – преимущества и недостатки. Схемы отбойки 

руды в блоке. Расчет параметров скважинной отбойки. Бурение, заряжание и 

взрывание скважин. Правила безопасности при скважинной отбойке. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Укажите преимущества параллельного расположения скважин при 

подземной отбойке руды (по сравнению с веерным расположением 

скважин). 

2. Укажите преимущества веерного расположения скважин при подземной 

отбойке руды (по сравнению с параллельным расположением скважин). 

3. Укажите способы бурения скважин при отбойке руды в подземных 

условиях. 

4. Какой тип ВВ обычно применяют при механизированном заряжании 

скважин? 

5. Укажите показатели, входящие в формулу определения удельного 

расхода ВВ при скважинной отбойке руды в подземных условиях. 

 

Тема 26. Метод скважинных зарядов при открытой разработке 

месторождений полезных ископаемых. 

Расположение скважин на уступе и их бурение. Принципы расчета 

параметров буровзрывных работ. Схемы взрывания скважинных зарядов при 

однорядном и многорядном взрывании скважин. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Укажите рациональные способы бурения скважин при открытой 

разработке месторождений. 

2. Удельный расход ВВ на карьерах определяется по эталонному qэ с учетом 

поправочных коэффициентов. Укажите факторы, определяющие 

величину данных коэффициентов. 

3. Укажите основные способы взрывании зарядов взрывчатых веществ, 

используемых на земной поверхности. 
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4. Перечислите основные взрывчатые вещества, используемые при ведении 

взрывных работ на земной поверхности. 

 

Тема 27. Метод камерных зарядов. 

Расположение выработок при использовании камерных зарядов. 

Камерные заряды рыхления и их расчет. Камерные заряды выброса и их расчет. 

Камерные заряды на сброс и их расчет. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. В каких случаях целесообразно использовать метод камерных зарядов 

при открытой разработке месторождений? 

2. Назовите достоинства и недостатки метода камерных зарядов. 

 

Тема 28. Взрывное разрушение негабарита. 

Характеристики, область применения, достоинства и недостатки 

различных способов разделки негабарита: наружными, шпуровыми, 

кумулятивными зарядами, гидровзрывание. 

Литература: [1, 3] 

Контрольные вопросы: 

1. Укажите достоинства и недостатки способа разделки негабарита 

накладными зарядами. 

2. Укажите достоинства и недостатки способа разделки негабарита 

шпуровыми зарядами. 

3. Укажите способы взрывного дробления негабарита при открытой 

разработке месторождений. 

 

Тема 29. Техническая документация для производства взрывных 

работ. 

Необходимая техническая документация для производства взрывных 

работ: типовой проект взрывных работ, проект массового взрыва, паспорт 

буровзрывных работ, схема взрывных работ. 

Литература: [1, 4, 6, 8] 

Контрольные вопросы: 

1. Что входит в состав типового проекта взрывных работ? 

2. Опишите процедуру составления и утверждения паспорта буровзрывных 

работ. 

3. Для каких работ составляется схема взрывных работ. 

4. В каких случаях составляется проект массового взрыва? 
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Тема 30. Персонал для взрывных работ. 

Требования к лицам, допущенным к ведению взрывных работ: 

руководитель взрывных работ, мастер-взрывник, заведующий складом ВМ, 

раздатчики ВМ и лаборанты складов ВМ. 

Литература: [1, 4, 6, 8] 

Контрольные вопросы: 

1. Какие требования предъявляются к руководителям взрывных работ? 

2. Какие требования предъявляются к взрывникам? 

3. В течение какого периода времени проходит стажировка взрывника? 

4. Требования в заведующему склада взрывчатых материалов. 
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3. ПРАКТИКО-ОРИЕНТИРОВАННЫЕ ЗАДАНИЯ 

 

Практико-ориентированное задание №1 

Расчет кислородного баланса и составление рецептур промышленных 

взрывчатых веществ. 

 

Цель: овладение методикой расчета кислородного баланса взрывчатых 

веществ и принципами составления рецептур промышленных взрывчатых 

веществ. 

Краткая теория 

 

Определение кислородного баланса 

Кислородным балансом называется отношение избытка или недостатка 

кислорода во взрывчатом веществе (ВВ) для полного окисления горючих 

элементов (водорода, углерода, металлов и т. п.), выраженное в грамм-атомах, к 

грамм-молекулярной массе ВВ. Кислородный баланс выражается в долях или 

процентах. 

Под полным окислением понимается окисление водорода в воду, а 

углерода в углекислый газ. При этом выделяется также молекулярный азот и 

кислород. Если в составе ВВ находится металл, то образуется его высший 

окисел. 

Реакции полного окисления: 

             кДж/моль; 

   
 

 
          кДж/моль при воде жидкой; 

   
 

 
           кДж/моль при воде парообразной; 

                     кДж/моль. 

Следовательно, если ВВ имеет состав в виде CaHbNcOd, то кислородный 

баланс (%)  

                   
[  (   

 
 )
]    

   
      (1.1) 

где 16 – относительный атомная масса кислорода; MBB – молекулярная масса 

ВВ.  

При 

     
 

 
 (1.2) 

имеет положительный кислородный баланс; 

при 
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 (1.3) 

нулевой кислородный баланс; 

при 

     
 

 
 (1.4) 

отрицательный кислородный баланс. 

 

Взрывчатые вещества с нулевым кислородным балансом выделяют 

максимальное количество энергии и минимальное количество ядовитых газов. 

При взрыве ВВ с отрицательным кислородным балансом в зависимости 

от относительного количества кислорода образуются либо ядовитая окись 

углерода (угарный газ) с меньшим выделением тепла, чем при образовании 

углекислоты, т. е. 

               кДж/моль; 

либо чистый углерод в виде сажи, резко снижающий образование газов. 

При положительном кислородном балансе уменьшается выделение 

энергии, так как образуется ядовитая окись азота с поглощением тепла по 

реакции 

                    кДж/моль. 

 

Пример 1. Определить кислородный баланс тротила С7Н5(NO2)3, 

относительная молекулярная масса которого 227. 

Для полного окисления необходимо        или              

атомов кислорода. 

В наличии имеется 6 атомов кислорода. 

Следовательно, 

   
[  (    

 
 )
]    

   
           

 

Пример 2. Определить кислородный баланс граммонита 30/70. Граммонит 

30/70 состоит из 30% аммиачной селитры NH4NO3 и 70% тротила. 

Кислородный баланс аммиачной селитры АС, определенный 

вышеуказанным способом, равен +20%. 

Кислородный баланс граммонита 30/70: 
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Составление рецептуры промышленных ВВ 

При изготовлении промышленных ВВ обычно состав подбирается таким, 

чтобы был нулевой кислородный баланс. Для изготовления патронированных 

ВВ принимается небольшой положительный кислородный баланс для 

окисления материала оболочки патронов. Для подземных работ при взрыве 1 кг 

ВВ должно выделятся не более 40 л ядовитых газов в пересчете на условную 

окись углерода. Если образуются окислы азота и сернистый газ, то для 

перевода их к условной окиси углерода принимается поправочный 

коэффициент соответственно 6,5 и 2,5. 

Для открытых горных работ, особенно для ВВ, применяемых в 

обводненных условиях, требования к кислородному балансу ВВ не такие 

жесткие. 

Пример 1. Составить рецептуру игданита с нулевым кислородным 

балансом па основе аммиачной селитры и дизельного топлива (ДТ) с 

кислородным балансом – 320%.  

Количество весовых частей аммиачной селитры для окисления одной 

части дизельного топлива равно 

  
[    ]

[    ]
  

где      – кислородный баланс дизельного топлива; 

     – кислородный баланс аммиачной селитры. 

  
   

  
     

Содержание дизельного топлива во взрывчатом веществе: 

  
   

   
  

  
   

    
        

Соответственно содержание аммиачной селитры 

                     

Следовательно, формула игданита: 
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Пример 2. Определить рецептуру ВВ с пулевым кислородным балансом 

на основе аммиачной селитры (NH4NO3) и тротила (С7Н5(NO2)3). 

Кислородный баланс тротила –74%, относительная молекулярная 

масса 227. Кислородный баланс аммиачной селитры +20%, относительная 

молекулярная масса 80. 

Состав смеси должен отвечать условию: 

x (–74%) + (100 – x) 20% = 0, 

где x – содержание в смеси тротила, %. 

Решение данного уравнения показывает, что x ≈ 21% и (100 – x) = 79%. 

Такому составу смеси отвечают граммонит 79/21 и аммонит 6ЖВ. 

Обозначим число молей аммиачной селитры через у, число молей тротила 

через z. Тогда из соотношения 

    

     
 
  

  
  

получим  

  
        

     
        

Приняв z = 1, получим y = 10,7. 

Следовательно, молекулярное уравнение граммонита имеет вид 

z + 10,7y = С7Н5(NO2)3 + 10,7NH4NO3. 

 

Пример 3. Определить молекулярную формулу гранулита АС-8, 

имеющего следующий состав: 89% аммиачной селитры NH4NO3; 3% 

солярового масла С16Н34 (относительная молекулярная масса 226); 8% 

алюминиевой пудры А1 (относительная молекулярная масса — 27). 

Обозначив число молей солярового масла х, аммиачной селитры у, 

алюминиевой пудры z, можно написать химическую формулу в виде 

yNH4NO3 + x С16Н34 + z А1. 

В соответствии с весовым составом можно записать следующие 

соотношения 

    

     
 
  

 
  

 

    

     
 
 

 
  

 

Отсюда у = 83,9х; z = 22,4х. 

Примем x = 1, тогда молекулярное уравнение гранулита АС-8 имеет вид 

83,9 NH4NO3 + С16Н34 + 22,4 А1. 
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Практико-ориентированное задание №2 

 

Определение работоспособности взрывчатых веществ и работы взрыва. 

Цель: овладение методикой определения работоспособности взрывчатых 

веществ и работы взрыва. 

 

Краткая теория 

Расчет идеальной работоспособности ВВ 

Из первого закона термодинамики следует, что изменение внутренней 

энергии газов равно количеству тепла, сообщенного окружающей среде и 

произведенной работе: 

          .                  (2.1) 

Если техническим назначением взрыва ВВ является производство 

механической работы, то затраты на теплообмен продуктов взрыва (ПВ) с 

окружающей средой являются энергетическими потерями (dQ). Эти потери 

называются термодинамическими. 

Идеальным с точки зрения отсутствия термодинамических потерь 

является адиабатический процесс расширения ПВ, т.е. dQ = 0. В этом случае 

изменение внутренней энергии ПВ равно количеству работы, совершаемой 

газами, т.е. 

          .                (2.2) 

В реальных условиях взрывания наиболее близким к адиабатическому 

процессу является взрыв ПВ в воздушной среде, а, например, в горных породах 

термодинамические потери возрастают. Они существенно выше в пористых, 

хрупких, легко дробимых породах и минимальны в пластичных средах типа 

глин. 

Мерой идеальной работоспособности ВВ может служить максимальная 

работа, которую совершают ПВ при своем адиабатическом расширении до 

давления окружающей среды (воздушной, водной, горной), т.е. когда 

остаточное давление ПВ уравновешивается противодавлением среды 

атмосферным, гидростатическим или горным давлением. 

Идеальная работоспособность ВВ является одной из важнейших 

энергетических характеристик ВВ. Она дополняет теплоту взрыва, показывая 

теоретическую возможность реализации энергетического потенциала ВВ в 

механическую работу. 
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Идеальную работоспособность (полную идеальную работу взрыва) 

можно определить, как разность между значениями внутренней энергии ПВ в 

момент их образования и к концу расширения: 

   ∫   ∫   ̅̅ ̅   
  
  

  ̅̅ ̅  (     )    ̅̅ ̅  (  
  

  
)      (  

  

  
)  (2.3) 

где   ̅̅ ̅ - средняя теплоемкость продуктов взрыва в интервалах изменения 

температуры взрыва от T1 до T2; 

T1 - начальная температура взрыва; 

T2 - конечная температура ПВ. 

Для газовых взрываемых систем, расширение ПВ которых происходит вдоль 

изоэнтропы вида pV' = const, пользуясь уравнением Клайперона (PV'=RT), 

получаем 

  

  
 (

  

  
)
   

 (
  

  
)

   

 
                                          (2.4) 

Окончательно получаем 

       (  
  

  
);             (2.5) 

       (  (
  

  
)
   

);                   (2.6) 

       (  (
  

  
)

   

 
);                   (2.7) 

где     - потенциальная энергия ВВ (полная тепловая энергия), кДж/кг; 

V1 и V2 - начальный и конечный удельные объемы ПВ, м
3
/кг;  

Р1 и P2 - начальное и конечное давление ПВ, Па;  

y = Cp/Cv – показатель адиабаты. 

Эти же формулы могут быть использованы для расчета Аu 

конденсированных ВВ. 

При взрыве в воздухе (Р2 = 1,01·10
5
Па) полная идеальная работа взрыва 

определяется 

        (  (
        

   
)

   

 
), кДж/кг.         (2.8) 

 

Расчет полного термодинамического КПД взрыва 

Вышеприведенную формулу (2.8) можно представить в виде 

                                                    (2.9) 
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Здесь величина                   - термодинамические потери 

энергии ВВ в продуктах взрыва по достижении ими атмосферного давления. 

Это остаточное тепло идет на свечение ПВ после их расширения. 

Отношение идеальной работоспособности к выделившейся тепловой 

энергии взрыва называется идеальным термодинамическим КПД взрыва 

   
  

    
, (2.10) 

 или с учетом формулы (2.7) 

     (
  

  
)

   

 
,                                        (2.11) 

Идеальный термодинамический КПД взрыва определяет часть тепловой 

энергии, которая может быть использована для совершения механической 

работы взрыва. 

Величины идеальной работоспособности (Аu) и полного 

термодинамического КПД (П) существенно зависят от свойств продуктов 

взрыва, влияющих на показатель адиабаты, y= Cp/Cv. Если в ПВ содержится 

2/3 молекул двухатомных газов и 1/3 — одноатомных (гексоген), то у = 1,25. 

Если в ПВ содержится 2/3 трехатомных газов и 1/3 двухатомных 

(нитроглицерин), то у = 1,2. Величина у снижается (соответственно снижается 

Аu и ƞ), если в ПВ содержатся четырех и пятиатомные газы, а также твердые 

продукты (NaCl, A12O3 и др.). В этих случаях у = 1,15, и 1,05. 

Пример 1. Определить полную идеальную работоспособность и 

термодинамический КПД аммонита 6ЖВ при плотности заряжания 900 кг/м
3
 и 

следующих параметрах взрывного превращения: 

Vпв= 0,86 м
3
/кг, 

Qвзр = 4300кДж/кг;  

Твзр=2600
о 
К. 

Для расчета показатель адиабаты принимается y=1,25. Определение давления 

ПВ при взрыве аммонита 6ЖВ:  

  
                      

    (                )
        , 

Откуда полная идеальная работоспособность 

       (  (
        

   
)

   
 

)       (  (
        

       
)

      
    

)        
   

  
  

Полный термодинамический КПД взрыва  

   
  

    
 
      

    
       

или         
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Практико-ориентированное задание №3 

 

Расчет скважинного заряда при уступной отбойке на карьере 

 

Цель работы – овладение методикой расчета параметров буровзрывных 

работ при использовании скважинной отбойки при открытой разработке 

месторождений полезных ископаемых. 

 

Краткая теория 

При разработке месторождений открытым способом (на карьерах и 

разрезах) используют в основном метод скважинных зарядов. В слабых 

породах используют вращательное (шнековое) бурение. В более прочных 

породах преобладает шарошечное бурение. В крепчайших породах с 

коэффициентом крепости f > 14-16 наиболее эффективно термическое бурение 

скважин. Скважины на уступе карьера располагают в один или несколько рядов 

по различным схемам в зависимости от свойств разрушаемых пород и 

требуемой конфигурации забоя. Расположение скважин на уступе 

характеризуют следующими показателями (рис. 1): 

 

 
 

Рис. 3.1. Схема расположения скважин на уступе  

 
Ну – высота уступа, м;  

Wп – линия сопротивления по подошве (ЛСПП);  

а – расстояние между скважинами, м;  

b – расстояние между рядами скважин, м;  

Z – безопасное расстояние от оси скважины до верхней бровки уступа, м;  

lзар – длина заряда, м;  

lпер – длина перебура, м;  

lзаб – длина забойки, м;  

lскв – длина (глубина) скважины, м;  

 - угол откоса уступа. 

Wп 

 Z 

l п
ер

 
l за

р
 

l за
б
 

l ск
в 

H
y 

b 

a 
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Характеристики и расположение скважин в первую очередь зависят от 

удельного расхода ВВ. Оптимальная величина удельного расхода ВВ 

определяется множеством факторов. При этом определяющую роль играют 

свойства разрушаемого массива, размеры его блоков (расстояние между 

трещинами), степень и качество заполнения трещин, их расположение 

относительно вектора смещения породы и т. п. Учесть все эти факторы в 

единой теоретической модели не представляется возможным. Поэтому во 

многом оптимальные параметры процесса определяются путем опытного 

взрывания и интерпретации его результатов на основе общефизических 

представлений.  

Удельный расход «эталонного» ВВ (qэ) может быть определен по данным 

таблицы 1. 

Таблица 3.1 

Эталонный удельный расход ВВ, кг/м
3 

Категория пород по степени 

трещиноватости 

Коэффициент крепости горных пород  f   по шкале проф. 

М. М. Протодьяконова 

2 - 6 6 - 10 10 – 14      более 14 

I 

II 

III 

IV 

V 

0,2 

0,3 

0,45 

0,67 

0,9 

0,25 

0,35 

0,5 

0,75 

1,0 

0,3 

0,4 

0,6 

0,8 

1,1 

0,35 

0,45 

0,67 

0,9 

1,2 

 

Реальный удельный расход ВВ рекомендуется определять путем 

введения серии поправочных коэффициентов, учитывающих тип ВВ, 

конструкцию заряда, наличие свободных поверхностей, заданную степень 

дробления и др: 

           
   

   
, (3.1) 

где qэ – эталонный расход Граммонита 79/21, кг/м
3
; 

е – коэффициент относительной работоспособности ВВ, определяемый по 

формуле  

ВВэт / AAе  , (3.2) 

       Aэт = 3560 кДж/кг - идеальная работа взрыва эталонного ВВ (Граммонит 79/21); 

       AВВ – идеальная работа взрыва принятого ВВ, кДж/кг; 

kd - поправочный коэффициент на кондиционный размер куска; 

ρгп – плотность горных пород, т/м
3
. 

Таблица 3.2 

Значения поправочного коэффициента на кондиционный размер куска kd 

 

Допустимый размер крупных кусков, мм 250 500 750 1000 1250 1500 

kd 1,3 1,0 0,85 0,75 0,7 0,65 



 

28 

 

Диаметр заряда определяется диаметром рабочего органа буровой 

машины (долота, коронки или резца) dскв с учетом характеристик 

разрабатываемых пород: 

 

dзар = kpdскв,                                                       (3.3) 

 

где kp = 1,06 – (f – 2) 0,003 – коэффициент расширения скважин. 

 

Удельная вместимость 1 м скважины: 

 

            
                                                         (3.4)  

 

где Δ, кг/м
3
 -  плотность заряда в скважине. 

 

Линия сопротивления по подошве (ЛСПП) для одиночной скважины: 

 

р

п
9,0

q

P
W  ,                                                    (3.5) 

В соответствии с правилами безопасности при бурении первого ряда 

скважин станок располагается перпендикулярно верхней бровке уступа, за 

призмой обрушения, но не ближе 2 м от верхней бровки уступа, поэтому 

минимально допустимая по условиям безопасного расположения бурового 

станка линия сопротивления по подошве (Wmin) для вертикальных скважин 

рассчитывается из соотношения 

 

ZHW  ctgymin ,                                           (3.6) 

 

где α – угол откоса рабочего уступа, град; 

      Z – ширина призмы обрушения, Z  2 м.  

Величина принимаемой при расчетах линии сопротивления по подошве 

(Wп) должна удовлетворять соотношению:  

        Wmin< Wп .                                                     (3.7) 

Если значения Wmin > Wп, это означает, что принятые параметры скважин 

и характеристики ВВ не обеспечивают проработку подошвы уступа. В этом 

случае следует изменить диаметр скважины, тип применяемого ВВ или перейти 

к наклонным скважинам.  

 

Глубина перебура: 

     (     )       (3.8) 
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Глубина забойки: 

     (     )       (3.9) 

 

Глубина скважины: 

             (3.10) 

 

Расстояние между скважинами в ряду: 

 

а = mWп,                                                       (3.11) 

 

где m = 0,8 – 1,4 -  коэффициент сближения скважин; меньшее значение m 

принимается для крепких пород. 

Расстояние между рядами скважин: 

 

b = (0,9-1,0)Wп.                                             (3.12) 

Масса заряда в скважине: 

             (3.13) 

 

Длина заряда:  

       
P

Q
l 

зар .                                                   (3.14) 

 

 

Задание: рассчитать параметры буровзрывных работ при скважинной 

отбойке в условиях открытой разработки месторождений полезных 

ископаемых. 
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Практико-ориентированное задание №4 

 

Расчёт безопасных расстояний по разлету кусков породы при взрывании 

скважинных зарядов 

Цель работы – овладение методикой расчета безопасных расстояний по 

разлету кусков породы при взрывании скважинных зарядов. 

При определении зон, опасных по разлету отдельных кусков породы при 

взрывании скважинных зарядов на земной поверхности, следует выделять и 

отдельно рассчитывать безопасные расстояния для людей зданий и 

сооружений, машин и механизмов. 

При взрывании скважинных зарядов рыхления (дробления) расстояние 

опасное для людей, рассчитывается по формуле: 

                   1250
1

разл З

заб

f d
r h

h a
   


 (4.1) 

где hз – коэффициент заполнения скважины взрывчатым веществом, 

определяемый по формуле 

                   ,
зар

З

с

l
h

l
  (4.2) 

lзар – длина заряда ВВ, м; 

lзар – глубина скважины, м; 

f – коэффициент крепости горных пород; 

hз – коэффициент заполнения скважины забойкой: 

                   ,заб
З

н

l
h

l
  (4.3) 

lзар – длина забойки, м; 

lн – длина свободной от заряда верхней части скважины, м; 

d – диаметр взрываемой скважины, м; 

a – расстояние между скважинами в ряду или между рядами, м. 

Расчётные значения радиусов разлета осколков округляются в большую 

сторону до значения, кратного 50 м. Окончательно принимаемое безопасное 

расстояние не должно быть меньше указанных в табл. 4.1. 
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Таблица 4.1 

Минимально допустимые безопасные расстояния для людей при 

взрывных работах 

№ 

п/п 
Методы взрывных работ 

Минимально 

допустимые радиусы 

опасных зон, м 

1.  
Наружных зарядов, в том числе 

кумулятивных 
300 (по проекту) 

2.  Шпуровых зарядов 200 

3.  Котловых шпуров 200 

4.  Малокамерных зарядов (рукавов) 200* 

5.  Скважинных зарядов Не менее 200** 

6.  Котловых скважин Не менее 300 

7.  Камерных зарядов Не менее 300 

* - при взрывании на косогорах в направлении вниз по склону величина 

радиуса опасной зоны должна приниматься не менее 300 м. 

** - радиус опасной зоны указан для взрывания зарядов с забойкой. 
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Практико-ориентированное задание №5 

Составление паспорта буровзрывных работ на проведение горизонтальной 

горной выработки. 

 

Цель работы – овладение методикой расчета параметров буровзрывных 

работ (БВР) при проведении подземных горных выработок и составления 

паспорта БВР. 

 

Краткая теория 

Проведение горных выработок буровзрывным способом осуществляется 

по паспортам буровзрывных работ (БВР). Паспорта утверждаются 

руководителем того предприятия, которое ведёт взрывные работы. С паспортом 

БВР ознакомляется весь персонал, осуществляющий буровзрывные работы в 

данной выработке. 

Паспорт составляется для каждого забоя выработки на основании расчетов 

и утверждается с учётом результатов не менее трёх опытных взрываний. По 

разрешению руководителя предприятия (шахты, рудника) допускается вместо 

опытных взрываний использовать результаты взрывов, проведённых в 

аналогичных условиях. 

Расчёт, необходимый для составления паспорта, сводится к выбору и 

определению основных параметров буровзрывных работ для проведения 

выработки. К основным параметрам относятся: тип взрывчатого вещества (ВВ) 

и средства инициирования (СИ), диаметр и глубина шпуров, тип вруба, 

удельный заряд ВВ, количество шпуров и конструкции зарядов, расход 

взрывчатых материалов. 

 

5.1. Общие положения 

 

Буровзрывной комплекс работ занимает от 30 до 60 % общего времени 

проходческого цикла в зависимости от горнотехнических условий. 

При проведении горных выработок буровзрывные работы должны обеспечить 

заданные размеры и форму поперечного сечения выработки, точное 

оконтуривание её профиля, качественное дробление породы и сосредоточенное 

размещение её в забое, нормативную величину коэффициента излишка сечения 

(КИС), высокий коэффициент использования шпуров (КИШ). 

Эти требования соблюдаются при условии правильного выбора 

параметров буровзрывных работ: типа ВВ, типа и параметров вруба, величины 

и конструкции заряда в шпуре, диаметра и глубины шпуров, числа и 
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расположения их в забое, способа и очередности взрывания зарядов, типа 

бурового оборудования, качества буровых работ, организации проходческих 

работ и т. д. 

 

5.2. Определение параметров буровзрывных работ 

 

5.2.1. Выбор взрывчатых материалов 

 

При выборе взрывчатых материалов (ВМ) руководствуются 

требованиями безопасного производства взрывных работ, регламентированных 

«Правилами безопасности при взрывных работах» [6] с учетом физико-

механических свойств горных пород и горнотехнических условий. 

Рекомендуемые взрывчатые вещества (ВВ) [7] в зависимости от условий 

работ, обводнённости и крепости пород, способа заряжания представлены в 

табл. 5.1. 

В шахтах, не опасных по газу или пыли, при проведении горизонтальных 

выработок допускается применение электрического взрывания и систем 

неэлектрического взрывания с низкоэнергетическими волноводами. 
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Таблица 5.1 

Рекомендуемые ВВ 

Условия 

взрывных 

работ 

Условия 

размещения 

зарядов 

Коэффициент 

крепости пород f 

Тип ВВ Способ 

заряжания 

Выработки, 

не опасные 

по взрыву га-

за или пыли 

Сухие 

шпуры 

до 12 

Гранулит М 

Граммонит 79/21 

Гранулит АС-4В 

Гранулит- 

игданит 

Механизи-

рованный 

Аммонит № 6ЖВ Ручной 

более 12 

Гранулит АС-8В 

 

Механизи-

рованный 

Аммонал М-10 

Детонит М 

Аммонал 

скальный № 1 

Ручной 

Обводнённые 

шпуры 

до 12 Аммонит № 6ЖВ 

Ручной 
более 12 

Аммонал М-10 

Детонит М 

Аммонал 

скальный № 1 

Выработки, 

опасные 

по взрыву га-

за и пыли 

Сухие и об-

воднённые 

шпуры 

Для взрывания 

по породе 

Аммонит АП–5ЖВ 

 

Ручной 

Для взрывания 

по углю с учетом 

степени опасно-

сти 

IV кл. Аммонит Т-19 

Аммонит ПЖВ-20 

V кл. Угленит Э-6 

VI кл. Угленит 12ЦБ 

Для водорас-

пыления 
Открытый заряд 

Ионит 

 

На угольных шахтах, опасных по газу или пыли, разрешается только взры-

вание с применением электродетонаторов. При полном отсутствии в забоях 

проходимых выработок метана или угольной пыли, допускается применение 

непредохранительных ВВ II класса и электродетонаторов мгновенного, корот-

козамедленного и замедленного действия со временем замедления до 2 с без 

ограничения количества приёмов и пропускаемых серий замедлений. 

Основные характеристики ВВ, применяемых при проходке подземных 

горных выработок, приведены в табл. 5.2. 
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Таблица 5.2 

Характеристики ВВ 

Наименование 

ВВ 

 И
д
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л
ь
н

ая
 р

аб
о
та
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 к
Д
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о
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 и
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и
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ас
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н
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г/

м
3
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ъ

ем
н

ая
 э
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ер
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я
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р
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 с
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л
о
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о
ст

и
, 
к
Д

ж
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 К
о
эф
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и
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и
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ф

ф
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в
н

о
ст

и
 п

р
и

  

 п
л
о
тн

о
ст

и
 В

В
 1

0
0
0
 к

г/
м

3
 Расстояние 

передачи 

детонации 

между 

патронами, см 

 Д
и

ам
ет

р
 п

ат
р
о
н

о
в
, 
м

м
 

 М
ас

са
 п

ат
р
о
н

а,
 к

г 

 Д
л
и

н
а 

п
ат

р
о
н

а,
 м

м
 

 С
у
х
и

е 

 П
о
сл

е 

 в
ы

д
ер

ж
к
и

 

 в
 в

о
д

е 

Аммонит 

№ 6ЖВ 
3561 

1000-

1100 
3917 1,0 5-9 3-6 

32 

36 

0,2 

0,25 

250 

250 

Аммонал 

М-10 
4410 

950-

1100 
4520 1,15 4 3 32 0,2 250 

Детонит М 4316 
1000-

1200 
4963 1,27 8-18 5-15 

32 

36 

0,2 

0,25 

250 

250 

Аммонал  

скальный № 1 
4420 

1000-

1100 
4641 1,18 8-14 5-10 

32 

36 

0,2 

0,25 

250 

250 

Аммонит 

АП-5ЖВ 
2991 

1000-

1150 
3215 0,82 5-10 2-7 36 0,3 250 

Аммонит 

Т-19 
2564 

1000-

1200 
2820 0,72 7-12 4-8 36 0,3 240 

Угленит  

Э-6 
1946 

1100-

1250 
2289 0,58 5-12 3-10 36 0,3 240 

Угленит 

12 ЦБ 
1770 

1200-

1350 
2256 0,58 4 2 36 0,3 240 

Ионит  1482 
1000-

1200 
1704 0,44 – – 36 0,3 240 

Гранулит М 3163 

780-

820 

(1000-

1150)* 

3384 0,86      

Гранулит 

АС-4В 
З645 

800-

850 

(1100-

1200)* 

4192 1,07      

Гранулит 

АС-8В 
3997 

800-

850 

(1100-

1200)* 

4597 1,17      

Гранулит- 

игданит 
3150 

800-

850 

(1100-

1200)* 

3760 0,85      



 

36 

 

* Плотность при механизированном заряжании 

Технические характеристики электродетонаторов, применяемых при про-

ведении горных выработок, приведены в табл. 5.3. Все электродетонаторы яв-

ляются водоустойчивыми. 

Таблица 5.3 

Электродетонаторы для шахт и рудников 

Тип 

электроде-

тонаторов 

Кол-во 

cерий 

Интервалы 

замедления, мс 

(с) 

Безопа-

сный 

ток, А 

Гаран-

тийный 

ток, А  

Сопроти-

вление, 

Ом 

Примечание 

ЭД-8Ж(Э) 1 0 

0,2 1,0 1,8-3,6 

Электродетона-

торы непредо-

хранительные нор-

мальной чувстви-

тельности 

ЭД-З-Н 36 

20, 40, 60, 80, 

100, 125, 150, 

175, 200, 250, 

300, 350, 400, 

450, 500, 600, 

700, 800, 900, 

1000, 1250, 

1500, 1750, 

2000, 2500, 

3000, 3500, 

4000, 4500 мс 

5,6,7,8,9,10 с 

ЭД-1-8-Т 1 0 

1,0 5,0 0,5-0,75 

Электродетона-

торы непредо-

хранительные по-

ниженной чувстви-

тельности 

к блуждающим то-

кам 

ЭД-З-Т 36 

20, 40, 60, 80, 

100, 125, 150, 

175, 200, 250, 

300, 350, 400, 

450, 500, 600, 

700, 800, 900, 

1000, 1250, 

1500, 1750, 

2000, 2500, 

3000, 3500, 

4000, 4500 мс 

5,6,7,8,9,10 с 

ЭДКЗ-ОП 1 0 0,2 1,0 1,8-3,6 

Электродетона-

торы предохра-

нительные нор-

мальной чувст-

вительности 

 

ЭДКЗ-П 5 
25, 50, 75, 100, 

125 мс 
0,2 1,0 1,8-3,6 

ЭДКЗ-ПМ 7 

15, 30, 45, 60, 

80, 100, 

120 мс 

0,2 1,0 1,8-3,6 

ЭД-КЗ-

ПКМ 
9 

4, 20, 60, 80, 

100, 125, 150, 

175, 200 мс 

0,2 1,0 1,8-3,6 
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Детонирующие шнуры ДША, ДШВ и ДШЭ-12 и др. применяют при необ-

ходимости одновременного взрывания врубовых, нижних подошвенных шпу-

ров, а также в рассредоточенных зарядах с целью передачи детонации всем ча-

стям шпурового заряда. 

В последние годы на подземных взрывных работах получил широкое рас-

пространение новый способ инициирования зарядов ВВ – система неэлектриче-

ского взрывания различных модификаций: Нонель (Швеция), СИНВ, Эдилин 

(Россия) и др. 

В табл. 3.4 представлены характеристики систем СИНВ и ДБИ для  взрыв-

ных работ в рудниках и угольных шахтах, где допущено применение непредо-

хранительных взрывчатых веществ II класса. 

Устройства СИНВ-Ш и ДБИ3 служат для трансляции инициирующего 

сигнала и инициирования боевиков шпуровых зарядов с заданной временной 

задержкой. В боевике каждого шпурового заряда размещается КД устройства 

СИНВ-Ш или ДБИ3 заданного интервала замедления. 

Таблица 5.4 

Характеристики систем неэлектрического инициирования 

Устройство Интервал замедления, мс Назначение 

СИНВ-Ш 

 

0, 25, 42, 55, 67, 109, 125, 150, 176, 200, 250, 

300, 350, 400, 450, 500, 600, 700, 800, 900, 1000, 

2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000, 8000, 9000, 

10000  Изготовление 

патронов-боевиков 

ДБИ3 

0, 17, 25, 42, 55, 67, 109, 125, 150, 176, 200, 

250, 300, 350, 400, 450, 500, 600, 700, 800, 900, 

1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000, 8000, 

9000, 10000 
Примечание. Интервалы замедлений приведены при длине ударно-волновой трубки 

(УВТ) 1 м. Добавление каждого метра длины УВТ увеличивает время замедления на 0,5 мс. 

 

УВТ, выходящие из шпуров, инициируются одновременно от устройств 

СИНВ-П мгновенного действия (СИНВ-П-0), смонтированных в единую сеть. 

Длина УВТ стартового устройства (магистральной части сети) выбирается из 

условия безопасного подрыва и может составлять несколько сот метров. 

При проходке подземных выработок обычно применяется следующая схе-

ма: УВТ, выходящие из шпуров, собираются в связки (пучки), которые соеди-

няются в единую сеть детонирующим шнуром. Детонирующий шнур обвязыва-

ется вокруг связки двойной петлёй. Количество УВТ в одной связке не должно 

превышать 15 шт. Инициирование сети из детонирующего шнура производится 

электродетонатором или электрозажигательной трубкой. 



 

38 

 

5.2.2. Выбор типа вруба и глубины шпуров 

Расположение шпуров в забое, величина заходки и показатели взрыва во 

многом определяются типом вруба. Врубы по характеру действия делятся на 

две группы: 

– врубы с наклонными к оси выработки шпурами – наклонные врубы;  

– врубы с параллельными к оси выработки шпурами – прямые врубы. 

Тип вруба и глубину шпуров с учетом горнотехнических условий следует 

принимать по данным табл. 5.5. 

Таблица 5.5 

Тип вруба и глубина шпуров 

Тип буровой техники 
Сечение выработки, м

2 

менее 6 более 6 

Переносные перфораторы, 

ручные электросвёрла и 

пневмосвёрла 

Прямые врубы 

при глубине шпуров 

более 1,5 м 

Наклонные врубы при глубине 

шпуров не более (0,35–0,5) ши-

рины выработки; 

прямые врубы при глубине шпу-

ров до 2–2,5 м 

Установки  

механизированного  

бурения 

– 

Прямые врубы с максимально 

возможной глубиной по техниче-

ской характеристике машины 

 

Из наклонных врубов наибольшее распространение имеет вертикальный 

клиновой вруб. Другие врубы с наклонными шпурами (пирамидальный, гори-

зонтальный клиновой и его разновидности, веерный и т. д.) не получили доста-

точно широкого распространения из-за сложности обуривания и узкой реко-

мендуемой области применения (забои, проводимые по пласту угля при малой 

его мощности, при наличии слабых прослоек пород по забою, при ярко выра-

женном контакте слабых пород с более крепкими вмещающими породами и т. 

д.). 

Высокая эффективность врубов с наклонными шпурами и преимущества 

их по сравнению с прямыми врубами достигаются только при ограниченной 

глубине шпуров и определенном сечении выработки. При проходке выработок 

в крепких породах (f  12) с применением вертикального клинового вруба дли-

на заходки не превышает обычно 0,35 ширины выработки (B) из-за технической 

невозможности бурения врубовых шпуров под углом наклона, обеспечиваю-

щим эффективную работу вруба. При глубине шпуров более 0,5 B, применении 

буровых кареток, а также в выработках малого сечения (менее 6 м
2
) наиболее 

эффективны прямые врубы, глубина которых ограничивается точностью буре-

ния в зависимости от типа буровой техники. 

При глубине шпуров, принятой по рекомендациям табл. 5.5, проектную 

величину КИШ следует принимать равной 0,85-0,95 с учётом крепости горных 

пород. 
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5.2.3. Выбор конструкции и параметров врубов 

5.2.3.1. Вертикальный клиновой вруб 

При ограниченной глубине шпуров (1,2–2,0 м) наибольшее распростране-

ние имеет вертикальный клиновой вруб. Параметры вертикального клинового 

вруба в зависимости от крепости пород применительно к аммониту № 6ЖВ в 

патронах диаметром 32 мм в шпурах диаметром 42 мм ориентировочно по дан-

ным практики можно принять по данным табл. 5.6. 

Таблица 5.6 

Параметры вертикального клинового вруба 

Группа 

крепости 

пород по 

СНиП 

Коэф-

фициент 

крепости 

пород f 

Расстояние по 

вертикали 

между парами 

шпуров, мм 

Количество шпуров 

во врубе при сечении 

выработки (м
2
) 

Угол наклона 

шпуров к 

плоскости  

забоя α, град. 
до 12 более 12 

IV-V 1-6 500 4 4-6 75-70 

VI 6-8 450 4-6 6-8 68 

VII 8-10 400 6-8 8-10 65 

VIII 10-13 350 8-10 10-12 63 

IX 13-16 300 10-12 12-14 60 

X 16-18 300 10-12 12-14 58 

XI 20 250 10-12 12-14 55 

 

При применении другого типа ВВ и изменении диаметра шпуров расстоя-

ние между парами врубовых шпуров определяется с учётом поправочного ко-

эффициента по формуле: 

 k = 1,25 е ·dз/d, (5.1) 

где e – коэффициент взрывной эффективности (см. табл. 5.2), 

dз – диаметр заряда, 

d – диаметр заряжаемой полости (шпура или скважины). 

С увеличением коэффициента крепости пород (см. табл. 5.6) угол наклона 

врубовых шпуров к плоскости забоя уменьшается. Поэтому предельную глуби-

ну вертикального клинового вруба (рис. 5.1) при бурении шпуров ручными 

перфораторами в зависимости от коэффициента крепости пород и ширины вы-

работки рекомендуется принимать по табл. 5.7 или по формуле: 

 ,3,0
2

α
tg25,0вр  Вh  (5.2) 

где В – ширина выработки, м 

α – угол наклона шпуров к плоскости забоя, град. (см. рис. 3.1). 
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Таблица 5.7 

Предельная глубина вертикального клинового вруба hвр, м 

Ширина 

выработки, м 

Коэффициент крепости пород f 

2-5 6-7 8-9 10-12 13-15 16-17 18-20 

2,0 1,3 1,2 1,1 1,0 0,9 0,8 0,7 

2,5 1,7 1,6 1,4 1,3 1,2 1,1 1,0 

3,0 2,1 1,9 1,7 1,6 1,4 1,3 1,2 

3,5 2,4 2,2 1,9 1,7 1,6 1,5 1,4 

4,0 2,8 2,6 2,2 2,1 1,9 1,8 1,7 

4,5 3,2 2,9 2,5 2,4 2,3 2,0 1,9 

5,0 3,5 3,1 2,9 2,7 2,4 2,2 2,1 

 

Рис. 5.1. Схема вертикального клинового вруба 

Глубину врубовых шпуров следует принимать на 0,1-0,2 м больше длины 

вспомогательных и оконтуривающих шпуров: 

 hвр = hшп  + (0,1÷0,2), (5.3) 

где hшп – глубина (длина) вспомогательных и оконтуривающих шпуров, м. 

Длину шпуров клинового вруба определяют с учетом угла их наклона: 

 lвр = hвр /sin , (5.4) 

где  – угол наклона шпуров к плоскости забоя, град. 

Расстояние между устьями в паре шпуров клинового вруба определяют по 

зависимости: 

 b = 2 hвр /tg  + a, (5.5) 

a 

  lвр 

h
в
р
 

B 

b 
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где a – расстояние между забоями пары сходящихся шпуров клинового вруба, м 

(в зависимости от коэффициента крепости пород a = 0,15-0,2 м). 

После расчета основных параметров вруба следует проверить графическим 

способом техническую возможность обуривания вертикального клинового вру-

ба с учетом принятого бурового оборудования. С этой целью в масштабе 1:20 – 

1:50 вычерчивается план забоя (вид сверху) с наложением пары врубовых шпу-

ров и обязательного соблюдения принятого угла наклона шпуров . 

Если ширина выработки не позволяет с учётом габаритов бурильной ма-

шины (см. рис. 3.1) обурить рассчитанный вруб, то следует уменьшить глубину 

врубовых шпуров или принять другой тип вруба. При применении бурильных 

установок стрела автоподатчика должна свободно размещаться при заданном 

угле наклона врубовых шпуров между точкой забуривания врубового шпура и 

стенкой выработки. При бурении переносными перфораторами или ручными 

электросвёрлами врубовые шпуры могут буриться в 2-3 приёма комплектом 

штанг различной длины (например: 0,5 м; 1,2 м; 2,0 м). 

5.2.3.2. Прямые врубы 

Из прямых врубов (рис. 5.2) наиболее широкое распространение получили 

следующие конструкции: призматический  симметричный а; щелевой б; спи-

ральный в и двойной спиральный г. 

Прямые врубы представляют собой комбинацию параллельных заряжен-

ных шпуров, взрыв которых работает на компенсационную полость, создавае-

мую холостым шпуром (системой холостых шпуров) или скважиной. Взрыв по-

следующих шпуров расширяет врубовую полость до размеров, достаточных 

для последующей отбойки вспомогательными (отбойными) шпурами с посто-

янной, предельной для конкретных горнотехнических условий линией сопро-

тивления. 

Параметры прямых врубов принимаются в зависимости от конструкции 

вруба, крепости пород, диаметра компенсационной полости (шпура или сква-

жины, их количества). Наиболее ответственными являются первый шпур или 

серия шпуров, взрываемых на компенсационную полость. Поэтому для повы-

шения эффективности взрыва целесообразно в качестве компенсационной по-

лости использовать шпур увеличенного диаметра, систему холостых шпуров 

или скважину.  

Расстояние между компенсационной полостью и первым взрываемым 

шпуром или серией шпуров (пробивное расстояние W1) рекомендуется прини-

мать для шпуров диаметром 42 мм при использовании аммонита № 6 ЖВ в па-

тронах диаметром 32 мм по табл. 5.8. 

При применении другого типа ВВ или другой конструкции заряда пробив-

ное расстояние W1, определенное по табл. 1.7, умножается на поправочный ко-

эффициент, рассчитанный по формуле (5.1). 

Пробивные расстояния W1 учитывают возможное отклонение шпуров от 

заданного направления. С увеличением глубины шпуров растет их отклонение, 

поэтому при глубине шпуров до 2,5 м достаточно принимать диаметр первона-
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чальной компенсационной полости не более 50-60 мм; при шпурах глубиной до 

3 м – 70-105 мм и при шпурах до 4 м – 105-125 мм, что позволит сохранить 

КИШ в пределах 0,85-0,9. 

Пробивные расстояния для шпуров, взрываемых вторыми и последующи-

ми во врубе (W1, W2, W3 и т. д.), принимаются равными 0,8 от ширины 

(наибольшего размера) ранее образованной врубовой полости. 

 

 

Рис. 5.2. Конструкции прямых врубов: 

а – призматический симметричный; б – щелевой; в – спиральный;  

г – двойной спиральный 
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Таблица 5.8 

Пробивные расстояния W1, мм 

Диаметр холостого шпура 

или скважины Dx , мм 
Коэффициент крепости пород f 

2-5 6-7 8-9 10-12 13-15 16-17 18-20 

42 115 100 90 80 60 60 55 

51 125 110 100 90 80 70 65 

56 150 130 110 95 90 85 75 

75 170 150 130 105 100 95 85 

105 190 170 150 120 110 105 95 

125 230 200 170 140 120 110 100 

 

Например, пробивное расстояние для шпуров спирального вруба, взрывае-

мых вторыми, т. е. на обнаженную поверхность, образованную взрывом перво-

го шпура, определяют по данным табл. 3.9 или по зависимости, мм: 

 W2  = 0,8·(W1 + Dx + d), (5.6) 

где W1 – пробивное расстояние для первого шпура (см. табл. 5.7); 

Dx – диаметр компенсационной полости (холостого шпура или скважины); 

d – диаметр заряженных шпуров. 

Пробивные расстояния (W2, W3 и т. д.) для любого типа вруба могут быть 

определены графически путем последовательного построения расширяющейся 

врубовой полости (см. рис. 5.2) в масштабе 1:5. 

Таблица 5.9 

Пробивные расстояния W2, мм 

Диаметр холостого шпура 

или скважины Dx , мм 

Коэффициент крепости пород f 

2-5 6-7 8-9 10-12 13-15 16-17 18-20 

42 170 150 140 130 120 115 110 

51 180 160 150 140 130 120 115 

56 210 180 170 160 150 140 130 

75 260 210 200 185 170 150 140 

105 300 260 240 215 200 185 175 

125 340 300 270 250 230 220 215 

 

Расчёты и построения выполняются до тех пор, пока не образуется врубо-

вая полость размером в пределах от 0,90,9 до 1,21,2 м. Такой размер врубо-

вой полости является достаточным и позволяет в дальнейшем производить от-

бойку породы вспомогательными и оконтуривающими шпурами уже с посто-

янной линией наименьшего сопротивления, которая соответствует предельному 

пробивному расстоянию шпурового заряда при взрывании его на неограничен-

ную свободную поверхность. 
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Предельные пробивные расстояния для вспомогательных и оконтуриваю-

щих шпуров при их диаметре 42 мм, заряженных аммонитом № 6ЖВ в патро-

нах диаметром 32 мм, приведены в табл. 5.10. 

Таблица 5.10 

Предельные пробивные расстояния 

для вспомогательных и оконтуривающих шпуров, мм 

Диаметр шпуров, мм Коэффициент крепости пород f 

2-5 6-7 8-9 10-12 13-15 16-17 18-20 

42 1000-900 800 700 650 600 550 500 

 

Опыт работы и расчёты показывают, что для образования врубовой поло-

сти сечением 0,8-1,4 м
2 

необходимо принять 8-12 шпуров в зависимости от 

диаметра компенсационной полости и коэффициента крепости пород. 

При применении щелевого вруба пробивное расстояние между заряжае-

мыми и холостыми шпурами принимается по данным табл. 5.8. Количество за-

ряжаемых Nз и холостых Nх шпуров в щелевом врубе при их одинаковом диа-

метре определяют по формулам: 

 1
)(2 1





dW

H
N з , (5.7) 

 
)(2 1 dW

H
N х


 , (5.8) 

где H – высота вруба, мм; 

W1 – пробивное расстояние, мм; 

d – диаметр шпуров, мм. 

Щелевой вруб (рис. 5.2, б) высотой 1000 мм с последующим расширением 

полости четырьмя шпурами дает высокие показатели в породах любой крепо-

сти и в выработках любого сечения. Пробивное расстояние W2 для шпуров, 

взрываемых во вторую очередь, принимается равным 500 мм, а расстояние 

между шпурами по вертикали 700–800 мм в породах любой крепости. 

Могут быть приняты другие конструкции прямых врубов, но принцип рас-

чета их параметров будет аналогичен. 

После расчета параметров принятого прямого вруба (пробивных расстоя-

ний и числа шпуров во врубе) определяется площадь вруба по забою выработ-

ки, что необходимо для определения количества остальных шпуров. 

Глубина (длина) холостых и заряжаемых шпуров прямого вруба должна 

приниматься больше на 10 % по сравнению с глубиной вспомогательных и 

оконтуривающих шпуров. 

При ведении взрывных работ на угольных шахтах, опасных по газу или 

пыли, при определении расстояний между смежными шпурами следует при-

держиваться дополнительных требований ЕПБ. 
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Расстояние от заряда ВВ до ближайшей поверхности должно быть не ме-

нее 0,5 м по углю и не менее 0,3 м по породе, в том числе и при взрывании за-

рядов в породном негабарите. В случае применения ВВ VI класса при взрыва-

нии по углю это расстояние допускается уменьшать до 0,3 м. 

Минимально допустимые расстояния между смежными (взрываемыми по-

следовательно) шпуровыми зарядами должны соответствовать данным 

табл. 5.11. 

В породах с f >10 расстояние между смежными шпуровыми зарядами 

должно определяться нормативами, разработанными по согласованию с орга-

низацией-экспертом по безопасности работ. 

Поскольку при применении прямых врубов с незаряжаемыми шпурами 

(см. рис. 3.2) данные требования, как правило, невыполнимы, то в угольных 

шахтах, опасных по газу или пыли, применяются прямые врубы, работающие 

по принципу воронкообразования. 

Таблица 5.11 

Минимально допустимые расстояния 

между смежными шпуровыми зарядами 

Условия  

взрывания 

Класса ВВ  

II III-IV V VI 

По углю 0,6 0,6 0,5 0,4 

По породе:     

при f <7 

при f >10 

0,5 

0,4 

0,45 

0,3 

0,3 

– 

0,25 

– 

 

В породах с коэффициентом крепости f < 6 обычно применяется прямой 

призматический вруб из 4–6 шпуров, которые располагаются по контуру 

окружности или периметру прямоугольника и взрываются одновременно в 

один приём. Расстояние между врубовыми шпурами следует принимать в соот-

ветствии с рекомендациями табл. 5.11. При проведении выработок в более 

крепких породах целесообразно использовать двойной призматический вруб из 

6–8 шпуров с соблюдением тех же требований, которые взрываются короткоза-

медленно и последовательно в два приёма. 

5.2.4. Определение удельного заряда ВВ 

Величина удельного заряда ВВ, т. е. количество ВВ, необходимое для за-

ряжания в шпуры единицы объёма обуренного массива (с учетом эффективного 

разрушения), зависит от крепости пород, сечения выработки, типа ВВ и усло-

вий взрывания (наличия обнажённой поверхности, структуры породы, плотно-

сти ВВ при заряжании, типа вруба). 

Удельный заряд при врубах с наклонными шпурами рекомендуется 

определять по видоизменённой формуле Н. М. Покровского: 

 ,/1,0 1 еvffq   (5.9) 
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где q – удельный заряд ВВ, кг/м
3
; 

f – коэффициент крепости по М. М. Протодьяконову. В породах с f > 16 в 

формуле (5.9) принимать 0,08 вместо 0,1; 

f1 – коэффициент структуры породы; 

v – коэффициент зажима породы, зависящий от площади поперечного се-

чения выработки и количества обнажённых поверхностей; 

e – коэффициент взрывной эффективности заряда ВВ. 

Коэффициент относительной эффективности заряда ВВ определяется из 

выражения 

 ,
ид.э

ид

эQ

Q
e




  (5.10) 

где Qид, Qид.э – идеальная работа взрыва принятого и эталонного ВВ, кДж/кг; 

ρ, ρэ – плотность заряда принятого и эталонного ВВ, кг/м
3
. 

Необходимые данные для расчета величины e принимают из табл. 5.2. При 

средней плотности заряда ВВ значение коэффициента взрывной эффективности 

можно принять из этой же таблицы. В качестве эталонного ВВ в формуле (5.10) 

и в табл. 5.2 принят аммонит № 6ЖВ. 

Значение коэффициента структуры породы f1 принимается из табл. 5.12. 

Таблица 5.12 

Коэффициент структуры породы f 1 

Характеристика пород 
Категория 

пород 

Коэффициент структуры  

породы f1 

Монолитные, крепкие, вязкие, упругие I 1,6 

Трещиноватые, крепкие II 1,2-1,4 

Массивно-хрупкие III 1,1 

Сильнотрещиноватые, мелкослоистые, 

большинство пород угольных бассейнов 
IV 0,8-0,9 

 

Коэффициент зажима породы при одной обнаженной поверхности в забоях 

горизонтальных и наклонных выработок определяется из выражения 

 
вч

5,6

S
v 

, (5.11) 

где Sвч – площадь поперечного сечения вчерне, м
2
. 

При двух обнаженных поверхностях коэффициент зажима принимается в 

пределах v = 1,1–1,4 (меньшие значения – для больших сечений выработок). 

При щелевом врубе на полную высоту выработки для определения 

удельного заряда для шпуров по забою, кроме врубовых, в формуле (5.9) следу-

ет принимать коэффициент зажима породы v = 1,4. 
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Прямые (дробящие) врубы требуют повышенного удельного заряда ВВ. 

По формуле (5.9) при применении прямых врубов определяют удельный заряд 

только для вспомогательных и оконтуривающих шпуров с коэффициентом за-

жима породы v = 1,1–1,4. 

5.2.5. Выбор диаметра шпура 

Диаметр шпуров выбирается в зависимости от стандартного диаметра па-

трона принятого типа ВВ. В табл. 5.2 указаны стандартные диаметры патронов 

промышленных ВВ. При выпуске ВВ в патронах различных диаметров следует 

принимать диаметр патрона с учётом сечения выработки и типа буровой техни-

ки. При использовании мощных бурильных машин и при больших сечениях 

выработки принимают патроны с большим диаметром или механизированное 

заряжание гранулированными ВВ. 

При применении метода контурного взрывания в оконтуривающих шпурах 

следует уменьшить линейную плотность заряжания. С этой целью рекоменду-

ется применять, например, специальные патроны типа ЗКВК из аммонита № 

6ЖВ диаметром 26 мм длиной 360 мм в полиэтиленовых оболочках. Эти па-

троны имеют соединительные муфты с лепестками, позволяющими стыковать 

их и центрировать по оси шпура с созданием воздушного промежутка между 

патронами и стенками шпура. 

Диаметр шпуров при использовании патронированных ВВ принимается не 

менее чем на 5 мм больше диаметра патрона. При применении машин ударно-

го-поворотного и вращательного-ударного бурения и патронированных ВВ 

диаметр шпуров обычно составляет 38–42 мм. При механизированном заряжа-

нии шпуров гранулированными ВВ в горнорудной промышленности диаметр 

шпуров принимается в пределах от 38 до 52 мм в зависимости от сечения выра-

ботки, детонационной способности ВВ и взрываемости пород. 

При бурении по углю и породам угольной формации используются шпуры 

диаметром 37–46 мм. 

5.2.6. Определение количества шпуров 

Количество шпуров в забое зависит от физико-механических свойств по-

род, поперечного сечения выработки, параметров зарядов и типа принятого 

вруба. 

Количество шпуров на забой при врубах с наклонными шпурами 

определяют по формуле проф. Н. М. Покровского 

 N = q·Sвч /γ, (5.12) 

где q – удельный заряд ВВ, определяемый по формуле (1.9), кг/м
3
; 

Sвч – площадь сечения выработки вчерне, м
2
; 

γ – весовое количество ВВ (вместимость), приходящееся на 1 м 

шпура, кг/м. 

 γ = 3,14 d 
2
α/4, (5.13) 
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где d – диаметр заряда (патрона ВВ или шпура), м; 

ρ – плотность ВВ в заряде, кг/м
3
; 

α – коэффициент заполнения шпуров. 

При ручном заряжании без уплотнения ВВ в шпуре используется параметр 

«диаметр патрона», а параметр «диаметр шпура» – при уплотнении патронов 

вручную с разрезанием оболочки или при механизированном заряжании. 

При разрезании оболочки патронов плотность ВВ в шпуре принимается 

равной 0,9 от плотности ВВ в патроне (см. табл. 5.2). При механизированном 

заряжании шпуров гранулированными ВВ плотность ВВ в шпуре составляет 

1150–1200 кг/м
3
. 

Коэффициент заполнения шпуров в выработках шахт, не опасных по взры-

ву газа или пыли, проходимых в крепких породах, принимается максимальным 

(0,7-0,9). 

В выработках шахт, опасных по газу или пыли и в породах с f = 2-8 – ко-

эффициент заполнения принимается 0,35-0,55; в более крепких породах – 0,5-

0,6. При этом при ведении взрывных работ на угольных шахтах, опасных по 

взрыву газа или пыли, величина забойки должна быть не менее 0,5 м. 

Во всех случаях с увеличением длины шпуров коэффициент заполнения 

шпуров увеличивается. 

Полученное по формуле (5.12) количество шпуров является ориентировоч-

ным (см. табл. 5.13) и может быть изменено при необходимости на 10–15 %. 

Окончательно число шпуров принимается после вычерчивания схемы располо-

жения шпуров в сечении выработки (рекомендуемый масштаб – 1:50-1:20), и 

только затем возобновляется расчёт. 

Таблица 5.13 

Ориентировочное количество шпуров на забой в зависимости 

от коэффициента крепости пород и сечения выработок 

Коэффициент крепости 

 пород f 

Сечение выработки вчерне, м
2
 

4 6 8 10 12 14 16 

2-4 8-11 12-16 17-21 22-27 28-33 34-38 35-42 

5-7 12-16 17-21 22-27 28-33 34-38 39-42 43-46 

8-10 16-20 21-26 27-32 33-37 38-42 42-46 47-50 

12-14 20-24 26-30 32-36 37-42 42-46 46-50 50-54 

более 14 26-28 32-36 36-40 44-48 48-52 52-54 56-60 

 

При вычерчивании схемы расположения шпуров при любом типе вруба 

среднее расстояние между рядами вспомогательных шпуров, между вспомога-

тельными и оконтуривающими и между шпурами в рядах должно быть при-

мерно одинаковым и приниматься в соответствии с рекомендациями табл. 1.10 

или определяться из выражения 

 
вр

врвч

NN

SS
a




 , (5.14) 
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где Sвч – площадь сечения выработки вчерне, м
2
; 

Sвр – площадь сечения врубовой полости (для вертикального клинового 

вруба принимается равной половине площади прямоугольника, образованного 

устьями врубовых шпуров на плоскости забоя), м
2
; 

N, Nвр – общее число на забой и число врубовых шпуров. 

Оконтуривающие шпуры располагают с наклоном 85–87
о
 к плоскости за-

боя с таким расчетом, чтобы их концы вышли за проектный контур сечения вы-

работки вчерне только за линией уходки. Забуриваются оконтуривающие шпу-

ры на минимальном расстоянии (150–200 мм) от проектного контура выработки 

с учётом принятой буровой техники. 

При применении прямых врубов количество шпуров определяется по 

формуле 

 N = Nвр + q·(Sвч–Sвр)/γ, (5.15) 

где Nвр – количество врубовых шпуров (см. раздел 1.2.3.2); 

Sвр – площадь поперечного сечения прямого вруба, м
2
. 

При контурном взрывании число оконтуривающих шпуров необходимо 

увеличивать. При этом параметры зарядов в оконтуривающих шпурах (удель-

ный заряд, расстояние между шпурами и др.) рассчитываются по специальным 

методикам ([3] и др.). 

3.2.7. Определение расхода взрывчатых материалов 

Количество ВВ (кг) на цикл при врубах с наклонными шпурами 

 Q = q ·Sвч · lшп, (5.16) 

где lшп – глубина заходки, равная глубине вспомогательных и оконтуривающих 

шпуров, м. 

Средняя величина заряда (кг) на один шпур 

 q′ср = Q / N. (3.17) 

Количество ВВ (кг) на цикл при врубах с прямыми шпурами (кг) 

 Q = Qвр + q ·(Sвч  – Sвр) · lшп, (5.18) 

где Qвр – количество ВВ во врубовых шпурах, принимается как сумма зарядов 

врубовых шпуров. Величина заряда (кг) во врубовый шпур принимается 

 q′вр = 0,785 · d 
2
 · ρ · α · lвр, (5.19) 

где d – диаметр патрона ВВ или шпура, в зависимости от способа заряжания, м; 

ρ – плотность ВВ в заряде, кг/м
3
; 

α – коэффициент заполнения врубового шпура, 0,7-0,95 (в зависимости от 

длины шпуров и крепости пород); 
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lвр – длина врубовых шпуров, м (принимается на 10 % больше длины вспо-

могательных и оконтуривающих шпуров). 

Средняя величина заряда (кг) на один вспомогательный и оконтуриваю-

щий шпур при прямых врубах 

 
вр

шпврвч

ср

)(

NN

lSSq
q




//

. (5.20) 

При распределении ВВ по шпурам величину заряда во врубовые шпуры 

при наклонных врубах следует принимать на 10-20 % больше средней вели-

чины q′ср (кг) 

 q
*
вр = (1,1 ÷1,2) q′ср. (5.21) 

В оконтуривающих шпурах, кроме почвенных, при любых типах врубов 

величину заряда следует уменьшать на 10-20 % по сравнению со средней вели-

чиной q′ср (кг) 

 q
*
ок = (0,9 ÷ 0,8) q′ср.  (5.22) 

Обычно в практике взрывных работ величина заряда во вспомогательных 

шпурах принимается равной средней величине заряда в шпурах q′ср: 

 q
*
всп = q′ср. (5.23) 

Полученные величины зарядов во врубовых, вспомогательных и оконту-

ривающих шпурах при ручном заряжании патронированными ВВ принимают 

кратными массе патронов ВВ. 

При механизированном заряжании заряд ВВ в шпуре состоит из патрона-

боевика (0,2 или 0,25 кг) и собственно заряда гранулированного ВВ, масса ко-

торого принимается кратной 0,1 кг. 

После определения величин зарядов ВВ  в шпурах каждой группы следует 

проверить возможность размещения их в шпурах, учитывая длину и массу па-

тронов, а также линейную плотность заряжания при применении гранулиро-

ванных ВВ. 

Фактический расход ВВ (кг) на цикл 

 Qф = ∑ q
*
вр + ∑ q

*
всп + ∑ q

*
ок.  (5.24) 

Расход ВВ (кг) на погонный метр выработки 

 Qм = Qф / (lшп η) , (5.25) 

где η – КИШ (принимается равным 0,85-0,95 в зависимости от крепости пород). 

Объём горной массы за взрыв 

 Qгм = Sпр lшп η, (5.26) 
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где Sпр = Sвч·КИС – сечение выработки в проходке, м
2
, которое следует опреде-

лять в соответствии с рекомендациями таблицы 5.14. 

Удельный расход ВВ (кг) на 1 м
3
 взорванной породы 

 qp = Qф / Qгм. (5.27) 

Таблица 5.14 

Допустимое нормативное увеличение (в %) поперечного сечения 

горизонтальных горных выработок при проходке буровзрывным способом 

Поперечное сечение горных 

выработок вчерне (по проекту), м
2
 

Коэффициент крепости пород f 

1–2 2–9 10–20 

до 8 5* 10 12 

от 8 до 15 4 8 10 

более 15 3 5 7 

*Коэффициент излишка сечения: КИС = 1 +  = 1 + 5/100 = 1,05. 

 

Расход ЭД, КД (систем неэлектрического взрывания) определяется по чис-

лу взрываемых зарядов. 

Расход ЭД, КД на 1 метр выработки: 

 Nм = Nкд /(lшп η). (5.28) 

Удельный расход ЭД, КД на 1 м
3
 взорванной породы: 

 Np = Nкд /(Sпр lшп η). (5.29) 

Заводы-изготовители производят неэлектрические системы инициирова-

ния с длинами волноводов, определяемыми заказами потребителей. 

Длина УВТ ориентировочно определяется по формуле: 

 Lувm = lшт +В / 4 + 0,5, (5.30) 

где В – ширина выработки, м; 

0,5 –длина УВТ для сборки пучков, м. 

5.3 РАСЧЕТ ЭЛЕКТРОВЗРЫВНОЙ СЕТИ 

При расчете электровзрывной сети определяют её сопротивление и сопро-

тивление её отдельных ветвей. Для проверки обеспечения безотказности взры-

вания всех электродетонаторов, включённых в сеть, при известном напряжении 

(принятом источнике тока) выполняется проверочный расчет, при котором 

определяют общую величину тока в сети и величину тока, поступающего в 

каждый электродетонатор. 

Если необходимо выбрать источник тока, определяют общее сопротивле-

ние сети и минимальную силу тока в цепи, обеспечивающую безотказное взры-
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вание всех электродетонаторов, после чего находят необходимое напряжение и 

подбирают источник тока (табл. 5.15). 

Сопротивление магистральных и соединительных проводов, а также 

участковых, если они имеются при конкретной схеме взрывания, принимается 

по табличным данным или вычисляется по формуле 

 R = ρ (l/S), (5.31) 

где R – сопротивление проводов, Ом; 

ρ – удельное сопротивление материала проводов, которое принимается для 

медных проводов 0,0172·10
-6

, для алюминиевых 0,0286·10
-6 

 и для стальных 

0,12·10
-6

 Ом·м; 

l – длина проводов, м. Длину проводов принимают на 10 % больше расчёт-

ной, учитывая изгибы и сростки; 

S – сечение проводов, м
2
. 

Сопротивление электродетонаторов при расчёте сети принимается по таб-

личным данным с учётом длины выводных проводов (см. табл. 5.3). Сопротив-

ление электродетонаторов нормальной чувствительности в зависимости от 

длины выводных медных проводов с диаметром жилы 0,5 мм составляет от 1,8 

до 3,6 Ом. При расчёте величину сопротивления электродетонаторов нормаль-

ной чувствительности обычно принимают равной 3 Ом. 

Таблица 5.15 

Взрывные приборы и машинки 

Наименование 

прибора 

(исполнение) 

Напря-

жение, 

В 

Масса, 

кг 

Максимальное 

сопротивление 

электровзрывной 

сети, Ом 

Назначение  

и область  

применения 

Конденсаторный 

взрывной прибор 

КВП-1/100М (РВ) 

КВП-2/200М (РН) 

 

 

600 

1700 

 

 

2 

2,5 

 

 

320 

1700 

Взрывание ЭД нормаль-

ной чувствительности на 

поверхности и в шахтах, 

опасных и не опасных по 

взрыву газа или пыли 

Конденсаторный 

взрывной прибор 

ПИВ-100М (РВ) 

 

 

610 

 

 

2,7 

 

 

320 

Конденсаторная 

взрывная машинка 

КПМ-3 (РН) 

 

 

1600 

 

 

3,0 

 

 

200 

Взрывание ЭД нормаль-

ной чувствительности на 

поверхности и в шахтах, 

не опасных по взрыву 

газа или пыли 

 

При электрическом способе взрывания в каждый электродетонатор нор-

мальной чувствительности должен поступать постоянный гарантийный ток си-

лой не менее Iгар = 1 А при числе ЭД до 100 штук и не менее Iгар = 1,3 А при 

числе ЭД более 100 штук, или переменный ток силой не менее Iгар = 2,5 А. 
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Для электродетонаторов пониженной чувствительности к блуждающим 

токам (ЭД-1-8-Т, ЭД-1-З-Т) гарантийный ток следует принимать не менее 5 А. 

Проверочный расчёт электровзрывной сети производится по следующим 

формулам в зависимости от схемы соединения: 

а) при последовательном соединении 

 
rnR

E
I


 ,    i = I ≥ Iгар,  (5.32) 

б) при параллельном соединении 

 
nrR

E
I

/
 ,    i = I/n ≥ Iгар,  (5.33) 

в) при смешанном последовательно-параллельном соединении 

 
mrnR

E
I

/
 ,    i = I/m ≥ Iгар, (5.34) 

г) при смешанном параллельно-последовательном соединении 

 
nrmR

E
I

/
 ,    i = I/m ≥ Iгар, (5.35) 

где I – сила тока в электровзрывной сети, А; 

E – электродвижущая сила источника тока или напряжение на клеммах, В; 

R – сопротивление всех проводов (магистральных, соединительных, участ-

ковых) и внутреннее сопротивление источника, Ом; 

n – число последовательно соединённых электродетонаторов в сети или 

группе; 

m – число параллельно включённых групп электродетонаторов при сме-

шанном соединении; 

i – сила тока, поступающего в каждый электродетонатор, А; 

Iгар – гарантийная сила тока, необходимая для безотказного взрывания 

электродетонаторов, А; 

r – сопротивление электродетонатора, Ом. 

При проведении горизонтальных выработок обычно применяется последо-

вательная схема соединения электродетонаторов во взрывной сети. В этом слу-

чае общее сопротивление взрывной сети можно определить по формуле: 

 Rобщ = rn + rcLc + rмLм , (5.36) 

где rс, rм – сопротивление соответственно 1 м соединительных и магистральных 

проводов, Ом (принимается по данным табл. 3.16 или рассчитывается по фор-

муле (5.31)); 

Lс, Lм – длина соответственно соединительных и магистральных проводов, м. 
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Таблица 5.16 

Характеристики проводов для электровзрывания 

Обозначение Назначение Диаметр  

жилы, мм 

Площадь 

 сечения, мм
2
 

Сопротивление  

1 м провода, Ом/м 

ВП-05 соединительные 0,5 0,196 0,090 

ВП-08 магистральные 0,8 0,502 0,034 

ВП-07х2 магистральные 0,7х2 0,769 0,024 

 

 

Магистральные провода (постоянная взрывная магистраль) подключаются 

обычно на расстоянии не ближе 30 м от забоя и могут отставать от места взры-

ва не более чем на 100 м. Место укрытия взрывника при проходке горизонталь-

ных выработок должно находиться не ближе 150 м от забоя. Электровзрывная 

сеть должна быть двухпроводной. 

В шахтах (рудниках), опасных по газу или пыли, должны применяться 

электродетонаторы только с медными проводами. Это требование также рас-

пространяется на соединительные и магистральные провода (кабели) электро-

взрывной сети. 

Если проверочный расчет показывает неприменимость последовательной 

схемы соединения электродетонаторов (ввиду того, что i < Iгар), следует прини-

мать последовательно-параллельную схему соединения. Тогда число последо-

вательно включённых электродетонаторов в сети или группе и число групп, 

включённых параллельно, определяют по формулам 

 
RI

E
n




гар2
, (5.37) 
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E
m




гар2
. (5.38) 

Если общее число электродетонаторов, подлежащих взрыванию, равно 

M = n·m, то, определив один из множителей, вычисляют другой. 

5.4 ВЫБОР БУРОВОГО ОБОРУДОВАНИЯ 

Тип бурильной машины выбирается в зависимости от коэффициента кре-

пости горных пород, глубины шпуров и необходимой производительности ма-

шины при выполняемом объёме буровых работ. 

Бурение шпуров производится ручными, колонковыми электро- и пневмо-

свёрлами, переносными перфораторами и бурильными установками. 

Выбор типа бурильной машины и установочного приспособления в зави-

симости от крепости пород ориентировочно можно производить по табл. 3.1.  
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Ручные электросвёрла ЭР14Д-2М, ЭР18Д-2М, СЭР-19М применяются для 

бурения шпуров диаметром 36-44 мм и глубиной до 3 м по углю и породам с 

коэффициентом крепости до 4. 

При бурении по крепким углям и породам средней крепости применяются 

электросвёрла ЭРП18Д-2М и СРП-1 с принудительной подачей. 

Ручные пневматические свёрла СР-3, СР-3М, СПР-8 применяются на шах-

тах, опасных по газу или пыли, для бурения шпуров диаметром 36 мм и глуби-

ной до 3 м при проведении выработок по углю и породам с коэффициентом 

крепости до 4. Сверло СГ-3Б с применением пневмоподдержки применяются 

для бурения шпуров в породах с коэффициентом крепости до 6. 

 

При проведении горизонтальных и наклонных выработок при бурении 

шпуров диаметром 40-46 мм и глубиной до 5 м в крепких и средней крепости с 

коэффициентом более 5 применяют переносные перфораторы ПП36В, ПП54В, 

ПП54ВБ, ПП63В, ПП63ВБ, ПП63П, ПП63С, ПП63СВП массой 24-33 кг с энер-

гией удара от 36 до 63 Дж. Обычно глубина шпуров при бурении переносными 

перфораторами составляет 1,5-2,5 м. 

Таблица 5.17 

Область применения бурильных машин 

и установочных приспособлений 

Коэффициент  

крепости пород 

Тип бурильных машин и установочных  

приспособлений 

1,5–3 
Ручные электросвёрла и пневмосвёрла, лёгкие перфораторы на 

пневмоподдержках 

4–6 

Бурильные установки вращательного действия, перфораторы лёг-

кого и среднего веса на пневмоподдержках, колонковые или длин-

ноходовые электросвёрла на манипуляторах 

7–9 

Бурильные установки вращательно-ударного действия, перфорато-

ры среднего веса и тяжёлые на пневмоподдержках, колонковые 

или длинноходовые электросвёрла на манипуляторах 

10–20 

Бурильные установки вращательно-ударного действия, тяжёлые 

перфораторы на пневмоподдержках, колонковые перфораторы на 

распорных колонках или манипуляторах 

 

Телескопные перфораторы ПТ-29М, ПТ36М, ПТ38, ПТ48 применяются 

при проведении восстающих выработок и для бурения шпуров в крепких поро-

дах под анкерную (штанговую) крепь. 

Для облегчения труда бурильщиков и повышения скорости бурения при-

меняются колонковые электросвёрла, электросвёрла на манипуляторах и ко-

лонковые перфораторы. 

Колонковые электросвёрла применяются при бурении шпуров диаметром 

36-50 мм в породах с коэффициентом крепости 5-10. Промышленностью вы-

пускаются колонковые электросвёрла ЭБГП-1, ЭБГП-2У5, которые устанавли-

ваются на распорных колонках или на манипуляторах бурильных установок. 
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Съёмные бурильные машины типа БУЭ вращательного действия приме-

няют на бурильных установках при бурении шпуров диаметром 42 мм, длиной 

до 3 м в породах с f <8. 

Колонковые перфораторы, более мощные чем ручные, применяются для 

бурения шпуров с колонок, манипуляторов и буровых кареток при проведении 

выработок в крепких и очень крепких породах. 

В горнодобывающей промышленности применяют колонковые перфора-

торы ПК-50, ПК-65, ПК-75, ПК-120, ПК-150. Применение колонковых перфо-

раторов и электросвёрл на распорных колонках при проходке выработок огра-

ничено из-за значительных затрат времени на монтаж, демонтаж и переуста-

новку колонок. Поэтому чистое время бурения составляет 20-35 % от общих за-

трат времени на бурения шпуров. 

Механизированное бурение шпуров производят бурильными установками 

(каретками) и навесным оборудованием, смонтированным на погрузочных ма-

шинах. 

Отечественной промышленностью выпускаются бурильные установки (ка-

ретки) вращательного бурения с колонковыми электросверлами БУЭ-1м, БУЭ-

2, вращательно-ударного и ударно-поворотного бурения БУ-1, БУР-2, СБУ-2м, 

СБУ-2К, УБШ. 

В угольной промышленности наибольшее распространение получили 

установки БУ-1, БУР-2, БУЭ-1 и БУЭ-2. С использованием этих установок про-

водят около 50 % выработок. 

Установки вращательного бурения применяют при проведении выработок 

в породах с f < 8; ударно вращательного действия с машинами БГА-1 в породах 

с f = 6-10, с машинами БГА-1М, БГА-2М в породах с f = 10-14; ударно-

поворотного действия в породах с f = 10-20. 

Технические характеристики бурильных установок приведены в табл. 5.2 – 

5.3. 

При определении бурильного оборудования следует принимать один пер-

форатор (сверло) не менее чем на 2 м
2
 площади забоя горизонтальной или 

наклонной выработки; на каждые три рабочие машины одну резервную. 

Одну бурильную установку принимают не менее чем на 9 м
2
 площади за-

боя горизонтальной выработки. На каждую работающую в забое установку – 

рабочий и резервный комплекты инструмента. 

Таблица 5.18 

Характеристики отечественных бурильных установок для бурения шпуров 

при проходке горизонтальных выработок 

Характеристики Тип бурильной установки 

УБШ-204 

(БУЭ-1М) 

УБШ-

214А 

УБШ-308У 

(1СБУ-2) 

УБШ-303 

(1БУР-2) 

УБШ-254 УБШ-

332Д 

Коэффициент крепо-

сти пород f 
4-8 4-16 8-14 4-16 8-14 8-14 

Диаметр шпуров, мм 42 42-52 42-52 42-52 42-52 42-52 

Длина шпуров, м 2,75 2,75 2,8 2,8 2,4 3,0 
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Зона бурения, м
2
 6-12 4,2-12 до 20 до 20 до 12 8-22 

Бурильная 

машина 

тип 
БУЭ 

М2 

(БГА-2М) 

М2 

(БГА-2М) 

М2 

(БГА-2М) 

«Норит-1» 

(гидравл.) 

М2 

(БГА-2М) 

кол-во 1 1 2 2 1 2 

Тип платформы рельс. рельс. гусен. рельс. гусен. пневм. 

Размеры (м)  

в транспортном  

положении: длина 

ширина 

высота 

 

 

8,2 

1,3 

0,9 

 

 

6,0 

1,0 

1,5 

 

 

7,8 

1,6 

1,7 

 

 

7,1 

1,15 

1,65 

 

 

7,2 

1,4 

1,8 

 

 

11,0 

1,75 

2,3 

Масса, т 5,4 4 8,6 5 7,2 12 

Таблица 5.19 

Характеристики зарубежных бурильных установок для бурения шпуров 

при проходке горизонтальных выработок 

Характеристики Тип бурильной установки 

Minimatic 

205-40 

Mini 

206-60 

Paramatic 

305-60 

Rocket Bomer 

104S  

Rocket Bomer 

282S  

Коэффициент крепости 

пород f 
8-20 8-20 8-20 8-20 8-20 

Диаметр шпуров, мм 32-50 32-50 32-50 32-50 32-50 

Длина шпуров, м 3,4 3,4 3,4 4,0 4,0 

Высота обуривания, м  6,0 6,4 7,1 4,7 6,3 

Ширина обуривания, м 8,8 9,8 10,4 4,7 8,7 

Зона бурения, м
2
 8-49 8-60 12-68 до 20 до 45 

Бурильная 

машина 

тип HL 

510S-45 

гидравл. 

HL 

510S-45 

гидравл. 

HL 

510S-45 

гидравл. 

COP 

1838 ME 

пневмат. 

COP 

1838 ME 

пневмат. 

кол-во 2 2 3 1 2 

Тип платформы пневм. пневм. пневм. пневм. пневм. 

Размеры (м) в транс-

портном положении: 

длина 

ширина 

высота 

 

 

12,3 

1,98 

2,35 

 

 

12,7 

2,24 

2,35 

 

 

5,3 

2,5 

2,8 

 

 

9,8 

2,0 

2,6 

 

 

12,1 

2,0 

3,1 

Масса, т 19 20 36 14 18 

 

При применении бурильных установок глубина шпуров изменяется от 2 до 

3,75 м. В этом случае необходимо использование прямых врубов, так как обу-

ривание вертикального клинового вруба в большинстве случаев технически не-

осуществимо из-за невозможности соблюдения требуемого угла наклона вру-

бовых шпуров. 

При ручном бурении шпуров площадь забоя, приходящаяся на одну бу-

рильную машину, изменяется в широких пределах – от 2 до 5 м
2
. 
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5.5. СОСТАВЛЕНИЕ ПАСПОРТА БУРОВЗРЫВНЫХ РАБОТ 

На основании выполненных расчетов составляется паспорт буровзрывных 

работ, который включает в себя: характеристику выработки; характеристику 

пород; схему расположения шпуров в трёх проекциях; наименования ВМ; спо-

соб взрывания; данные о способе заряжания, числе шпуров, их глубине и диа-

метре, массе и конструкции зарядов, последовательности и количестве приёмов 

взрывания зарядов, материале забойке и её длине, длинах ударно-волновых 

трубок систем неэлектрического взрывания; схему монтажа взрывной (электро-

взрывной) сети с указанием длины (сопротивления), замедлений, схемы и вре-

мени проветривания забоя. 

Дополнительно указывается величина радиуса опасной зоны, места укры-

тий взрывника и рабочих, установки постов охраны и предупредительных зна-

ков. 

В шахтах, опасных по взрыву газа или пыли, в паспорте должны быть ука-

заны количество и схема расположения специальных средств по предотвраще-

нию взрывов газа (пыли), а также режим взрывных работ. 

 

 

Пример оформления графической части: 
 

Паспорт 
буровзрывных работ на проведение 
_______________________________ 

(наименование выработки) 
 

1. Характеристика выработки 
1.1. Форма сечения выработки ____________________________________ 
1.2. Площадь поперечного сечения выработки вчерне, м

2
 _____________ 

1.3. Размеры сечения выработки - высота, м _________ 
- ширина, м _________ 

1.4. Категория шахты по газу или пыли ____________________________ 
2. Характеристика пород 

2.1. Наименование пород _________________________________________ 
2.2. Коэффициент крепости пород по шкале М. М. Протодьяконова _____ 
2.3. Трещиноватость пород _______________________________________ 
2.4. Обводнённость пород ________________________________________ 

3. Исходные данные 
3.1. Наименование ВВ и средств инициирования _____________________ 
3.2. Способ взрывания ___________________________________________ 

3.3. Диаметры  - шпуров, мм ______ 
- патронов, мм _____ 

3.4. Тип вруба _________________________________________________ 
3.5. Материал забойки ___________________________________________ 
3.6. Схема соединения электродетонаторов _________________________ 
3.7. Источник электрического тока ________________________________ 
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4. Расчётные данные по шпурам 
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Примечания 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

          

 

 

5. Схема расположения шпуров 

Схема расположения вычерчивается в масштабе 1:50 или 1:20 в трёх про-

екциях (см. Приложение 3). При применении прямых врубов дополнительно в 

масштабе 1:20 или 1:10 приводится схема вруба. 

 

6. Конструкции зарядов  

В схемах конструкций врубовых, вспомогательных (отбойных) и оконту-

ривающих зарядов указывается место установки патронов-боевиков, количе-

ство патронов, длина заряда и забойки. 
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7. Основные показатели буровзрывных работ 

 
№ 

п/п 

Показатели Единица 

измерения 

Количество 

1 Коэффициент использования шпуров -  

2 Подвигание забоя за взрыв -  

3 Объём горной массы за взрыв м
3
  

4 Количество шпуров на цикл шт.  

5 Количество шпурометров на цикл м  

6 Количество шпурометров 

 на 1 погонный метр выработки 
м шп./м 

 

7 Количество шпурометров 

 на 1 м
3
 взорванной породы 

м шп./м
3
 

 

8 Расход ВВ на цикл кг  

9 Расход ВВ на 1 метр выработки кг/м  

10 Расход ВВ на 1 м
3
 взорванной породы  кг/м

3
  

11 Расход средств инициирования  

на цикл:  

ЭД 

КД (СИНВ-Ш) 

детонирующего шнура 

 

шт. 

шт. 

м 

 

12 Расход средств инициирования  

на 1 метр выработки: 

ЭД 

КД (СИНВ-Ш) 

детонирующего 

шнура 

 

 

шт. 

шт. 

м 

 

 

8. Меры безопасности 

8.1. Место укрытия взрывника и рабочих на момент взрыва____________ 

8.2. Место выставления постов____________________________________ 

8.3. Время проветривания после взрыва_____________________________ 

8.4. Мероприятия по подавлению пыли_____________________________ 

8.5. Другие дополнительные меры безопасности_____________________ 
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Схема расположения шпуров 

М 1:20 (50) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Конструкции зарядов 

 

 

 

 

 

 

а – врубовые шпуры; 

б – вспомогательные (отбойные) и оконтуривающие шпуры; 

1 – патрон-боевик (аммонит № 6ЖВ); 

2 – патроны ВВ (аммонит № 6ЖВ); 

3 – забойка (песчано-глиняная, водяная) 

Примечание. В шахтах, не опасных по взрыву газа или пыли, допускается взрывание зарядов 

без забойки (устанавливается руководителем предприятия и указывается в паспорте БВР). 
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Формы поперечного сечения горизонтальных выработок 

 

 

 

 

 

 

h0 = B / 3; 

h1 = B – h0; 

R = 0,694 B; 

R = 0,262 B. 
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Рис. П4.1. Формы поперечного сечения горизонтальных выработок: 

а – сводчатая с трёхциркульным (коробовым) сводом; 

б – трапецевидная; 

в – арочная с полуциркульным сводом 
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Формулы для вычисления площади поперечного сечения и периметра вы-

работок: 

 
Форма поперечного сечения  

выработки 

Площадь поперечного сечения Периметр 

Сводчатая с коробовым 

сводом 
 B,hB  260

1
 B,h  3322

1
 

Трапециевидная H
BB




2
21  

αcos

2
21

H
BB   

Арочная с полуциркульным 

сводом 
 B,hB  390

1
 B,h  5722

1
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кафедрой: 
Часс С. И. [Текст]: Гидромеханика. Сборник задач. – Екатеринбург: Изд-во УГГУ, 

2010. – 145 с. 
Часс С. И. [Текст]: Гидравлика. Гидромеханика. Сборник задач и контрольных заданий. – 

Екатеринбург: Изд-во УГГУ, 2009. – 137 с. 
Номера вариантов берутся по номеру в списке группы или назначаются 

преподавателем, номера заданий берутся по таблице. 
Методические рекомендации для решения задач и примеры для самостоятельного 

решения приведены в учебных пособиях: 
Бебенина Т.П:  Гидромеханика: Конспект лекций. – Екатеринбург: Изд-во УГГУ, 2016. – 224 с. 

Часс С. И.: Гидравлика, гидромеханика.  Механика жидкости и газа.  Учебное 
пособие. – Екатеринбург: Изд-во УГГУ, 2013. – 215 с. 

 
Тематика расчетно-графических работ: 

 
 1. Определение давления в точке жидкости, приборы для измерения давления. 
Гидростатический закон распределения давления, закон Паскаля. 

2. Аналитический метод и графоаналитический метод определения силы на плоские 
поверхности. 

3. Определение силы давления на криволинейные поверхности, закон Архимеда. 
4. Ламинарный и турбулентный режимы движения, гидравлические сопротивления, 

расчет простых коротких трубопроводов. 
5. Элементы расчетов сложных трубопроводных систем. 

Для подготовки к практическим занятиям преподаватель может привлекать 
дополнительную литературу, а также раздаточный материал. 
 

Подготовка к контрольной работе проводится студентом самостоятельно в рамках 
часов, выделенных на самостоятельную работу в учебном плане.  

 
  



Контрольная работа № 1 
 

1.Дать понятие вязкости жидкости. Представить коэффициенты, характеризующие 
вязкость жидкости, единицы измерения коэффициентов. Записать закон Ньютона. 

 
2.Представить давление p=720 мм  рт. ст. в единицах измерения системы СИ. 
 
3.Определить какое давление – манометрическое или вакуум – показывает 
мановакуумметр, если абсолютное давление в измеряемой области равно 68 кПа. Величину 
давления представить в барах. 
 
4.Определить давление в резервуаре, заполненном водой, на глубине h = 1,2 м, если 
избыточное давление на поверхности жидкости pизб=62 кПа. 
 
5.Сформулировать закон Архимеда. 

 
 
 

Задача 
 
 

Шаровой сосуд радиусом r = 0,4 м, заполненный водой, висит на тяге, 

прикрепленной к его верхней половине. Найти давление в центре сосуда (показание 

пружинного мановакуумметра МВ), при котором   нижнюю половину сосуда, имеющую 

силу тяжести G =1500 Н, можно не закреплять. Каким должно быть показание прибора, 

если силу тяжести не учитывать? 
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Контрольная работа № 2 
 

1.Записать формулу связи коэффициентов вязкости: динамического    и  
кинематического . 
 
2.Представить давление р = 1,2 ат в единицах измерения системы СИ. 
 
3.Определить абсолютное давление в резервуаре, заполненном воздухом, если показание 
вакуумметра, установленного на резервуаре, равно  рвак=0,6 ат. 
 
4.Определить каким будет показание манометра (в бар), установленного на глубине h =1,2 
м открытого резервуара, заполненного бензином. Плотность бензина б= 700 кг/м3. 
 
5.Записать дифференциальные уравнения равновесия жидкости. 

 
 

Задача 
 

Определить силу давления воды на полусферическое дно резервуара радиуса           r 

= 1 м, если показание манометра М, установленного на расстоянии h = 1,3 м, равняется рман= 

0,2 бар.   
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Контрольная работа № 3. 
 
1.Дать понятие физического свойства жидкости сжимаемость.  
 Привести формулу коэффициента объемного сжатия.  
 
2.Представить давление р = 196 кПа в атмосферах технических (ат). 
 
3.Манометрическое давление в измеряемой области равно  рман = 32 кПа. Записать величину 
абсолютного давления в области измерения. 
 
4.Избыточное давление на поверхности масла в закрытом резервуаре равно ризб= 0,13 ат. На 
какой глубине h установлен манометр, если его показание равно рман= 0,31 ат; плотность 
масла м= 900 кг/м3. 
 
5.Записать гидростатический закон распределения давления. 

 

Задача 
 

Определить усилие N, которое надо приложить к штоку поршня для удержания его 
на месте, если показание мановакууметра  рМВ= 0,5 ати, диаметр штока d = 100 мм, высота 
уровня масла над осью штока Н = 1,5 м, плотность масла м = 800 кг/м3. 
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Контрольная работа № 4 
 
1.Дать понятие физического явления кавитация. 
2.Представить давление р = 500 мм рт.ст. в единицах измерения системы СИ. 
 
3.Вакуумметрическое давление в измеряемой области равно рвак=38 кПа, записать величину 
абсолютного давления в области измерения. 
 
4.Определить, каким должно быть давление на поверхности масла закрытого резервуара, 
если показание манометра на глубине h = 0,8 м равно рман= 0,12 ат. Плотность масла принять 
равной м =900 кг/м3. 
 
5.Сформулировать закон Паскаля. 

Задача 
 
 
 

Определить показание манометра М в центре боковой стенки резервуара с водой, а 

также усилие N, приложенное к запорному устройству плоской квадратной крышки В при 

следующих данных: Z = 3 м; h = 2 м; a = 1 м. 
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Контрольная работа № 5 

 
1.Дать понятие гидростатического давления. Свойства гидростатического давления. 
Единицы измерения давления в системе СИ. 
 
2.Представить давление р = 200 мм рт. ст. в Па. 
 
3.Определить, какое давление, манометрическое или вакуум, показывает мановакуумметр 
и его величину, если абсолютное давление в измеряемой области равно рабс= 0,8 ат. 
 
4.Определить, каким будет показание мановакуумметра на глубине h = 2,2 м закрытого 
резервуара, заполненного водой, если на поверхности жидкости действует 
вакуумметрическое давление рвак= 0,1 ат. 
 
5.Дать определение свойства жидкости вязкость. 
 
 
 

Задача 
 

Определить силу давления на крышку маслобака АВ, если показание пьезометра   Н 

= 400 мм, угол наклона  крышки  = 45о. В сечении бак имеет форму квадрата со стороной 

а = 200 мм. Плотность масла м = 900 кг/м3. 
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Контрольная работа № 6 

 
1. Дать понятие плоскости уровня, представить уравнение плоскости уровня. 
 
2. Представить перевод давления р =1,2 ат в м вод.ст., в Па. 
 
3. Дать понятие абсолютного давления. Записать абсолютное давление при 
манометрическом давлении рман= 32 кПа. 
 
4. Показание манометра на определенной глубине в открытом резервуаре с водой равно 
рман=0,14 ат. Определить, как изменится показание манометра на той же глубине, если 
резервуар заполнить маслом плотностью    м= 800 кг/м3. 
 
5. Нарисовать схему пьезометра для измерения абсолютного давления. 

 

Задача 
 

Вода, подаваемая под давлением  р = 2,5 ати по трубе d = 150 мм, заполняет 

резервуар. Определить минимально необходимый диаметр D шарообразного поплавка, 

обеспечивающий автоматическое закрытие клапана при наполнении резервуара, если: a = 

100 мм; b = 500 мм. Собственным весом рычага, клапана и поплавка пренебречь 
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Контрольная работа № 7 
 
1. Записать основное уравнение гидростатики, пояснить все входящие в него параметры. 
 
2. Представить давление р = 1,6 ат в единицах измерения системы СИ. 
 
3. Дать понятие абсолютного давления. Записать величину абсолютного давления при 
вакуумметрическом  давлении рвак= 38 кПа. 
 
4. Показание манометра на определенной глубине открытого резервуара, заполненного 
бензином плотностью бен=  700 кг/м3, равно рман= 0,12 ат. Как изменится показание 
манометра на той же глубине, если резервуар заполнить маслом плотностью мас= 900 кг/м3. 
 
5. По какой формуле следует определять силу давления жидкости на плоскую стенку, если 
на свободной поверхности жидкости действует абсолютное давление р0 больше 
атмосферного, а не смоченная сторона стенки находится под атмосферным давлением? 
 

Задача 
 
 

Закрытый резервуар заполнен дизельным топливом с плотностью = 846 кг/м3. В 

вертикальной стенке резервуара имеется прямоугольное отверстие, закрытое 

полуцилиндрической крышкой. Она может поворачиваться вокруг  горизонтальной оси  в 

точке А.  Пренебрегая силой тяжести крышки, определить усилие N, которое нужно 

приложить к крышке, чтобы она не открывалась при следующих данных: pMB = 11,4 кПа;  d 

= 1 м;  h = 1 м;  b =1,2 м. 

Размер b перпендикулярен плоскости чертежа. 
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Контрольная работа № 8 
 
1.Записать гидростатический закон распределения давления. Дать определение 
геометрического и пьезометрического напоров. 
 
2.Представить давление р =196 кПа в технических атмосферах (ат). 
 
3.Определение абсолютного давления. Чему равно абсолютное давление при  
манометрическом давлении  рман= 62 кПа. 
 
4.Показание манометра, установленного на закрытом резервуаре, заполненном маслом 
плотностью мас= 800 кг/м3, равно рман= 0,12 ат. Рассчитать, какой должна быть высота 
уровня масла в пьезометре, выведенном на уровне установки манометра. 
 
5.Дать понятие тела давления, на примерах пояснить различные тела давления. 
 

Задача 
 
 

К рычагу гидроусилителя приложена сила F. Определить силу давления жидкости с 

плотностью = 900 кг/м3 на квадратную крышку А при следующих данных:  F = 180 Н;  d 

= 40 мм;  с =1 м;  h = 1 м;   а = 10 мм; b =40 мм. 
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Контрольная работа № 9 
 
1.Понятие гидростатического давления. Расчетная формула давления. Единицы измерения 
давления. 
 
2.Представить давление, равное  р = 12 м вод. ст., в единицах измерения системы СИ. 
 
3.Абсолютное давление в измеряемой области равно рабс= 0,38 ат. Установить, каким 
прибором следует пользоваться для измерения давления, рассчитать его величину в системе 
СИ. 
 
4.Определить давление на поверхности жидкости закрытого резервуара, если показание 
ртутного U- образного манометра, установленного на глубине h = 1,5 м равно р = 100 мм 
рт.ст. 
 
5.Какой зависимостью выражается гидростатический напор? 
 

Задача 
 

Плоский прямоугольный затвор с размерами L = 2,5 м  и В = 10 м создает подпор 

воды  Н = 2,3 м. Затвор может вращаться относительно оси шарнира А. Определить силу 

натяжения троса Т, удерживающую затвор в заданном положении.  Размер В 

перпендикулярен плоскости чертежа 
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Контрольная работа № 10 
 
1.Понятие физического свойства   вязкость. Коэффициенты, характеризующие вязкость, 
единицы их измерения. 
 
2.Перевести давление, равное 12 м вод.ст., в мм рт.ст. 
 
3.Дать понятие абсолютного давления. Записать величину абсолютного давления в 
измеряемой области, если показание манометра в этой области равно рман= 0,8 ат. 
 
4.Вакуумметрическое давление на поверхности воды в закрытом резервуаре равно рвак= 0,6 
ат. Установить, каким прибором следует измерить давление на глубине h = 1,5 м и 
рассчитать его величину. 
 
5.Как расположена линия действия силы  избыточного (весового) давления жидкости, 
действующей на плоскую фигуру любой формы? 
 

Задача 
 

Жидкость в емкости  « ha  » нагревается до температуры 20ºС.  Определить усилие 
F, которое требуется приложить к поршню расширительного цилиндра диаметром D, чтобы 
сохранился прежний объем жидкости? 

 Также найти усилие Fзат, на которое должен быть рассчитан затвор круглой крышки 
диаметром d при следующих данных:   плотность  = 1000 кг/м3, d =500 мм, D =260 мм, h 
= 2 м, а =1,5 м;   βТ=150·10-61/град; βр=0,5 ·10-10Па-1. 
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Контрольная работа № 11 
 
1. Понятие плоскости уровня. Уравнение плоскости уровня. Значение параметров, 
входящих в уравнение. 
 
2. Представить перевод давления р = 100 мм рт. ст. в единицах измерения системы СИ. 
 
3. Записать величину абсолютного давления в измеряемой  области, если показание 
вакуумметра в этой области рвак= 0,6 ат. 
 
4. Вакуумметрическое давление на поверхности закрытого резервуара равно рвак= 0,1 ат. 
Установить каким прибором следует измерить давление на глубине h = 3,0 м и рассчитать 
его величину. 
 
5. Размерность кинематического коэффициента  вязкости в системе СИ 
 
  

Задача 
 

Определить давление жидкости р1 в гидроцилиндре, необходимое для 

преодоления усилия на штоке F при следующих данных: F = 10 кН; диаметр поршня D =160 

мм; диаметр штока d = 80 мм; р0 = 20 кПа, Н = 10  м;  900 кг/м3. 
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Контрольная работа № 12 
 
1.Записать гидростатический закон распределения давления. Дать понятие 
геометрического и пьезометрического напоров. 

 
2.Представить давление р = 68 кПа в м вод. ст. 
 
3.Абсолютное давление в измеряемой области равно рабс =198 кПа. Установить, каким 
прибором следует пользоваться для измерения давления и рассчитать показание этого 
прибора. 
 
4.Показание манометра на глубине h =1,5 м закрытого резервуара, заполненного водой, 
равно рман= 0,121 ат. Определить, каким будет показание манометра на той же глубине, если 
резервуар будет заполнен маслом. Плотность масла равна мас= 800 кг/м3. 
 
5.Записать дифференциальные уравнения равновесия жидкости; пояснить параметры, 
входящие в уравнения. 

Задача 

 

Усилие Т удерживает плоскую квадратную крышку со стороной а в закрытом 

положении. Определить предельно допустимое значение избыточного давления над 

уровнем жидкости рм, при котором крышка остается в закрытом положении, при 

следующих данных: Т = 2100 Н, а = 50 см, h = 2 м, 1000 кг/м3. 
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Контрольная работа № 13 
 
1. Понятие физического свойства жидкости  капиллярность. 
 
2. Представить давление р = 300 мм рт.ст. в единицах измерения системы СИ. 
 
3. Показание манометра в измеряемой области равно рман= 0,12  ат. Представить расчет 
абсолютного давления  в этой области и его величину в системе СИ. 
 
4. В закрытом резервуаре, заполненном бензином, показание манометра на некоторой 
глубине составляет  рман= 0,07 ат.  Определить пьезометрическую высоту, 
соответствующую этому давлению: б=700 кг/м3. 
 
5. Каковы единица измерения динамической вязкости ? 

 

Задача 
 

Определить усилие N, которое нужно приложить к цилиндрическому затвору, 

установленному на квадратном отверстии крышки резервуара с водой, при следующих 

данных: h = 1м,  r = 0,2 м. Затвор поворачивается вокруг шарнира в точке  А.  
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Контрольная работа № 14 
 
1. Представить основное уравнение гидростатики, дать определение, пояснить значение 
входящих параметров. 
 
2. Представить давление р = 730 мм рт.ст. в ат. 
 
3. Абсолютное давление в измеряемой области равно рабс= 68 кПа. Определить, каким будет 
показание мановакуумметра, установленного в этой области, и величину давления. 
 
4. В закрытом резервуаре, заполненном маслом, показание манометра на определенной 
глубине составляет рман= 0,06 ат. Определить какой будет пьезометрическая высота (напор) 
на уровне установки манометра. Плотность масла принять м = 800 кг/м3.   
 
5. Дать определение свойства жидкости сжимаемость. 
 

Задача 
 

Запорное устройство полусферической крышки радиусом r рассчитано на усилие N. 

Определить показание манометра в центре боковой стенки при максимально допустимом 

давлении в жидкости плотностью = 900 кг/м3: N = 90 кН, а =3 м, r =0,4 м. 
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h 
 

А 
 



Контрольная работа № 15 
 

1.Записать уравнения Эйлера для равновесного состояния жидкости. Пояснить параметры, 
входящие в уравнение. 

 
2.Показание манометра на глубине h =2,5 м закрытого резервуара, заполненного водой, 
равно рман= 0,32 ат. Определить, каким будет показание манометра на той же глубине, если 
резервуар будет заполнен маслом. Плотность масла равна мас= 800 кг/м3. 
 
3.Определить показание механического вакуумметра (в ат), установленного на воздушном 
резервуаре, если показание ртутного вакуумметра, присоединенного к тому же резервуару, 
составляет 0,2 м. 
 
4.В чем физический смысл понятия гидростатического давления. 
  
5.Какие силы действуют в жидкости? 

Задача 
 

Замкнутый резервуар с нефтью кг/м3) разделен на две части плоской 

перегородкой, имеющей квадратное отверстие со стороной  а = 1 м. Давление над нефтью 

в левой части резервуара определяется показанием манометра  рМ= 0,15 ат, а в правой – 

показанием вакуумметра рВ= 0,2 ат. 

Найти величину силы давления, действующей на крышку, закрывающую отверстие 

в перегородке, и точку ее приложения. 
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Контрольная работа № 16 

 

1. Какое движение жидкости называется установившимся? 

 
2. Определить диаметр трубы для пропуска воды с расходом Q = 2,0 л/с при скорости     V= 
1,0 м/с. 
 
3. Рассчитать коэффициент сопротивления вентиля  вент, если потери напора в нем 
составляют hвент= 0,25 м при скорости V= 0,5 м/с. 
 
4. Записать уравнение Бернулли для целого потока реальной жидкости, представить 
диаграмму уравнения. 

 
5. Определить режим движения жидкости в трубе d = 100 мм, шероховатостьюмм 
при скорости движения V = 0,21 м/с. Коэффициент кинематической вязкости жидкости = 
0,7х10-6 м2/с. Для турбулентного режима проверить область сопротивления. 
 

Задача 
 

Определить расход воды, подводимый к системе параллельно соединенных труб, 

если действующий напор Н=10 м. Трубы стальные, новые. Местными потерями 

пренебречь. 
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Контрольная работа № 17 
 

1.Какое движение жидкости называется равномерным? 
 
2.Определить скорость движения воды в трубе диаметром d1 = 50 мм, если при постоянном 
расходе скорость в трубе d2= 100 мм равна V2 = 1,0 м/с. 
 
3.Геометрический смысл уравнения Бернулли для идеальной жидкости. Диаграмма уравнения. 
 
4.Определить потери напора в пробковом кране hкр, если коэффициент сопротивления 
кранакр= 17,0, а скорость движения воды V = 1,2 м/с. 
 
5.Определить потери напора при подаче воды по трубопроводу d=200 мм и длиной l=1500 м при 
скорости потока V=13,1 см/с и температуре 100С (v=0,0131 см2/с). Трубы стальные, новые 
(=0,05мм). 

 
Задача 

Определить максимально возможную высоту наполнения верхнего резервуара Z из 

нижней емкости при расходе воды Q = 8 л/с по двум коротким трубам d1= 100 мм, l1= 

40 м, d2 = 150 м, l2 = 60 м при показании манометра рМ = 50 кПа;  = 0,01 Ст;  = 0,1 

мм; пробковый кран закрыт на 30о.  
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Контрольная работа № 18 
 
1.Какой трубопровод называется коротким? 
2.Рассчитать расход воды в трубе d = 100 мм при скорости V =1,27 м/с. 
3.Как экспериментально определяется скоростной напор и рассчитывается скорость  в 
точке потока? Нарисовать схему прибора. 
4.Какие гидравлические сопротивления  называются местными? Привести расчетную 
формулу определения потерь напора в местных сопротивлениях. 
5.Определить режим движения жидкости в трубе d = 100 мм и шероховатостью  = 0,05 
мм при пропускной способности Q = 1,6 л/с, если коэффициент кинематической вязкости 
 = 0,7х10-6 м2/с. Для случая турбулентного режима движения установить область 
сопротивления. 

 
Задача 

 
Из напорного бака А идет магистральный трубопровод длиной l =800 м.  

В т.В магистраль разделяется на две нитки: одна идет к пункту С, где расходуется QC =11 л/с, 

другая –к пункту D, где потребляется QD =95 л/с. Определить диаметры каждого участка и 

отметку уровня воды в баке, при условии, что V 1,2 м/с. 
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Контрольная работа № 19 
 
1.От чего зависит величина коэффициента гидравлического трения в квадратичной области 
сопротивления турбулентного режима? 
 
2. Рассчитать диаметр трубы для пропуска расхода Q =2 л/с при скорости V =1,0 м/с. 
3.Каким прибором определяется полный напор в точке потока жидкости? Начертить схему 
прибора. 
 
4.Какие внешние факторы вызывают потери напора по длине? Записать расчетные 
зависимости для определения этих потерь. 
 
5.Определить режим движения жидкости в трубе диаметром d = 50 мм при расходе Q = 1,2 
л/с, если коэффициент кинематической вязкости жидкости равен   = 0,3х10-4 м2/с. 

 

Задача 
 
 

В трубопроводе диаметром D = 100 мм длиной l = 100 м  установлен расходомер 

Вентури с модулем d2/ D2= 0,3 .Определить расход воды Q по перепаду уровней жидкости 

в дифманометре h = 0,5 м. Определить избыточное давление  на поверхности жидкости в 

баке, под действием которого происходит движение при следующих данных: Z1 = 2 м,  

Z2 = 5 м, коэффициенты сопротивления вентиля принять вен= 7,0; трубы Вентури Вент= 

0,5; остальные коэффициенты местных сопротивлений по таблице.  Труба водопроводная 

нормальная ( коэффициет Дарси при турбулентном режиме можно определить по таблице). 

 
 

D 

d 

М 

Z

Z

h 

Труба 
Вентури 

Вентиль 



Контрольная работа № 20 
 
1.Какой трубопровод называется простым? 
 
2.Рассчитать гидравлический радиус потока жидкости в круглой трубе диаметром d = 100 
мм  и в трубе квадратного сечения со стороной а = 200 мм. 
 
3.Представить уравнение Бернулли для элементарной струйки реальной жидкости, 
начертить диаграмму уравнения. Дать пояснение всех параметров, входящих в уравнение. 
 
4.Как изменятся потери напора по длине при постоянном расходе, если диаметр 
трубопровода уменьшится в 2 раза? Показать расчетом. 
 
5.Определить, при каком значении коэффициента кинематической вязкости возможен 
ламинарный режим в трубе d = 50 мм при скорости движения V =1,2 м/с.  
 

 
Задача 

 
Определить расходы воды у потребителей в системе трех последовательно 

соединенных труб:  d1 = 200 мм,  l1 = 600 м, d2 = 150 мм,  l2 = 300 м, d3 = 100 мм,  l3 = 200 м, 

если показания манометра в начале системы pM = 3,0 ат и  остаточный напор у потребителя 

должен быть не менее 10 м. Местные потери принять равными 5% от потерь по длине. 

Построить пьезометрическую линию. 
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Контрольная работа № 21 
 

1.Дать определение ламинарного режима. 
 
2.Определить, при какой скорости воды в трубе диаметром d = 100 мм будет обеспечен 
расход Q = 2 ,0  л/с. 
 
 3. Записать уравнение Бернулли для элементарной струйки реальной жидкости, построить 
диаграмму уравнения, пояснить параметры, входящие в уравнение. 
 
4.Рассчитать потери напора по длине в трубе диаметром d = 100 мм  длиной L = 10 м при  
расходе Q = 8,2 л/с и коэффициенте гидравлического трения  = 0,04. 
 
5.Определить режим движения воды в трубе диаметром d = 100 мм при скорости V 
=1,2 м/с, если кинематический коэффициент вязкости  = 10-6 м2/с, шероховатость 
внутренней поверхности трубы =0,5мм. При турбулентном режиме установить 
область сопротивления. 
 

Задача 
 

Рассчитать тупиковую водопроводную систему, снабжающую водой шахты А и В, а 

также определить высоту водонапорной башни Н (действующий напор), если остаточный 

напор у потребителя должен быть не менее 10 м , расходы  шахт составляют QA = 40 л/с; QB 

= 60 л/с, эксплуатационная скорость в трубах Vэкс =1,5 м/с; длины участков:           l1 = 1000 

м,  l2 = 1200 м,  l3 = 900 м. Местные потери принять равными 10% от потерь по длине. 

Построить пьезометрическую линию. Чертеж представлен в плане 
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Контрольная работа № 22 
 

1.Охарактеризовать турбулентный режим движения. 
 
2.Определить пропускную способность (расход) для трубы диаметром d = 100 мм при скорости 
движения потока воды V =1,27 м/с. 
 
3.Записать уравнение Бернулли для потока вязкой жидкости, построить диаграмму уравнения. 
Пояснить параметры, входящие в уравнение. 
 
4.Рассчитать коэффициент гидравлического трения для водопроводной трубы d = 100 мм, 
длиной L = 40 м, если потери напора по длине hl = 1,5 м при расходе Q = 9 ,5  л/с. 
 
5.Определить режим движения воды в трубе диаметром d = 50 мм  с шероховатостью = 
1,0 мм при скорости V =1,2 м/с, если кинематический коэффициент вязкости  = 10-6 м2/с. 
Для турбулентного режима установить область сопротивления. 
 

Задача 
 

Расход Q = 20 л/с поступает из напорного бака А в резервуар В по системе 

последовательно соединенных труб (размеры – на  схеме). Определить Н при следующих 

показаниях приборов: рман=0,5 ат, рвак= 0,2 ат. Трубы водопроводные нормальные. Местные 

потери составляют 10% потерь по длине. Построить пьезометрическую линию. 
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Контрольная работа № 23 
 

1.Что такое критическая скорость и как ее определить для трубопровода? 
 
2.Определить пропускную способность (расход) для трубы диаметром d = 100 мм, при скорости 
движения потока воды V =2,0 м/с; какой режим движения в трубе при этой скорости? 
 
3.Построить диаграмму уравнения Бернулли для элементарной струйки реальной жидкости; 
пояснить геометрический смысл уравнения. 
 
4.Как изменятся потери напора по длине, если расход жидкости увеличится в 2 раза, показать 
расчетом. 
 
5.Определить, при какой скорости возможен ламинарный режим для потока жидкости в 
трубе диаметром d = 50 мм, если коэффициент кинематической вязкости жидкости равен  
= 0,3х10-4 м2/с. 
 

Задача 
 

Из водонапорного бака А в пункты В и С подаются одинаковые расходы воды      QВ 

= Qc= Q. Определить величину Q расхода у потребителей, если напор Н =15 м, трубы 

водопроводные, нормальные, соединены последовательно: d1 = 100 мм, l1 = 500 м, d2 = 75 

мм, l2 = 300 м. Местные потери принять равными 5% от потерь по длине. 
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Контрольная работа № 24 
 

1.Записать уравнение неразрывности потока. 
 
2.Дать понятие гидростатического напора в сечении потока. Как он определяется 
экспериментально? 
 
3.Рассчитать при каком значении коэффициента сопротивления пробкового крана кр будет 
обеспечен расход Q = 1 л/с в трубе диаметром d = 50 мм, если величина потерь напора в кране 
составляет hкр= 25 см. 
 
4.Определить потери напора по длине в трубе длиной L = 20 м диаметром d = 50 мм с 
абсолютной шероховатостью = 0,5 мм при расходе Q = 2,5 л/с, если коэффициент 
кинематической вязкости воды  = 10-6 м2/с. 
 
5.Рассчитать гидравлический радиус потока жидкости в круглой трубе диаметром d = 200 
мм  и в трубе квадратного сечения со стороной а = 100 мм. 
 

Задача 
 

Определить манометрическое давление, которое должен создавать насос, чтобы 

подать воду в количестве Q = 5 л/с в водонапорный бак на высоту Н = 12 м по трубопроводу 

длиной l = 50 м с высотой выступов шероховатости внутренней поверхности трубы э = 

1мм; при температуре воды t = 150C (  = 0,011463 см2/с). Диаметр трубы  d=150 мм, 

коэффициент сопротивления колен кол = 0,29. 
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Контрольная работа № 25 
 

1.Определение потерь напора по длине с помощью обобщенных параметров. 
 
2. Рассчитать диаметр трубопровода для пропуска расхода Q =4 л/с при скорости V =1,6 
м/с. 
 
3.Записать уравнение Бернулли для потока вязкой жидкости, построить диаграмму уравнения. 
Пояснить параметры, входящие в уравнение, исходя из геометрической интерпретации 
уравнения. 
 
 4.Определить потери напора в пробковом кране hкр, если коэффициент сопротивления 
кранакр= 27,0, а скорость движения воды V = 2,1 м/с. 
 
5.Определить режим движения жидкости в трубе диаметром d = 100 мм с абсолютной 
шероховатостью = 0,05 мм при скорости V =0,21 м/с, если коэффициент кинематической 
вязкости жидкости  = 0,7х10-6 м2/с. 
 

Задача 
 

Определить расстояние Н  от уровня жидкости в маслобаке, если давление на входе 

в шестеренный насос системы смазки, подающий расход Q = 1 л/с машинного масла  

рвак=0,1 ат;  м = 900 кг/м3,  = 3810-6 м2/с, d = 35 мм, l = 5 м,  , кр = 4, кол = 0,3. 
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Контрольная работа № 26 
 

1.Дать определение понятия «гидравлически гладкие стенки». 
 
2.Определить разность показаний трубки Пито и пьезометра, если скорость в точке установки 
прибора равна u =0,21 м/с. Начертить схему установки приборов. 
 
3.Как преобразуется уравнение Бернулли при переходе от элементарной струйки идеальной 
жидкости к элементарной струйке реальной вязкой жидкости; привести формулы, пояснить 
параметры. 
 
4.Определить разность показаний пьезометров, установленных до и после пробкового крана, 
если скорость движения воды в трубопроводе равна V =0,8 м/с, а коэффициент сопротивления 
пробкового крана равен кр= 7,0. 
 
5.Определить, каким должно быть давление в начале трубы для транспортирования воды, 
если длина участка составляет L = 150 м, диаметр d = 100 мм с абсолютной шероховатостью 
= 0,5 мм, показание манометра в конце участка р = 0,7 ат, пропускная способность трубы 
равна Q = 6,3 л/с, кинематической коэффициент вязкости жидкости  = 10-6 м2/с. 

 
Задача 

 
Определить разность показаний пьезометров h, установленных на водомере 

Вентури с диаметрами d1 = 100 мм, d2 = 50 мм, если расход воды равен Q = 3 л/с. Потерями 

напора в водомере пренебречь, коэффициент Кориолиса  принять равным 1. Найти также 

h1 для случая учета сопротивления трубы Вентури , если принять  Вентури= 0,5. 
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Контрольная работа № 27 
 
1.Каким должен быть коэффициент сопротивления вентиля, чтобы при пропускной 
способности трубопровода Q = 2,5 л/с потери напора в вентиле составили hвент= 32 см. 
Диаметр трубопровода равен d = 50 мм. 
2.Определить скорость по оси потока жидкости в горизонтальной трубе, если показание 
трубки Пито, установленной по оси потока равно 100 мм, а показание пьезометра – 50 мм. 
Начертить схему установки приборов. 
3.Записать уравнение Бернулли для потока реальной жидкости, начертить диаграмму 
уравнения. 
4.Разность показаний пьезометров, установленных на расстоянии L = 5 м в горизонтальной 
водопроводной трубе диаметром d = 50 мм, равна 30 см. Определить коэффициент 
гидравлического трения (  ), если расход воды составляет Q = 2,5 л/с. 
5.Что такое квадратичная область сопротивления? 
 

Задача 
 

Определить, какой должна быть разность уровней трансформаторного масла в 

резервуаре и отстойнике, чтобы по трубе диаметром d = 50 мм и длиной  l = 25 м проходил 

расход Q = 3,0 л/с. На трубе установлен пробковый кран с углом открытия  = 20о. 

Кинематический коэффициент вязкости масла    = 0,3810-4 м2/с. 

 

 

 

 

 

d, l 
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Контрольная работа № 28 
 

1.Пояснить,  какие параметры составляют гидравлическую характеристику сечения потока. Дать 
определения. 
 
2.В горизонтальной трубе с плавным сужением скорость в первом сечении равна V =0,5 м/с, 
пьезометрический напор – р1g = 0,8 м. Рассчитать пьезометрический напор во 30втором 
сечении, если диаметр трубы уменьшится в два раза. 
 
3.Как преобразуется уравнение Бернулли при переходе от элементарной струйки идеальной 
жидкости к элементарной струйке реальной жидкости. Записать уравнения. 
 
4. Рассчитать критическую скорость для потока бензина в трубе диаметром d = 50 мм, 30пли 
кинематический коэффициент вязкости бензина равен  = 0,7х10-6 м2/с. 
 
5.Определить давление в начале водопроводной стальной трубы длиной L =200 м, 
диаметром d = 100 мм с абсолютной шероховатостью = 0,5 мм, если показание манометра 
в конце участка р = 0,9 ат, пропускная способность трубы равна Q = 5,3 л/с, кинематической 
коэффициент вязкости жидкости  = 10-6 м2/с. 

 

Задача 
 

В бассейн А из напорного бака через три параллельно соединенных трубопровода 

поступает расход Q = 50 л/с. Определить необходимый напор Н и расход в каждом 

трубопроводе, трубы водопроводные, нормальные; область сопротивления – квадратичная.  

Местные потери напора принять равными 10% от потерь по длине. Размеры труб: d1=150 

мм; l2=450м  d2 =100 мм; l2=400м; d3=200мм; l3=420м.  
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Контрольная работа № 29 
 

1.Записать дифференциальные уравнения движения жидкости (уравнение Эйлера). 
 
2.Рассчитать скоростной напор потока воды в трубе диаметром d = 100 мм, если  при  таком 
же расходе скоростной напор в трубе диаметром d = 50 мм равен 0,2 м. 
 
3.Записать уравнение Бернулли для элементарной струйки вязкой жидкости. Дать пояснения 
параметров, входящих в уравнение, учитывая его геометрическую интерпретацию. Построить 
диаграмму уравнения. 
 
4.При какой скорости потока воды произойдет переход от ламинарного режима к турбулентному 
в стеклянной трубе диаметром d = 30 мм, если кинематический коэффициент вязкости  равен  
= 10-6  м2/с. 
 
5.Определить потери напора при подаче воды по трубопроводу диаметром d = 50  мм и длиной 
l=150 м при скорости потока V=1,3 м/с и температуре 100С (v=0,0131 см2/с). Трубы стальные, 
новые (=0,05мм). 
 
 

Задача 
 

Определить длину трубопровода диаметром  d = 100 мм (  = 0,5 мм), с помощью 

которого бензин (б = 700 кг/м3 и   = 3,010-6м2/с) может быть поднят на высоту Н = 12 м 

при пропускной способности Q = 6 л/с, если показания манометра, установленного после 

насоса, рм = 1,2 ат. Истечение бензина происходит в атмосферу. Сумму коэффициентов 

местных сопротивлений принять равной  = 6,0. 
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Контрольная работа № 30 
 

1.Пояснить понятие коэффициент расхода трубопровода. 
  
2. Определить сторону а квадратного сечения трубопровода пропускной способностью    Q 
= 2,5 л/с при скорости движения жидкости  V = 1,0 м/с. 
 
3.Как преобразуется уравнение Бернулли при переходе от элементарной струйки реальной 
жидкости к целому потоку? Записать уравнения. 
 
4.Определить при какой скорости движения воды в водопроводной трубе диаметром         d 
= 50 мм и длиной L = 40 м    потери напора по длине составят hl = 30 см. Коэффициент 
гидравлического трения  λ = 0,03. 
 
5. Определить давление в конце водопроводной трубы длиной L = 150 м,  диаметром               d 
= 100 мм  (= 1,0 мм), если показание манометра в начале трубы р = 0,87 ат, расход 
составляет Q = 6,3 л/с ( = 10-6 м2/с). 
 

Задача 
 

Определить какой объем воды (W) наполнится в бассейне за 30 мин, если на трубе 

установлен пробковый кран с углом закрытия  = 30о и одно колено. 

 Через нормальную водопроводную трубу длиной l = 50 м и диаметром d = 100 мм, 

присоединенную к магистральному трубопроводу с избыточным давлением рм = 100 кПа,  
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Методические указания адресованы студентам, обучающимся по 
направлению подготовки 21.05.04 Горное дело, и призваны обеспечить 
эффективную самостоятельную работу по курсу «Прикладная механика». 

 
Форма контроля самостоятельной работы студентов – проверка на практическом 
занятии, расчетно-графическая работа, зачет. 

 
ФОРМЫ И СОДЕРЖАНИЕ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

 
Методические материалы, определяющие процедуры оценивания знаний, умений, 
владений (опыта деятельности), характеризующие формирование компетенций 

 
Ознакомление обучающихся с процедурой и алгоритмом оценивания (в 

начале изучения дисциплины). 
Проверка ответов на задания, выполненных работ. 
Сообщение результатов оценивания обучающимся, обсуждение результатов. 
Оформление необходимой документации. 
Самостоятельная работа включает выполнение расчетно-графической 

работы. 
При выполнении расчетно-графической работы по заданной кинематической 

схеме механизма и исходным данным необходимо выполнить следующие виды 
работ: 

– провести структурный анализ механизма; 
– выполнить кинематический анализ механизма, для чего при заданном 

положении кривошипа построить планы механизма, скоростей и ускорений, а 
также эскиз вала кривошипа с установленными на нём элементами; 

– определить величину уравновешивающей силы и уравновешивающего 
момента методом «жёсткого рычага» Н.Е. Жуковского; 

– произвести проверочный расчёт вала кривошипа, включающий оценку 
статической прочности и расчёт на сопротивление усталости. 

Масштабы плана механизма и эскиза вала принимаются по ЕСКД, масштабы 
планов скоростей и ускорений и «жёсткого рычага» выбираются самостоятельно с 
учётом рационального расположения построений на листе формата А1. 

В расчётах для всех заданий и вариантов принять предел текучести материала 
вала σт = 380 МПа, допускаемое напряжение смятия шпонки [σсм] = 120 МПа, 
обработку поверхности вала – чистовую. 

По результатам расчётов составить пояснительную записку на листах 
формата А4, оформленную в соответствии с правилами ЕСКД. 
Построение планов механизма, скоростей, ускорений и «жёсткого рычага» 
выполнить на листе формата А1. 



Вариант задания № 1. Инерционный конвейер 

Схемы механизма инерционного конвейера и компоновки узла 
ведомого вала кривошипа для варианта задания № 1 

 

 

 

 

 
 

Инерционный конвейер состоит из кривошипа 1 шатуна 2, коромысла 3, 

шатуна 4 и рештака (ползуна) 5. Центр масс кривошипа расположен на оси 

вращения в точке О1, а центры масс остальных звеньев – посередине их длин. Сила 

сопротивления движению рештака постоянна и равна Fp. Рабочий ход слева – 

направо. На холостом ходу сила сопротивления составляет 10 % от номинальной. 

Ведомый вал редуктора привода кривошипа инерционного конвейера 

имеет несимметричное правое расположение колеса относительно опор вала – 

подшипников. 



Варианты исходных данных механизма инерционного конвейера 
для варианта задания № 1 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 

Размеры 
звеньев 

механизма 
и характерные 
расстояния, м 

O1А 0,2 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,24 0,25 
AB 0,8 0,8 0,11 0,11 0,29 0,23 0,11 0,11 0,92 1,06 
О2В 1,0 1,0 0,12 0,12 0,25 0,25 0,12 0,12 0,84 0,87 
О2С 1,2 1,2 0,1 0,12 0,15 0,25 0,15 0,12 0,9 0,5 
CD 1,2 1,2 0,25 0,25 0,3 0,4 0,4 0,3 1,45 0,65 
а 0,9 0,9 0,06 0,04 0,15 0,35 0,04 0,07 0,8 0,8 
b 0,7 0,7 0,04 0,06 0,05 0,11 0,06 0,02 0,6 0,6 

Угол поворота 
кривошипа, 

град 

 45 30 290 235 120 115 140 50 300 150 

Частота 
вращения 

кривошипа, 
об/мин 

n 190 95 200 180 150 170 250 190 100 120 

Массы звеньев 
механизма, кг 

m2 80 8 15 18 38 24 16 20 37 32 
m3 100 10 18 25 23 30 28 25 22 17 
m4 60 6 25 25 30 40 40 30 36 31 
m5 100 10 100 70 80 90 90 60 73 62 

Моменты 
инерции 
звеньев 
относит. 

центров масс, 
кг·м2 

J1 0,5 0,5 0,2 0,1 0,1 0,09 0,18 0,09 0,3 0,21 
J2 1,0 1,0 0,1 0,2 0,3 0,2 0,08 0,2 4,1 3,1 
J3 0,8 0,8 0,4 0,8 0,18 0,2 0,6 0,5 2,7 2,9 
J4 0,6 0,6 1,2 1,0 1,03 1,4 1,4 1,05 1,6 1,1 

Сила 
сопротивления, 

кН 

Fр 10,0 2,25 3,0 2,5 1,5 1,6 3,0 1,8 4,6 3,6 

Передаточное 
число 

редуктора 

u 5,6 6,3 4,1 4,0 4,5 3,5 6,0 3,1 6,3 8,0 

Предел 
прочности 

материала вала, 
МПа 

B 650 750 750 800 850 750 650 800 750 700 



Вариант задания № 2. Плунжерный питатель с грохотом 
Схемы механизма плунжерного питателя с грохотом и компоновки узла 

ведомого вала кривошипа для варианта задания № 2 
 

 

 

 

 

Плунжерный питатель с грохотом состоит из кривошипа 1, шатунов 2 и 4, 

сита грохота 5, плунжера 3. Центр тяжести кривошипа расположен на оси вращения 

О1, центры тяжести остальных звеньев находятся в их середине. Сила 

сопротивления движению плунжера 3 сохраняет постоянное значение Fp на 

протяжении всего рабочего хода (рабочий ход слева – направо). На холостом ходу 

сила сопротивления постоянна и составляет 10 % от номинальной. 

 
Ведомый  вал  редуктора  привода  кривошипа  плунжерного   питателя 

имеет симметричное расположение колеса относительно опор вала – подшипников. 



Варианты исходных данных механизма плунжерного питателя с грохотом 
для варианта задания № 2 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 

Размеры 
звеньев 

механизма 
и характерные 
расстояния, м 

O1А 0,8 0,05 0,06 0,08 0,06 0,08 0,08 0,06 0,1 0,1 
AB 0,5 0,5 0,4 0,5 0,4 0,5 0,5 0,4 0,6 0,5 
DВ 0,4 0,3 0,3 0,35 0,3 0,25 0,25 0,3 0,43 0,33 

О2С 0,4 0,27 0,19 0,3 0,24 0,25 0,22 0,24 0,31 0,21 
CD 0,12 0,09 0,2 0,2 0,2 0,13 0,14 0,2 0,16 0,16 
а 0,57 0,45 0,4 0,57 0,45 0,5 0,45 0,45 0,5 0,4 
b 0,12 0,02 0,12 0,12 0,12 0,05 0,05 0,13 0,13 0,13 

Угол поворота 
кривошипа, 

град 

 60 56 58 55 55 58 57 65 60 70 

Частота 
вращения 

кривошипа, 
об/мин 

n 150 30 210 150 160 140 130 160 130 120 

Массы звеньев 
механизма, кг 

m2 42 38 35 36 31 35 36 31 40 40 
m3 8 12 8 10 12 8 10 12 10 12 
m4 16 9 16 18 20 13 14 20 16 16 
m5 40 27 35 30 24 25 22 24 31 21 

Моменты 
инерции 
звеньев 
относит. 

центров масс, 
кг·м2 

J1 0,08 0,09 0,08 0,1 0,07 0,07 0,08 0,07 0,1 0,1 
J2 1,3 1,2 1,1 1,1 1,0 1,1 1,1 1,0 1,2 1,2 
J4 0,5 0,3 0,5 0,6 0,6 0,4 0,5 0,6 0,4 0,5 
J5 1,2 0,9 1,1 0,9 0,8 0,8 0,7 0,8 1,0 0,6 

Сила 
сопротивления, 

кН 

Fр 100 90 980 80 80 80 700 80 100 60 

Передаточное 
число 

редуктора 

u 6,8 6,0 7,0 6,3 5,0 4,8 2,8 3,5 4,0 4,5 

Предел 
прочности 

материала вала, 
МПа 

B 750 700 650 800 850 650 750 700 800 850 



Вариант задания № 3. Поршневой насос 

Схемы механизма поршневого насоса и компоновки узла ведомого вала 
кривошипа для варианта задания № 3 

 

 

 

 

 

Механизм поршневого насоса состоит из кривошипа 1, шатунов 2 – 4 и 

ползуна (поршня) 5. Рабочий ход поршня сверху – вниз. Центры масс звеньев 2 – 4 

находятся посредине их длин, звена 1 – в точке О1, звена 5 – в точке D. Сила 

сопротивления движению поршня 5 сохраняет постоянное значение Fp на 

протяжении всего рабочего хода. На холостом ходу сила сопротивления постоянна 

и составляет 10 % от номинальной. 



Ведомый вал редуктора привода кривошипа поршневого насоса имеет 

несимметричное левое расположение колеса относительно опор вала – 

подшипников. 

Варианты исходных данных механизма поршневого насоса 
для варианта задания № 3 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Размеры 
звеньев 

механизма 
и характерные 
расстояния, м 

O1А 0,16 0,13 0,16 0,18 0,11 0,18 0,13 0,12 0,18 0,1 
AB 0,56 0,5 0,52 0,6 0,6 0,56 0,47 0,45 0,56 0,42 
АС 0,38 0,35 0,4 0,4 0,3 0,42 0,35 0,3 0,42 0,3 

О2В 0,55 0,5 0,55 0,55 0,45 0,55 0,5 0,48 0,55 0,45 
CD 0,6 0,55 0,6 0,55 0,45 0,6 0,55 0,5 0,6 0,45 
с 0,5 0,3 0,32 0,35 0,25 0,5 0,4 0,3 0,5 0,2 
а 0,5 0,45 0,45 0,3 0,3 0,5 0,28 0,4 0,5 0,35 
b 0,3 0,35 0,32 0,3 0,25 0,38 0,28 0,3 0,38 0,2 

Угол поворота 
кривошипа, 

град 

 60 56 45 60 65 65 23 65 60 63 

Частота 
вращения 

кривошипа, 
об/мин 

n 140 70 130 160 80 110 90 55 110 50 

Массы звеньев 
механизма, кг 

m2 28 28 30 30 26 30 25 25 30 26 
m3 25 20 25 25 18 25 28 20 25 18 
m4 28 25 28 30 20 28 36 22 25 20 
m5 38 32 25 40 34 28 45 26 28 22 

Моменты 
инерции 
звеньев 
относит. 

центров масс, 
кг·м2 

J1 0,15 0,11 0,18 0,2 0,1 0,2 0,13 0,1 0,15 0,1 
J2 0,92 0,7 0,83 1,08 0,72 0,8 0,95 0,6 0,85 0,72 
J3 0,75 0,63 1,05 0,8 0,62 1,15 0,72 0,65 1,1 0,86 
J4 1,15 0,93 1,2 1,05 0,95 1,15 1,1 0,9 1,15 1,0 

Сила 
сопротивления, 

кН 

Fр 1,2 1,4 1,5 20,4 0,8 2,2 1,4 1,7 2,2 0,8 

Передаточное 
число 

редуктора 

u 3,1 4,4 5,8 6,2 7,3 3,2 4,5 5,2 6,3 7,2 

Предел 
прочности 

материала вала, 
МПа 

B 680 780 880 820 730 560 580 630 680 720 



Вариант задания № 4. Глубинный насос 

Схемы механизма глубинного насоса и компоновки узла ведомого вала 
кривошипа для варианта задания № 4 

 

 

 

 

 

Механизм глубинного насоса состоит из кривошипа 1 шатунов 2 и 4, 

коромысла 3 и ползуна (поршня) 5. Рабочий ход поршня снизу – вверх. Центры 

масс звеньев 2 – 4 находятся посредине их длин, звена 1 – в точке О1, звена 5 – в 

точке D. Сила сопротивления движению поршня 5 сохраняет постоянное значение 

Fp на протяжении всего рабочего хода. На холостом ходу сила сопротивления 

постоянна и составляет 10 % от номинальной. 



Ведомый вал редуктора привода кривошипа глубинного насоса имеет 

несимметричное правое расположение колеса относительно опор вала – 

подшипников. 

Варианты исходных данных механизма глубинного насоса 
для варианта задания № 4 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Размеры 
звеньев 

механизма 
и характерные 
расстояния, м 

O1А 0,09 0,11 0,15 0,1 0,12 0,17 0,13 0,14 0,16 0,95 
AB 0,6 0,72 0,7 0,7 0,7 0,55 0,8 0,70 0,65 0,9 
О2В 0,38 0,47 0,5 0,4 0,5 0,5 0,6 0,8 0,7 0,8 
О2С 0,2 0,7 0,5 0,45 0,35 0,5 0,5 0,55 0,75 0,6 
CD 0,6 0,8 0,85 0,6 0,65 0,8 1,5 1,55 1,75 1,6 
а 0,45 0,43 0,5 0,36 0,5 0,5 0,5 0,6 0,7 0,65 
b 0,46 0,63 0,6 0,45 0,66 0,6 0,5 0,55 0,7 0,8 

Угол поворота 
кривошипа, 

град 

 180 210 0 165 150 253 30 45 60 120 

Частота 
вращения 

кривошипа, 
об/мин 

n 140 130 180 70 150 200 100 110 160 190 

Массы звеньев 
механизма, кг 

m2 38 24 14 22 27 20 23 26 29 30 
m3 35 52 34 40 47 40 33 37 41 44 
m4 33 30 36 28 34 40 43 47 49 51 
m5 35 36 20 32 30 20 44 49 51 60 

Моменты 
инерции 
звеньев 
относит. 

центров масс, 
кг·м2 

J1 0,22 0,1 0,14 0,2 0,1 0,15 0,1 0,2 0,3 0,4 
J2 1,1 0,83 0,5 1,2 0,9 0,75 0,8 0,9 0,6 0,4 
J3 3,5 4,9 2,5 4 4,1 4,3 2,1 2,5 2,7 3,0 
J4 2,1 2,0 2,3 1,6 2,2 2,4 3,0 3,5 3,9 4,4 

Сила 
сопротивления, 

кН 

Fр 3,0 1,26 1,44 1,68 2,17 2,16 3,0 4,8 5,1 6,1 

Передаточное 
число 

редуктора 

u 3,5 6,0 3,1 6,3 8,0 3,2 2,0 5,6 4,0 5,2 

Предел 
прочности 

материала вала, 
МПа 

B 750 650 800 750 700 800 680 720 770 810 



Вариант задания № 5. Вытяжной пресс 

Схемы механизма вытяжного пресса и компоновки узла ведомого вала 
кривошипа для варианта задания № 5 

 

 

 

 

 

Механизм вытяжного пресса состоит из кривошипа 1, шатунов 2 – 4 и 

ползуна (поршня) 5. Рабочий ход поршня снизу – вверх. Центры масс звеньев 2 – 4 

находятся посредине их длин, звена 1 – в точке О1, звена 5 – в точке D. Сила 

сопротивления движению поршня 5 сохраняет постоянное значение Fp на 

протяжении всего рабочего хода. На холостом ходу сила сопротивления постоянна 

и составляет 10 % от номинальной. 

Ведомый вал редуктора привода кривошипа вытяжного пресса имеет 

симметричное расположение колеса относительно опор вала – подшипников. 



Варианты исходных данных механизма вытяжного пресса 
для варианта задания № 5 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Размеры 
звеньев 

механизма 
и характерные 
расстояния, м 

O1А 0,1 0,09 0,09 0,09 0,08 0,1 0,07 0,1 0,11 0,08 
AB 0,32 0,45 0,36 0,38 0,4 0,42 0,46 0,48 0,5 0,52 
О2В 0,3 0,6 0,5 0,42 0,51 0,6 0,62 0,46 0,45 0,5 
О2С 0,42 0,9 0,7 0,6 0,7 0,85 0,8 0,66 0,65 0,7 
CD 0,11 0,3 0,4 0,6 0,5 0,8 0,9 0,35 0,49 0,5 
а 0,16 0,35 0,45 0,44 0,56 0,62 0,6 0,64 0,68 0,66 
b 0,29 0,3 0,4 0,41 0,46 0,5 0,51 0,55 0,6 0,6 
с 0,41 0,7 0,6 0,56 0,65 0,75 0,8 0,62 0,6 0,65 

Угол поворота 
кривошипа, 

град 

 30 60 120 150 210 240 300 330 25 45 

Частота 
вращения 

кривошипа, 
об/мин 

n 40 65 50 55 60 165 70 75 285 150 

Массы звеньев 
механизма, кг 

m2 30 7 8 9 10 12 11 14 12 11 
m3 40 12 10 10 8 10 8 7 14 10 
m4 15 5 6 4 7 8 9 6 4 5 
m5 20 30 33 35 37 30 37 35 40 42 

Моменты 
инерции 
звеньев 
относит. 

центров масс, 
кг·м2 

J1 0,5 2,0 2,4 2,4 2,6 2,5 2,2 2,0 2,2 2,2 
J2 0,2 0,10 0,20 0,21 0,24 0,28 0,29 0,31 0,33 0,35 
J3 0,3 0,20 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6 0,65 
J4 0,1 0,10 0,12 0,14 0,16 0,18 0,2 0,22 0,24 0,26 

Сила 
сопротивления, 

кН 

Fр 36 36 40 41 39 37 34 32 36 42 

Передаточное 
число 

редуктора 

u 3,1 4,4 5,8 6,2 7,3 6,8 6,0 7,0 6,3 5,0 

Предел 
прочности 

материала вала, 
МПа 

B 680 780 880 820 730 750 700 650 800 850 



Вариант задания № 6. Гайковырубной автомат 

Схемы механизма гайковырубного автомата и компоновки узла 
ведомого вала кривошипа для варианта задания № 6 

 

 
 
 

 

 

Механизм гайковырубного автомата состоит из кривошипа 1, шатунов 2, 4, 

коромысла 3 и ползуна (поршня) 5. Рабочий ход поршня слева – направо. Центры 

масс звеньев 2 – 4 находятся посредине их длин, кривошипа 1 – в точке О1, звена 5 

– в точке D. Сила сопротивления движению поршня 5 сохраняет постоянное 

значение Fp на протяжении всего рабочего хода. На холостом ходу сила 

сопротивления постоянна и составляет 10 % от номинальной. 



Ведомый вал редуктора привода кривошипа гайковырубного автомата 

имеет несимметричное левое расположение колеса относительно опор вала – 

подшипников. 

Варианты исходных данных механизма гайковырубного автомата 
для варианта задания № 6 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Размеры 
O1А 0,09 0,11 0,1 0,12 0,08 0,11 0,12 0,1 0,1 0,12 
AB 0,43 0,41 0,48 0,43 0,38 0,48 0,44 0,44 0,37 0,52 

звеньев 
О2В 0,25 0,29 0,28 0,3 0,22 0,28 0,31 0,26 0,26 0,31 механизма 
ВD 0,25 0,29 0,28 0,3 0,22 0,28 0,31 0,26 0,26 0,31 и характерные 
а 0,24 0,27 0,27 0,29 0,21 0,27 0,3 0,25 0,25 0,29 расстояния, м 
b 0,45 0,43 0,5 0,45 0,4 0,5 0,47 0,39 0,39 0,55 

Угол поворота 
кривошипа, 

град 

 30 45 60 120 150 210 240 300 305 25 

Частота 
вращения 

кривошипа, 
об/мин 

n 100 45 50 55 60 65 70 75 80 90 

Массы звеньев 
механизма, кг 

m2 11 10 12 10 9 12 11 11 9 13 
m3 15 17 16 20 13 18 19 16 16 18 
m4 15 17 16 20 13 18 19 16 16 18 
m5 60 62 56 70 46 65 67 57 58 63 

Моменты J1 1,2 1,4 1,6 1,0 0,9 1,5 1,3 1,1 1,0 1,3 
J2 0,2 0,17 0,28 0,18 0,13 0,28 0,21 0,21 0,12 0,35 инерции 

звеньев 
J3 0,09 0,14 0,12 0,18 0,08 0,14 0,18 0,11 0,11 0,17 

относит. 
центров масс, J4 0,09 0,14 0,12 0,18 0,08 0,14 0,18 0,11 0,11 0,17 

кг·м2            

Сила 
сопротивления, 

кН 

Fр 60 65 70 58 55 52 53 54 60 70 

Передаточное 
число 

редуктора 

u 5,6 2,8 3,5 5,1 6,3 3,2 4,6 5,9 6,0 3,4 

Предел 
прочности 

материала вала, 
МПа 

B 750 650 700 800 640 600 620 680 710 800 



Вариант задания № 7.  Качающийся конвейер 

Схемы механизма качающегося конвейера и компоновки узла 
ведомого вала кривошипа для варианта задания № 7 

 

 

 

 

 

Механизм качающегося конвейера состоит из кривошипа 1, шатунов 2, 4, 

коромысла 3 и ползуна (поршня) 5. Рабочий ход поршня слева – направо. Центры 

масс звеньев 2 – 4 находятся посредине их длин, кривошипа 1 – в точке О1, звена 5 

– в точке D. Сила сопротивления движению поршня 5 сохраняет постоянное 

значение Fp на протяжении всего рабочего хода. На холостом ходу сила 

сопротивления постоянна и составляет 10 % от номинальной. 

Ведомый вал редуктора привода кривошипа качающегося конвейера 

имеет несимметричное правое расположение колеса относительно опор вала – 

подшипников. 



Варианты исходных данных механизма качающегося конвейера 
для варианта задания № 7 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Размеры 
O1А 0,1 0,09 0,1 0,11 0,12 0,14 0,1 0,12 0,14 0,12 
AB 0,38 0,38 0,46 0,42 0,46 0,28 0,45 0,55 0,53 0,45 

звеньев 
ВС 0,32 0,3 0,33 0,35 0,39 0,35 0,4 0,4 0,45 0,38 механизма 
ВD 1,3 1,4 1,5 1,4 1,5 1,6 1,5 1,5 1,6 1,5 и характерные 
а 0,29 0,3 0,34 0,32 0,33 0,32 0,35 0,41 0,4 0,35 расстояния, м 
b 0,05 0,06 0,06 0,05 0,06 0,04 0,05 0,07 0,07 0,06 

Угол поворота 
кривошипа, 

град 

 25 45 60 115 135 150 210 245 290 300 

Частота 
вращения 

кривошипа, 
об/мин 

n 80 60 68 73 70 63 63 79 74 50 

Массы звеньев 
механизма, кг 

m2 20 20 21 20 20 25 20 22 25 20 
m3 90 80 90 100 85 100 90 95 100 90 
m4 400 400 450 500 500 500 400 450 500 450 
m5 900 800 900 900 950 900 950 800 900 950 

Моменты J1 1,0 1,0 1,1 1,0 1,2 1,4 1,0 1,2 1,4 1,2 
J2 1,0 1,0 1,1 1,0 1,2 1,4 1,0 1,2 1,4 1,2 инерции 

звеньев 
J3 0,4 0,4 0,6 0,5 0,5 0,6 0,4 0,5 0,6 0,5 

относит. 
центров масс, J4 40 40 42 35 40 38 42 45 35 45 

кг·м2            

Сила 
сопротивления, 

кН 

Fр 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0 11,0 12,0 13,0 

Передаточное 
число 

редуктора 

u 3,2 4,5 5,2 6,3 7,2 3,5 6,0 3,1 6,3 8,0 

Предел 
прочности 

материала вала, 
МПа 

B 560 580 630 680 720 750 800 800 750 700 



Вариант задания № 8. Щековая дробилка 

Схемы механизма щековой дробилки и компоновки узла 
ведомого вала кривошипа для варианта задания № 8 

 

 

 

 

 

Механизм щековой дробилки состоит из кривошипа 1, шатуна 2, коромысла 

3, тяги 4, подвижной щеки 5 и неподвижной щеки 6. Рабочий ход подвижной щеки 

слева – направо. Центр масс кривошипа 1 – в точке О1. У остальных звеньев 2 – 5 

центры масс находятся посредине их длин. Момент сил сопротивления движению 

подвижной щеки 5 сохраняет постоянное значение МС на протяжении всего 

рабочего хода. На холостом ходу щеки момент сил сопротивления постоянный и 

составляет 10 % от номинального. 

Ведомый вал редуктора привода кривошипа щековой дробилки имеет 

симметричное расположение колеса относительно опор вала – подшипников. 



Варианты исходных данных механизма щековой дробилки 
для варианта задания № 8 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Размеры 
OА 0,11 0,1 0,15 0,07 0,15 0,08 0,1 0,15 0,12 0,07 
AB 0,8 0,9 0,75 0,6 0,9 0,7 0,45 0,9 0,8 0,65 

звеньев 
O1B 0,45 0,5 0,6 0,3 0,6 0,6 0,5 0,6 0,6 0,3 механизма 
ВD 0,2 0,15 0,2 0,3 0,1 0,15 0,25 0,15 0,2 0,2 и характерные 
O2E 0,8 0,85 1,2 0,9 1,15 1,0 0,8 1,2 1,0 0,75 расстояния, м 
DE 0,6 0,55 0,6 0,4 0,7 0,35 0,3 0,65 0,3 0,45 

 а 0,45 0,5 0,4 0,3 0,3 0,4 0,5 0,4 0,4 0,3 
 b 0,55 0,6 0,5 0,4 0,5 1,0 0,5 0,5 1,0 0,4 
 с 0,4 0,35 0,6 0,3 0,6 0,4 0,25 0,6 0,5 0,3 
 d 0,12 0,15 0,3 0,4 0 0,2 0,2 0 0,1 0,2 

Угол поворота 
кривошипа, 

град 

 20 30 45 60 115 145 215 240 295 330 

Частота 
вращения 

кривошипа, 
об/мин 

n 160 190 150 250 170 200 200 140 240 240 

Массы звеньев 
механизма, кг 

m2 55 50 45 40 48 40 35 55 50 40 
m3 30 25 30 15 30 30 25 30 35 30 
m4 30 27 30 20 35 18 15 33 15 22 
m5 90 85 120 110 100 80 120 100 75 100 

Моменты J1 0,23 0,25 0,35 0,2 0,3 0,2 0,25 0,35 0,2 0,24 
J2 0,8 4,0 3,4 1,6 3,9 1,9 0,7 4,5 3,2 1,7 инерции 

звеньев 
J3 0,9 0,6 1,1 0,14 1,1 1,1 0,5 1,1 0,26 0,14 

относит. 
J4 0,9 0,82 1,0 0,32 1,7 0,22 0,14 1,4 0,15 0,45 центров масс, 
J5 6,3 6,1 17,3 7,3 14,5 10,0 5,1 17,3 10,0 4,2 кг·м2 

Момент сил 
сопротивления, 

кН·м 

МС 4 8 30 9 20 10 7 35 2 15 

Передаточное 
число 

редуктора 

u 5,6 3,8 4,7 6,3 4,0 4,5 4,8 2,8 3,5 4,0 

Предел 
прочности 

материала вала, 
МПа 

B 670 710 820 630 750 700 650 740 720 810 



Вариант задания № 9. Кулисный конвейер 

Схемы механизма кулисного конвейера и компоновки узла 
ведомого вала кривошипа для варианта задания № 9 

 

 

 

 

 

Механизм кулисного конвейера состоит из кривошипа 1, ползуна 2, 

кулисы 3, шатуна 4 и ползуна (поршня) 5. Рабочий ход поршня слева – направо. 

Центры масс звеньев 3, 4 находятся посредине их длин, кривошипа 1 – в точке О, 

ползуна 2 – в точке А, звена 5 – в точке С. Сила сопротивления движению поршня 

5 сохраняет постоянное значение Fp на протяжении всего рабочего хода. На 

холостом ходу сила сопротивления постоянна и составляет 10 % от номинальной. 

Ведомый вал редуктора привода кривошипа кулисного конвейера имеет 

несимметричное левое расположение колеса относительно опор вала – 

подшипников. 



Варианты исходных данных механизма кулисного конвейера 
для варианта задания № 9 

 

Параметры 
Обозначени 

е 
Варианты исходных данных 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Размеры 
звеньев 

механизма 
и характерные 
расстояния, м 

OА 0,1 
7 

0,0 
8 

0,1 0,1 
2 

0,0, 
9 

0,1 
1 

0,13 0,14 0,1 
5 

0,16 

O1B 1,5 0,8 1,0 1,2 0,9 1,1 1,3 1,4 1,2 
5 

1,45 

ВС 2,1 1,8 1,9 2,0 1,75 1,6 
5 

1,45 1,5 1,8 
5 

1,95 

 а 0,9 0,6 0,8 0,9 0,6 0,6 0,7 1,0 0,9 1,1 
          5  

 b 0,2 0,0 0,0 0,0 0,09 0,1 0,05 0,06 0,0 0,06 
  8 5 7 8   5 5 6 5 
Угол поворота 

кривошипа, 
град 

 300 20 30 45 60 110 120 150 210 240 

Частота 
вращения 

кривошипа, 
об/мин 

n 190 100 110 120 130 140 150 160 170 180 

Массы 
звеньев 

механизма, кг 

m2 14 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
m3 28 10 12 14 16 18 20 22 24 26 
m4 32 14 16 18 20 22 24 26 28 30 
m5 280 100 120 140 160 180 200 220 240 260 

Моменты 
инерции 

J1 3,0 1 2 3 4 4,5 3,6 4,7 2,8 2,9 
J2 0,6 0,6 0,4 0,3 0,5 0,7 0,8 0,35 0,4 0,55 

звеньев 
относит. 

 5        5  

J3 6,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 5,5 
центров масс, 

J4 1,5 2,0 2,5 3,5 4,5 5,0 3,0 4,0 6,0 6,5 кг·м2 
Сила 

сопротивлени 
я, кН 

Fp 14 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

Передаточное 
число 

редуктора 

u 3,2 4,5 5,2 6,3 7,2 3,5 6,0 3,1 6,3 7,3 

Предел 
прочности 
материала 
вала, МПа 

B 560 520 680 650 730 750 820 800 740 700 



Вариант задания № 10. Строгальный станок 

Схемы механизма кулисного конвейера и компоновки узла 
ведомого вала кривошипа для варианта задания № 10 

 

 

 

 

 

Механизм строгального станка состоит из кривошипа 1, ползуна 2, кулисы 

3, шатуна 4 и резца (вместе с суппортом) 5. Рабочий ход резца справа – налево. 

Центры масс звеньев 3, 4 находятся посредине их длин, кривошипа 1 – в точке О, 

ползуна 2 – в точке А, резца 5 – в точке С. Сила сопротивления движению резцу 5 

сохраняет постоянное значение Fp на протяжении всего рабочего хода. На холостом 

ходу сила сопротивления постоянна и составляет 10 % от номинальной. 

Ведомый вал редуктора привода кривошипа кулисного конвейера имеет 

несимметричное правое расположение колеса относительно опор вала – 

подшипников. 



Варианты исходных данных механизма кулисного конвейера 
для варианта задания № 10 

 

Параметры 
Обозначение Варианты исходных данных 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Размеры 
OА 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 0,11 0,12 0,13 0,14 0,15 
O1B 1,35 1,45 1,6 1,6 1,8 1,55 1,45 1,75 1,45 1,4 

звеньев 
ВС 0,5 0,6 0,7 0,8 0,45 0,35 0,55 0,65 0,75 0,8 механизма 
а 0,8 0,85 0,9 0,95 1,05 0,75 0,65 0,85 1,1 1,2 и характерные 
b 0,7 0,8 0,85 0,9 0,95 0,95 0,95 1,05 0,6 0,5 расстояния, м 

Угол поворота 
кривошипа, 

град 

 20 35 60 75 120 150 210 240 295 330 

Частота 
вращения 

кривошипа, 
об/мин 

n 120 130 140 150 160 170 180 190 110 100 

Массы звеньев 
механизма, кг 

m2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
m3 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 
m4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 5 
m5 25 28 30 32 35 37 40 43 45 49 

Моменты J1 1 1,2 1,3 1,4 1,6 1,8 1,9 2,1 2,2 2,3 
J2 0,2 0,25 0,3 0,35 0,1 0,15 0,18 0,22 0,26 0,32 инерции 

звеньев 
J3 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 6,5 7 7,5 

относит. 
центров масс, J4 1,1 1,3 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,1 2,2 2,3 

кг·м2            

Сила 
сопротивления, 

кН 

Fp 6 5 4 4,5 5,5 6,5 7,5 8,5 9,5 10 

Передаточное 
число 

редуктора 

u 2 3,1 4 5 6,3 7,1 4,5 5,6 3,3 3,9 

Предел 
прочности 
материала 
вала, МПа 

B 650 700 750 800 850 900 670 770 870 600 



ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКОЙ РАБОТЫ 

 
Рассмотрим последовательность выполнения расчетно-графической работы 

на примере условной схемы пятизвенного плоского механизма с симметричной 

компоновкой узла ведомого вала кривошипа (рис. 1). 

 
 

Пятизвенный механизм 
 
 

 

 
 

 

 

Рис. 1. Схемы пятизвенного механизма и компоновки узла 
ведомого вала кривошипа 

 
Механизм состоит из кривошипа 1, шатуна 2, коромысла 3, шатуна 4 и 

ползуна 5. Центр масс кривошипа расположен на оси вращения, в точке О, центры 

масс звеньев 2 – 4 – посередине их длин, центр масс звена 5 – в точке D. Рабочий 

ход ползуна справа – налево. Сила сопротивления движению ползуна на 



протяжении  рабочего  хода  равна  Fp. На холостом ходу сила сопротивления 

составляет 10 % от номинального значения. 

Ведомый вал редуктора привода кривошипа механизма имеет 

симметричное расположение колеса относительно опор вала – подшипников. 

Данные для кинематического и динамического расчета механизма приведены 

в табл. 1 – 2. 

Таблица 1 

Кинематические характеристики механизма 
 

Размеры звеньев механизма Угол 
поворота 

кривошипа, 
φ, град 

Частота 
вращения 

кривошипа, 
n, об/мин 

a, м OA, м AB, м O1С, м ВC, м CD, м 

0,4 0,1 0,4 0,15 0,15 0,5 90 95,5 
 

Таблица 2 
Параметры динамического расчёта 

 
 

Массы звеньев, кг 
 

Моменты инерции 
звеньев, кг·м2 

 
Сила 

полезн 
ого 

сопрот 
ивлени 
я, кН 

Пере 
дато 
чное 
числ 

о  
реду 
ктор 

а 

Предел 
прочно 

сти 
матери 

ала 
вала, 
МПа 

m1 m2 m3 m4 m5 J01 JS2 JO13 JS 4 Fp u В 

5 40 30 50 10 1 2 1 3 16,045 5 640 
 
 
 

1. Структурный и кинематический анализ механизма 

Структурный анализ механизма 

 
В рассматриваемом механизме (рис. 2, а) 5 подвижных звеньев и 7 

кинематических пар: 

– вращательная кинематическая пара О (рис. 2, b) низшего типа 5-го класса 

образуется неподвижной стойкой 6 и кривошипом 1; 



– вращательная кинематическая пара А (рис. 2, c) низшего типа 5-го класса 

образуется кривошипом 1 и шатуном 2; 

– вращательная кинематическая пара В (рис. 2, d) низшего типа 5-го класса 

образуется шатуном 2 и коромыслом 3; 

– вращательная кинематическая пара О1 (рис. 2, e) низшего типа 5-го класса 

образуется коромыслом 3 и стойкой 7; 

– вращательная кинематическая пара С (рис. 2, f) низшего типа 5-го класса 

образуется коромыслом 3 и шатуном 4; 

– вращательная кинематическая пара D (рис. 2, g) низшего типа 5-го класса 

образуется шатуном 4 и ползуном 5; 

– поступательная кинематическая пара D1 (рис. 2, h) низшего типа 5- 

го класса образуется ползуном 5 и стойкой 8. 
 

 

Рис. 2. Кинематические пары механизма: 
а – схема механизма; b – h – звенья, составляющие кинематические пары 

 

Высших кинематических пар в данном механизме нет, так как соединение 

всех звеньев осуществляется по поверхности. Кинематические пары и звенья, 

составляющие кинематические пары, показаны на рис. 2. 

Степень подвижности плоского механизма определяется по формуле П. Л. 

Чебышева: W  3n  2 p5 = 3·5 – 2·7 = 1, где n = 5 – число подвижных звеньев 

механизма, р5 = 7 – число кинематических пар 5-го класса. Следовательно, 

механизм имеет одно ведущее звено. 



В  рассматриваемом  механизме  можно  выделить  две группы Ассура и 

начальное звено (рис. 3): 

– группа звеньев, состоящая из шатуна 4 и ползуна 5, является группой 

Ассура II класса, второго вида (ползун – поводок), рис. 3, b; 

– группа звеньев, состоящая из коромысла 3 и шатуна 2, является группой 

Ассура II класса, первого вида (двухповодковая группа), рис. 3, c; 

– кривошип 1 вместе со стойкой 6 образуют начальное звено или начальный 

механизм I класса, рис. 3, d. 

 
 
 

Рис. 3. Группы Ассура механизма: 
а – схема механизма; b, с – группы Асура; d – начальное звено 

Схема образования механизма группами Ассура: 

(1) (2, 3) (4, 5). 

К  первому (ведущему) звену  присоединяется  группа  Ассура, состоящая 

из звеньев 2 и 3, образуя раму, имеющую ту же степень подвижности, что и 

исходный механизм. К группе Ассура, состоящей из звеньев 2 и 3, присоединяется 

группа Ассура, состоящая из звеньев 4 и 5. При этом степень подвижности 

образованного механизма не увеличивается. 

Представленный механизм включает начальный механизм I класса и две 

группы Ассура II класса, в результате чего является механизмом II класса. 

Результаты структурного анализа механизма приводятся в табл. 3 – 4. 



Таблица 3 

Анализ кинематических пар 
 

Обозначение 
кинематической пары 

О А В О1 С D D1 

Звенья, образующие 
пару 

1 – 6 1 – 2 2 – 3 3 – 7 3 – 4 4 – 5 5 – 8 

Наименование пары Вращательная, низшая Поступатель 
ная, 

низшая 
Класс пары 5 класс 

 

Таблица 4 

Анализ групп Ассура 
 

Группы Ассура 4 – 5 2 – 3 1 
Наименование группы Ассура Ползун-поводок Двухповодковая Начальное 

звено 
Класс групп Ассура II класс II класс I класс 

Класс механизма Механизм II класса 
 

Построение плана механизма 

 
Построение плана механизма начинается с определения масштабного 

коэффициента длины. Выберем для плана механизма стандартный масштаб, 

например 1:4. Масштаб выбирается таким образом, чтобы длина самого большого 

звена механизма на чертеже не превышала 100 – 150 мм. При выбранном масштабе 

длина отрезка lСD , изображающего на чертеже звено СD максимальной длины 
 
0,5 м, составит: 

 
lСD  

0,5 

4 

 
= 0,125 м = 125 мм и находится в пределах допустимых 

границ длин. Масштабный коэффициент длины рассчитывается как отношение kl 

=  
0,5 

125 
= 0,004 

м  
. 

мм 
Определяем длины звеньев на чертеже с учётом масштабного коэффициента:  

 

0,004

0,1


l
OA k

OA
l  = 25 мм,       

0,004

0,5


l
СD k

СD
l = 125 мм, 

 

 




0,004

0,4

l
AB k

AB
l  100 мм,       

0,004

0,4


l
а k

а
l  = 100 мм,    

0,004

0,151
1


l

СO k

СO
l = 37,5 мм,   

0,004

0,15


l
BС k

BС
l  = 37,5 мм.  

 

Порядок построения положения механизма таков: 

 
1. Первоначально на чертеже фиксируем неподвижные точки О и О1. 

Поставим на свободном поле чертежа точку О1, затем, отложив расстояние a, 

поставим точку О2..  

2. Радиусом OAl  проведём окружность, по которой будет перемещаться точка 

А, лежащая на кривошипе. Установим заданное положение кривошипа под углом   

= 90º и получим положение точки А (начальное положение и направление отсчёта 

угла показано на схеме механизма). 

3. Из точки А проводим дугу радиусом ABl , затем из точки О1 дугу радиусом 

CBCOBO lll 
11

. В точке пересечения ставим точку В. Прямая линия, соединяющая 

точки А и В, определяет положение шатуна 2. 

4. Из точки С, находящейся на средине коромысла 3, проводим дугу 

окружности радиусом DСl  до пересечения её с продолжением линии ОО1. Точка 

пересечения D определяет положение ползуна 5. 

План механизма в масштабе 1: 4 показан на рис. 4. 
 
 

Рис. 4. План механизма в масштабе 1:4 



Построение плана скоростей механизма 
 
Построение начинаем с определения модуля скорости точки А ведущего звена 

1 – кривошипа.  

Вычисляем угловую скорость кривошипа ω, рад/с, по заданной его частоте 

вращения n, об/мин: 
30

n
  = 

30

95,53,14 
 = 10 рад/с. Вычисляем модуль скорости 

точки А кривошипа: AOVA 1  = 10·0,1 = 1 м/с. Длину вектора скорости AV


 точки 

А на плане скоростей принимаем равной 100 мм. Вычисляем масштаб плана 

скоростей: (мм/c)/м01,0
100

1

100
 A

v
V

k . 

Точка В принадлежит как звену АВ (шатун 2), совершающему 

плоскопараллельное движение, так и звену О1В (коромысло 3), вращающемуся 

вокруг неподвижного центра  О1 (см. рис. 4). Скорость точки В звена АВ, равна 

векторной сумме скорости полюса, например точки А, и скорости точки В во 

вращательном движении звена АВ по отношении к полюсу. Тогда для определения 

скорости точки В имеем первое векторное равенство: BAAB VVV


 , где BV


 – вектор 

скорости точки В; AV


 – вектор скорости точки А, известный по величине и 

направлению; BAV


 – вектор скорости точки В во вращательном движении звена АВ 

по отношении к полюсу А. Известно, что вектор скорости BAV


 перпендикулярен 

линии АВ.  

С другой стороны, в силу того, что точка В принадлежит звену О1В, 

вращающемуся вокруг неподвижного центра О1, скорость точки В может быть 

найдена из второго векторного равенства BV


= 
1BOV


, где 

1BOV


– вектор скорости 

точки В при вращении звена ВО1 вокруг центра О1. Вектор 
1BOV


(и, следовательно, 

вектор BV


) перпендикулярен линии ВО1.  

Проведём построение векторов на плане скоростей (рис. 5). Выберем в качестве 

полюса плана скоростей точку vp , которую изображаем на поле чертежа в 

удобном для построения месте. Изобразим вектор скорости AV


, направив его из 



точки vp . При заданном положении кривошипа вектор AV


 на плане скоростей 

горизонтален. Направление вектора AV


 перпендикулярно кривошипу О1А в 

сторону его вращения. Длина вектора на чертеже устанавливается  в соответствии 

с масштабным коэффициентом 

(100 мм). В конце построенного 

вектора поставим точку а. Таким 

образом,  вектор AV


 на плане 

скоростей изображается отрезком 

apv  (см. рис. 5).  

Далее, из точки а направляем 

вектор BAV


, перпендикулярно линии звена АВ. Величина вектора BAV


 неизвестна и 

потому вектор скорости BV


 найти невозможно. Для того, чтобы его найти, 

построим вектор BV


 в соответствии со вторым векторным уравнением. Из него 

следует, что величина и направление вектора BV


 совпадает с величиной и 

направлением вектора 
1BOV


, который перпендикулярен линии звена ВО1. Проведём 

из полюса vp  линию, перпендикулярную ВО1 до пересечения её с линией, вдоль 

которой направлен вектор BAV


. Обозначим пересечение этих линий точкой b. 

Вектор, проведённый из полюса vp  в точку b, равен вектору скорости BV


. Модуль 

скорости точки В найдём измерив длину отрезка bpv  на плане скоростей (в 

миллиметрах) и умножив её на масштабный коэффициент плана скоростей: 

vvB kbpV  = 92·0,01 = 0,92 м/с. 

Скорость точки В во вращательном движении звена АВ вокруг полюса А BAV  

найдём измерив длину отрезка ab на плане скоростей и умножив её на величину 

масштабного коэффициента vBA kabV  .  

Угловая скорость 2  звена АВ определяется как отношение 
BA

VBA2 =
BA

kab v
= 

 
Рис. 5. План скоростей механизма  

для угла поворота кривошипа   = 90º 



4,0

01,018 
 = 0,45 рад/с. 

Угловая скорость вращения коромысла ВО1: 
1

3 BO

VB =
0,3

0,92
 = 3,06 рад/с. 

Точка С принадлежит коромыслу ВО1. Вектор скорости CV


 перпендикулярен 

линии ВО1 и по модулю равен: 13 COVC  = 3,06·0,15 = 0,46 см/с. 

Точке С механизма, являющейся срединой коромысла ВО1, на плане скоростей 

соответствует точка с, лежащая на средине отрезка bpv , изображающего скорость 

точки В (так как скорость точки С механизма направлена так же как скорость 

точки В, но по величине в два раза её меньше). 

Величина и направление DV


 скорости точки D (ползуна 5) находится с учётом 

плоскопараллельного движения звена СD на основании векторной формулы: 

DCCD VVV


 . По определению вектор DCV


 скорости точки D при вращении звена 

CD вокруг полюса С направлен перпендикулярно звену CD. Тогда на плане 

скоростей из точки С проводим прямую, перпендикулярную линии CD, и так как 

точка D (ползун 5) движется горизонтально  из полюса vp  проводим 

горизонтальную прямую, параллельную линии движения ползуна  ОО1. Точка d 

пересечения этих прямых на плане скоростей определяет конец вектора DV


. Для 

того, чтобы найти модуль скорости, измерим расстояние dpv  и умножим его на 

масштабный коэффициент скоростей. Получим  vvD kdpV  = 44·0,01 = 0,44 м/с. 

Угловая скорость звена 4 равна 
DC

VDC4 . Модуль скорости точки D DCV  при 

вращении звена CD вокруг полюса С равен измеренному на плане скоростей 

расстоянию dc и умноженному на масштабный коэффициент 
DC

kdc

DC

V vDC 
4 = 

0,5

0,018 
 = 0,16 рад/с. 

Найдём скорости центров масс звеньев механизма. Полагая, что центры масс 

звеньев механизма расположены в средине соответствующих отрезков, отметим 



эти точки на плане скоростей. Для того, чтобы на плане скоростей найти скорость 

центра масс звена AB механизма, разделим пополам отрезок ab. Получим точку s2. 

Скорость центра масс звена AB равна расстоянию 2spv , умноженному на 

масштабный коэффициент: vvS kspV  22
= 96·0,01 = 0,96 м/с. 

Аналогично, разделив пополам отрезки  bpv , cd  на плане скоростей, получим 

точки 3s , 4s , которые определяют скорости центров масс, соответственно, звена 3 

(коромысла) и звена 4 (шатуна). Измерив расстояния 3spv , 4spv  и умножив их на 

масштабный коэффициент, получим скорости центров масс: vvS kspV  33
= 

46·0,01 = 0,46 м/с,  vvS kspV  44
= 44·0,01 = 0,44 м/с. 

Результаты расчётов скоростей центров масс звеньев механизма и угловых 

скоростей звеньев приведены в табл. 5. 

Таблица 5 
 

Абсолютные скорости центров масс и угловые скорости звеньев 
 

Звено АВ ВО1 СD Ползун 
Обозначение скорости центра масс 

звена 
VS 2

 VS3
 VS 4

 VD 

Величина скорости, м/с 0,96 0,46 0,44 0,44 
Обозначение угловой скорости звена 2 3 4 – 

Величина угловой скорости, рад/с 0,45 3,06 0,16 – 
 

Построение плана ускорений механизма 

 
Для определения значений линейных и угловых ускорений звеньев механизма 

построим план ускорений. Принимаем, что ведущее звено 1 движется с постоянной 

угловой скоростью. В этом случае касательное ускорение точки А равно нулю – 
Aa  

= 0,  полное ускорение Aa


 точки А совпадает с нормальным и потому направлено к 

оси вращения звена – точке О1. По величине ускорение Aa


 точки А будет: 

AOaa n
AA 1

2
1   = 0,1102   = 10 м/с2.  

Перед началом построений выберем масштабный коэффициент. Примем 



длину вектора ускорения точки А на плане ускорений 100 мм, тогда масштабный 

коэффициент ускорения: 
100

10

100
 A

a
a

k  = 0,1 (м/с2)/мм. 

Чертёж плана ускорения начинаем с построения ускорения точки А.  

Из некоторой точки ра, называемой полюсом плана ускорений и взятой на 

чертеже в произвольном месте, направим 

вектор Aa


 вертикально вниз, что 

соответствует выбранному вертикальному 

положению кривошипа. С учётом 

масштабного коэффициента ускорений 

длина вектора ускорения точки А на 

чертеже 100 мм. В конце вектора поставим 

стрелку и точку а (рис. 6). Ускорение 

точки В находим в соответствии с 

векторной формулой: τ
BA

n
BAAB aaaa


 , 

где Aa


 – ускорение точки А, выбранной за 

полюс; n
BAa


, τ

BAa


 – нормальная и 

касательная составляющие ускорения 

точки В во вращательном движении 

шатуна АВ относительно полюса А. Правило сложения векторов в векторной 

формуле определения ускорения точки В на плане ускорений выглядит следующим 

образом. К концу вектора, изображающего на чертеже ускорение Aa


, присоединяем 

вектор, изображающий ускорение n
BAa


, а к его концу – вектор, изображающий 

ускорение τ
BAa


. Тогда вектор, проведённый из начала первого вектора в конец 

последнего, представляет собой сумму векторов.  

 

Проведём необходимые построения для определения ускорения точки В. 

Ускорение Aa


 на чертеже изображается отрезком apa . Модуль вектора нормальной 

 

Рис. 6. План ускорений механизма 
для угла поворота кривошипа   = 90º 



составляющей ускорения точки В: ABan
BA  2

2 = 0,452·0,4 = 0,08 м/с2. На плане 

ускорений это будет отрезок длиной 
1,0

08,0


a

n
BA

k

a
 = 0,8 мм. Отложим на чертеже  из 

точки а отрезок длиной 0,8 мм вдоль линии, параллельной звену АВ механизма, в 

сторону, куда на плане механизма направлен вектор. В конце поставим точку 2n . 

Отрезок 2an на плане ускорений изображает нормальную составляющую ускорения 

точки В во вращательном движении шатуна АВ относительно полюса А. Здесь 

следует заметить, что расчётная величина отрезка 2an  настолько мала, что на 

чертеже показать его точно невозможно.  Можно считать, что вектор нормальной 

составляющей ускорения точки В  n
BAa


 и, следовательно, отрезок 2an  на плане 

ускорений равны нулю. На рис. 6 отрезок 2an  показан для того, чтобы сохранить 

правило последовательного построения суммы векторов. 

 Далее необходимо из конца отрезка 2an  провести линию, параллельную той, 

вдоль которой на плане механизма направлен вектор 
BAa


 – перпендикулярно линии 

звена ВА (то есть, перпендикулярно отрезку 2an ). Однако вычислить ускорение 

точки В, пользуясь одним этим построением, невозможно, так как величина 

касательного ускорения τ
BAa  неизвестна. Воспользуемся тем, что точка В 

принадлежит звену 3 – коромыслу, совершающему вращательное движение вокруг 

неподвижного центра О1. Следовательно, полное ускорение точки В может быть 

представлено как сумма его нормального и касательного составляющих – 

τ
B

n
BB aaa


 , где величина нормальной составляющей ускорения равна 

BOan
B 1

2
3  = 3,062·0,3 = 2,84 см/с2, а направление – вдоль ВО1 от точки В в 

сторону О1. Относительно касательной составляющей τ
Ba


 ускорения точки В 

известно только, что она направлена перпендикулярно ВО1. Вычислим длину 

отрезка, изображающего на чертеже нормальную составляющую ускорения точки 

В, как отношение 
a

n
B

k

a
 = 

0,1

2,84
 = 28,4 мм и из полюса ра на чертеже отложим его 



параллельно звену ВО1. В конце отрезка поставим точку 3n . В соответствии с 

правилом сложения векторов, из точки 3n  – конца отрезка 3npa , изображающего 

ускорение n
Ba


, проводим  линию, перпендикулярную этому отрезку. Это линия 

перпендикулярна звену ВО1 и вдоль неё направлена касательная составляющая 
Ba


 

ускорения точки В. Находим точку пересечения  двух перпендикуляров – к отрезку 

3npa  и к отрезку 2an  и обозначим её точкой b. Тогда отрезок, проведённый из 

полюса ap  в точку b, изображает на плане ускорений полное ускорение Ba


 точки В 

механизма. Величину ускорения точки В найдём, измерив на чертеже длину отрезка 

bpa и умножив его на масштабный коэффициент: aaB kbpa  = 52·0,1 = 5,2 м/с2. 

Отрезок bn3  изображает на чертеже касательную составляющую ускорения 


Ba


 точки В . Измеряем  длину отрезка bn3  ( bn3 = 43 мм), тогда угловое ускорение 

звена 3: 
1

3

1
3 BO

kbn

BO

a aB 



 = 

0,3

0,143 
 = 14,3 рад/с2. Угловое ускорение звена 2 

находится аналогично. На чертеже измеряем отрезок bn2 , который изображает 

ускорение τ
BAa


 ( bn2  = 74 мм). Тогда угловое ускорение звена 2: 

BA

kbn

BA

a aBA 



2

2  = 

0,4

0,174 
 = 18,5 рад/с2.  

Точка С принадлежит звену 3, совершающему вращательное движение вокруг 

неподвижного центра О1. Направление ускорения точки С такое же как и у точки В, 

которое на плане ускорений показано отрезком bpa . Так как точка С на плане 

механизма находится в средине звена ВО1, соответствующая ей точка с на плане 

ускорений находится на средине отрезка bpa . Тогда отрезок cpa  изображает 

ускорение точки С. 

Ускорение точки D находим на основании векторной формулы 

τ
DC

n
DCCD aaaa


 , где Ca


 – ускорение точки С, выбранной за полюс; n

DCa


, τ
DCa


 – 

нормальная и касательная составляющие ускорения точки D во вращательном 

движении шатуна DC относительно полюса C. 



Проведём необходимые построения. Заметим сразу, что направление 

ускорения Da


 точки D ползуна 5  известно. Ускорение направлено вдоль линии ОО1 

на плане механизма. Это означает, что на плане ускорений ускорение  точки D  

изображается горизонтальным отрезком, исходящим из центра ap . Модуль вектора 

нормальной составляющей ускорения точки D DCan
DC  2

4 = 0,162·0,5 = 0,01 м/с2. 

На плане ускорений это будет отрезок, длиной 
1,0

01,0


a

n
DC

k

a
 = 0,1 мм. Можно 

считать, что вектор нормальной составляющей ускорения точки  D n
DCa


 и 

соответствующий ему отрезок  на плане ускорений равны нулю. Тогда, исходя из 

векторной формулы сложения ускорений и с учётом нулевого вектора n
DCa


, на 

плане ускорений из конца отрезка cpa , изображающего вектор ускорения Ca


, 

необходимо провести линию, перпендикулярную звену CD, вдоль которой на плане 

механизма направлен вектор 
DCa


. Находим точку пересечения этой линии с 

горизонтальной прямой, проведённой из полюса ускорений, вдоль которой 

направлен вектор ускорения точки D. Обозначим точку пересечения d. Отрезок 

прямой dpa  изображает на плане ускорений ускорение точки D. Замеряем длину 

отрезка dpa  ( dpa  = 13 мм) и находим ускорение точки D: aaD kdpa  = 13·0,1 = 

1,3 м/с2. 

Замеряем на плане ускорений длину отрезка cd, изображающего ускорение 


DCa


 (cd = 18 мм),  и находим угловое ускорение звена 4: 

DC

kcd

DC

a aDC 




4 =
0,5

0,118 
 

= 3,6 рад/с2. 

Определим ускорения центров масс звеньев механизма.  

Разделим пополам отрезок ab на плане ускорений, обозначим середину 

отрезка точкой s2 и соединим с полюсом ap . Отрезок 2spa  изображает ускорение 

центра масс звена 2 – кривошипа АВ. Длина отрезка 2spa  = 70 мм. Ускорение 

центра масс звена 2: aaS kspa  22 = 70·0,1 = 7 м/с2. Аналогично, точка s4, лежащая 

на средине отрезка cd, изображает центр масс звена 4 шатуна CD. Ускорение центра 



масс звена 4: aaS kspa  44 = 18·0,1 = 1,8 м/с2.  

Все построения плана ускорений приведены на рис. 6. 

Результаты вычислений ускорений центров масс звеньев, а также угловых 

ускорений звеньев механизма приводятся в табл. 6. 

 

Таблица 6 

Ускорения центров масс звеньев механизма и угловые ускорения звеньев 
 

Звено АВ ВО1 DC Ползун 
Обозначение ускорения центра масс 

звена 
aS 2

 aS3
 aS 4

 aD 

Величина ускорения, м/с2 7 2,6 1,8 1,3 
Обозначение углового ускорения звена 2 3 4 – 
Величина углового ускорения, рад/с2 18,5 14,3 3,6 – 

 
Определение движущего момента, приведённого к валу кривошипа, 

по методу Н. Е. Жуковского  

 
Определим уравновешивающую силу, приведённую к крайней точке А 

кривошипа.  

Вычисляем силы тяжести звеньев.  

gmG 22  = 40·9,8 = 392 Н,  gmG 33  = 30·9,8 = 294 Н, 

gmG 44  = 50·9,8 = 490 Н,  gmG 55  = 10·9,8 = 98  Н. 

Вычисляем модули сил инерции, действующих на механизм. 

22
ин

2 SamF  = 40·7 = 280 Н,   23
ин

3 SamF  = 30·2,6 = 78 Н, 

44
ин

4 SamF  = 50·1,8 = 90 Н,   DamF 5
ин

5  = 10·1,3 = 13 Н. 

Вычисляем модули моментов сил инерции. 

22
ин
2  SJM = 2·18,5 = 37 Н·м,   33

ин
3  SJM = 1·14,3 = 14,3 Н·м, 

44
ин
4  SJM = 3·3,6 = 10,8 Н·м. 



Построим «жёсткий рычаг» Жуковского. Изобразим план скоростей 

механизма, повернув его на 90º (рис. 3.7). Приложим в точках, изображающих на 

повернутом плане скоростей центры масс звеньев механизма, силы тяжести и силы 

инерции. Направление сил инерции противоположно направлению ускорений 

центров масс, показанных на плане ускорений. Моменты сил инерции, 

действующие на звенья механизма, раскладываем на две антипараллельные силы, 

приложенные к крайним точкам звена, перпендикулярно ему. 

AB

M
FF

ин
2

22   = 
4,0

37
 = 92,5 Н,    

BO

M
FF

1

ин
3

33   = 
0,3

14,3
= 48 Н, 

CD

M
FF

ин
4

44   = 
0,5

10,8
 = 21,6 Н. 

Заданное положение кривошипа 

осуществляется на рабочем ходу поршня. 

Сила полезного сопротивления pF  направлена 

в сторону, противоположную движению 

поршня.  

Рычаг Н. Е. Жуковского приведён на 

рис. 3.7.  На рисунке отмечены силы тяжести и 

силы инерции звеньев, приложенные в точках 

плана скоростей 2s  – 4s , соответствующих 

положению центров масс этих звеньев. Показаны пары сил инерции ),( 22 FF

 , 

),( 33 FF

 , ),( 44 FF


 , образующие главные моменты сил инерции ин

2M , ин
3M , ин

4M , 

приложенные ко 2, 3 и 4 звеньям.  

Применение «рычага Жуковского» для определения приведённой силы 

заключается в составлении уравнения равновесия в форме равенства нулю суммы 

моментов заданных сил относительно полюса vp :  

прпр hF  – 22 hF  + 22 hF  – 22 GhG  + 2
ин

2 hF  + 33 hF  – 44 hF  + 44 hF  – 

 

Рис. 3.7. «Жёсткий рычаг» 
Н. Е.  Жуковского 



– 44 GhG  – 33 GhG  + 5
ин

5p )( hFF  + 4
ин

4 hF  + 3
ин

3 hF   = 0. 

  При вычислении моментов сил плечи сил определяются графически с учётом 

масштабного коэффициента плана скоростей. Так при вычислении момента 

приведённой силы  относительно полюса vp  плечом прh силы пpF


 на плане рычага 

Жуковского является отрезок apv , равный, согласно масштабному коэффициенту 

плана скоростей, 100 мм. Тогда прh = apv = 100 мм.  

На рис. 3.7, в качестве примера, показан способ вычисления плеча 2h  силы 2F

  

– как кратчайшее расстояние от полюса vp  до линии действия силы 2F

 . Измерив 

это расстояние, найдём 2h  = 52 мм. Аналогичным образом в уравнении равновесия 

вычисляются плечи остальных сил.  

В результате получим равенство 

100пр F  = – 525,92  + 2192,5  – 6392  + 31280  + 9248  – 2321,6  + 3321,6  – 

– 3490  – 7294  + 44)13(16045 + 4290  + 3678  . 

Откуда прF  =7177 Н. Величина движущего  момента, приведенного к валу 

кривошипа, находится из формулы: AOFM 1прдв   = 7177·0,1 = 717,7 Н·м. 

Найденный движущий момент является исходной величиной для 

конструирования ведомого вала кривошипа. 

 
2. Конструирование вала редуктора 

Предварительный расчет зубчатой передачи 
 
Крутящий момент на валу Т2  =  Мдв = 717,7 Н·м. 

Твердость материала колеса по Бринеллю (приближённо) 

вσ285,0HB  = 0,285·640 = 182,4 МПа. 

Предел контактной выносливости при базовом числе циклов  

limH = 2 HB +70 = 2·182,4+70 = 434,8 МПа. 

При долговременной передаче принимаем:  

– коэффициент долговечности HLK = 1,4, 



– коэффициент безопасности  HS = 1,15. 

Допустимое контактное напряжение в зацеплении колеса  

HL
H

H
admH K

S
lim

  = 4,1
15,1

8,434
  = 529,3 МПа. 

Выберем  средние значения коэффициента неравномерности нагрузки на венец 

зубчатого колеса HK  и коэффициента ширины колеса относительно межосевого 

расстояния ba . При симметричном расположении колеса принимаем:  

HK  = 1,1;  ba  0,4. 

Межосевое расстояние передачи  

3 22
2)1(

admHba

H
aw

u

KT
uKa


   = 495(5+1)3

22 3,52954,0

1,17,717




 = 194,7 мм. 

Округляем расчётное межосевое расстояние до ближайшего большего значения из 

ряда межосевых расстояний. Принимаем wa  = 200 мм. 

Делительный диаметр колеса 

3,333
15

52002

1

2
2 








u

ua
d w  мм. 

 

Ширина ступицы колеса и длина распорной втулки 

802004,0ψ  wbaab  мм,     lp = 0,15b = 0,15·80 = 12 мм. 

Полученные расчетные результаты ширины ступицы колеса b  и длины распорной 

втулки lp не требуют округления, так как совпадают со значениями  ряда 

номинальных линейных размеров R-40.  

Принимаем b = 80 мм, lp = 12 мм. 

Конструирование вала 

 

Примем допустимое касательное напряжение кручения вала admкτ = 20 МПа. 

Диаметр консольной части вала 



,456
202,0

107,717

τ2,0

10
3

3

3

к

3
2

к 







adm

T
d мм.  

Расчётное значение диаметра консольной части вала округляем до ближайшего 

большего значения из ряда R-40 номинальных линейных размеров. 

Принимаем кd = 60 мм. 

Длина консольной части вала пропорциональна его диаметру: кк )5,25,1( dl  . 

Выбираем  

кк 2dl  = 2·60 = 120 мм. 

Результат расчёта не требует округления, так как является одним из значений ряда 

R-40 номинальных линейных размеров.  

Принимаем кl = 120 мм. 

При диаметре консольной части валаdк = 60 мм высота ступени t = 3 мм 

(приложение, табл. П2). Диаметр вала под подшипник 

dп  dк  2t = 60+2·3 = 66 мм. 

Результат округляем до ближайшего большего числа, кратного 5. 

Принимаем dп = 70 мм. 

Длина ступени вала в месте посадки подшипника пропорциональна диаметру этого 

участка вала. Выберем минимальный из заданных значений коэффициент 

пропорциональности. Длина ступеньки вала в месте посадки подшипника 

lп  1,25dп = 1,25·70 = 87,5 мм. 

Расчётное значение длины ступеньки вала в месте посадки подшипника округляем 

до ближайшего большего значения из ряда R-40 номинальных линейных размеров. 

Принимаем lп = 90 мм. 

При диаметре вала под подшипник dп = 70 мм координата фаски подшипника r = 

3,5 мм (см. приложение, табл. П2). Диаметр вала под колесом 

dкол  dп  3,2r = 70 + 3,2·3,5 = 81,2 мм. 

Расчётное значение диаметра вала под колесом округляем до ближайшего 

большего значения из ряда R-40 номинальных линейных размеров. 



Принимаем dкол = 85 мм. 

При диаметре вала под колесом dкол = 85 мм фаска ступицы колеса f = 3 мм (см. 

приложение, табл. П2). Диаметр упорного буртика 

dбур  dкол  3 f = 85 + 3·3 = 94 мм. 

Расчётное значение диаметра буртика округляем до ближайшего большего 

значения из ряда R-40 номинальных линейных размеров. 

Принимаем dбур = 95 мм. 
 

Длина упорного буртика при симметричном расположении колеса относительно 

опор вала – подшипников 

lбур  0,15b = 0,15·80 = 12 мм. 
 

Принимаем без округления lбур = 12 мм. 



При диаметре вала в месте посадки подшипника dп = 70 мм ширина подшипника В 

= 24 мм (см. табл. 5). 

При переходе от консольной части вала к участку вала под подшипником 

диаметры участков dк = 60 мм, dп = 70 мм. 

Величина ступеньки t  0,5(dп  dк ) = 0,5(70 – 60) = 5 мм. 

Радиус галтели ступеньки вала пропорционален высоте ступеньки. Выберем 

среднее значение коэффициента пропорциональности. Радиус галтели 

R = 0,6t = 0,6·5 = 3 мм. 

В месте установки распорной втулки при переходе от участка вала под левым 

подшипником к участку под колесом на валу имеется ступенька. Радиус галтели 

ступеньки вала пропорционален координате фаски распорной втулки, равной 

координате фаски подшипника. Выберем среднее значение коэффициента 

пропорциональности. Радиус галтели 

R  0,6r  0,6  3,5  2,1 мм. 
Округляем расчётную величину до ближайшего числа, кратного 5. 

Принимаем R = 2 мм. 

При переходе от участка вала под колесом к буртику, где происходит упор 

ступицы колеса в буртик, на валу имеется ступенька. Радиус галтели ступеньки 

вала пропорционален величине фаски ступицы колеса. Радиус галтели 

 

Принимаем R = 2 мм. 

R  0,7 f  0,7  3  2,1мм. 

В месте установки правого подшипника при переходе от буртика к участку 

вала под подшипником на валу имеется ступенька. Радиус галтели ступеньки вала 

пропорционален координате фаски подшипника. Выберем среднее значение 

коэффициента пропорциональности. Радиус галтели 

R  0,6r  0,6  3,5  2,1 мм. 

Округляем расчётную величину до ближайшего числа, кратного 5. 

Принимаем R = 2 мм. 



Проверка прочности шпоночного соединения 

Диаметр консольной части вала  dк = 60 мм, длина  lк = 120 мм.  

Выбираем размеры призматической шпонки в консольной части вала: ширина 

bш = 18 мм;  высота шh = 11 мм; длина шl = 80 мм; глубина паза в вале 1t  = 7 мм 

(табл. П1).  

Рабочая длина шпонки:  p
шl = lш – bш = 80 – 18 = 62 мм. 

Напряжение смятия шпонки и условие прочности 

   7116062

107,7172102 3

1шк
p
ш

3
2

см 








thdl

Т
 = 96,5 МПа < 150 МПа. 

Условие прочности выполнено. 

При выборе шпонки под колесом, где диаметр вала dкол = 85 мм, ширина ступицы  

колеса b = 80 мм, принимаем по табл. П1 ширину шпонки  bш = 22 мм; высоту шh

= 14 мм; длину шl = 63 мм; глубину паза в вале 1t = 9 мм. Рабочая длина шпонки:  

p
шl = lш – bш = 63 – 22 = 41 мм. 

Напряжение смятия шпонки и условие прочности 

   9148541

107,7172102 3

1школ
p
ш

3
2

см 








thdl

Т
 = 82,4 МПа < 150 МПа. 

Условие прочности выполнено. 

3. Проверочный расчёт вала редуктора 

Расчетная схема вала. Построение эпюр изгибающих 

и крутящих моментов 
 
Схематическое изображение вала и действующей на него нагрузки в вертикальной 

и горизонтальной плоскостях приведено на рис. 8, m. Показаны предположительно 

опасные сечения вала: А, Б – сечения на участках вала, ослабленных вырезом под 

шпонку; В, Г, Д – сечения по ступенькам вала. 

Рассмотрим силовую нагрузку вала при симметричном расположении колеса. 



 2 

Консольная сила от муфты Fм  125  125 = 3348,7 Н. 

Силы в зацеплении зубчатой передачи: 

 
– окружная сила 

2T 103 
Ft 

d2 
 

2  717,7 103 

333,3 

 
= 4306,6 Н, 

– радиальная сила Fr  Ft tg20 = 4306,6·0,364 = 1567,6 Н. 

Для построения эпюр изгибающих моментов вычислим расстояния между 

точками приложения сил, отнесенных к оси вала 

lопор  lк  lп  (lр  0,5B) 

a  0,5b  lр  0,5B 

= 120 + 90 – (12 + 0,5·24) = 186 мм, 

= 0,5·80 + 12 + 0,5·24 = 64 мм, 

c  0,5b  lбур  0,5B = 0,5·80 + 12 + 0,5·24 = 64 мм. 
 
 

Эпюра изгибающих моментов Mx в вертикальной плоскости 
 
 

Условия равновесия вала в вертикальной плоскости (рис. 8, n): 

Frc  R1y (a  c)  0 ,  Fr a  R2 y (a  c)  0 . 
 

Находим реакции опор подшипников в вертикальной плоскости: 
 

R1y  
Frc 

(a  c) 
 

1567,6  64 

64  64 

 
= 783,8 Н, 

 
R2 y  

Fr a 

(a  c) 
 

1567,6  64 
= 783,8 Н.

 

64  64 

Проверка: R1y  Fr  R2 y = 783,8 – 1567,6 + 783,8 = 0. 

На 1-м участке вала 0  z1  lопор , M1x = 0. 
 

Изгибающие моменты в сечении вала А, где вал ослаблен шпоночным вырезом, и 

в сечении В, где имеется ступенька вала при переходе от консольной части к 

участку вала под подшипник, равны нулю: M xA = M xB = 0. 

На 2-м участке вала 0  z2  a . Эпюра изгибающих моментов 

M 2 x  R1y z2 

T2 717,7 



 
 

 
 

Рис. 8. Расчётная схема вала: 
m – нагрузка вала; n – проекция нагрузки на вертикальную плоскость 

и эпюра изгибающих моментов Мx; p – проекция нагрузки 
на горизонтальную плоскость и эпюра изгибающих моментов My; k – эпюра крутящих моментов  
 

  



В начале участка 02 z , xM 2 = 0. В конце участка  при 3
2 1064  az м  

aRM yx 12  = 783,8·64·10–3 = 50,2 Н·м. 

Изгибающий момент в сечении Г, где у вала ступенька перехода от диаметра под 

подшипник к диаметру под колесо, при  baz Г 5,02   = 24 мм 

 baRM yxГ 5,01   = 3102483,87   = 18,8 Н·м. 

Изгибающий момент в сечении Б, где вал ослаблен шпоночным вырезом под 

колесом, при az Б 2  = 64 мм aRM yxБ 1  = 783,8·64·10–3 = 50,2 Н·м. 

На 3-м участке вала cz  30 . Эпюра изгибающих моментов 

3313 )( zFazRM ryx  . 

В начале 3-го участка при 03 z , xM3 = 50,2 Н·м. В конце участка при 

3
3 1064  cz м, xM3 = 0. 

Изгибающий момент в сечении Д, где у вала ступенька при переходе от участка 

под колесом к буртику, при bz Д 5,03  = 40 мм 

  bFabRM ryxД 5,05,01   =  

=   33 10406,15671064408,783    = 18,8 Н·м. 

Вид эпюры изгибающих моментов в вертикальной плоскости Мx показан на рис. 8, 

n. 

 

Эпюра изгибающих моментов Мy в горизонтальной плоскости 

 

Условия равновесия вала в горизонтальной плоскости (рис. 8, p): 

0)()( 1опорм  caRcFcalF xt ,  0)(2опорм  caRaFlF xt . 

Реакции опор подшипников в горизонтальной плоскости 

 cFcalF
ca

R tx 


 )(
)(

1
опорм1  = 

=  646,4306)6464(1867,3348
64)(64

1



 = 6061,5 Н, 

 aFlF
ca

R tx 


 опорм2 )(

1
 =  



=  646,43061867,3348
64)(64

1



 = 7019,4 Н. 

Проверка:  xtx RFRF 21м   = 3348,7 – 6061,5 – 4306,6 + 7019,4 = 0. 

На 1-м участке вала опор10 lz  . Эпюра изгибающих моментов  

1м1 zFM y  . 

В начале 1-го участка при 1z = 0, yM1 =0.  

В конце участка при опор1 lz   

опорм1 lFM y   = 3348,7·186·10–3 = 622,8 Н·м. 

Положим координату сечения вала А, где вал ослаблен шпоночным вырезом, 

к1 5,0 lz A   = 60 мм. Изгибающий момент в сечении А 

км 5,0 lFM yA   = 310603348,7   = 200,9 Н·м. 

Изгибающий момент в сечении В при к1 lz B  = 120 мм 

кмlFM yB  = 3100123348,7   = 401,8 Н·м. 

На 2-м участке вала az  20 . Эпюра моментов 

212опорм2 )( zRzlFM xy  . 

В начале участка при 02 z , опорм2 lFM y   = 3348,7·186·10–3 = 622,8 Н·м. 

В конце участка  при 3
2 1064  az м  

aRalFM xy 1опорм2 )(  = 

= 3348,7(186+64)10–3 – 6061,5·64·10–3 = 449,2 Н·м. 

Изгибающий момент в сечении Г при  baz Г 5,02   = 24 мм 

   baRbalFM xyГ 5,05,0 1опорм   =  

=   33 1024,5606110241863348,7    = 557,7 Н·м. 

Изгибающий момент в сечении Б при 3
2 1064  az равен изгибающему моменту 

в конце  2-го участка yБM =  449,2 Н·м. 

На 3-м участке вала cz  30 . Эпюра изгибающих моментов 

3313опорм3 )()( zFazRzalFM txy  . 

В начале 3-го участка при 03 z   



yM3 = aRalF x1опорм )(   = 449,2 Н·м. 

В конце 3-го участка  при 3
3 1064  cz м yM3 = 0. 

Изгибающий момент в сечении Д при bz Д 5,03  = 40 мм 

    bFbaRbalFM txyД 5,05,05,0 1опорм   = 

=      310406,43064064,5606140641867,3348  = 168,5 Н·м. 

Эпюра изгибающих моментов в горизонтальной плоскости приведена на рис. 8, p. 

Эпюра крутящих моментов показана на рис 8, k. 

 

Проверочный расчёт вала 

 

Результаты расчётов изгибающих моментов в потенциально опасных сечениях 

показаны на рис. 8, n, p и приведены в табл. 7. 

Среди сечений, ослабленных шпоночным пазом (сечение А, Б), наиболее опасным 

является сечение Б вала под колесом. Суммарный изгибающий момент в этом 

сечении  БM сум  = 452 Н·м.  

Среди сечений в местах ступенчатого перехода вала (сечения В, Г и Д) наиболее 

опасным является  сечение Г – ступенька вала  при переходе от диаметра вала под 

подшипник к диаметру под колесо. В этом сечении суммарный изгибающий 

момент  ГM сум  =  558 Н·м. 

Таким образом, проверку вала на усталостную прочность 

необходимо проводить в двух наиболее опасных сечениях – Г и Б. 

  



Таблица 7 
Изгибающие моменты в потенциально опасных сечениях вала 

при расчётах на сопротивление усталости 
 
 

Параметр 
Виды опасных сечений 

сечения, где вал 
ослаблен 

шпоночным 
пазом 

сечения в местах 
ступенчатого перехода 

вала 

Сечение на валу А Б В Г Д 
Изгибающий момент в 

вертикальной плоскости M x , Н·м 
0 50,2 0 18,8 18,8 

Изгибающий момент в 
горизонтальной плоскости M y , 

Н·м 

200,9 449,2 401,8 557,7 168,5 

Суммарный 
изгибающий момент M сум , Н·м 

200,9 452,0 401,8 558,0 169,5 

 

Сечение Г. При расчёте момента сопротивления сечения выбирается меньший из 

диаметров – диаметр вала под подшипник пd = 70 мм. 

 Момент сопротивления сечения Г 

 3
пи 1,0 dW Г   = 0,1·703 = 34,3·103  мм3. 

Амплитуда цикла нормальных напряжений при изгибе 

3

33

103,34

1055810

и

сум





Г

Г
aГ W

M
 = 16,3 МПа. 

В сечении Г отношение радиуса галтели к диаметру 
70

2

п


d

R
 = 0,03.   

Коэффициент концентрации напряжений изгиба в сечении Г: K = 2 (рис. П2, 

приложение). 

Для материала вала с пределом прочности в  = 640 МПа при чистовой обработке 

поверхности коэффициент качества обработки поверхности вала       = 0,83 (рис. 

П4, приложение).   

При расчётном диаметре сечения пd = 70 мм масштабный фактор для  напряжений  

изгиба   = 0,77 (рис. П3, приложение).  

Коэффициент учета постоянной составляющей напряжений изгиба при в  = 640 

МПа σψ  = 0,05 (табл. П4, приложение).  



Среднее напряжение цикла нормальных напряжений mГ = 0.  

Предел выносливости материала вала при симметричном цикле изгиба  

в43,01  = 0,43·640 = 275,2 МПа. 

Коэффициент запаса сопротивления усталости по изгибу в сечении Г 

mГaГ

Г K
n

σψσ
βε

σ

σ
σ

σ

1
σ


   = 

,316
77,00,83

2
2,275



 = 5,4. 

Предел выносливости материала вала при пульсирующем цикле касательных 

напряжений пропорционален пределу прочности материала вала. Выберем среднее 

значение коэффициента пропорциональности 

       вσ25,0τ 1  = 0,25·640 = 160 МПа. 

 Полярный момент сопротивления сечения Г  

3
п2,0 dWpГ   = 0,2·703 = 68,6·103 мм3. 

Амплитуда цикла касательных напряжений и среднее напряжение  

pГ
mГaГ W

T

2

10
ττ

3
2   =  

3

3

106,682

107,717




 = 5,2 МПа. 

Коэффициент концентрации касательных напряжений в сечении Г при отношении 

радиуса галтели к диаметру вала 
70

2

п


d

R
 = 0,03, K = 1,49 (рис. П2, приложение). 

 Коэффициент  качества при чистовой обработки поверхности вала           = 0,83 

(рис. П4, приложение).   

Масштабный фактор для  касательных напряжений при диаметре сечения пd = 70 

мм   = 0,65 (рис. П3, приложение).  

Коэффициент учета постоянной составляющей касательных напряжений при в  = 

640 МПа τψ = 0 (табл. П3, приложение). 

Коэффициент запаса сопротивления усталости по кручению в сечении Г 

mГaГ

Г K
n

τψτ
βε

τ

τ
τ

τ

1
τ


   = 

2,5
65,00,83

49,1
160



 = 11,1. 

Общий коэффициент запаса сопротивления усталости сечения Г 



22
τσ

τσ

ГГ

ГГ
Г

nn

nn
n


  = 

22 1,11,45

1,11,45




 = 4,8  0,35,2 admn . 

В сечении Г вал удовлетворяет условию прочности. 

Сечение Б. Предел выносливости материала вала при симметричном цикле изгиба 

1 = 275,2 МПа. 

Момент сопротивления сечения Б  при изгибе  с учетом шпоночного паза 

кол

2
1кол1ш

коли 2

)(
1,0 3

d

tdtb
dW Б


  = 0,1·853 – 

852

)985(922 2




 = 54,7·103 мм3. 

Амплитуда цикла нормальных напряжений при изгибе 

3

3

и

3
сум

107,54

1045210
σ





Б

Б
aБ W

M
 = 8,3  МПа. 

Коэффициент концентрации напряжений изгиба для сечения Б, ослабленного 

шпоночным пазом, в  = 640 МПа, σK = 1,85 (табл. П3, приложение). 

 Коэффициент  качества при чистовой обработке поверхности вала             = 0,83 

(рис. П4, приложение).   

Масштабный фактор для  напряжений  изгиба вала при колd  = 85 мм               = 

0,72 (рис. П3, приложение). 

Коэффициент учета постоянной составляющей напряжений изгиба при в  = 640 

МПа σψ  = 0,05 (табл. П4, приложение).  

Среднее напряжение цикла нормальных напряжений mБ = 0. 

Коэффициент запаса сопротивления усталости по изгибу в сечении Б 

mБaБ

Б K
n

σψσ
βε

σ

σ
σ

σ

1
σ


   = 

8,3
72,00,83

85,1
275,2



 = 10,7. 

Предел выносливости материала вала при пульсирующем цикле касательных 

напряжений  1= 160 МПа. 

 Полярный момент сопротивления сечения Б с учетом шпоночного паза 

кол

2
1кол1ш

кол 2

)(
2,0 3

d

tdtb
dWpБ


  = 0,2·853 – 

852

)985(922 2


 

 = 116,1·103 мм3. 

Амплитуда цикла касательных напряжений  и  среднее напряжение 



3

33

102,1162

107,717

2

10
ττ 2








pБ

maБ W

T
 =3,1  МПа. 

Коэффициент концентрации касательных напряжений для сечения Б при в  = 640 

МПа τK = 1,6 (табл. П3, приложение).  

Коэффициент  качества при чистовой обработке поверхности вала при  в  = 640 

МПа    = 0,83 (рис. П4, приложение). 

  Масштабный фактор для касательных напряжений вала при колd  = 85 мм  τ  = 

0,62 (рис. П3, приложение). 

Коэффициент учета постоянной составляющей касательных напряжений при в  = 

640 МПа τψ  = 0 (табл. П4, приложение).  

Коэффициент запаса сопротивления усталости по кручению в сечении Б 

mБaБ

Б K
n

τψτ
βε

τ

τ
τ

τ

1
τ


   = 

3,1
0,620,83

1,6
160



 = 16,6. 

Общий коэффициент запаса сопротивления усталости сечения Б 





2
τ

2
σ

τσ

ББ

ББ
Б

nn

nn
n

22 16,610,7

16,610,7




 = 8,9  0,35,2 admn . 

В сечении Б вал удовлетворяет условию прочности. 

Расчёт на статическую прочность 
 

При расчёте на статическую прочность опасное сечение вала проходит через 

средину подшипника 1. В этом сечении  суммарный изгибающий момент 

максимальный, равный  Мсум1 = 622,8 Н·м.  

Диаметр сечения пd = 70 мм. Вал сплошной. Осевой  и полярный моменты  

сопротивления сечения при изгибе и кручении  

3
п1и 1,0 dW   = 0,1·703 = 34,3·103  мм3,   3

п1 2,0 dWp   = 0,2·703 = 68,6·103 мм3. 

Напряжения изгиба и кручения в опасном сечении 

и1

3
сум1

и1

10

W

M 
 = 

3

3

103,34

108,622




= 18,2 МПа,   



1

3
2

к1
10

pW

T 
  = 

3

3

106,68

107,717




 = 10,5 МПа. 

Эквивалентное напряжение 

2
к1

2
и1экв 3  = 22 5,1032,18  = 25,7 МПа. 

Коэффициент перегрузки k = 2. Предел текучести материала вала           

 т  = 380 МПа. 

Запас статической прочности 

экв

т
т 




k
n  = 

7,252

380


 = 6,2 > admnт  = 1,2÷1,8. 

Результаты проверочного расчёта вала на прочность приведены в табл. 8. 

Эскизный чертёж вала дан на рис. 9. 

Таблица 8 

Результаты расчета вала на прочность 
 
 

 
Параметр 

Виды расчётов 

сопротивление усталости статическая 
прочность 

сечения, где 
вал ослаблен 
шпоночным 

пазом 

сечения в 
местах 

ступенчатого 
перехода вала 

сечение, где 
суммарный 

изгибающий 
момент 

максимальный 
Наиболее опасное сечение 
вала 

Б Г средина опоры 1 

Суммарный изгибающий 
момент Мсум, Н·м 452 558 622,8 

Коэффициент запаса 
сопротивления усталости по 
изгибу, n

10,7 5,4 – 

Коэффициент запаса 
сопротивления усталости по 
кручению, n

16,6 11,1 – 

Общий коэффициент запаса 
сопротивления усталости, n 8,9 4,8 – 

Коэффициент запаса 
статической прочности 

– – 6,2 

 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 

 

Рис. 9. Эскизный чертёж вала 



 
 
 

Рис. П1. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 
 

Элементы конструкций вала: 
R – радиус галтели; t – высота ступеньки; r – координата фаски подшипника; 

f – величина фаски ступицы 
 
 

Таблица П1 

Шпонки призматические (ГОСТ 23360-78) 
 

 
Диаметр 

вала, 
мм 

 
Сечение 

шпонки, мм 

 
Глубина 

паза, 
мм 

 
Диаметр 
вала, мм 

 
Сечение 

шпонки, мм 

 
Глубина 

паза, 
мм 

d bш hш lш t1 d bш hш lш t1 

1722 6 6 1470 3,5 58  65 18 11 50200 7 

2230 8 7 1890 4 65 75 20 12 56220 7,5 

30  38 10 8 22110 5 75 85 22 14 63250 9 

38  44 12 8 28140 5 85 95 25 14 70280 9 

44  50 14 9 36160 5,5 95 110 28 16  10 

50  58 16 10 45180 6 110130 32 18  11 

Примечание. Длина шпонки lш (мм) выбирается из стандартного ряда длин: 12; 14; 16; 18; 20; 22; 
25; 28; 32; 36; 40; 45; 50; 56; 63; 70; 80; 90; 100; 110; 125 

 
 
 

Таблица П2 
 

Значения высоты t ступеньки вала, координаты r фаски подшипника 
и величины f фаски ступицы колеса в зависимости от диаметра d вала, мм 



d 17–24 25–30 32–40 42–50 52–60 63–70 75–85 85–95 95–105 105–115 
t 2 2,2 2,5 2,8 3 3,3 3,5 3,8 4 4 
r 1,6 2 2,5 3 3 3,5 3,5 4 4 4 
f 1 1 1,2 1,6 2 2 2 2,2 2,6 2,6 

 
 

Таблица П3 
Эффективные коэффициенты концентрации напряжений 

для сечений валов, ослабленных шпоночными пазами 
 

σв , МПа 500 700 900 

K
1,6 1,9 2,15 

K 1,4 1,7 2,05 

 

Таблица П4 
Коэффициенты чувствительности асимметрии цикла 

 
σв , МПа 350 – 520 520 – 720 720 – 1000 1000 – 1200 

  0 0,05 0,1 0,2 

  0 0 0,05 0,1 

 
 
 

Рис. П2. Эффективные коэффициенты концентрации напряжений K и K

в зависимости от отношения радиуса галтели к диаметру вала 
 
 
 
 
 



 

 
 

Рис. П3. Зависимость значений масштабных факторов σ 

от диаметра вала 

и τ 

 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. П4. Зависимость коэффициента  качества обработки поверхности 
от предела выносливости материала и вида обработки: 

1 – полированная поверхность; 2 – шлифование; 3 – тонкая (чистовая) обработка; 
4 – грубое точение; 5 – окалина 
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1. ШПОНОЧНЫЕ СОЕДИНЕНИЯ 
 

   Шпоночные и шлицевые соединения служат для закрепления деталей на 
осях и валах и передачи крутящего момента от вала к ступице детали или 
наоборот, от ступицы к валу.  

   Рабочими гранями призматических и сегментных шпонок служат их 
боковые, более узкие грани. На боковых гранях возникают напряжения смятия 

см , а в продольном сечении шпонки – напряжения среза ср . 

Условие прочности на смятие для призматических шпонок (рис. 1): 

 см

раб

см σ
4

σ 




lhd

T
, 

условие прочности  шпонки  на срез: 

 ср

раб

3

ср

102






lbd

T
, 

где T – крутящий момент на валу; d – диаметр вала; h – высота шпонки; b – 
ширина шпонки; lраб – рабочая длина призматической шпонки. 

d  
  

t  
  

1 
   

t  
  

2 
   

b    

=    b  
  /   
 2  
   

 
Рис. 1. Шпоночное соединение 

 
 

Для неподвижных  шпоночных соединений допускают: 
при переходных посадках   МПа;150...80см   при посадках с натягом      
  МПа.200...110см   Меньшие значения для чугунных ступиц и при резких 
изменениях нагрузки. В подвижных соединениях (в осевом направлении) 
  МПа.30...20см   Допускаемые напряжения на срез шпоночных соединений 
  МПа.90...60ср   

Допускаемое напряжение смятия в неподвижных шлицевых соединениях 
при тяжёлых условиях эксплуатации   МПа.50...35см   
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Задача № 1 
 

Для вала диаметром 60 мм подобрать размеры призматической шпонки с 
закругленными концами. Определить, какой момент может передавать эта 
шпонка. Принять длину шпонки dl  3,1 ;   МПа.80см   

 
Решение 

 
По рекомендации вычисляем предварительную длину шпонки 

мм.0,78603,1 l . 
По ГОСТу 23360-78 принимаем  мм80l  и выбираем размеры сечения 

шпонки высота h=11 мм; ширина b=18 мм  в соответствии с  диаметром вала 
d=60 мм ( табл.П.1).  Рабочая длина шпонки 

bll раб .                                                         (1) 

Запишем условие прочности на смятие  

                                                        см

раб

см

4






lhd

T  ,                                             (2) 

откуда определяем крутящий момент 
   

м.H818
104

1880116080

104 33

рабсм 









lhd

T  

 
Задача № 2 

 
Выбрать по ГОСТу призматическую шпонку для соединения шестерни с 

валом диаметром 35 мм (рис.1), передаваемый момент равен мН 150 . 
Выполнить полную проверку соединения на прочность.  

 
Решение 

 
По ГОСТу 23360-78  выбираем сечение шпонки h=8 
мм; b=10 мм. Из конструктивных соображений длину 
шпонки l принимаем на 5─10 мм меньше ширины 
зубчатого венца  шестерни bw=50 мм, поэтому l =45 
мм. Итак, размеры шпонки по ГОСТ   45810  мм. 
     Проверим прочность шпонки на смятие: 

  МПа80МПа2,61
1045835

1015044 3

раб

см 








lhd

T
,  (3) 

где   МПа80см  . 
       Проверим шпонку  на срез: 

  МПа60МПа5,24
10451035

101502102 3

раб

3

ср 









lbd

T
,   (4) 

где   МПа60ср  . Условия прочности выполнены. 

l    

b    =    5    0    

Рис. 2. Соединение  
к задаче 2 
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Задача № 3 
 

Зубчатое колесо, рассчитанное для передачи окружного усилия кНFt 6 , 
соединено с валом призматической шпонкой (рис.3).  Проверить шпоночное 
соединение на прочность. 

 
Решение 

 
Определяем крутящий момент на валу,  передаваемый цилиндрическим 

зубчатым колесом, Н∙м: 

мН450
2

10150106

2

33

wt 






dF

T . 

 Диаметр вала определяем из условия прочности вала: 

                                      3

2,0 
T

d мм1,53
152,0

10450
3

3





,                                    (5) 

где [τ] – пониженное напряжение на кручение, 
обычно принимают для редукторных и 
аналогичных валов [τ] = (12…15) МПа.  
Округляем по ряду Ra 40 диаметр вала d=56 мм. 
Размеры шпонки выбираем по ГОСТу 23360-78  

501016   (по табл. П. 1). 
Проводим проверку шпонки на смятие: 

  МПа5,94
16501056

1045044 3

раб

см 









lhd

T
.             (6) 

Поскольку  МПа5,94см   МПа200см  , 
условие прочности соблюдается, так как посадка 
колеса на вал с натягом. 
 

Рис.3. Соединение  к задаче 3 
 

Задача № 4 
 

Втулочная муфта, соединяющая два вала, установлена на сегментных 
шпонках (рис. 4). Соединение с натягом.  Подобрать размеры шпонки и 
проверить соединение на срез и смятие. Расчетный момент определить из 
условия прочности вала на кручение, при допускаемом напряжении на 
кручение   МПаКР 25 , ослабление вала шпоночной канавкой не учитывать. 
 

Решение 
 

Условие прочности вала на кручение:  

                                                     кр3кр 2,0
 




d

T
,                                             (7) 

l    с    т    =    6    0    

l    =    5    0    d 
   w 
   = 

   1 
   5 
   0 
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Рис. 4. Соединение к  задаче 4 

  откуда вычисляем крутящий момент 
 

мН274
10

382,025

10

2,0
3

3

3

3
кр 







d
Т


 . 

                 

L    

k 
   

b    

d  
  =  
  3  
  8  
  

 
 

 
Размеры шпонки выбираем по ГОСТ 24071-80: высота h=13 мм; ширина 

b=10 мм; D=32 мм;  глубина врезания  t1=10 мм; t2 = 3,3 мм (далее в формуле k = 
t2) см. табл. П. 2.   Проверяем подобранную шпонку на смятие 

                                     МПа137
323,338

1027422
σ

3

см 









Lkd

Т
,                                   (8) 

где  длина шпонки мм32 DL . 
Поскольку  МПа137σсм   МПа200σсм  , то далее проверяем шпонку на 

срез 

                                  





Lbd

Т2
τср МПа45

321038

102742 3



 < 60 МПа.                       (9) 

Отмечаем, что соединение  с натягом  является прочным. 
 

Задача № 5 
 

Определить рабочую длину и сечение призматической шпонки вала конической 
фрикционной муфты (рис. 5.) по следующим данным:  d=45 мм; материал сталь 

50. Материал муфты – чугун СЧ18. 
Момент, передаваемый муфтой, равен 

мН345 Т . Перемещение муфты 
производится под нагрузкой, вал работает 
с незначительными толчками, 
  МПа40см  . 
 
                       Решение  
 
      По ГОСТу 23360-78  выбираем 
сечение шпонки 14х9 мм, где b=14  мм; 
h=9 мм;   t1=5,5 мм; t2 = 3,8 мм;      (табл. 

П.1). 
      Условие прочности на смятие: 

d 
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                                     СМ
РАБ

СМ lhd

Т






3104

,                    (10) 

откуда определяем рабочую длину шпонки    мм2,85
40945

103454

σ

104 3

см

3

раб 








hd

Т
l . 

Вычисляем предварительно  длину призматической шпонки 
мм2,99142,85раб  bll   и принимаем по ГОСТ  окончательно l =100 мм. 

 
2. ШЛИЦЕВЫЕ СОЕДИНЕНИЯ 

 
Задача № 6 

 

Проверить зубчатое (шлицевое) 
прямобочное соединение блока 
шестерен с валиком (рис. 6) 
коробки передач токарного 
станка по следующим данным: 
материал вала – сталь 45, число 
зубьев (шлицов) 6z . 
Передаваемый момент T= 100 
Н·м. Блок шестерен из стали 40, 
переключение не под нагрузкой. 
Рабочая поверхность шлицов 
термически обработана и 

шлифована.  
Условия эксплуатации средние. 

 
Решение 

 
По заданному наружному диаметру D=26 мм  выбираем по табл. П.3 легкую 
серию с размерами:  b =6 мм,  c =0,3 мм,  l  =40 мм,  d =23 мм,  z = 6. 
      Проверяем соединение на смятие: 

 см

зср

см σ
2

σ 





lhzkd

Т ,                              (11) 

 где  мм5,24
2

2326

2ср 






dD

d ; 8,0...7,03 k ; принимаем 75,03 k ;        

мм9,03,02
2

2326
2

2






 с

dD
h ;    МПа;45σ см   

МПа45МПа4,50
409,0675,05,24

101002
σ

3

см 



 ,    из этого следует, что легкая 

серия не подходит, а значит выбираем среднюю.   Для средней серии: D=2 мм,     
b =6 мм,  c =0,3 мм,  l  =40 мм,  d =23 мм,  z = 6. 

Рис. 5. Муфта коническая 

Рис. 6. Шлицевое соединение 

b    

D 
   = 
   2 
   6 

   
l    =    4    0    
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МПа9,22
409,1675,05,25

101002
σ

3

см 



 ,   где     мм5,25

2

2328

2ср 






dD

d ;    

мм;9,13,02
2

2328
2

2






 с

dD
h   МПа45МПа9,22σсм  , 

следовательно, средняя серия удовлетворяет условию прочности. 
3. СВАРНЫЕ СОЕДИНЕНИЯ 

 
Сварка – это технологический процесс соединения металлических 

деталей при сильном местном нагреве их до расплавленного или пластического 
состояния с применением давления. Затвердевший после сварки металл 
называется сварным швом. Прочность соединения зависит от однородности и 
непрерывности материала сварного шва и окружающей его зоны. 

Наибольшее распространение получили следующие виды сварки: 
электродуговая ручная, автоматическая дуговая под слоем флюса, контактная 
(оплавленная, точечная, шовная, трением). Электрошлаковая сварка 
предназначена для соединения деталей большой толщины и для чугунных 
отливок. 

 Все виды контактной сварки высокопроизводительны, их широко 
применяют в массовом производстве для сварки труб, арматуры, кузовов 
автомашин, металлической обшивки железнодорожных вагонов, корпусов 
самолетов, тонкостенных резервуаров и т. д. 

В зависимости от толщины свариваемых дуговой сваркой деталей 
требования к форме кромок различны: края тонких листов до 3 мм загибают, 
кромки листов толщиной от 8 до 20 мм при автоматической сварке выполняют 
прямыми, а при большей толщине деталей делают скошенные края под углом 
60 градусов. 

По сравнению с клёпаными и литыми конструкциями сварные 
обеспечивают существенную экономию металла и значительно снижают 
трудоемкость процесса изготовления. Поэтому сварные конструкции в 
большинстве случаев гораздо дешевле клепаных и литых. Применение сварки 
особенно целесообразно при изготовлении конструкций сложной формы, 
отдельные детали которых получают прокаткой, ковкой, штамповкой и 
отливкой. 

К недостаткам сварных конструкций относятся: появление остаточных 
напряжений в свариваемых элементах после окончания процесса сварки, 
коробление, плохое восприятие переменных и особенно вибрационных 
нагрузок, сложность и трудоемкость контроля качества сварных швов. 
Конструкции и расчет на прочность.  Сварные соединения относятся к 
неразъёмным.  По взаимному расположению элементов их можно разделить на 
следующие группы: стыковые,  угловые, нахлесточные и тавровые. 

Сварной шов стыкового соединения называется стыковым швом, а 
сварной шов углового, нахлесточного или таврового соединений – угловым 
швом.  

Стыковые швы рассчитывают:  
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    на растяжение    рр σ
δ

σ 



b

F
;                                   (12) 

и на сжатие       сжсж σ
δ

σ 



b

F
;                                 (13) 

                         а также на изгиб             
2
6






b

М

W

M
,                        (14) 

где F – внешняя нагрузка; [σ′р] – допускаемое  напряжение  сварного шва 
при  растяжении, пишется со штрихом и вычисляется по формуле: 
   рр σ)0,1...9,0(σ  ;  [σр] – допускаемое напряжение при растяжении  для 

материала деталей; b - длина сварного шва;  δ –  толщина деталей; M – 
изгибающий момент в плоскости сечения;  W – момент сопротивления 
расчетного сечения шва. 

Угловые швы имеют следующие основные геометрические 
характеристики – катет k и высоту h ;  для нормального шва h = k sin 45 = 0,7k 
(рис. 7). 

В зависимости от расположения швы различают: фланговые, лобовые и 
косые. 

Лобовой шов расположен перпендикулярно линии действия нагружающей 
силы, а фланговый - параллельно. Обычно применяют комбинированные 
сварные швы в соединениях. 

 
 

Рис. 7.  Угловой шов 
 

          Условие прочности флангового шва записывается в виде:  

      τ
27,0

τ
1





lk

F
                                              (15) 

где   - допускаемое напряжение в сварном шве при срезе. 
Для сравнительно коротких швов, если соединение нагружено парой сил 

с моментом Т, касательные напряжения определяется в виде 

  .
7,0

 
klb

T                                                       (16) 

Если одна из соединяемых деталей асимметрична, например, к листу 
приварен уголок, то расчет прочности производят с учетом нагрузки, 
воспринимаемой каждым швом и распределяемой по швам обратно 
пропорционально плечам  a1  и   a2  (рис. 8).  



 13

При этом напряжения в обоих  фланговых швах  определяются:  

     ττ
)(7,0 21





llk

F                                                 (17) 

и длина каждого шва находится обратно пропорционально плечам:     .
1

2

2

1

a

a

l

l
  

l    1    

l    2    

F    F    

b    

Z    0    

a 
   1  

  
a 

   2  
  

 
Рис. 8. Фланговый шов асимметричной детали 

 
Л о б о в ы е ш в ы 
Лобовые швы рассчитывают только по касательным напряжениям, 

действующим в плоскости  биссектрисы  m-m:  

 ττ
7,0


kl

F                                                 (18) 

Если соединение нагружено парой сил с моментом Т,  то условие 
прочности:  

].[
7,0

6
сс 2

τ  
klb

T

W

T
                                       (19) 

При сложном напряженном состоянии растяжения (или сжатия) с 
изгибом прочность соединения определяют по формулам: 

для соединений встык, выполненных стыковым швом  

   р2р σ
δ

6

δ
σ 







b

M

b

F
                                         (20) 

для нахлёсточных соединений, выполненных угловыми швами  

].[
27,027,0

6
сс

ττ
2








lk

F

lk

M
                               (21) 

Для решения задач  приведены физико-механические свойства некоторых 
сталей (табл. 1). 

Таблица 1 
Физико-механические свойства некоторых материалов 

Марка стали Предел 
прочности σв,

МПа 

Предел 
текучести σт, 

МПа 

Предел 
выносливости σ-1, 

МПа 
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Ст 3 и 10  
Сталь 20  
Сталь 35  
Сталь 45 
Сталь 35 Х  
Сталь 30ХГСА 

340 
400 
500 
600 
800 
1000 

200 
240 
300 
360 
640 
900 

160 
170 
180 
240 
280 
300 

Допускаемые напряжения сварных швов зависят от вида шва, способа 
сварки, марки электродов и характера нагрузки (табл.2.).  

Таблица 2 
Допускаемые напряжения в сварных швах 

 

Вид технологического процесса 
сварки 

Допускаемые напряжения в швах 
при 

Растяжении 
 Р  

Сжатии 
 СЖ   

Срезе 
    

Автоматическая под флюсом, 
ручная электродами Э42А и 
Э50А, контактная стыковая 

 Р   Р  0,65  Р  

Ручная дуговая электродами Э42 
и Э50, газовая сварка 

0,9  Р   Р  0,6  Р  

Контактная точечная и шовная - - 0,5  Р  

Примечание.   s
Тσσ р  - допускаемое напряжение на растяжение для 

материала соединяемых деталей при статических нагрузках. Для металлических 
конструкций запас прочности s =1,4…1,6. 

 
Задача №7 

 
Проверить прочность соединения двух стальных листов толщиной 

мм10δ  , шириной мм200 lb , нагруженных силой кH140F . Материал 
– сталь Ст5 ( МПа200σТ  ). 

 

1 
   0 
   

F    F    

 
 

 
 

Решение 
 

Определяем допускаемое напряжение в материале 

  МПа133
5,1

200
/σσ тр  s . 

Рис. 9. Сварное соединение к задаче 7 
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Определяем допускаемое напряжение в сварном шве по табл. 2: 
  МПа1201339,0р  . 

Запишем условие прочности сварного шва 

  рР δ
 




l

F
                                                (22) 

и вычислим 

МПаМПаПаР 120701070
101010200

10140 6
33

3





 

 

 Значит, соединение прочное. 
 

Задача № 8 
 

Две полосы из стали Ст3  шириной 200 мм и толщиной 12 мм соединены 
сварным швом и нагружены силами F (рис. 8).Материал листов – сталь Ст3, для 
которой   МПаp 160 . Требуется определить допускаемые значения силы для 

следующих вариантов выполнения шва: 
а) ручная сварка  электродом Э42; 
б) сварка автоматическая под слоем флюса. 
Для каждого из указанных вариантов определить процент использования 
основного материала конструкции. 

Решение 
 

а) Определяем допускаемое напряжение в сварном шве: 
б)    МПаp 1441609,09,0   - по табл. 2; 

Из условия прочности  рр 



b

F                                                                  (23) 

определяем усилие:   кНbF 34610144101210200 633   .                        (24) 
Использовано только 90% основного материала. 
б) Определяем допускаемое напряжение в сварном шве: 
    МПаp 160   

определяем усилие:   кНAF 38410160101210200 633   . 
Используется 100% основного материала. 

 
Задача №9 

 
Определить длины сварных швов, соединяющих уголок с косынкой. 

Сварка ручная электродом Э42. Катет швов равен толщине полки уголка №10. 
Материал  сталь 35. 
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l    1    

l    2    

F    F    

b    

Z    0    

a 
   1  

  
a 

   2  
  

 
 

Решение 
 

Определяем допускаемое напряжение в материале: 

  МПа
S

Т
p 200

5,1

300



 . 

Определяем допускаемое напряжение в сварном шве (по табл. 2): 
    МПаpС 1202006,06,0   

По справочнику [6] для уголка № 10 определяем размеры: ширина полки 
ммb 100 ; толщина полки ммt 10 ; расстояние от полки до центра тяжести

ммz 3,280  ; площадь 21920ммА  ; мма 3,281  ; ммzbа 7,713,2810002  . 

Исходя из прочности уголка  pp A

F   , 

определяем допускаемую силу   кННAF p 3841038410200101920 366   . 

Составляем условие прочности для сварного шва: 

 СlK

F





7,0
,                                                      (25) 

откуда определяем суммарную длину сварного шва ( l ) 

  м10457
10120107,0

10384

7,0
3

62

3












Ck

F
l .              

   Решаем систему  уравнений  53,2
3,28

7,71

1

2

2

1 
a

a

l

l  ;                                               (26) 

 lll 21 .                                                           (27) 

Из уравнения (26) 21 53,2 ll  ;  

подставляем в уравнение (27) мм45753,2 22  ll ;  

далее вычисляем    мм129
53,3

457
2 l ;      мм32812945521  lll . 

Ответ:   мм3281 l ; мм1292 l . 
 

Задача № 10 
 

Проверить прочность сварных швов, соединяющих диск с зубчатым ободом и 

Рис.10. Сварное соединение  задаче 9 
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K
   

 
1 

   

З
 
 
 
 

1 
   2 
   0 
   

З
 
 
 
 

4 
   5 
   0 
   

K
   

 
2 

   

диск со ступицей диаметром 120 мм. Катеты сварных швов мм41 k , 
мм62 k . Передаваемая мощность кВт18Р  и угловая скорость зубчатого 

колеса с
рад3ω  . Диаметры мм1202 d ; мм4501 D . Допускаемое 

напряжение МПа.200]σ[ p    

Решение 
 

Определяем допускаемое напряжение в сварном шве  (по табл. 2): 
    МПа1202006,0σ6,0 pс  . 

Определяем крутящий момент,  передаваемый зубчатым колесом: 

мкН
P

T 





 6
3

101810 33

 . 

 
     Условия прочности для двухстороннего 
сварного шва 1 между диском и зубчатым 

ободом:   


 



11

1
1 27,0 DK

F ,            (28) 

где           кH
D

T
F 7,26

10450

600022
3

1

1 



  ; 

МПа;37,3Па1037,3
1045014,321047,0

107,26 6
33

3

1 



 

 
соединение прочное, так как 3,37 МПа 
<120МПа.  

 
Условия прочности для сварного шва 2 между диском и ступицей: 

 



22

2
2 27,0 dk

F ,                                             (29) 

 

где ;кН100
10120

600022
3

2
2 







 d

T
F  

.МПа6,31
1012014,321067,0

10100
τ

33

3

2 



   

 
Напряжение  31,6 МПа<120 МПа,  следовательно, соединение прочное. 

 
Задача № 11 

 
Рассчитать сварное соединение листа 1 с уголком 2. Заданы действующее 

усилие    Q = 11 кН;  расстояние от сварного шва до точки приложения усилия  
a = 15см, сварные швы выполнены с обеих сторон. Материал свариваемых 
деталей сталь 35. Вид сварки принять самостоятельно.  

Рис.11. Сварное зубчатое колесо 
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Решение 

 
Определяем допускаемое напряжение в материале: 

  МПа200
5,1

300σ
σ т

p 
S

. 

Определяем допускаемое напряжение в сварном шве (по табл. 2): 
    МПа1202006,0σ6,0τ pс  . 

Переносим силу Q, действующую на уголок 2, к центру сварного шва и 
уравновешиваем её. Таким образом получаем, что на сварной шов действует 
сила Q и изгибающий  момент  M.  

а    

Q    

Q    

Q    

t    F    t    М    

1    2    
 

 
 
 

При нагружении силой и изгибающим моментом прочность соединения 
определяем по формуле: 

 ττττ МQобщ  ,                                                 (30) 

где  τQ – касательное напряжение от силы; 
       τМ – касательное напряжение от изгибающего момента. 

Поскольку в верхней точке сварного шва  τQ=0, то  

W

M
 Mобщ ττ .                                                   (31) 

Вычисляем  изгибающий   момент   

                  мH165010151011Q 23  aМ .                                       (32)              
Момент сопротивления сечения определяется по формуле: 

6

7,0 2кl
W  .                                                      (33) 

Определяем общее касательное напряжение по формуле: 







2общ 7,02

6
τ

кl

М
]τ[

7,02

16506
2





кl
.                                     (34) 

Пусть катет сварного шва k =3 мм. Тогда определяем длину сварного шва 
из  формулы (34): 

Q  

Рис. 12.  Сварное соединение листа с уголком и эпюрами напряжений 
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мм141м141,0
101201037,02

61650

][7,02

6
63










 k

М
l . 

Окончательно мм.141l    
 
 
 
 
 

4. РЕЗЬБОВЫЕ СОЕДИНЕНИЯ 
 

Соединения деталей с помощью болтов, винтов и винтовых стяжек 
относятся к резьбовым соединениям. Соединения деталей с помощью болтов, 
винтов и винтовых стяжек относятся к резьбовым соединениям (рис.13). 

Резьба – выступы, образованные на основной поверхности винтов и гаек и 
расположенные по винтовой линии. 

По форме основной поверхности различают  цилиндрические и кони-
ческие резьбы. 

 
Рис.13. Соединение деталей с помощью болтов (а), винтов (б)  

и винтовых стяжек (в)  
  

По профилю резьбы – треугольные, прямоугольные, трапецеидальные, 
круглые и др. Профиль резьбы – это контур сечения резьбы в плоскости, 
проходящей через ось основной поверхности. 

По направлению винтовой линии различают правую и левую резьбы. У 
правой резьбы винтовая линия идет слева направо и вверх, а у левой - справа 
налево и вверх. 

По числу заходов различают одно-, двухзаходную и т.д.  
Основные типы резьб: крепежные и резьбы для винтовых механизмов. 
К резьбам крепежным относятся: метрическая с треугольным профилем 

(рис. 14) – основная резьба, трубная – треугольная со скругленными 
вершинами и впадинами, а также круглая. Геометрические параметры 
метрической резьбы стандартизированы  (прил. таблица 4). 

Виды резьбы винтовых механизмов (ходовые резьбы): прямоугольная, 
трапецеидальная симметричная, трапецеидальная несимметричная (упорная).  
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Для изготовления крепежных деталей применяют низко- и средне-
углеродистые стали, а для деталей, работающих при переменных и ударных 
нагрузках, – легированные стали. Наибольшее применение нашли стали: 
Ст3кп; Ст5; Ст10; Ст10кп. Характеристики этих марок сталей приведены в 
первой строке табл. 1. 

6    0    Е    

6    0    Е    

Н
   

 
Н

   
 

/  
  4 

   

h 
   

d 
   

d 
   1  

  

H
   

 
/  

  2 
   

P    d 
   2  

  
H

   
 

/  
  8 

   

Г    а    й    к    а    

Б    о    л    т    

 
Рис.14. Геометрические параметры метрической резьбы: 

d  – наружный диаметр; d1 – внутренний диаметр; d2 – средний диаметр; 
 h  – рабочая высота профиля;  P – шаг; α  – угол профиля. 

 
 

Геометрические параметры резьбы определяются следующим образом: 
d  – наружный диаметр; 
d1 – внутренний диаметр; 
d2 – средний диаметр; 
h  – рабочая высота профиля; 
P – шаг (расстояние между одноименными сторонами соседних 

профилей, измеренное в направлении оси резьбы); 
α  – угол профиля. 

 Расчет болтов (винтов) при наиболее распространённых способах  
нагружения в соединениях. 

1) Растяжение в стержне (без затяжки). 
 
 Пример: участок крюка для подвешивания груза. 
Стержень болта нагружен только внешней 
растягивающей силой. Опасным является сечение 
наименьшей площади диаметром d1. Условие 
прочности по напряжениям растяжения в стержне: 

 р2

1

з
экв

4





d

F                                 (35) 
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где  d1 – внутренний диаметр резьбы,  Fз  – сила затяжки; [σр] –допускаемые 
напряжения на растяжение см. в табл. 3.      
            
 
2) Болт затянут, внешняя нагрузка отсутствует.  

 
Стержень болта растягивается и 

закручивается. Прочность болта 
определяют по эквивалентному 
напряжению: 

 р
з

экв
d

F





4

2
1

                  (36) 

Напряжения растяжения от силы Fз и 
кручения от пары с моментом Tр:  

3
12 2,0/)(5,0 dtgdF

W

T
з

р

р  ,      (37) 

где ψ- угол подъёма;  φ - угол трения в 
резьбе. 

В этом случае прочность болта определяется по эквивалентному 

напряжению:  р
22

рэкв 3  . Вычисления показывают, что для 

стандартных метрических резьб [ 1]: 

рэкв 3,1   

 или        р2

1

з
экв

4/

3,1






d

F
 .                                      (38) 

3) Болтовое соединение нагружено силами, сдвигающими детали в 
стыке. Условием надежности соединения является отсутствие сдвига деталей 
в стыке. Выполняется два варианта установки: 

а) с зазором, при этом внешнюю нагрузку  
F уравновешивают силами трения в стыке, 
образующимися от затяжки болта.  Усилие 
затяжки определяется 

fi

FK
Fз 


 ,                                  (39) 

где f = 0,15...0,20 - коэффициент трения в 
стыке для сухих стальных и чугунных 
поверхностей;   i – число плоскостей стыка 
деталей (на рис.17 i=2);  К – коэффициент 
запаса, принимающий численные значения 
при статической нагрузке К = 1,3...1,5; при 
переменной нагрузке К = 1,8...2,0. 

Грузовой крюк 

Рис.16. Болт затянут 

Рис.17. Болтовое соединение 
с зазором 
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Дальнейший расчёт проводится по 
эквивалентному напряжению (38). 

 
            
б) без зазора. В этом случае должно выполняться два условия прочности.  
Первое условие – условие прочности при срезе  

 c2

1 )4/(





zid

F
,           (40) 

где    i– число плоскостей среза деталей; 
[τc] – допускаемое напряжение на срез, 
вычисляется при статической нагрузке 
[τc] =0,4 σт;  при переменной нагрузке 
[τc] = (0,2...0,3)σт;  z –число болтов. 
               
 Второе условие – условие прочности 
при смятии, которое при соединении 
трёх  деталей записывается двумя 
уравнениями: 
для средней        детали: 

 см
2

см )(





nd

F
;                (41) 

 
для крайних деталей: 

 см
31

см )(





nd

F
,                                          (42) 

где δ1, ,δ3  – толщина крайних соединяемых деталей,  δ2 –толщина средней 
детали. 

 
4) Эксцентрично нагруженный болт  

В некоторых конструкциях 
резьбовых соединений болты 
нагружены также изгибающими их 
силами. Такое нагружение возникает 
вследствие перекосов плоскостей болта, 
гайки, соединяемых деталей, либо в свя-
зи с вынужденными конструктивными 
решениями.  

 
После затяжки эксцентрично 

нагруженного болта кроме напряжений 
растяжения (σр) возникают также 
напряжения  изгиба (σи) и максимальное 
эквивалентное напряжение определяют: 

Рис. 18. Болтовое соединение 
без зазора 

Рис. 19.  Эксцентрично 
нагруженный болт 
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 р3

1

з
2

1

з
ирmax

32/4/









d

eF

d

F
                (43) 

после преобразования формулы получим:  

 р3

1

1з
max

)8(4






d

edF
                                               (44) 

где  e – эксцентриситет, который определяется как расстояние между 
возникающей парой сил, создающей  изгибающий момент. Часто  
эксцентриситет принимают равным диаметру болта. 
Допускаемые напряжения для резьбовых соединений и запасы прочности  
приведены в табл. 3 и 4. 
 

Таблица 3 
Допускаемые напряжения для резьбовых соединений 

 

 
                                   

Таблица 4 
Запасы прочности для резьбовых соединений  [s] 

  

Материал болта 
[s]  при неконтролируемой затяжке и 

постоянной нагрузке  
М6…М16 М16…М30 М30…М60 

Углеродистая сталь      5…4 4…2,5 2,5…1,5 

Вид нагрузки Рекомендуемые значения 

Растягивающая внешняя нагрузка: 
без затяжки болтов 

  Тσ6,0σ   

с затяжкой болтов 

   sТσσ   

Статическая нагрузка: 
[s] по таблице запасов – 
неконтролируемая затяжка; [s] = 
0,5…2,5 – контролируемая затяжка. 
Переменная нагрузка: [s] по таблице 
запасов – неконтролируемая затяжка; 
 [s] = 1,5…2,5 – контролируемая 
затяжка 

Поперечная внешняя нагрузка: 
болт поставлен с зазором 

[s] по таблице запасов – 
неконтролируемая затяжка; [s] = 
0,5…2,5 – контролируемая затяжка 

болт поставлен без зазора [τ] = Тσ4,0    (статическая); 
[τ] = Тσ)3,0...2,0(   - (переменная); 
[ σсм] = Тσ8,0   - сталь; 
[ σсм] = Тσ)5,0...4,0(   - чугун 
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Легированная сталь 

 
6,5…5 

 
5…3,3 

 
3,3 

 
 

Задача 12 
 

Рычаг с грузом массой m=60 кг крепится на валике посредством клеммового 
соединения (рис. 20). Определить требуемый диаметр болтов, если 
коэффициент трения между валиком и ступицей рычага 15,0f ; число болтов 

2z ; материал – сталь Ст3; затяжка неконтролируемая. 
      Указание. Момент сил трения должен быть на 20% больше момента от сил 
тяжести груза. Силы трения условно принять сосредоточенными в верхней и 
нижней точках контакта валика   и ступицы клеммы. 

 
 
 

Решение 
 

Внешний момент от действия груза находим из выражения 
мН58818,960внеш  LgmLFM .                                    (45) 

Укажем силы трения в верхней и  в нижней точках контакта валика   и 
ступицы клеммы согласно указания к решению задачи (рис. 21). Момент от 
пары сил трения, возникший между ступицей клеммы и валом, должен 
уравновесить внешний момент и должен превышать на 20 % внешний момент, 
то есть  

2,1внештрвнутр  MdFМ                                    (46) 

или подробнее     внешn 2,1 MdfF  ,                                   

откуда                    кН4,78
06,015,0

5882,12,1 внеш
n 








df

М
F .                                           (47) 

Предположим, что половины ступицы клеммы соединены с рычагом 
шарнирно в точке 0.  Из равенства моментов сил  Fn   и  Fз · z  (с учётом 
количества болтов), относительно точки 0 имеем 

0
22







 

d
Fz

d
aF nз .                                   (48) 

Рис. 20. Клеммовое соединение 
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Откуда сила затяжки одного болта 

кН
zda

dF

z
d

a

dF
F nn

з 85,13
2)06,0055,02(

06,04,78

)2(
2

2

















 


  

d  
  =  
  6  
  0  
  

a    =    5    5    L    =    1    0    0    0    
F    з    

F    з    

F    n    

F    n    F    т    р    

F    т    р    F    

o    

 
 

Запишем условие прочности болта: 

 р
d

F 





4
π

3,1
σ 2

1

з
экв ,                                               (49) 

Из формулы (13) получаем зависимости для проектного расчета болта: 

                             πσ

3,14

p

з
1 




F
d ,                                                  (50) 

где 1d - внутренний диаметр болта, мм;   Рσ - допускаемое напряжение на 
растяжение болта, МПа;  s – запас прочности. 

По табл. 3 определяем   
s

T
p

  .    

Принимаем предварительно болт с резьбой М20, поэтому по табл.4  
запасов для данного диаметра 3s . 

 Вычисляем    МПа7,66
3

200
 p ; 

мм544,18м10544,18
14,3107,66

138503,14 3
61 



 d . 

Выбираем по табл. П. 4 болт М20х1  с параметрами: d1 =18,918 мм;  
шаг p =1 мм; d = 20 мм. 

  
Задача № 13 

Рассчитать болты для крепления барабана лебедки к зубчатому колесу. 

Рис. 21.  Клеммовое соединение с действующими усилиями 
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Усилие в тросе, навиваемом на барабан кНQ 10 , материал болта Ст3, 

МПа200σТ  , коэффициент трения 12,0f . Количество болтов – z = 6 штук. 
Дополнительные условия: болты установлены без зазора. 

 
 

Решение 
 

Внешний момент находим из выражения 

2
2,1 б

внеш

D
QМ  ;                                           (51) 

Внутренний момент находим по формуле 

2
ш

трвнутр

D
FМ  .                                                (52) 

Поскольку в соединении должно быть равновесие, то Мвнеш = Мвнутр,    

или  
2

2,1
2

бш
тр

D
Q

D
F  .        (53) 

Отсюда вычисляем силу трения 

H
D

DQ
F 10909

550

50010102,12,1 3

ш

Б
тр 





 . 

При условии, что болт 
установлен  без  зазора, запишем 
условие прочности болта на срез 

 ср2ср

4
π

 



nd

F
                  (54)                                         

Вычислим допускаемое 
напряжение на срез по табл. 3, примем  
нагрузку статической 
 

    МПа802004,0σ4,0τ тср  . 

Определяем наружный диаметр болта из выражения 

                     z

F
d





срτπ

4
мм38,5м1038,5

6108014,3

410909 3
6





  .         (54) 

Принимаем по табл. П. 4   болт М6 (d=6мм). 
Найденному значению d  удовлетворяет чистый болт под развертку с 
диаметром нарезной части М6 и ненарезной – диаметром  7мм. 

Запишем условие прочности на смятие 

 смсм σ
δ

σ 



zd

F
;                                                (55) 

  МПа1602008,08,0σ
Тсм    (табл. 3). 

Далее из выражения (55) определяем минимально необходимую толщину 

D 
   б  

  = 
   5 
   0 
   0 

   

D 
   ш 

   = 
   5 
   5 
   0 
   

Рис. 22.  Соединение зубчатого колеса  
                 с барабаном лебёдки 
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фланцев соединяемых деталей (барабана и колеса): 

  .мм2м1062,1
101606107

10909

σ
δδ 3

63
см

КБ 





 
zd

F
 

В результате расчетов принимаем для крепления болты М6 и отмечаем, что 
минимально необходимая толщина фланцев барабана и колеса 2 мм. 

5. ЗАКЛЁПОЧНЫЕ СОЕДИНЕНИЯ 
 

Заклепочные соединения неразъёмные. По конструкции 
различают соединения внахлёстку и встык, однорядные и 
многорядные, односрезные и многосрезные. На рис. 23 приведён 
пример односрезного соединения внахлёст,  на рис. 24 – пример 
двухсрезного соединения встык с двумя накладками. 
Заклепочные соединения разделяются на [2, 3]: 

1. Прочные соединения, используемые преимущественно в металлических 
конструкциях машин и строительных сооружениях. 
2. Плотно-прочные соединения, используемые в котлах, работающих под 
давлением. 
3. Плотные заклепочные соединения (в котлах низкого давления). 

 

 

 
Рис. 23. Заклёпочное соединение внахлёст 

 
 

 
Рис. 24. Заклёпочное соединение встык с двумя накладками 

 
Заклепочные соединения  из-за неудобств технологического процесса 

клепки (необходимость нагрева заклепок до температуры 800 С) и перерасхода 
металла на соединение в настоящее время почти полностью вытеснены 
сваркой. Однако они сохранили применение  в тяжелых конструкциях,  а также 
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при использовании трудносвариваемых материалов (некоторые 
термообработанные стали и алюминиевые сплавы). 

 Для образования заклепочного соединения в обоих листах 
просверливают или продавливают отверстия. В них закладывается нагретый до 
красного каления стержень  заклепки с одной головкой; другой конец заклепки 
расклепывается ударами специального молотка для образования замыкающей 
головки. Мелкие заклепки (малого диаметра — меньше 8 мм) ставятся в 
холодном состоянии. 

 Заклёпка –  это стержень круглого сечения с заранее изготовленной 
закладной головкой на одном конце. Различают заклепочные соединения с 
полукруглой головкой, потайной, полупотайной головками (рис.25). Размеры 
этих заклёпок указаны в стандартах. Кроме стандартных, применяют 
специальные заклепки, например  трубчатые. Заклёпки изготовляют из стали, 
меди, латуни, алюминия и др. сплавов.  Материал заклёпок выбирают 
однородным с материалом соединяемых деталей,  во избежание 
электрохимической коррозии и температурного изменения сил в соединении 
[3]. 

                   а)                                   б)                                          в)         

 

 Рис. 25.  Распространённые типы заклёпок: а — с полукруглой головкой 

 (ГОСТ 10299-80); б — с потайной головкой (ГОСТ 10300-80);  
в — с полупотайной головкой (ГОСТ 10301-80)  

 
Условия нагружения заклёпок идентичны условиям нагружения болтов, 

поставленных без зазора, при этом должно выполняться два условия прочности: 
при срезе (56) и при смятии (57), (58).  

Условие прочности при срезе  

 c2
1

τ
)4/π(

τ 



nid

F
,                                        (56) 

 
где    i  –  число плоскостей среза деталей; [τc] – допускаемое напряжение на 
срез. 

Второе условие - условие прочности при смятии, которое при соединении 
трёх деталей (рис.24) записывается 
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 для средней детали: 

 см
2

см )(





nd

F
                                          (57) 

 для крайних деталей: 

 см
31

см )(





nd

F
                                      (58) 

где δ1, ,δ3  –  толщина крайних соединяемых деталей,  δ2  – толщина средней 
детали. 

Допускаемые напряжения для заклёпок (табл. 5) зависят от характера 
обработки отверстия и характера внешней нагрузки (постоянная или 
переменная).  

 
Таблица 5 

Допускаемые напряжения для заклёпочных соединений 
 

Вид напряжений Обработка отверстия 
Допускаемые 

напряжения, МПа 
Ст0 и Ст2 Ст3 

Срез Сверление 140 140 
Продавливание 100 100 

Смятие Сверление 280 320 
Продавливание 240 280 

 
Задача № 14 

 
Определить требуемое число заклепок диаметром d = 15 мм для крепления 

к листу двух равнобоких уголков №  9 с толщиной полки S=8 мм, нагруженных 
статической нагрузкой F= 430 кH. Допускаемое напряжение для заклепок на 
срез при сверлении для Ст3   ср =140МПа и на смятие   смσ =320МПа (табл.5).  

 
 
 
 
 
 
 
 

Решение 
 

Определяем требуемое число заклепок из расчета на срез, полагая, что 
нагрузка между заклепками распределена равномерно. Так как соединение 

 
Рис. 26. Заклёпочное соединение к задаче 14 
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выполнено с двумя уголками, то заклепки двухсрезные и количество их может 
быть определено по формуле 

69,8

10140
4

2)1015(14,3
2

3
10430

cp
][

4

2π
2 6

3











d

F
n

         (59) 

Предварительно принимаем число заклёпок  n=9. 
Проверяем напряжение смятия на поверхности между заклепкой и 

отверстием. Так как суммарная толщина уголков 2δ=2∙8=16 мм равна толщине 
полосы к=16 мм (см. рис. 26), то в формуле для определения напряжений 
смятия подставляем толщину к=16 мм: 

 
ndk
F

cм
σ   МПа8,248Па108,248

1016101512

310430 6
33





 

 .        (60) 

 
Так как   σсм  =248,8 МПа <[ σсм ]=320 МПа, следовательно, прочность 

соединения обеспечена. Окончательно принимаем число заклёпок  равным 9.
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Таблица 6 
Схемы для задач на  заклёпочное соединение 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

      

      
Схема 1 

Вар
иант
ы 
 
 
 
1 
2 
3 

 
Две пластины толщиной δ соединены 
внахлест, сила, приложенная на растяжение, 
равна F. В наличие имеются заклёпки 
диаметром d, а диаметр отверстия d0 по 
ГОСТ. Материал заклёпок сталь Ст 
2.Определить необходимое число заклёпок. 
F= 40 кН;    d= 3 мм;       δ=  4  мм; 
F= 50 кН;    d= 4 мм;       δ=  8  мм; 
F= 60 кН;    d= 5 мм;       δ= 10 мм. 

 
 
 
 
 
 
4 
5 
6 

 
Проверить прочность заклёпочного 
соединения при толщине косынки, равной 
толщине полосы δк=δ,  если приложена сила 
F, число заклёпок n и диаметр сверлений 
под них равен d0 и  δк=δ=3 мм. 
n= 12;   F= 6,0 кН; d=  3 мм; 
n= 12;   F= 20 кН;  d=  4 мм; 
n= 14;   F= 30 кН;  d=  5 мм. 

 
 
 
 
 
7 
8 
9 

 
Определить требуемый диаметр заклёпок из 
материала Ст 2, если известно, что этих 
заклёпок необходимо установить n и 
растягивающая сила равна F. 
n= 10;   F=  80 кН;   δ=  6  мм; 
n= 12;   F=  60 кН;   δ=  8  мм; 
n= 10;   F=  90 кН;   δ= 10 мм. 

 

Схема 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
10 
11 
12 

 
Проверить, является ли заданное заклёпочное 
соединение равнопрочным прикрепляемым 
равнобочным уголкам. В наличие имеются 
заклёпки диаметром  d= 10 мм, в количестве 
n. Материал заклёпок сталь Ст 2. Толщина 
полосы δn; уголок площадью A и  размерами, 
b×b×dу, мм. 
n= 25;  δn = 16 мм;  A= 12,3 см2; 80×80×8 
n= 25;  δn = 14 мм;  A= 15,6 см2; 90×90×9 
n= 30;  δn =  20 мм;  A= 19,2 см2; 100×100×10 
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Продолжение таблицы 6 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
     

 

 
      

Схема 3 

Вар
иант
ы 
13 
14 
15 

 
Проверить прочность заклёпок в 
соединении двух пластин толщиной d/2 
каждая. Растягивающая сила F. Число 
заклёпок n. Толщина накладок d/4. 
F= 110 кН;   n= 12;   d= 14 мм; 
F= 180 кН;   n= 40;   d=   8 мм; 
F= 130 кН;   n= 20;   d= 12 мм. 

 
 
 
 
16 
17 
18 

 
Определить, какое усилие может 
воспринимать заклёпочное соединение при 
креплении двух пластин толщиной d/2. 
Толщина накладок d/4. Число заклёпок n. 
d= 4 мм;   n=   6; 
d= 5 мм;   n=   8; 
d= 6 мм;   n=  10.   

 
Схема 2 

 
 
 
 
 
 
19 
20 
21 

 
Определить требуемый диаметр заклёпок из 
материала Ст2, если известно, что этих 
заклёпок необходимо установить n и 
растягивающая сила равна F, уголок 
площадью A и  размерами, b×b×dу, мм. 
n=  8;  δn = 12 мм;  A= 12,3 см2  ; 80×80×8 
n= 10; δn = 16 мм;  A= 15,6 см2  ; 90×90×9 
n= 20; δn = 18 мм;  A= 19,2 см2; 100×100×10 

 

 
 

Схема 4 
 

 
 
 
 
 
22 
23 
24 

 
Определить диаметр заклёпок из материала 
Ст 2, если известно, что этих заклёпок n и 
растягивающая сила равна F. Установлено 
два швеллера №14а, толщиной 9,5 мм. 
n=  8 ; δл = 12 мм; F= 100 кН; 
n= 10; δл = 16 мм; F=  80  кН; 
n= 20; δл = 20 мм; F= 130 кН. 
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Продолжение таблицы 6 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

Схема 4 
 

 
Вар 
 
 
 
25 
26 
27 

 
Проверить прочность заклёпок в 
соединении для заданного швеллера 
толщиной dш с листом толщиной 
δл.растягивающая сила равна  F . Число 
заклёпок n. Dш=10 мм. 
n=  8;  d=  8 мм;  δл= 12 мм; F=  100 кН; 
n= 10; d= 10 мм; δл= 16 мм; F=  200 кН; 
n= 20; d= 12 мм; δл= 20 мм; F=  300 кН. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Схема 5 

 
 
  
 
 
 
28 
29 
30 

 
Определить, какое усилие может 
воспринимать заклёпочное соединение при 
креплении двух пластин равной толщины 
d/2, где d – диаметр заклёпки из стали Ст2. 
Число заклёпок n. 
n=  16;  d= 4 мм; 
n=  20;  d= 5 мм; 
n=  24;  d= 6 мм. 

 
 
 
 
 
31 
32 
33 

Определить диаметр заклёпок из материала 
Ст 2, если известно, что этих заклёпок n и 
растягивающая сила равна F.  у двух 
пластин . Число заклёпок n. 
n=  16;  d= 6мм;  F= 120 кН; 
n=  20;  d= 8 мм;  F= 160 кН; 
n=  24;  d= 10 мм.  F= 200 кН. 

 
 
 
 
 
34 
35 
36 

Проверить прочность заклёпочного 
соединения при толщине косынки, равной 
толщине полосы, если приложена сила F, 
число заклёпок n и диаметр сверлений под 
них равен d0, δк=δ=6 мм. 
n= 20;   F= 10 кН; d=  10 мм; 
n= 25;   F= 20 кН;  d=  12 мм; 
n= 30;   F= 30 кН;  d=  14 мм. 
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6. ЗУБЧАТАЯ ПЕРЕДАЧА 
 

При выполнении задания необходимо определить крутящие моменты, 
действующие на валах, допускаемое контактное напряжение  и  выполнить 
расчёт геометрических параметров  цилиндрической или конической 
прямозубой  передачи. Вычертить в масштабе зубчатое колесо. 

 
Задача № 14 

 
Рассчитать геометрические параметры прямозубой зубчатой передачи. 

Необходимые данные для расчета: № схемы зубчатого механизма,  мощность 
на выходном валу (P2), кВт, частота вращения входного вала (n2),  об/мин, 
передаточное число зубчатой передачи (u), предел прочности для стали, из 
которой изготовлены зубчатые колёса (σВ), МПа –  приведены в табл. 7. 

 
Таблица 7 

 
Решение задачи 

 
Данные для расчета: схема зубчатого механизма – редуктор 

цилиндрический (1),  мощность на выходном валу, P2  =24кВт, частота 
вращения выходного вала, n2 = 960 об/мин, передаточное число передачи –  4. 
Предел прочности материала  σВ =700 МПа. 
 

6.1. Расчёт  цилиндрической зубчатой передачи 
 

Определяем крутящий момент на выходном валу 

м,Н956
1,25

31024

2ω
 РТ                                         (61) 

Величины В А Р И А Н Т Ы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

N схемы 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

Мощность Р2  , кВт 9,0 2,0 12 2,5 20 3,0 28 4,5 6,0 1,7 

Передаточное 
число 

3,55 5 4,5 4 4,5 5 8 5 4,5 5 

Частота вала n1, 
об/мин 

975 955 975 730 975 955 1470 965 970 950 

Предел прочности 
σВ, МПа 

700 650 600 700 650 600 700 650 600 700 
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Схема 1. Редуктор цилиндрический 

 

 
            Схема 2.   Редуктор конический 

 
 

Рис. 26. Схемы заданий для расчёта передач: 
схема 1 – редуктор цилиндрический; 

схема 2 – редуктор конический  
 

 
 

где Т – крутящий момент на валу, Н·м; Р – передаваемая на вал мощность, Вт; 
ω2 – угловая скорость выходного вала, рад/с,  которая связана с частотой 
вращения выходного вала  n2 , об/мин,   соотношением 

, рад/с1,25
60
240π2

60
2π2

2ω 


n
                                  (62) 

2

1

n

n
u    откуда об/мин240

4

9601
2 

u

n
n . 

Рассчитываем допускаемое контактное напряжение в зубчатом 
зацеплении колеса.  Ориентировочно твердость материала по Бринеллю связана 
с пределом его прочности соотношением 
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Вσ285,0 НВ МПа5,199700285,0  ,                      (63) 
где НВ – означает твердость материала в единицах Бринелля;  σВ – предел 
прочности материала колеса, МПа,  заданный в табл. 7. 

Предел контактной выносливости зубчатого зацепления при базовом 
числе циклов для колес, выполненных из углеродистых сталей с твердостью 
поверхности зубьев НВ<350, вычисляем по приближенной формуле  

702
lim Н

σ  НВ МПа469705,1992  ,             (64) 

где σН lim – предел контактной выносливости зубчатого зацепления при базовом 
числе циклов, МПа. 

Допускаемые контактные напряжения при расчете на выносливость 
зубчатого зацепления рассчитываем по формуле 

  lim НН σσ
Н

НL  S
К

МПа408694
15,1

1
 ,                       (65) 

где [σн] – допускаемое контактное напряжение, МПа; КНL – коэффициент 
долговечности; SН – коэффициент безопасности. При числе циклов нагружения 
больше базового, что имеет место при длительной эксплуатации, принимают 
КНL=1,  SН=1,15. 

Приближенная оценка межосевого расстояния зубчатой передачи может 
быть получена из стандартной формулы для аw путем усреднения входящих в 
неё коэффициентов по материалам средней прочности: 













3
2

ω 2

Н

2

b

Нβ

σψ
)1(

u

КТ
uКа

а

a мм4,246
40844,0
1,1956

)14(495 3
22 


 ,     (66) 

 
где аw – межосевое расстояние передачи, мм; u – передаточное число; Ка – 
размерный коэффициент, для прямозубой передачи,  Ка=495 МПа;  Т2 – 
крутящий момент на выходном валу, Н·м;  КНβ – коэффициент 
неравномерности нагрузки на венец зубчатого колеса, выбирается в 
зависимости от конструктивной схемы узла, при симметричном расположении 
колеса относительно опор  КНβ=1,0÷1,15;  [σн] – допускаемое контактное 
напряжение в зубчатом зацеплении колеса, МПа;  ψbа – коэффициент ширины 
колеса относительно межосевого расстояния, выбирается самостоятельно из 
ряда 

ψbа=0,25; 0,315; 0,4; 0,5. 
Полученный в миллиметрах результат аw округляем до ближайшего 

стандартного значения из ряда (ГОСТ 2185-66), приведённого в табл. 8  и 
принимаем  аw  =250 мм. 

Таблица 8 

Одноступенчатые редукторы, аw, мм 

 

1 ряд 63 80 100 125 160 200 250 315 400 500 630 
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2 ряд    140 180 224 280 355 450 560 710 

Значение модуля рекомендуется принимать в пределах 
m = (0,01÷0,02) aw = 0,01·250 ÷0,02·250=2,5÷5,0 мм.              (67) 

 Полученное значение модуля m округляется до стандартного (табл. 9), 
причём численные значения предпочтительнее выбирать из первого ряда. Для 
силовых передач рекомендуется принимать модуль   m ≥ 1,5 мм. Принимаем 
модуль 5 мм. 

 Затем определяют суммарное число зубьев zc = z1+ z2 для прямозубых 
передач по формуле 

        zc = 
m

aw2
100

5

2502



.                                     (68) 

Таблица 9  

Значения модулей m  по ГОСТ 9563-60 

 
  
 
 
 
Чтобы избежать нарезания колес со смещением, значения модуля 

выбирают таким, чтобы  zc в формуле (69) было целым числом и  z1 ≥ zmin.   
Минимальное число зубьев для прямозубых колес составляет:  zrnin =   14…17. 

  Число зубьев шестерни определяется по формуле 

                                      z1 = 
1

c

u

z
 20

14

100



 .                                          (69) 

 Число зубьев колеса    
                                            z2    =  zc     z1 = 100  20 =80.                                      (70) 

После определения z1 и z2 уточняют передаточное число u .  
 Фактическое передаточное число 

uф=
1

2

z

z
= 4

20

80
 .                                    (71) 

 Отклонение от заданного числа u 

                          u= 100ф 

u

uu
0100

4

44



  %.                                       (72)   

Допускается отклонение передаточного отношения для одноступенчатой 
зубчатой передачи Δu не более 3 %. 

Рабочая ширина венца зубчатого колеса определяется по формуле:            
bw = ψba·aw = 0,4·250 = 100 мм.                                (73) 

m, 
мм 

1 ряд 1,5 2 2,5 3 4 5 6 8 10 

2 ряд 1,75 2,25 2,75 3,5 4,5 5,5 7 9 11 
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Полученное значение bw округляется до ближайшего стандартного по 
ГОСТ 6636-69 ряд Ra 40 (табл. 10),  bw =100 мм. Ширина шестерни b1 для 
компенсации неточностей сборки часто выполняется несколько больше, 
примерно  на 5…10 мм ширины колеса: b1 = 100 + 5…10 = 105…110 мм. 
Принимаем  по ГОСТ 6636-69 ряд Ra 40 (табл.10) b1 = 110мм.   

 
Таблица 10 

Нормальные линейные размеры, мм (ГОСТ 6636-69) 
 

Ra40 
 

Дополнительные размеры 
 

6,3 
9,0 
12 
18 
25 
36 
50 
71 
100 
140 
200 
280 

 

6,7 
9,5 
13 
19 
26 
38 
53 
75 
105 
150 
210 
300 

 

7,1 
10 
14 
20 
28 
40 
56 
80 
110 
160 
220 
320 

 

7,5 
10,5 
15 
21 
30 
42 
60 
85 

120 
170 
240 

  340 

8,0 
11 
16 
22 
32 
45 
63 
90 
125 
180 
250 

  360 

8,5 
11,5 
17 
24 
34 
48 
67 
95 

130 
190 
260 

   380 

6,5 
9,2 
12,5 

18,5 
29 
41 
58 
82 

112 
165 
270 
370 

 

7,0 
9,8 
13,5 
19,5 
31 
44 
62 
88 

115 
175 
290 
390 

7,3 
10,2 
14,5 
20,5 
33 
46 
65 
92 

118 
185 
300 

 

7,8 
10,8 
15,5 
21,5 
35 
49 
70 
98 

135 
205 
315 

 

8,2 
11,2 
16,5 
23 
37 
52 
73 

102 
145 
215 
330 

 

8,8 
11,8 
17,5 
27 
39 
55 
78 

108 
155 
230 
350 

 

 
Примечание:  далее размеры можно определить, если приведённые в таблице числа умножать на 
десять. 

 
Диаметры начальных (dw ), делительных (d ) окружностей, 

окружностей вершин зубьев (da ) и впадин (df ) для зубчатых колёс, нарезанных 
без смещения,  вычисляются по  формулам, приведённым ниже (точность 
вычисления делительных диаметров колес до 0,01 мм) и вычисленные значения  
помещены в табл. 11: 

 
Таблица 11 

Геометрические параметры зубчатых колес   
 

Параметр Обозначение Размер, мм 

Межосевое расстояние aw 250 
Ширина колеса bw 100 
Ширина шестерни bw1 110 
Модуль m 5 
Число зубьев шестерни Z1 20 
Число зубьев колеса Z2 80 
Делительный диаметр:    
 - шестерни              

 
dw1 

 
100 
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 - колеса dw2 400 
Диаметр выступов:       
 - шестерни 
 - колеса 

 

da1 

da2 

 
110 
410 

Диаметр впадин:    
- шестерни 
- колеса 

  
df1 

          df2          

 
87,5 
387,5 

начальный шестерни          11 zmdw  мм100205  ;                      (74)              

начальный колеса               22 zmdw  мм400805  ; 

делительный шестерни       11 zmd  мм100205  ;     

делительный колеса            22 zmd  мм400805  ; 

вершин зубьев шестерни mzmda 211  мм11052205  ;  

вершин зубьев колеса      mzmda 222  мм41052805  ;  

впадин зубьев шестерни mzmd f  5,211 мм5,8755,2205  ;   

впадин зубьев колеса      mzmd f  5,222 мм5,38755,2805  . 

 
6.2. Расчёт конической передачи 

 
Расчёт крутящего момента и допускаемого контактного напряжения 

выполняется аналогично, как и для цилиндрической передачи (см. п. 6.1). 
Определяем главный параметр  внешний делительный диаметр колеса 

de2, мм [5]: 

 3
H

Hβ2
e2 2

H
σ

1650





KТu
d  ,                                         (75) 

где T2 – крутящий момент на колесе, Н∙м; [Н]  допускаемое контактное 
напряжение, вычисляемое по формуле (65), МПа; u – передаточное отношение;  
КНβ  коэффициент, учитывающий распределение нагрузки по ширине венца 
(для прирабатывающихся колес с прямыми зубьями КНβ =1,  с круговыми 
зубьями КНβ =1,1); H  коэффициент вида конических колес (для прямозубых 

колес H=1, для колес с круговыми зубьями  H=1,85  при твердости колеса и 
шестерни  350 НВ;  н=1,5 твердости колеса 350 НВ и шестерни  45 HRC). 

Полученное значение внешнего делительного диаметра колеса de2  для 
нестандартных передач округляем до ближайшего значения из ряда 
нормальных линейных размеров Ra 40  (табл. 10). 

Внешнее конусное расстояние (Re) определяется по формуле 

                  Re=de2/2sin2, мм.                                              (76) 
Значение Re  вычислять до сотых,   до целого числа не округлять. 

Углы делительных конусов шестерни 1 и колеса 2 вычисляются  по 
формулам 
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   2=arctg u;   1=90 - 2.                                                 (77) 
Точность вычислений до четвёртого  знака после запятой [2].  
Определяем ширину зубчатого венца шестерни и колеса  b, мм: 

                 b=RRe,                                                         (78) 
где R =0,285  коэффициент ширины венца. Значение  b  необходимо 

округлять до целого числа по ряду Ra 40 (см. табл.10). 
Внешний окружной модуль me  для прямозубых колес, mte  для колес 

с круговыми зубьями вычисляем по формуле  

         me(mte)=14T2∙103/ (F de2b[F] КF ),   мм,                         (79) 

где   [F]  допускаемое напряжение изгиба, МПа; de2  внешний делительный 
диаметр колеса, мм [5];  КF   коэффициент, учитывающий распределение 
нагрузки по ширине венца. Для прирабатывающихся колес с прямыми зубьями 
КF =1, с круговыми зубьями КF =1,08; F  коэффициент вида конических 
колес. Для прямозубых колес F =0,85; для колес с круговыми зубьями F =1. 

Допускаемые напряжения изгиба при расчете на выносливость 
определяем по формуле  

                    FLFCFFF KK)/S  limσ(]σ[ ,                                   (80) 

где limσF   базовый предел выносливости зубьев по излому от напряжений 

изгиба,   limσF = МПа260HB ; FS     коэффициент безопасности (при 
нормализации и улучшении  материалов  75,1FS );  FCK    коэффициент, 
учитывающий влияние двухстороннего приложения  нагрузки ( FCK =1, так как в 

соответствии с заданием, на зубья действует односторонняя нагрузка); FLK   
коэффициент долговечности (предельные значения FLK   ограничиваются 

21  FLK )[2].  
Значение модуля, полученное с точностью до двух знаков после запятой, 

до стандартной величины не округлять. В силовых конических передачах 
принимать me (mte) ≥l,5 мм. 

Числа зубьев колеса z2, и шестерни z1 определяем по формулам 

                                          z2=de2/me(mte);                                                 (81) 

                                             z1=z2/u.                                                        (82) 

Полученные значения z1 и z2 округляем в ближайшую сторону до целого 
числа. Из условия уменьшения шума и отсутствия подрезания зубьев 
рекомендуется принять z1 l8   для прямозубых колес. 

После вычисления чисел зубьев z1 и z2 уточняем фактическое 
передаточное число uф:  

                                                  uф=z2/z1,                                                       (83) 
и проверяем его отклонение u от заданного передаточного числа u: 

                                       u=  uф    u/u ∙100% 4%.                                    (84) 
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При невыполнении нормы отклонения передаточного числа u  следует 
пересчитать z1 и z2  . 

Определяются действительные углы делительных конусов шестерни 1 
и колеса 2: 

                                   2=arctguф;                                                  (85)  

                                             1=90   2.                                                  (86) 
Для конических передач с разностью средних твердостей шестерни и 

колеса HB1cp  HB2cp100 выбрать по табл. 12  коэффициент смещения 
инструмента xe1 для прямозубой шестерни и xn1 для шестерни с круговым 
зубом. Коэффициенты смещения колес соответственно определяются xe2=−xe1  и   
xn2=−xn1. Если    HB1cp HB2cp>100, то x1= x2 =0. 

 Для передач, у которых z1 и u отличаются от указанных в табл. 12, 
коэффициенты xe1 и xn1 принимают с округлением в большую сторону. 

 

Таблица 12     
Коэффициенты смещения xe1 и xn1  для шестерён конических передач 
 

 
z1 

   
xe1 при передаточном числе  u 
 

   
  xn1 при передаточном числе u 

2,0 2,5 3,15 4,0 5,0 2,0 2,5 3,15 4,0 5,0 
12  0,50 0,53 0,56 0,57 0,32 0,37 0,39 0,41 0,42 
13 0,44 0,48 0,52 0,54 0,55 0,30 0,35 0,37 0,39 0,40 
14 0,42 0,47 0,50 0,52 0,53 0,29 0,33 0,35 0,37 0,38 
15 0,40 0,45 0,48 0,50 0,51 0,27 0,31 0,33 0,35 0,36 
16 0,38 0,43 0,46 0,48 0,49 0,26 0,30 0,32 0,34 0,35 
18 0,36 0,40 0,43 0,45 0,46 0,24 0,27 0,30 0,32 0,32 
20 0,34 0,37 0,40 0,42 0,43 0,22 0,26 0,28 0,29 0,29 
25 0,29 0,33 0,36 0,38 0,39 0,19 0,21 0,24 0,25 0,25 
30 0,25 0,28 0,31 0,33 0,34 0,16 0,18 0,21 0,22 0,22 
40 0,20 0,22 0,24 0,26 0,27 0,11 0,14 0,16 0,17 0,17 

 
 Внешние диаметры шестерни и колеса вычисляются по формулам, 

приведённым ниже (точность вычисления рекомендуется для  делительных 
диаметров колес до 0,01 мм): 

делительный шестерни      de1=mez1;                                                            (87) 
делительный колеса           de2=mez2; 
вершин зубьев шестерни   dae1=de1 + 2(1 + xe1)mecos δ1; 
вершин зубьев колеса         dae2=de2 + 2(1 − xe1)mecos δ2; 
впадин зубьев шестерни    dfe2=de1 −  2(1,2 − xe1)mecos δ1; 
впадин зубьев колеса         dfe2=de2 −  2(1,2 + xe1)mecos δ2. 

 Средние делительные диаметры шестерни d1 и колеса d2 определяются   
по формулам:              
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d m 10.857del;                                  (88) 
                                        d m 20.857de2.                                 (89) 

 

Значения d1 и d2 до целого числа не округлять, записать до сотых долей мм. 
 

 

7.  КОНСТРУИРОВАНИЕ  ЗУБЧАТЫХ  КОЛЁС 

 
Форма зубчатого колеса может быть плоской или со ступицей, 

выступающей с одной стороны. Значительно реже (в одноступенчатых 
редукторах) колеса делают со ступицей, выступающей в обе стороны [6]. 

При небольших диаметрах колес их изготовляют из прутка, а при 
больших получают заготовки свободной ковкой с последующей токарной 
обработкой. Конструкция колеса показана на рис. 25. 

Ширину ступицы CТl  колеса желательно принимать равной или больше 
ширины 2b зубчатого венца ( CТl  2b ). Принятую длину ступицы согласуют с 
расчетной и с диаметром посадочного отверстия d: dl )5,1...8,0(СТ  , обычно  

dl )2,1...0,1(СТ  . 
Диаметр CТd  назначают в зависимости от материала ступицы: для стали -

dd )55,1...5,1(СТ  ; для чугуна – ddСТ )6,1...55,1( ; для легких сплавов – 
dd )7,1...6,1(СТ  .  Меньшие значения используют  для шлицевого соединения 

колеса с валом, большие – для шпоночного соединения и соединения с натягом.  
Толщину обода колеса S  принимают: 

                            205,02,2 bmS  ,                                                  (90)  
где m  – модуль зацепления, мм. 
На торцах зубчатого венца (зубьях и кромках обода) выполняют фаски, 

величину которых находят по соотношению  
                             mf )6,0...5,0(                                                       (91)  

с округлением  до стандартного значения. 
На прямозубых зубчатых колесах фаску выполняют под углом  45αФ , на 

косозубых колесах при твердости рабочих поверхностей менее 350НВ – под 
углом  45αФ , а при более высокой твердости –  20...15αФ . 

Острые кромки торцов ступицы также притупляют фасками, размеры 
которых принимают по табл. 13. 

При серийном производстве заготовки колес получают из прутка 
свободной ковкой, а также ковкой в штампах. При годовом объеме выпуска 
колес более 50 шт. экономически оправдана ковка в простейших односторонних 
подкладных штампах. 

                      Таблица 13 
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                          Размеры фасок на торцах ступицы колеса 
 

d, мм  40…50  50…80 80…120 
120… 

  …150 

150… 

…250 

250… 

…500 

f,  мм 1,6 2,0 2,5 3,0 4,0 5,0 

 
При готовом объеме выпуска более 100 шт. применяют двусторонние 

штампы. Для свободной выемки заготовок из штампа принимают значения 
штамповочных уклонов  7γ  и радиусов закруглений мм6R . 

Толщина диска  
                225,0)(5,0 bSSС CТ  ,                                       (92) 

 
где  )(5,0 ddS СТСТ  .  
В диске обычно выполняют 4…6 технологических отверстий диаметром 

18…22 мм. 

b    2    
s
  
  

R
    

C    

L    с    т    

f    4    5    

          

            Рис. 27.  Конструкция колеса 

 
Для уменьшения влияния термической обработки на точность 

геометрической формы зубчатые колеса при НВ >350 делают массивными:  

2)4,0...35,0( bС  .                                            (93) 
Нормализованные и улучшенные колеса делают с более тонким диском (
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225,0 bС  ). 
Зубчатые колеса, вращающиеся с относительно высокой частотой (

11000  минn ), обрабатывают кругом и балансируют путем высверливания от-
верстий на торцах обода. 

Базовыми поверхностями при нарезании зубьев являются поверхность 
центрального отверстия и торцы зубчатого венца. Производительность 
возрастает при нарезании зубьев в «пакете» из двух колес и более.  

 
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ   

 
ЗАКЛЁПОЧНЫЕ СОЕДИНЕНИЯ 

 
Задача № 1 

Две пластины соединены внахлест; силы,  приложенные на растяжение 
равны 220 кН. В наличии имеются заклепки  диаметром 19 мм,  диаметр 
отверстий d0 по ГОСТ=20 мм,  толщина пластины 10 мм. Материал заклепок Ст 
2 ([τср]=140 Н/мм2). Определить необходимое число заклепок. 

     Ответ:   5 шт.  
Задача № 2 

Определить напряжение смятия в заклепочном соединении при толщине 
косынки, равной толщине полосы δк=δ=10 мм,  и допускаемое напряжение на 
смятие [σсм]=320 Н/мм2, если приложенная сила равна 220 кН, число заклепок 5 
и диаметр сверлений под них 20 мм. 

Ответ:   220 МПа. 
Задача № 3 

 Определить требуемый диаметр заклепок из материала Ст 2, если 
известно, что этих заклепок необходимо установить 5 шт, и действующая сила 
в соединении F =220 кН. 

Ответ:  20 мм. 
Задача № 4 

Определить напряжение среза заклепок при растягивающей силе 
F=120·103 Н соединения внахлест двух пластин толщиной d/2 каждая, если 
диаметр заклёпок   d=20 мм. Число заклепок 5. 
     Ответ:   76,4 МПа. 

Задача № 5 
     Определить, какое усилие может воспринимать заклепочные соединения при 
креплении двух пластин равной толщины d0/2, где d0 – диаметр сверлений под 
заклепки равный 20 мм. Материал заклепки сталь Ст 2 [σсм]=320 Н/мм2; 

[τср]=140 Н/мм2 . Число заклепок 5.    
     Ответ:  220 кН. 
 

СВАРНЫЕ СОЕДИНЕНИЯ 
 

Задача № 6 
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Две полосы из стали Ст 5 (σт=235 МПа) сечением 150 мм на 8 мм 
соединены встык ручной сваркой. Определить допустимое максимальное 
усилие, если [σр

΄]=141 МПа. 
Ответ:  169 кН.  

Задача № 7 
Определить длину комбинированного сварного шва, если действует 

усилие F=120 кН, катет шва k=5 мм, [σ'
р]=160 МПа, [τ'

ср]=96 МПа. 
Ответ:    0,358 м. 

Задача № 8 
Две полосы соединены внахлест фланговым швом ручной сваркой 

электродами Э–50, катет шва k=4 мм, [σр
΄]=180 МПа, [τ'

ср]=108 МПа, длина шва 
l=15 см. Определить допустимое     максимальное усилие. 

Ответ:   90,7 кН. 
Задача № 9 

Две полосы из стали Ст 5 (σт=235 кН) соединены встык ручной сваркой 
электродами Э-42. Определить допустимое напряжение сварного шва. 

Ответ: 141 МПа. 
Задача № 10 

       Определить катет сварного шва любого типа при соединении внахлест двух 
полос ручной сваркой, если длина шва l=20 см, сила действующая на полосы 
F=135 кН, [τ'

ср]=100 МПа. 
Ответ:   10  мм. 

Задача № 11 
Определить длину фланговых  сварных швов  в соединении внахлест 

уголка № 10 (b=100 мм,  z0 =2,83 см) с косынкой, если суммарная длина 
сварного шва l=60 см. 

Ответ:  170 и 430 мм. 
 

Задача № 12 
       Определить суммарную длину фланговых  сварных швов  в соединении 
внахлест уголка № 10 (b=100 мм,  z0 =2,83 см) с косынкой, если F=400 кН, катет 
шва 10 мм и допускаемое напряжение сварного шва [τ'

ср]=120 МПа. 
      Ответ:  476 мм. 

Задача № 13 
Определить напряжения в  сварном шве, соединяющем два стальных 

листа встык шириной 200 мм и толщиной 10 мм, если растягивающее усилие  
F =180 кН и допускаемое напряжение в сварном шве 140 МПа. Материал – 
сталь 5 ( МПа235Т  ). 
     Ответ:  90 МПа. 

ШПОНКИ 
 

Задача № 14 
Для шпонки с закруглёнными концами определить момент,  который она 

может передать в соединении вала с зубчатым колесом.  Диаметр вала d=70 мм; 
размеры шпонки lраб=80 мм; h=12 мм; в=20 мм; и  допускаемое напряжение 
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[σсм]=85 МПа. 
Ответ: 1428 Нм 

Задача № 15 
 

     Для призматической шпонки  сечением 14х 9 и длиной l=100 мм определить 
рабочую длину lраб., если известно b=14 мм; h=9 мм. 
          Ответ: 86 мм. 

 
Задача № 16 

Зубчатое колесо  соединено с валом призматической шпонкой  и рассчитано 
для передачи крутящего момента Т=450 Нм. Определить диаметр вала, если 
допускаемое напряжение  на кручение  [τкр]=16 МПа. 

Ответ: 52 мм. 
Задача № 17 

Проверить соединение шпонки с валом диаметром  38 мм на смятие.  
Крутящий момент 274 Нм; размеры шпонки заданы: l=32 мм, h=13 мм,  в=10 мм 
и допускаемое напряжение  на смятие  [σсм]=200 МПа.  

Ответ: 100,8 МПа. 
Задача № 18 

По заданным размерам призматической шпонки  проверить шпонку  на 
срез: lраб=28 мм; в=10 мм. Диаметр вала 38 мм,  передаваемый крутящий  
момент 275 Нм,   допускаемое напряжение на срез  60 МПа. 

Ответ: 51,7 МПа. 
Задача № 19 

Проверить шпонку на смятие, если крутящий момент 500 Н. Размеры шпонки  
по ГОСТ 23360-78 выбраны 501016   мм.  Диаметр вала d = 50 мм. 
Допускаемое напряжение  на смятие  [σсм]= 100 МПа. 

   
Ответ:   118 МПа. 

Задача № 20 
 

Передаваемый валом крутящий момент Т=1000 Нм,  
диаметр вала  50мм, сечение шпонки bх h= 14х9 мм,  
допускаемое напряжение  на смятие  [σсм]= 100 МПа. 
 Рассчитать необходимую длину шпонки 
согласно ГОСТ 23360-78 . 

Ответ:  110 мм. 
 

РЕЗЬБОВЫЕ СОЕДИНЕНИЯ 
 

Задача № 21 
        Стержень винта нагружен только внешней растягивающейся силой,  
равной 100 Н. Определить  напряжение растяжения в стержне, если его диаметр 
(внутренний диаметр резьбы) d1=0,01 м. 

Ответ    1,27 МПа.   
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Задача № 22 

Соединение при помощи болта и гайки, установленном без зазора болта в 
отверстие детали, нагружено поперечными усилиями. Определить прочность 
болта на срез, если внешний диаметр болта 10 мм, сила деформации 8 кН. 
Толщину пластин принять δ1=δ2=20 мм. 

Ответ: 102 МПа. 
 

Задача № 23 
Соединение при помощи болта и гайки нагружено поперечными 

усилиями. Болт установлен  в отверстие детали без зазора. Определить диаметр 
болта, если сила деформации 6·103 Н, а предельно допустимое напряжение на 
срез [τср]=120 МПа.                                                                                                                                  

Ответ: 8 мм. 
Задача № 24 

Соединение при помощи болта и гайки нагружено поперечными 
усилиями. Болт установлен  в отверстие детали без зазора. Определить 
максимальную величину этих усилий деформации, если  установлен болт 
М10х1,5. Предельно допустимое напряжение на срез [τср]=80 МПа. 

Ответ:    6280  Н. 
Задача № 25 

Стержень винта нагружен только внешней растягивающейся силой – 
определить ее максимальное значение, если предельно допустимое напряжение 
растяжения [σ]=144 МПа в стержне, а его диаметры d=12 мм, d1=10,106 мм, 
d2=10,863 мм и шаг 1,75 мм. 

Ответ:   115450 Н.                                                 
ВАЛЫ 

 
Задача № 26 

Найти вращающий  момент на ведущем валу (на тихоходном валу 
редуктора) Нм, если известна  частота вращения  вала 400 об/мин и 
передаваемая  мощность –  4 кВт. 

Ответ:    95,5 Нм. 
Задача № 27 

Рассчитать крутящий момент на выходном валу, если известно, что 
передаваемая  мощность 4,5 кВт, а частота его вращения n=960 об/мин. 

Ответ:  44,8 Нм. 
Задача № 28 

Определить крутящий момент на валу,  передаваемый зубчатым колесом, 
соединённым с валом призматической шпонкой, если  окружное усилие на 
зубчатом колесе  равно 12 кН.  Диаметр вала 60 мм, делительный диаметр 
колеса 150 мм. 
           Ответ:    900 Нм. 

ПЕРЕДАЧИ 
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Задача № 29 
     Рассчитать максимальное значение удельной нагрузки, распределенной по 
линии контакта зубьев если известны нормальная сила в зацеплении  0,95 кН, 
коэффициент расчетной нагрузки 1,5 и суммарная длина линии контакта зубьев 
400 мм. 
          Ответ   3563 Н/м. 

 
 

Задача № 30 
     Найти делительные окружности зубчатых колес (ведущего и ведомого) 

в прямозубой зубчатой передаче, если известен модуль 4мм  и количество 
зубьев первого колеса 21 шт и второго 85 шт. 

     Ответ    84 мм и  340 мм. 
 

Задача № 31 
     Найти межосевое расстояние в прямозубой зубчатой передаче, если 

известен модуль 4 мм и количество зубьев первого колеса 21 шт и второго 85 
шт. 

          Ответ  212 мм 
 

Задача № 32 
        Прямозубая передача имеет следующие параметры:   а=300 мм, d1=100 

мм, dа1=150 мм, m=4. Определить     z1; z2. 
         Ответ 25  и 125 шт. 

 
Задача №33 

     Определить диаметр ведомого шкива в ремённой передаче, если 
диаметр ведущего шкива d1=200 мм, а скорость вращения n1=750 об/мин. 
Скорость вращения ведомого шкива n2=300 об/мин. Трением скольжения 
пренебречь.  Ответ  500 мм. 

Задача № 34 
Определить радиальное усилие Fr в прямозубой зубчатой передаче, если 
диаметр вала d1=40 мм, крутящий момент Т=44,8 Нм. 
Ответ   2240 Н. 

Задача №35 
Определить диаметр ведущего шкива клиноременной передачи, если 
передаваемая мощность  6 кВт и частота вращения  шкива n1=750 об/мин. 
Принять Кd=40. 
Ответ   170 мм. 

Задача №36 
Определить количество клиновых ремней для передачи мощности Рном=72 кВт. 
Допускаемая передаваемая мощность одного ремня [Рн]=18 кВт. 
Ответ   4 шт. 

 
Задача № 37 
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Определить окружную силу, передаваемую клиновыми ремнями, если 
передаваемая ими мощность Рн=7,3 кВт, а угловая скорость ведущего шкива 
диаметром d1=200 мм равняется 16 с-1. 
Ответ  4563 Н.  

Задача № 38 
Рассчитать радиальное усилие,  действующее в прямозубой передаче, если 
известны крутящий момент 200 Нм,   делительный диаметр зубчатого колеса 
145 мм  и угол зацепления  20º. 
 Ответ   1004 Н. 

Задача № 39 
Найти делительные диаметры двух цилиндрических колес в прямозубой 
зубчатой передаче, если известны m=2,5 мм, U=3,15 мм, z1=27 мм. 
 Ответ   d1=67,5мм; d2=212,5мм.      
 

Задача № 40 
Рассчитать нормальное усилие действующее в прямозубой цилиндрической 
передаче, если известны  крутящий момент 200 Нм,   делительный диаметр 
зубчатого колеса    145  мм  и угол зацепления  20º.      
 Ответ   2936 Н. 
 

Задача № 41 
 Рассчитать удельную нагрузку действующую на колесо, если известно Ft=2900 
Н, l=0,2 мм, Кн=1, α=20º 
 Ответ   15431 Н/м. 
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УКАЗАНИЯ К ВЫБОРУ НОМЕРА И КОЛИЧЕСТВА ЗАДАНИЙ 

Количество задач, входящих в контрольную работу различное для разных 
специальностей.  

Студенты, изучающие    дисциплину "Прикладная механика",  выполняют 
следующие  задачи контрольной работы: 

1. задачи по расчету сварных соединений (С); 
2. задачи по расчету резьбовых соединений (Р); 
3.  расчет зубчатой передачи (З). 
Номера задач выбираются по таблице, в соответствии с последней 

цифрой шифра в зачетной книжке.  

Задача 
Последняя цифра шифра 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

С 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 

Р 6 5 4 3 2 1 6 5 4 3 

З 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 

Номер варианта каждой задачи выбирается по предпоследней цифре 
шифра. 

Задачи по расчету сварных соединений (С) 

С.1. Рассчитать сварное соединение уголка № 10 (100x100x10) с 
косынкой при действии силы 2F (рис.С.1) по данным табл.С.1.  
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  Рис.С.1. Соединение уголка с косынкой                                                        

С.2 .Рассчитать сварное соединение, состоящее из серьги, блока и 
швеллера (рис.С.2) по данным табл.С.2.  Толщина серьги δ. Материал 
электрода и метод сварки выбрать самостоятельно. 

 

Таблица С.1 

Величины 
В А Р И А Н Т Ы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

2F, кН 50 55 65 70 75 80 85 90 95 100 

Электроды Э42А Э42А Э42А Э42А Э42 Э42 Э42 Э50 Э50 Э50 

Метод 
сварки 

Автоматическая под 
слоем 

флюса 

Автоматическая Ручная 

 

 
 

Рис.С.2. Сварное соединение блока, серьги и швеллера 
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Таблица С.2 
 

Величины 
В А Р И А Н Т Ы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

F, кН 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 

h, мм 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 

δ, мм 8 8 10 10 12 12 14 14 16 16 

α, рад П/4 П/3 П/6 П/4 П/3 П/6 П/4 П/3 П/6 П/4 

 
 
С.3. Рассчитать сварное соединение, крепящее опорный швеллер №16а к 

стальной плите (рис.С.3). Электрод Э50. Сварка ручная. Данные для расчета 
приведены в табл.С.3. 

 

 
 

 
Рис.С.3. Сварное соединение швеллера с плитой 

 
Таблица С.3 

Величины 
В А Р И А Н Т Ы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

F, кН 30 28 26 24 22 20 18 16 14 12 

l, мм 600 650 700 750 800 850 900 1000 1050 1100 

α, рад П/6 П/4 П/3 П/6 П/4 П/3 П/6 П/4 П/3 П/6 
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Рис.С.4. Блок монтажного устройства 
 

С.4. Рассчитать сварное соединение, крепящее неподвижный блок 
монтажного устройства к плите (рис.С.4), по данным табл.С.4. Материал 
электрода и метод сварки выбрать самостоятельно. 

 
Таблица С.4 

Величины 
В А Р И А Н Т Ы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

F, кН 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 

а, мм 600 620 640 660 680 700 680 660 640 620 

α, рад П/4 П/3 П/6 П/4 П/3 П/6 П/4 П/3 П/6 П/4 

 
С.5. Проверить прочность сварных швов, соединяющих диск с зубчатым 

ободом и диск со ступицей (Рис.С.5). Мощность, передаваемая колесом – Р, 
угловая скорость его – ω , толщина швов k1  и  k2  и диаметры dс, Dс, d заданы в 
табл.С.5. Сварка ручная. Диск – Ст3, ступица и обод – сталь 40. 
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Рис.С.5. Сварное зубчатое колесо 

Таблица С.5 

Величины 
В А Р И А Н Т Ы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

P, кВт 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 

ω, рад/с 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

dс, мм 100 105 110 115 120 125 130 135 140 145 

Dс , мм 400 425 450 475 500 525 550 575 600 625 

d , мм 500 525 550 575 600 625 650 675 750 800 

k1, мм 4 4 4 6 6 6 8 8 8 8 

k2 , мм 6 6 6 8 8 8 10 10 10 10 

 
С.6. Рассчитать сварное соединение листа 1 с уголком 2 (рис.С.6) по 

данным табл С.6. 

Таблица С.6 

Величины 
В А Р И А Н Т Ы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

F , кН 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

а , см 15 15 20 20 25 25 30 30 35 35 

b , см 5 5 8 8 10 10 12 12 15 15 

   α, рад П/3 П/4 П/6 П/6 П/3 П/4 П/6 П/6 П/3 П/4 
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Рис.С.6.  Сварное соединение листа с уголком 
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Вторая группа задач 

Задача Р.1.Определить диаметр болтов фланцевого соединения верхней 
части автоклава с его корпусом (рис.Р.1). Давление жидкости внутри автоклава 
по манометру p , внутренний диаметр верхней части автоклава D и количество 
болтов z заданы в табл.Р.1. 

 
Таблица Р.1 

Величины 

В А Р И А Н Т Ы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

p, МПа 1,8 1,7 1,6 1,5 1,4 1,3 1,3 1,1 1,0 0,9 

D , мм 200 210 220 230 240 250 260 270 280 290 

Z 6 6 6 6 6 8 8 8 8 8 

  
 

 
 

Рис.Р.1. Часть автоклава 
 

Задача Р.2. Рассчитать болты, скрепляющие зубчатое колесо с барабаном 
лебедки (рис.Р.2). Расчет вести в двух вариантах: а) болты поставлен с 
зазором; б) болты поставлены без зазора. Грузоподъёмность лебедки F и 
диаметры D1 и D2 заданы в табл.Р.2. Число болтов равно 6. 
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Рис.Р.2. Барабан лебёдки в соединении с зубчатым колесом 

 
Таблица Р.2 

 

Величины 
В А Р И А Н Т Ы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

F , кН 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 

D1 , мм 250 250 300 300 350 350 400 400 450 450 

D2 , мм 400 400 450 450 500 500 550 550 600 600 

 
 
Задача Р.3. Определить диаметр нарезной части дисковой пилы, которая 
удерживается между двумя шайбами посредством сил трения, возникающих 
при затяжке гайки на конце вала (рис.Р.3). Пила преодолевает сопротивление 
резанию силу F. Данные для расчета приведены в табл.Р.3. 

 

Таблица Р.3 

Величины 
В А Р И А Н Т Ы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

F , Н 600 625 650 675 700 725 750 775 800 825 

D, мм 700 700 650 650 600 600 550 550 500 500 

D1, мм 400 400 350 350 300 300 250 250 200 200 
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Задача Р.4.  Определить диаметр фундаментных болтов, 

крепящих стойку к бетонному основанию (рис.Р.4). Коэффициент трения 
основания стойки о бетон f=0,4. Болты принять с метрической резьбой по 
ГОСТ. Данные для расчета приведены в табл.Р.4. 

 

 

 
Рис.Р.4.  Стойка 
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Таблица Р.4 

Величины 
В А Р И А Н Т Ы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

F, кН 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 

    α, рад П/6 П/4 П/3 П/4 П/6 П/3 П/6 П/4 П/3 П/6 

а , мм 600 600 650 650 700 700 750 750 800 800 

b , мм 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850              

Задача Р.5. Рассчитать клеммовое болтовое соединение, обеспечивающее 
передачу крутящего момента с рычага в результате приложения на его конце 
силы F,  на вал диаметром d (рис.Р.5) по данным табл.Р.5. 

 

Рис.Р.5. Клеммовое соединение 

Таблица Р.5 

Величины 
В А Р И А Н Т Ы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

d , мм 40 42 45 48 50 52 55 58 60 63 

Коэффициент 
трения 
скольжения 

0,2 0,2 0,2 0,2 0,18 0,18 0,18 0,15 0,15 0,15 

F, кН 5 5 5 5 5,5 5,5 5,5 6 6 6 

а , мм 400 420 440 460 480 500 520 540 560 580 
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Задача Р.6. Рассчитать болты фланцевой муфты, передающей мощность P 
при частоте вращения n, диаметр окружности осей болтов D0. Число болтов 
равно  z. Расчет произвести для двух вариантов: 

а) болты поставлены без зазора; 
б) болты установлены с зазором, коэффициент трения между торцами 

полумуфт f = 0,15.  
 

 

 
 

Рис.Р.6 
 

Таблица Р.6 

Величины 
В А Р И А Н Т Ы 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

P , кВт 50 55 60 65 75 80 85 90 95 100 

n ,об/мин 250 250 300 300 350 350 400 400 450 450 

D0, мм 220 220 220 230 230 230 240 240 250 250 

z 6 7 8 9 6 7 8 9 6 7 
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Приложение 1 
ПРИЗМАТИЧЕСКАЯ ШПОНКА (ГОСТ 23360-78) 

d  
  

t  
  

1 
   

t  
  

2 
   

И    с    п    о    л    н    е    н    и    е    1    

И    с    п    о    л    н    е    н    и    е    2    s    1    и    л    и    r    1    

b    

h 
   

l    

R    =    b  
  /   
 2  
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Примечания:    1. Допускается в отдельных обоснованных случаях применять 
меньшие размеры сечений шпонок на валах больших диаметров, за исключением 
выходных концов валов.  
2. Стандартные длины шпонок: 6; 8; 10; 12; 14; 16;20; 22; 25; 28; 32;  36; 40; 45; 50; 56; 
63; 70; 80; 90; 100; 110; 125; 140; 160; 180; 200; 220; 250 мм. 

d  b  h  1t  2t  
l  1s  или 

1r  
s  или 

r  от до 

Свыше 12 до 17 5 5 3 2,3 – – – – 

Свыше 17 до 22 6 6 3,5 2,8 – – – – 
Свыше 22 до 30 8 7 4,0 3,3 – – – – 
Свыше 30 до 38 
Свыше 38 до 44 
Свыше 44 до 50 
Свыше 50 до 58 
Свыше 58 до 65  

10 
12 
14 
16 
18 

9 
11 
12 
14 
16 

5,5 
7 

7,5 
9 

10 

3,8 
4,4 
4,9 
5,4 
6,5 

22 
28 
38 
45 
50 

110 
140 
160 
180 
200 

0,25
…0,4 

0,4…
0,6 

Свыше 65 до  75 
Свыше 75 до  85 
Свыше 85 до  95 
Свыше 95 до  110 
Свыше  110 до 130 

20 
22 
25 
28 
32 

18 
20 
22 
25 
28 

11 
12 
13 
15 
17 

7,4 
8,4 
9,4 
10,4 
11,4 

56 
63 
70 
80 
90 

220 
250 
280 
320 
360 

0,4… 
0,6 

0,6…
0,8 

Свыше 130  до  150 
Свыше 150  до  170 
Свыше 170  до  200 
Свыше 200  до  230   

36 
40 
45 
50 

32 
36 
40 
45 

20 
22 
25 
28 

12,4 
14,4 
15,4 
17,4 

100 400 
0,7… 

1,0 
1,0…
1,2 110 

125 
450 
500 

Свыше 230  до  260 
Свыше 260  до  290 
Свыше 290  до  330 

56 
63 
70 

50 
60 
65 

31 
36 
39 

19,5 
24,5 
26,5 

140 
160 
180 

500 

1,2… 
1,6 

1,6…
2,0 

 Свыше 330  до  380 
Свыше 380  до  440 
Свыше 440  до  500 

80 
90 
100 

75 
85 
95 

44 
49 
54 

31,5 
36,5 
41,5 

200 
220 
250 

2,0… 
2,5 

2,5…
3,0 

Таблица П.1 



 62

Приложение 2 
СЕГМЕНТНАЯ ШПОНКА (ГОСТ 24071-80) 

 

b    

d  
  

D
   

 

t  
  

1 
   

t  
  

2 
   

И    с    п    о    л    н    е    н    и    е    1    

D
   

 

h 
   

D   
 

h 
   1  

  

b    

s    •    4    5    Е    

b    

s    •    4    5    Е    

И    с    п    о    л    н    е    н    и    е    2    

s    1    и    л    и    r    1    
Н    а    р    а    б    о    ч    е    м    ч    е    р    т    е    ж    е    
п    р    о    с    т    а    в    л    я    т    ь    д    л    я    
в    а    л    а    d    -    t    1    и    л    и    ;    
д    л    я    в    т    у    л    к    и    d    +    t    2    

 
 
 

d  для шпонок 
Размеры 
шпонок 

Dhb   1t  2t  
1s  

или 

1r  

s  
или 
r  Передающих 

крутящий момент 
Фиксирующих 

элементов  

От 3  до 4 
Свыше 4  до 5 
Свыше 5 до 6 
Свыше 6 до 7 
Свыше 7 до 8 
Свыше 8 до 10 
Свыше 10 до 12   

От 3 до 4 
Свыше 4 до  6 
Свыше 6 до 8 
Свыше 8 до 10 
Свыше 10 до 12 
Свыше 12 до 15 
Свыше 15 до 18 

44,11   
76,25,1 

76,22 
107,32 

107,35,2 
1353   

165,63   

1,0 
2,0 
1,8 
2,9 
2,7 
3,8 
5,3 

0,6 
0,8 
1,0 
1,0 
1,2 
1,4 
1,4 

0,08
… 

0,16 

0,16
… 
0,25 

Свыше 12 до 14 
Свыше 14 до 16 
Свыше 16 до 18 
Свыше 18 до 20 
Свыше 20 до 22 
Свыше 22 до 25 
Свыше 25 до 28 
Свыше 28 до 32 
Свыше 32 до 38  

Свыше 18  до 20 
Свыше 20  до 22 
Свыше 22 до 25 
Свыше 25 до 28 
Свыше 28 до 32 
Свыше 32 до 36 
Свыше 36 до 40 
до 40 
до 40 

165,64   

195,74   

165,65   

195,75   

2295   
2296   
25106   
28118   
321310   

5,0 
6,0 
4,5 
5,5 
7,0 
6,5 
7,5 
8,0 
10 

1,8 
1,8 
2,3 
2,3 
2,3 
2,8 
2,8 
3,3 
3,3 

0,16
… 

0,25 

 
Св. 
0,25 
до 
0,4 
 
0,4… 
0,6 

 
Пример условного обозначения сегментной шпонки  
исполнения 1  мм5,65hb : 
Шпонка 1 5,65  ГОСТ 24071 - 80  
 То же, исполнение 2 сечение мм2,551 hb : 
Шпонка 2   2,55  ГОСТ 24071 - 80  

 

Таблица - П2 
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Приложение 3 

СОЕДИНЕНИЯ ШЛИЦЕВЫЕ ПРЯМОБОЧНЫЕ (ГОСТ 1139 - 80) 
 

b    

d    D
   

 
И    с    п    о    л    н    е    н    и    е    А    

a    

c    •    4    5    Е    

d 
   1 
   

c    •    4    5    Е    

d 
   

И    с    п    о    л    н    е    н    и    е    В    
c    •    4    5    Е    

d 
   

И    с    п    о    л    н    е    н    и    е    C    

r  
  

d 
   1 
   d 
   

 
 
 

РАЗМЕРЫ ЛЕГКОЙ СЕРИИ, ММ 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Ddz   b 

1d  a  c  

r 
 Не менее 

Н
ом

ин
а

ль
ны

й 
ра

зм
ер

 

П
ре

де
ль

ны
е 

от
кл

он
е

ни
я 

26236   
30266   
32286   

6 
6 
7 

22,1 
24,6 
26,7 

3,54 
3,85 
4,03 

0,3 

+0,2 

0,2 

36328   
40368   
46428   
50468   

6 
7 
8 
9 

30,4 
34,5 
40,4 
44,6 

2,71 
3,46 
5,03 
5,73 

0,4 0,3 

58528 
62568   
68628   
787210   
888210   
989210   
10810210   
12011210   

10 
10 
12 
12 
12 
14 
16 
18 

49,7 
53,6 
59,8 
69,6 
79,3 
89,4 
99,9 
108,8 

4,89 
6,38 
7,31 
5,45 
8,62 
10,08 
11,49 
10,72 

0,5 +0,3 0,5 

Таблица П.3 
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РАЗМЕРЫ СРЕДНЕЙ СЕРИИ, ММ 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ddz   b  

1d  a  c  

r  
Не менее 

Н
ом

ин
ал

ь
ны

й 
ра

зм
ер

 

П
ре

де
ль

н
ы

е 
от

кл
он

ен
ия

 

14116   
16136   
20166   
22186   
25216   
28236   

3 
3.5 
4 
5 
5 
6 

9,9 
12,0 
14,5 
16,7 
19,5 
21,3 

– 
– 
– 
– 

1,95 
1,34 

0,3 

+0,2 

0,2 

32266   
34286   
38328   
42368   
48428   

6 
7 
6 
7 
8 

23,4 
25,9 
29,4 
33,5 
39,5 

1,65 
1,7 
- 

1,02 
2,57 

0,4 0,3 

54468   
60528   
65568   
72628   
827210   
928210   

1029210   
11210210   
12511210   

9 
10 
10 
12 
12 
12 
14 
16 
18 

42,7 
48,7 
52,2 
57,8 
67,4 
77,1 
87,3 
97,7 
106,3 

– 
2,44 
2,5 
2,4 
– 

3,0 
4,5 
6,3 
4,4 

0,5 +0,3 0,5 

Продолжение табл. П. 3 
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РАЗМЕРЫ ТЯЖЕЛОЙ СЕРИИ, ММ 

 
 
 
 
Примечание.  
Шлицевые валы  исполнений А и С изготавливаются при центрировании по 
внутреннему диаметру, исполнения В – при центрировании по наружному 
диаметру и боковым сторонам  зубьев. 
 
 
 
 
 

 
 

Ddz   b  

1d  a  c  

r  Не менее 

Н
ом

ин
а

ль
ны

й 
ра

зм
ер

 

П
ре

де
ль

ны
е 

от
кл

он
е

ни
я 

14116   
16136   
20166   
22186   
25216   
28236   

3 
3.5 
4 
5 
5 
6 

9,9 
12,0 
14,5 
16,7 
19,5 
21,3 

– 
– 
– 
– 

1,95 
1,34 

0,3 

+0,2 

0,2 

32266   
34286   
38328   
42368   
48428   

6 
7 
6 
7 
8 

23,4 
25,9 
29,4 
33,5 
39,5 

1,65 
1,7 
– 

1,02 
2,57 

0,4 0,3 

54468   
60528   
65568   
72628   
827210   
928210   

1029210   
11210210 

12511210   

9 
10 
10 
12 
12 
12 
14 
16 
18 

42,7 
48,7 
52,2 
57,8 
67,4 
77,1 
87,3 
97,7 
106,3 

– 
2.44 
2,5 
2,4 
– 

3,0 
4,5 
6,3 
4,4 

0,5 +0,3 0,5 

Продолжение табл. П. 3 
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Приложение 4 
 

РЕЗЬБА МЕТРИЧЕСКАЯ (ГОСТ 9150–80) 

6    0    Е    

6    0    Е    

Н
   

 
Н

   
 

/  
  4 

   

h 
   

d 
   

d 
   1  

  

H
   

 
/  

  2 
   

P    d 
   2  

  
H

   
 

/  
  8 

   

Г    а    й    к    а    

Б    о    л    т    

 
 

Диаметр  
наружный, d , 

мм 

Шаг, 
P, мм 

Диаметр, мм 

П
л

ощ
ад

ь 
р

ас
ч

ет
н

ог
о 

се
ч

ен
и

я 

У
го

л
 

п
од

ъ
ем

а 
р

ез
ьб

ы
  

Ряд 
1 

Ряд 
2 

Ряд 
3 

средн
ий 

резьб
ы 

22 Dd 
 

внурен
. 

гайки 
11 Dd   

рас
чет-
ный 
вин
та 

рd  

,срA  

мм2 
ψ 

5 – – 
0,8 
0,5 

4,480 
4,675 

4,134 
4,459 

4,25 
4,53 

14 
16 

513   
761   

- - 5,5 0,5 5,175 4,959 5,03 20 651   

6 – – 
1 

0,75 
0,5 

5,350 
5,513 
5,675 

4,918 
5,188 
5,459 

5,06 
5,30 
5,53 

20 
22 
24 

423   
922   

1°36' 

– – 7 
1 

0,75 
0,5 

6,350 
6,513 
6,675 

5,918 
6,188 
6,459 

6,06 
6,30 
6,53 

29 
31 
33 

252   
62   

1°22' 

8 – – 

1,25 
1 

0,75 
0,5 

7,188 
7,350 
7,513 
7,675 

6,647 
6,918 
7,188 
7,459 

6,83 
7,06 
7,30 
7,53 

37 
39 
42 
44 

3°10' 
2°29' 
1°49' 
1°11' 

– – 9 

1,25 
1 

0,75 
0,5 

8,188 
8,350 
8,513 
8,675 

7,647 
7,918 
8,188 
8,459 

7,83 
8,06 
8,30 
8,53 

48 
51 
54 
57 

2°47' 
2°11' 
1°36' 
1°3' 

 

Таблица П. 4  
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Диаметр 
наружный d , мм 

Шаг 
P , 
мм 

Диаметр, мм 

,срA  

мм2 

ψ 
Ряд 

1 
Ряд 

2 
Ряд 

3 

средний 
резьбы 

22 Dd   

внутрен
. гайки 

11 Dd   

расче
тн. 

винта 

рd  

10 – – 

1,5 
1,25 

1 
0,75 
0,5 

9,026 
9,188 
9,350 
9,513 
9,675 

8,376 
8,647 
8,918 
9,188 
9,459 

8,59 
8,83 
9,06 
9,30 
9,53 

58 
61 
64 
68 
71 

3°2' 
2°29' 
1°57' 
1°26' 
1°22' 

– – 11 

(1,5) 
1 

0,75 
0,5 

10,026 
10,188 
10,350 
10,513 

9,376 
9,918 
10,188 
10,459 

9,59 
10,06 
10,30 
10,53 

72 
79 
83 
87 

2°29' 
1°46' 
1°18' 
0°51' 

12 – – 

1,75 
1,5 
1,25 

1 
0,75 
0,5 

10,863 
11,026 
11,180 
11,350 
11,513 
11,675 

10,106 
10,376 
10,647 
10,918 
11,188 
11,495 

10,36 
10,59 
10,83 
10,06 
11,30 
11,53 

84 
88 
92 
96 
100 
104 

 
2°56' 
2°29' 
2°2' 
1°36' 
1°11' 
0°47' 

 

– 14 – 

2 
1,5 
1,25 

1 
0,75 
0,5 

12,701 
13,026 
13,180 
13,350 
13,513 
13,675 

11,835 
12,376 
12,647 
12,918 
13,188 
13,495 

12,12 
12,59 
12,83 
13,06 
13,30 
13,53 

115 
124 
129 
134 
139 
144 

 
2°52' 
2°6' 
1°44' 
1°22' 
1°1' 
0°40' 

 

– – 15 
1,5 
(1) 

14,026 
14,350 

13,376 
13,918 

13,59 
14,06 

145 
155 

 
1°57' 
1°16' 

 

16 – – 

2 
1,5 
1 

0,75 
0,5 

14,701 
15,026 
15,350 
15,513 
15,675 

13,835 
14,376 
14,918 
15,188 
15,495 

14,12 
14,59 
15,06 
15,30 
15,53 

156 
167 
178 
184 
189 

 
2°29' 
1°49' 
1°11' 
0°53' 
0°35' 

 

продолжение табл. П.4 
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продолжение табл. П. 4 
 

Диаметр  
Наружный, d , 

мм Шаг, 
P , 

мм  

Диаметр, мм 

2

,

мм

срA

 

  

Ряд 
1 

Ряд 
2 

Ряд 
3 

средни
й 

резьбы 
22 Dd   

внутр
ен. 

гайки 
11 Dd   

расче
тн. 

винт
а рd  

 

– – 17 
1,5 
(1) 

16,026 
16,350 

15,376 
15,918 

15,59 
16,06 

191 
203 

241   
71   

– 18 – 

2,5 
2 

1,5 
1 

0,75 
0,5 

16.376 
16.701 
17.026 
17.350 
17.513 
17.675 

15.294 
15.835 
16.376 
18.918 
17.188 
17.495 

15.65 
16.12 
16.59 
17.06 
17.30 
17.53 

192 
204 
216 
228 
235 
241 

742   
112   
631   
31   
740 
130   

20 – – 

2.5 
2 

1.5 
1 

0.75 
0.5 

18.376 
18.701 
19.026 
19.350 
19.513 
19.675 

17.294 
17.835 
18.376 
18.918 
19.188 
19.495 

17.65 
18.12 
18.59 
19.06 
19.30 
19.53 

245 
258 
271 
285 
292 
300 

922   
751   
621   
221   
240   
820   

– – 22 

2.5 
2 

1.5 
1 

0.75 
0.5 

20.376 
20.701 
21.026 
21.350 
21.513 
21.675 

19.294 
19.835 
20.376 
20.918 
21.188 
21.495 

19.65 
20.12 
20.59 
21.06 
21.30 
21.53 

303 
318 
333 
348 
356 
364 

812   
641   
811   
150   
830   
520   

24 – – 

3 
2 

1.5 
1 

0.75 

22.051 
22.701 
23.026 
23.350 
23.513 

20.752 
21.835 
22.376 
22.918 
23.188 

21.18 
22.12 
22.59 
23.06 
23.30 

352 
384 
401 
418 
426 

922   
631   
111   
740   
530   

– – 25 
2 

1.5 
0.75 

23.701 
24.026 
24.350 

22.835 
23.376 
23.918 

23.12 
23.59 
24.06 

420 
437 
455 

331   
81   
540   
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                                                 продолжение табл. П. 4 

 
Диаметр 

наружный d , мм 

Шаг P , 
мм 

Диаметр, мм 

2

,

мм

срA

   
Ряд 
1 

Ряд 
2 

Ряд  
3 

средний 
резьбы 

22 Dd   

внутре
н. 

гайки 
11 Dd   

расче
тн. 

винта 
рd  

– – (26) 1.5 25.026 24.376 24.59 475 61   

– 27 – 

3 
2 

1.5 
1 

0.75 

25.051 
25.701 
26.026 
26.350 
26.513 

23.752 
24.835 
25.376 
25.918 
26.188 

24.18 
25.12 
25.59 
26.06 
26.30 

459 
496 
514 
533 
543 

2°11'
521 

31   
240 

130   

– – (28) 
2 

1.5 
1 

26.701 
27.026 
27.350 

25.835 
26.376 
26.918 

26.12 
26.59 
27.06 

536 
555 
575 

221   
11   
040   

30 – – 

3.5 
(3) 
2 

1.5 
1 

0.75 

27.727 
28.051 
28.701 
29.026 
29.350 
29.513 

26.211 
26.752 
27.835 
28.376 
28.918 
29.188 

26.72 
27.18 
28.12 
28.59 
29.06 
29.30 

561 
580 
621 
642 
663 
674 

812   
751 
611   
750   
730   
820   

– – (32) 
2 

1.5 
30.701 
31.026 

29.835 
30.376 

30.12 
30.59 

712 
735 

11   
350   

– 33 – 

3.5 
(3) 
2 

1.5 
1 

0.75 

30.727 
31.051 
31.701 
32.026 
32.350 
32.613 

29.211 
29.752 
30.835 
31.376 
31.918 
32.188 

29.72 
30.18 
31.12 
31.59 
32.06 
32.30 

694 
715 
761 
784 
807 
819 

52   
641   

91   
150   
430   
520   
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Приложение 5 

УГОЛКИ СТАЛЬНЫЕ  ГОРЯЧЕКАТАНЫЕ РАВНОПОЛОЧНЫЕ 
СОРТАМЕНТ 

Условные обозначения к рисунку 1 и таблице 1: 
b - ширина полки; 
t - толщина полки; 
R - радиус внутреннего закругления; 
r - радиус закругления полок; 
F- площадь поперечного сечения; 
I - момент инерции; 
x0 - расстояние от центра тяжести до наружной грани полки; 
Ixy - центробежный момент инерции; 

                                                                                                                                                                                                                                                Рисунок 1 

 

ВЫДЕРЖКИ из  ГОСТ 8509-93                                                                          Т а б л ица  П . 5  

Номер 
уголка 

b t R r 
F, см2 

Справочные значения величин для осей 
Масса 
1 м, кг 

х - х x0 - x0 у0 - у0 
Ixy, см4 x0, см 

мм Ix, см4 Wx, см3 ix, см 
Ix0 max, 

см4 
iх0 max, 

см 
Iy0 min, см4 

Wy0, 
см3 

iy0 min, 
см 

2 20 3 3,5 1,2 1,13 0,40 0,28 0,59 0,63 0,75 0,17 0,20 0,39 0,23 0,60 0,89 
4 3,5 1,2 1,46 0,50 0,37 0,58 0,78 0,73 0,22 0,24 0,38 0,28 0,64 1,15 

2,5 25 3 3,5 1,2 1,43 0,81 0,46 0,75 1,29 0,95 0,34 0,33 0,49 0,47 0,73 1,12 
4 3,5 1,2 1,86 1,03 0,59 0,74 1,62 0,93 0,44 0,41 0,48 0,59 0,76 1,46 

3 30 3 4,0 1,3 1,74 1,45 0,67 0,91 2,30 1,15 0,60 0,53 0,59 0,85 0,85 1,36 
4 4,0 1,3 2,27 1,84 0,87 0,90 2,92 1,13 0,77 0,61 0,58 1,08 0,89 1,78 

4 40 3 5,0 1,7 2,35 3,55 1,22 1,23 5,63 1,55 1,47 0,95 0,79 2,08 1,09 1,85 
4 5,0 1,7 3,08 4,58 1,60 1,22 7,26 1,53 1,90 1,19 0,78 2,68 1,13 2,42 
5 5,0 1,7 3,79 5,53 1,95 1,21 8,75 1,52 2,30 1,39 0,78 3,22 1,17 2,98 

4,5 45 3 5,0 1,7 2,65 5,13 1,56 1,39 8,13 1,75 2,12 1,24 0,89 3,00 1,21 2,08 
4 5,0 1,7 3,48 6,63 2,04 1,38 10,52 1,74 2,74 1,54 0,89 3,89 1,26 2,73 
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Номер 
уголка 

b t R r 
F, см2 

Справочные значения величин для осей 
Масса 
1 м, кг 

х - х x0 - x0 у0 - у0 
Ixy, см4 x0, см 

мм Ix, см4 Wx, см3 ix, см 
Ix0 max, 

см4 
iх0 max, 

см 
Iy0 min, см4 

Wy0, 
см3 

iy0 min, 
см 

5 5,0 1,7 4,29 8,03 2,51 1,37 12,74 1,72 3,33 1,81 0,88 4,71 1,30 3,37 
5 50 3 5,5 1,8 2,96 7,11 1,94 1,55 11,27 1,95 2,95 1,57 1,00 4,16 1,33 2,32 

4 5,5 1,8 3,89 9,21 2,54 1,54 14,63 1,94 3,80 1,95 0,99 5,42 1,38 3,05 
5 5,5 1,8 4,80 11,20 3,13 1,53 17,77 1,92 4,63 2,30 0,98 6,57 1,42 3,77 
6 5,5 1,8 5,69 13,07 3,69 1,52 20,72 1,91 5,43 2,63 0,98 7,65 1,46 4,47 

5,6 56 4 6,0 2,0 4,38 13,10 3,21 1,73 20,79 2,18 5,41 2,52 1,11 7,69 1,52 3,44 
5 6,0 2,0 5,41 15,97 3,96 1,72 25,36 2,16 6,59 2,97 1,10 9,41 1,57 4,25 

6,3 63 4 7,0 2,3 4,96 18,86 4,09 1,95 29,90 2,45 7,81 3,26 1,25 11,00 1,69 3,90 
5 7,0 2,3 6,13 23,10 5,05 1,94 36,80 2,44 9,52 3,87 1,25 13,70 1,74 4,81 
6 7,0 2,3 7,28 27,06 5,98 1,93 42,91 2,43 11,18 4,44 1,24 15,90 1,78 5,72 

7 70 4,5 8,0 2,7 6,20 29,04 5,67 2,16 46,03 2,72 12,04 4,53 1,39 17,00 1,88 4,87 
5 8,0 2,7 6,86 31,94 6,27 2,16 50,67 2,72 13,22 4,92 1,39 18,70 1,90 5,38 
6 8,0 2,7 8,15 37,58 7,43 2,15 59,64 2,71 15,52 5,66 1,38 22,10 1,94 6,39 
7 8,0 2,7 9,42 42,98 8,57 2,14 68,19 2,69 17,77 6,31 1,37 25,20 1,99 7,39 
8 8,0 2,7 10,67 48,16 9,68 2,12 76,35 2,68 19,97 6,99 1,37 28,20 2,02 8,37 

8 80 5,5 9,0 3,0 8,63 52,68 9,03 2,47 83,56 3,11 21,80 7,10 1,59 30,90 2,17 6,78 
6 9,0 3,0 9,38 56,97 9,80 2,47 90,40 3,11 23,54 7,60 1,58 33,40 2,19 7,36 
7 9,0 3,0 10,85 65,31 11,32 2,45 103,60 3,09 26,97 8,55 1,58 38,30 2,23 8,51 
8 9,0 3,0 12,30 73,36 12,80 2,44 116,39 3,08 30,32 9,44 1,57 43,00 2,27 9,65 

9 90 6 10,0 3,3 10,61 82,10 12,49 2,78 130,00 3,50 33,97 9,88 1,79 48,10 2,43 8,33 
7 10,0 3,3 12,28 94,30 14,45 2,77 149,67 3,49 38,94 11,15 1,78 55,40 2,47 9,64 
8 10,0 3,3 13,93 106,11 16,36 2,76 168,42 3,48 43,80 12,34 1,77 62,30 2,51 10,93 
9 10,0 3,3 15,60 118,00 18,29 2,75 186,00 3,46 48,60 13,48 1,77 68,00 2,55 12,20 

10 100 6,5 12,0 4,0 12,82 122,10 16,69 3,09 193,46 3,89 50,73 13,38 1,99 71,40 2,68 10,06 
7 12,0 4,0 13,75 130,59 17,90 3,08 207,01 3,88 54,16 14,13 1,98 76,40 2,71 10,79 
8 12,0 4,0 15,60 147,19 20,30 3,07 233,46 3,87 60,92 15,66 1,98 86,30 2,75 12,25 

10 12,0 4,0 19,24 178,95 24,97 3,05 283,83 3,84 74,08 18,51 1,96 110,00 2,83 15,10 
12 12,0 4,0 22,80 208,90 29,47 3,03 330,95 3,81 86,84 21,10 1,95 122,00 2,91 17,90 
14 12,0 4,0 26,28 237,15 33,83 3,00 374,98 3,78 99,32 23,49 1,94 138,00 2,99 20,63 
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Номер 
уголка 

b t R r 
F, см2 

Справочные значения величин для осей 
Масса 
1 м, кг 

х - х x0 - x0 у0 - у0 
Ixy, см4 x0, см 

мм Ix, см4 Wx, см3 ix, см 
Ix0 max, 

см4 
iх0 max, 

см 
Iy0 min, см4 

Wy0, 
см3 

iy0 min, 
см 

16 12,0 4,0 29,68 263,82 38,04 2,98 416,04 3,74 111,61 25,79 1,94 152,00 3,06 23,30 
11 110 7 12,0 4,0 15,15 175,61 21,83 3,40 278,54 4,29 72,68 17,36 2,19 106,00 2,96 11,89 

8 12,0 4,0 17,20 198,17 24,77 3,39 314,51 4,28 81,83 19,29 2,18 116,00 3,00 13,50 
12,5 125 8 14,0 4,6 19,69 294,36 32,20 3,87 466,76 4,87 121,98 25,67 2,49 172,00 3,36 15,46 

9 14,0 4,6 22,00 327,48 36,00 3,86 520,00 4,86 135,88 28,26 2,48 192,00 3,40 17,30 
10 14,0 4,6 24,33 359,82 39,74 3,85 571,04 4,84 148,59 30,45 2,47 211,00 3,45 19,10 
12 14,0 4,6 28,89 422,23 47,06 3,82 670,02 4,82 174,43 34,94 2,46 248,00 3,53 22,68 
14 14,0 4,6 33,37 481,76 54,17 3,80 763,90 4,78 199,62 39,10 2,45 282,00 3,61 26,20 
16 14,0 4,6 37,77 538,56 61,09 3,78 852,84 4,75 224,29 43,10 2,44 315,00 3,68 29,65 

14 140 9 14,0 4,6 24,72 465,72 45,55 4,34 739,42 5,47 192,03 35,92 2,79 274,00 3,76 19,41 
10 14,0 4,6 27,33 512,29 50,32 4,33 813,62 5,46 210,96 39,05 2,78 301,00 3,82 21,45 

               
               

12 14,0 4,6 32,49 602,49 59,66 4,31 956,98 5,43 248,01 44,97 2,76 354,00 3,90 25,50 
16 160 10 16,0 5,3 31,43 774,24 66,19 4,96 1229,10 6,25 319,33 52,52 3,19 455,00 4,30 24,67 

11 16,0 5,3 34,42 844,21 72,44 4,95 1340,06 6,24 347,77 56,53 3,18 496,00 4,35 27,02 
12 16,0 5,3 37,39 912,89 78,62 4,94 1450,00 6,23 375,78 60,53 3,17 537,00 4,39 29,35 
14 16,0 5,3 43,57 1046,47 90,77 4,92 1662,13 6,20 430,81 68,15 3,16 615,00 4,47 34,20 
16 16,0 5,3 49,07 1175,19 102,64 4,89 1865,73 6,17 484,64 75,92 3,14 690,00 4,55 38,52 
18 16,0 5,3 54,79 1290,24 114,24 4,87 2061,03 6,13 537,46 82,08 3,13 771,00 4,63 43,01 
20 16,0 5,3 60,40 1418,85 125,60 4,85 2248,26 6,10 589,43 90,02 3,12 830,00 4,70 47,41 

18 180 11 16,0 5,3 38,80 1216,44 92,47 5,60 1933,10 7,06 499,78 72,86 3,59 716,00 4,85 30,47 
12 16,0 5,3 42,19 1316,62 100,41 5,59 2092,78 7,04 540,45 78,15 3,58 776,00 4,89 33,12 

20 200 12 18,0 6,0 47,10 1822,78 124,61 6,22 2896,16 7,84 749,40 98,68 3,99 1073,00 5,37 36,97 
13 18,0 6,0 50,85 1960,77 134,44 6,21 3116,18 7,83 805,35 105,07 3,98 1156,00 5,42 39,92 
14 18,0 6,0 54,60 2097,00 144,17 6,20 3333,00 7,81 861,00 111,50 3,97 1236,00 5,46 42,80 
16 18,0 6,0 61,98 2362,57 163,37 6,17 3755,39 7,78 969,74 123,77 3,96 1393,00 5,54 48,65 
20 18,0 6,0 76,54 2871,47 200,37 6,12 4860,42 7,72 1181,92 146,62 3,93 1689,00 5,70 60,08 
25 18,0 6,0 94,29 3466,21 245,59 6,06 5494,04 7,63 1438,38 172,68 3,91 2028,00 5,89 74,02 
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Номер 
уголка 

b t R r 
F, см2 

Справочные значения величин для осей 
Масса 
1 м, кг 

х - х x0 - x0 у0 - у0 
Ixy, см4 x0, см 

мм Ix, см4 Wx, см3 ix, см 
Ix0 max, 

см4 
iх0 max, 

см 
Iy0 min, см4 

Wy0, 
см3 

iy0 min, 
см 

30 18,0 6,0 111,54 4019,60 288,57 6,00 6351,05 7,55 1698,16 193,06 3,89 2332,00 6,07 87,56 
22 220 14 21,0 7,0 60,38 2814,36 175,18 6,83 4470,15 8,60 1158,56 138,62 4,38 1655,00 5,91 47,40 

16 21,0 7,0 68,58 3175,44 198,71 6,80 5045,37 8,58 1305,52 153,34 4,36 1869,00 6,02 53,83 

П р им е ч а ни я :  
1 Площадь поперечного сечения и справочные величины вычислены по номинальным размерам. Плотность стали - 7,85 г/см3. 
2 Радиусы закругления, указанные на рисунке 1 и в таблице 1, даны для построения калибра и на профиле не контролируются. 



 74

 
СПИСОК РЕКОМЕНДУЕМОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 

 
1. ГОСТ 23360-78. Призматическая шпонка. 
2. ГОСТ 24071-80. Сегментная шпонка. 
3. ГОСТ 1139-80. Соединения шлицевые прямобочные. 
4. ГОСТ 9150-80. Метрическая резьба. 
5. Иванов М.Н., Финогенов В.А. Детали машин: Учеб. для студентов высш. 

техн. учеб. заведений. – 12-е изд., переработ. – М.: Высш. шк., 2008. –408 с.: 
ил. 

6. Дунаев П.Ф., Леликов О.П. Конструирование узлов и деталей машин. 
Учебн.пособие для студ. техн. спец. вузов. 11 изд. – М.: Издательский центр 
«Академия», 2008. – 496 с.  

7. Леликов О.П. Валы и опоры с подшипниками качения. Конструирование и 
расчёт. Справочник. – М.: Машиностроение, 2006. – 640 с. 

8. Шейнблинт А.Е. Курсовое проектирование деталей машин. – Калининград: 
изд. «Янтарный сказ», 2004,-454 с. 

9. Ахлюстина Н.В. Расчёт соединений деталей машин. Учебное пособие и 
задания по разделу   дисциплины “Детали машин и основы  
конструирования”  для студентов очного и заочного обучения направления 
651600 - «Технологические машины и оборудование».  Екатеринбург; 
издание УГГГА, 2008. -  3,5 п.л. 
 



 



 



 



 4 

Глава 1 
 

ПРОДОЛЬНОЕ РАСТЯЖЕНИЕ  
И СЖАТИЕ СТЕРЖНЕЙ 

 
 
 
 

Растяжением называют такой вид деформации, при котором в каждом 
его поперечном сечении возникают только продольные внутренние усилия. 

Продольное усилие F в любом поперечном сечении численно равно ал-
гебраической сумме проекций на ось стержня внешних сил, приложенных к ча-
сти стержня, расположенной по одну сторону от сечения. Усилие считается по-
ложительным, если вызывает растяжение рассматриваемого участка. 

При растяжении (сжатии) в сечении возникают только нормальные 
напряжения, которые определяются по формуле (1.1): 

σ ,
F

A
                                                     (1.1) 

где  F – продольное усилие, кН;  А – площадь поперечного сечения, м2. 
Условие прочности имеет вид:                                   

max admσ σ ,                                                 (1.2) 
где admσ  – допускаемое нормальное напряжение материала стержня, МПа. 

Абсолютная деформация l  однородного участка (постоянные сечение и 
материал) определяется по закону Гука: 

                                                 ,
Fl

l
EA

                                                    (1.3) 

где l – длина участка, м; Е – модуль продольной упругости материала (модуль 
Юнга), Па. 

Для наглядного представления строятся эпюры. Эпюрами продольных 
сил и нормальных напряжений называют графики, показывающие законы из-
менения сил и напряжений в поперечных сечениях по длине стержня. Эпюры 
продольных сил, нормальных напряжений и перемещений поперечных сечений 
строятся в выбранном масштабе с учетом знаков. 

 
 
Пример 1.1. 
 
К узлу C кронштейна АВС (рис. 1.1, а) приложена сила F = 100 кН. Стер-

жень АС – стальной, круглого сечения диаметром d = 30 мм; стержень ВС – 
дюралюминиевый, квадратного сечения со стороной а = 40 мм. Определить 
напряжения в стержнях, а также горизонтальное, вертикальное и полное пере-
мещения узла С.  
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Рис. 1.1. 

 
Решение. 
Для определения продольных сил в стержнях АС и ВС условно вырезаем 

узел С, заменяем действие стержней на узел усилиями и составляем уравнение 
равновесия для узла С (рис. 1.1, б) 

0;    cos45 0;

0;      sin 45 0.

AC BC

BC

Х N N

Y N F

    

   







 

Откуда                    
3

3100 10
141 10  Н 141 кН,

0,707sin 45
BC

F
N


    

  

3 3cos45 141 10 0,707 100 10  Н 100 кН.AC BCN N       
 

Стержень АС растянут, а стержень ВС сжат. Определяем площади попе-
речных сечений стержней 

2 3 2
6 2

2 3 2 6 2

π π(30 10 )
706 10  м ;

4 4

(40 10 ) 1600 10  м .

AC

BC

d
А

А a




 


   

    

 

Напряжения в поперечных сечениях стержней АС и ВС 
3

6
6

100 10
σ 141 10  Па 141 МПа;

706 10
AC

AC
AC

N

А 


    


 

3
6

6
141 10

σ 88 10  Па 88 МПа.
1600 10

BC
BC

BC

N

А 
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Знак минус указывает на то, что в стержне ВС возникает деформация 
сжатия. 

Находим удлинения стержней: 
3

3
11 6

ст
3

3
10 6

дюр

100 10 1
0,71 10 м 0,71 мм;

2 10 706 10

141 10 1,41
1,77 10 м 1,77 мм,

7 10 1600 10

AC AC
AC

AC

BC BC
BC

BC

N l
l

E А

N l
l

E А







  
     

   

  
         

   

 

где 
1

1,41 м;
0 707cos45

ΑC
ΒC

l
l

,
  

 стE , дюрE  − модули продольной упругости 

стального и дюралюминиевого стержней, Па.  
Для определения перемещения точки С мысленно разъединим стержни в 

этом шарнире и отметим их новые длины АС1 и ВС2 (рис. 1.2, а). Для того, что-
бы найти новое положение точки С, необходимо деформированные стержни 
свести вместе путем их вращения вокруг шарниров А и В. Точки С1 и С2 будут 
перемещаться по дугам, которые вследствие их малости могут быть приняты за 
прямые С1С3 и С2С3, перпендикулярные к стержням АС и ВС. Точка пересече-
ния этих перпендикуляров (точка С3) и даст положение узла С после деформа-
ции. На рис. 1.2, б изображена диаграмма перемещений в большом масштабе. 

 

 
Рис. 1.2. 

 
 

Горизонтальное перемещение узла С равно г ACδ 0,71 мм.l    

Для удобства определения вертикального перемещения произведем до-
полнительное построение. Продолжим линии С1С и С3С2 до их пересечения в 
точке С4. 

Вертикальное перемещение узла С 
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1 4
в 1 3 1 4 1 4o o

в

δ ;
tg45 cos45

1,77
δ 0,71 3,21 мм.

0,707

BC
AC

lC C
C C C C C C CC l


       

  
 

Полное перемещение узла С 
2 2 2 2

3 г вδ δ δ 0,71 3,21 3,29 мм.СС       

 
 
 

1.1. Влияние собственного веса на напряжения и перемещения 
 
Если ось в стержне вертикальна, то его собственный вес вызывает цен-

тральное растяжение или сжатие. Если вертикальный брус закреплен верхним 
концом, то от собственного веса он растягивается, а при закреплении нижнего 
конца – сжимается. Собственный вес вертикального бруса можно рассматри-
вать как продольную (осевую) внешнюю нагрузку, распределенную вдоль оси 
бруса. 

Рассмотрим брус постоянного сечения, закрепленный верхним концом. 
Продольная сила от собственного веса в поперечном сечении бруса на расстоя-
нии х от его нижнего конца равна весу нижележащей части бруса 

ρ ,xN gAx                                                  (1.4) 
где Nx – продольная сила от собственного веса, Н; ρ  – плотность материа-
ла, кг/м3; g – ускорение свободного падения, м/с2; А – площадь поперечного се-
чения бруса, м2; х – расстояние от нижнего конца стержня, м. 

Напряжение от собственного веса определяется по формуле: 

σ ρ .x
x

N
gx

A
                                              (1.5) 

По формулам (1.4) и (1.5) строятся эпюры N и σ  с учетом знаков. Если на 
стержень действует дополнительная сила F, то продольная сила и нормальное 
напряжение определяются по формулам: 

ρ ;xN F gAх                                              (1.6) 

                                        σ ρ .x
F

gx
A

                                               (1.7) 

Полное удлинение (укорочение) стержня постоянного сечения от соб-
ственного веса определяется по формуле: 

                                       
2ρ

,
2

gl
l

E
                                                    (1.8) 

где l – длина стержня, м; Е – модуль продольной упругости материала, Па. 
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При действии внешней силы F и собственного веса удлинение стержня 
определяется по формуле:         

2ρ
.

2

Fl gl
l

EA E
                                                 (1.9) 

В формулах (1.7) и (1.9) физический смысл первого слагаемого – напря-
жение и удлинение от внешней силы, второго – напряжение и удлинение от 
собственного веса. 

Перемещение любого поперечного сечения бруса, закрепленного верхним 
концом, равно удлинению части бруса, лежащей над сечением, и равно сумме 
удлинений под действием собственного веса верхней части, нижней части бру-
са и внешней силы. 

Рассмотрим подробнее решение типовой задачи. 
 
 
Пример 1.2.  
 
Для стального бруса переменного сечения (рис. 1.3, а) с учетом собствен-

ного веса и при продольной нагрузке F требуется: 
1. Построить эпюры продольных сил и нормальных напряжений по длине 

бруса. 
2. Найти полное удлинение (укорочение) бруса. 
3. Определить перемещение сечения I-I. 
Исходные данные:  А = 20 см2;  а = 1,0 м;  b = 1,5 м;  с = 1,0 м;  F = 40 кН. 
 

      
 

Рис. 1.3. 
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Решение. 
Определим продольную силу и нормальное напряжение в поперечном се-

чении по формулам (1.6) и (1.7): 
     а) на участке длиной а (нижний участок):  0,10  x м;  

ρ ;

σ ρ .
x

x

N gAx

gx




 

При  x = 0                Nx = 0,                
σ 0x  . 

При x = 1 м            47850 9,81 20 10 1 150 Н 0,15xN         кН; 
                           σ 7850 9,81 1 80000 Па 0,08x       МПа. 

б) на участке длиной b (средний участок): 5,20,1  x  м;  
ρ ( );

σ ρ ( );

x a

a
x

N Q gA x a

Q
g x a

A

  

  
 

где ρ 0,15aQ gAa   кН – вес нижнего участка бруса; для среднего участка он 
играет роль внешней силы.  

При x = 1,0 м;         0,15 ax QN  кН;                
σ 0,08x   МПа. 

При x = 2,5 м;        4 30,15 7850 9,81 20 10 1,5 10 0,38xN           кН; 

                           6σ 0,08 7850 9,81 1,5 10 0,19х
       МПа. 

в) на участке длиной с (верхний участок):  5,35,2  x  м; 
ρ 2 ( );

σ ρ ( ),
2

x a b

a b
x

N Q Q F g A x a b

Q Q F
g x a b

A

     

 
   

 

где ρ 0,23bQ gAb   кН – вес среднего участка бруса. 

При x = 2,5 м;   38,4010120281,978504023,015,0 7  
xN  кН;  

                      σ 10,1x   МПа. 

При x = 3,5 м;  96,40105,120281,978504023,015,0 7  
xN  кН;  

                     σ 10,18x   МПа. 
Строим эпюры Nx (рис. 1.3, б) и σx (рис. 1.3, в). 
Определим полное удлинение стержня по формуле (1.9). Полное удлине-

ние складывается из удлинений каждого участка бруса под действием внешних 
сил и собственного веса. 

 

 ;l a b c        
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где     
2 2

6
11

ρ 7850 9,81 1
0,19 10  м;

2 2 2 10

ga
a

E
 

    
 

 

2 3 2

11 4 11

6 6 6

ρ 0,15 10 1,5 7850 9,81 1,5

2 2 10 20 10 2 2 10

0,56 10 0,43 10 0,99 10  м;

aQ b gb
b

EA E 

  

    
     

    

     

 

2 3 2

11 4 11

6 6 6

6 6 6 6

( ) ρ (0,15 0,23 40) 10 1 7850 9,81 1

2 2 2 10 2 20 10 2 2 10

50,48 10 0,19 10 50,67 10  м;

0,19 10 0,99 10 50,67 10 51,85 10  м.

a bQ Q F c gc
c

E A E

l



  

   

       
     

      

     

        

 

 
Перемещение сечения I-I равно удлинению лежащей над сечением части 

бруса, т. е. 
6 6 6

I-Iδ 0,99 10 50,67 10 51,66 10с b              м. 
 
 
 

1.2. Напряженное состояние материала в точке 
 

Напряженным состоянием называют совокупность напряжений, дей-
ствующих по всевозможным площадкам, проведенным через данную точку. В 
различных точках тела напряженное состояние неоднородно и определить все 
значения возникающих напряжений затруднительно. В связи с этим в сопро-
тивлении материалов точку рассматривают в виде элементарного параллелепи-
педа с гранями dxdydz. При этом считается, что возникающие напряжения на 
гранях и в наклонных сечениях распределяются равномерно. Нормальные 
напряжения на гранях обозначаются: σ ,  σ ,  σx y z , а касательные: τ ,xy  τ ,yx  

τ ,zy  τ ,  τ ,  τyz xz zx . Двойной индекс при касательных напряжениях указывает на 

направление и плоскость, где они действуют. Например, индексы при напряже-
нии τxy  означают, что х – направление действия этого напряжения по оси х; у –

 это напряжение возникает в плоскости, нормаль к которой параллельна оси у. 
Во взаимно перпендикулярных сечениях касательные напряжения равны 

по величине и противоположны по знаку. Это  свойство касательных напряже-
ний называется законом парности касательных напряжений 

τ τxy yx  . 
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Рассматриваемый параллелепипед в теле стержня можно сориентировать 
таким образом, что по его граням будут действовать только нормальные 
напряжения, а касательные будут равны нулю. В этом случае грани будут назы-
ваться главными площадками, а действующие на них нормальные напряжения 
– главными напряжениями. По количеству главных напряжений, возникающих 
одновременно на главных площадках, различают три вида напряженного состо-
яния точки упругого тела: линейное, плоское и объемное. Главные напряжения 
обозначаются: 1 2 3σ , σ , σ . Принято считать, что 1 2 3σ >σ >σ . Наиболее часто 
встречается плоское напряженное состояние материала.  

Для правильной оценки опасности, угрожающей прочности стержня, 
необходимо знать полностью его напряженное состояние. Это требует умение 
вычислять напряжения не только по сечениям, перпендикулярным оси стержня, 
но и по наклонным сечениям. 

Напряжения в наклонных сечениях, нормаль к которым с осью х состав-
ляет угол α , определяются по следующим формулам: 

2 2
ασ σ cos α σ sin α τ sin2αx y yx   ;                         (1.10) 

            α
σ σ

τ sin2α τ cos2α
2

x y
yx


  ,                             (1.11) 

Для сечений, проходящих под углом  β = α + 90 , возникающие напряже-
ния определяются по формулам: 

    2 2
βσ σ sin α σ cos α τ sin2α;x у yx                             (1.12) 

     β
σ σ

τ sin2α τ cos2α,
2

x y
yx


                                  (1.13) 

Угол α  положительный, если он отсчитан в направлении от оси х к оси у  
по кратчайшему угловому пути, против хода часовой стрелки. 

Нормальное напряжение ασ  считается положительным, если его направ-
ление совпадает с направлением внешней нормали к наклонной площадке. По-
ложительное направление ατ  образовано поворотом внешней нормали к 

наклонной площадке на угол o90  по ходу часовой стрелки. 
Противоположные направления ασ  и ατ  следует считать отрицательны-

ми. 
Площадки, где действуют экстремальные нормальные напряжения и нет 

касательных напряжений, называются главными площадками, а напряжения, 
действующие на главных площадках – главными напряжениями. Они обозна-
чаются: 1 2 3σ , σ , σ , причем 1 2 3σ >σ >σ  и определяются по следующим форму-
лам: 

                  2 2
max 1

1
σ σ (σ σ ) (σ σ ) 4τ

2 x y x y yx
        

;           (1.14) 
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                  2 2
min 2

1
σ σ (σ σ ) (σ σ ) 4τ

2 x y x y yx
        

.            (1.15) 

Положение главных площадок определяется углом наклона 0α  

                  0
2τ

tg2α ,
σ σ

yx

x y





                                             (1.16) 

Наибольшие касательные напряжения действуют на площадках под углом 
o45  

2 2
max

1
τ (σ σ ) 4τ

2 x y yx   .                                 (1.17) 

 
 
 

Пример 1.3. 
 
Стальной кубик находится под действием сил, создающих плоское напря-

женное состояние: σ 80 МПа;x   oα = 30 ;  τ 10 МПаxy   (рис. 1.4). Требуется 

найти: 
1. Главные напряжения и положение главных площадок. 
2. Максимальные касательные напряжения. 
3. Определить аналитически величины нормальных ασ  и касательных ατ  

напряжений, действующих на площадках, нормаль, к которой составляет угол 
α  с горизонтальной осью х. Показать на чертеже заданный элемент и направле-
ние соответствующих напряжений.  

 
Рис. 1.4. 
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Решение. 
Определим главные напряжения 
 

2 2 2 2
1

1 1
σ (σ σ ) (σ σ ) 4τ (80 20) (80 20) 4 10

2 2x y x y yx
                    

               1
100 63,6 =81,8 МПа

2
  ; 

2 2 2 2
2

1 1
σ (σ σ ) (σ σ ) 4τ (80 20) (80 20) 4 10

2 2x y x y yx
                    

               1
100 63,6 =18,2 МПа

2
  . 

Найдем положение главных площадок 

o o
0 0 0

2τ 2 ( 10)
tg2α 0,333;         2α 18 24 ;            α 9 12 .

σ σ 80 20
yx

x y

         
 

 

Определим аналитически величины ασ  и ατ , действующие на площадке, 

нормаль к которой составляет угол o30  с горизонтальной осью (см. рис. 1.4.) 
2 2 2 2

ασ σ cos α σ sin α τ sin2α 80 0,866 20 0,5 ( 10) 0,866

73,65 МПа;

x y уx          


 

α
σ σ 80 20

τ sin2α τ cos2α 0,866 ( 10) 0,5 20,98
2 2

x y
yx

 
        МПа. 

Вектор максимальных главных напряжений maxσ  всегда проходит через 
те четверти осей координат, в которых стрелки касательных напряжений схо-
дятся. 

 
 

1.3. Статически неопределимые стержневые системы 
 
Статически неопределимыми системами называют такие системы, у 

которых реакции или все внутренние суммарные силовые факторы, возникаю-
щие в сечениях их элементов при действии произвольной нагрузки, не могут 
быть определены из уравнений равновесия статики. 

Равновесие плоской стержневой системы обеспечивается тремя опорны-
ми направлениями. Всякое закрепление сверх трех опорных направлений явля-
ется «лишним» с точки зрения равновесия системы, что делает ее статически 
неопределимой. Термин «лишние» является условным. Постановка дополни-
тельных опорных закреплений производится с целью уменьшения деформации, 
веса конструкции или с целью увеличения ее грузоподъемности. 
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Расчет статически неопределимой системы начинается с определения 
степени статической неопределимости системы, которая равна числу «лишних» 
связей (число неизвестных сил минус три – число уравнений статики для плос-
кой системы). 

Определение усилий в статически неопределимой системе связано с 
необходимостью составления дополнительных уравнений – уравнений сов-
местности деформаций. Число этих уравнений должно быть равно степени ста-
тической неопределимости стержневой системы. 

Уравнения совместности деформаций устанавливают геометрические за-
висимости между упругими перемещениями отдельных элементов при соблю-
дении равновесия всей системы в целом. 

Геометрическая схема деформаций должна рассматриваться не с точки 
зрения обычной геометрии, а на основе кинематики малых перемещений, с уче-
том того, что траектории отдельных точек элементов являются прямыми лини-
ями. 

Решение статически неопределимых систем необходимо производить в 
следующей последовательности: 

1. Заданную систему освободить от наложенных на нее связей, действие 
которых заменяется реакциями, и составить уравнения статики; 

2. Определить степень статической неопределимости системы; 
3. По числу «лишних» неизвестных составить дополнительные уравне-

ния из условия совместности деформаций. В уравнениях упругие деформации 
выразить через усилия по закону Гука в развернутом виде по формуле (1.3); 

4. Решить совместно уравнения равновесия статики и дополнительные 
уравнения, определяя усилия в элементах конструкций; 

5. Исходя из условия задачи и на основании условия прочности, опреде-
лить поперечные размеры стержней. 

Рассмотрим подробнее пример расчета статически неопределимой систе-
мы. 

 
 
Пример 1.4. 
 
Для статически неопределимой системы (рис. 1.5), состоящей из жесткой 

невесомой балки АВ и стальных стержней 1 и 2, соединенных с ней шарнирно, 
требуется: 

1. Определить усилия, возникающие в стержне от действия силы F. 
2. Подобрать сечение стержней из двух равнобоких уголков, каждое при 

;2: 12 AA  180F  кН; а = 2,0 м; 0,1b  м;   0,2h  м. 
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Рис. 1.5. 
 
Решение.  
Перед началом решения по приведенному плану определяем геометриче-

ские параметры системы 
 

1 4 4 2,83l DС     м;     1β 45 ;          

2 4 16 4,47l DВ     м;   2
4

sinβ 0,89;
4,47

           

Далее освобождаем брус АВ от наложенных связей, заменяя их действие 
реакциями 1 2,  , , A AX Y N N . Так как на балку АВ действуют четыре неизвестные 
силы, то одна связь «лишняя», т. е. задача является однажды статически 
неопределимой. 

Из трех уравнений равновесия достаточно записать только одно уравне-
ние, не содержащее XA, YA , определение которых не ставится в задаче, 

0;АМ            1 1 2 21 cosβ 3 cosβ 5 0F N N         ; 

0545,03707,0180 21  NN                             (1.18) 
В уравнении статики два неизвестных, поэтому нужно записать еще одно 

дополнительное уравнение из условия совместности деформаций стержней DB 
и DC. Рассматривая геометрическую схему деформаций этих стержней, счита-
ем перемещение точек В и С балки вертикальными (рис. 1.6). Из подобия тре-
угольников АСС1 и АВВ1 имеем: 

3
.

5

AC CC

AB BB
 1

1
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Рис. 1.6. 

 

Учитывая, что     

1 1
1

1 1

1 2 2
1

2 2

;
cosβ cosβ

,
cosβ cosβ

CC l
CC

B B l
BB

  
   


 

получим    1 2

1 2

3
;

cosβ 5 cosβ

l l 
    откуда 

21 94,0 ll  .                                               (1.19) 
 

Равенство (1.19) и есть условие совместности деформации стержней 1 и 2. 
Выразим деформации через усилия по закону Гука 

11 1
1

1 1

2,83
;

N l N
l

EA EA


           2 2 2

2
2 1

4,74

2

N l N
l

EA E A


  


. 

Подставим полученные выражения в формулу (1.19) 

1 2

1 1

2,83 4,74
0,94 .

2

N N

EA E A

 



 

Отсюда получим 

1 22,83 2,10 0.N N                                          (1.20) 
Теперь можно определить усилия N1 и N2, решая совместно систему урав-

нений (1.18) и (1.20), 

1 2

1 2

2,12 2,25 180 0;

2,83 2,10 0.

N N

N N
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Получаем   94,341 N  кН;    08,472 N  кН. 
Подбираем сечение стержней из условий прочности: 

3
4 2 21

1 6
adm

3
4 2 22

2 6
adm

34,94 10
2,18 10 м 2,18 см ;

σ 160 10

47,08 10
2,94 10 м 2,94 см .

σ 160 10

N
A

N
A






    




    



 

Для площадей задано условие  А2:А1 = 2. Если принять А1 = 2,18 см2, тогда 
А2 = 4,36 см2. Условие А2   2,94 см2 выполняется. 

Сечение подбираем из двух равнобоких уголков по ГОСТ 8509-93 (табл. 
П. 3). 

Для первого стержня подбираем два уголка №2 (20х20х3 мм) с площадью 
сечения 1,13 см2. Для второго стержня принимаем два уголка №4 (40х40х3 мм) 
с площадью сечения 2,35 см2. 

Полные площади сечений будут равны А1 = 2,26 см2; А2 = 4,70 см2.  
Проверим отношение площадей: 

4,70
2,08.

2,26

A

A
 2

1
 

Отклонение  
2,08 2

δ 100 % 3,98 %.
2


   

Погрешность допустимая. 
 
 
Пример 1.5.  Монтажная задача 
 

Для статически неопределимой системы (рис. 1.7), состоящей из жесткой 
невесомой балки АВ и стальных стержней 1 и 2, соединенных с ней шарнирно, 
требуется определить дополнительные усилия в стержнях конструкции, если 

стержень 2 изготовлен короче проектного размера на 3105   м при 
;2: 12 AA  а =2,0 м; 0,1b м; 0,2h  м. 

При сборке стержни деформируются: стержень 2 – растянется, стержень 1 
– сожмется. В соответствии с этим покажем направления дополнительных уси-

лий 
1N и 

2N (см. рис. 1.7), возникающих после сборки конструкции. 
Для определения усилий воспользуемся уравнением статики 
 

М 0;А            1 1 2 2cosβ 3 cosβ 5 0N N        ; 

025,212,2 21  NN .                                          (1.21) 
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Рис. 1.7. 

 
Уравнение одно, неизвестных два, следовательно, система один раз ста-

тически неопределима. Запишем дополнительно условие совместности дефор-
маций. Рассмотрим картину деформаций стержней (см. рис. 1.8). Из подобия 

треугольников АС1С и АВ1В получим  
3

5

AC C C

AB B B
 1

1
. 

Учитывая соотношение   2 1
1

1 1
;

cosβ cosβ

CC l
C C


    2 2

1
2 2

,
cosβ cosβ

B B l
B B

  
   

получаем ;
45,05

3

707,0
21 ll 




   1 20,94( )l l     .                                        (1.22) 

 

 
 

Рис. 1.8. 



 19 

Выражение (1.22) – условие совместности деформаций стержней 1 и 2. 
Выражая деформацию через усилия по закону Гука, получим 

1 1 2 2

1 2

0,94
0,94

N l N l

EA EA

 
    

или  

94894,025,1 21  NN                                      (1.23) 
Решая совместно систему уравнений (1.21) и (1.23), определяем усилия 


1N  и 

2N  

75,421 N  кН; 36,452 N кН. 
 
 
Пример 1.6. 
 
Стержень длиной l = 800 мм, защемленный обоими концами, подвергает-

ся действию двух сосредоточенных сил F1=100 кН и F2=150 кН (рис. 1.9, а). 
Определить напряжения, возникающие в различных сечениях стержня, и про-
верить его прочность, если допускаемое напряжение admσ =140 МПа. Площадь 
поперечного сечения  А = 10 см2, l1 = 200 мм и l2  = 600 мм. 

 
Решение. 
Обозначим реакции в заделках стержня через RA и RB. На стержень дей-

ствует система сил, направленных вдоль одной прямой. Для такой системы ста-
тика дает одно уравнение равновесия 

1 20;    0,A BY R F F R      

откуда   21 FFRR BA  .                                                                                  (1.24) 
Для составления уравнения совместности деформаций мысленно отбро-

сим нижнюю заделку и заменим ее действие на стержень реакцией BR , т. е. 
приложим к сечению В (к нижнему торцовому сечению) такую силу, которая 
оказывает на стержень воздействие, полностью аналогичное воздействию за-
делки. Таким образом, изображенная система эквивалентна заданной системе и, 
поскольку в заданной системе перемещение сечения В равно нулю, то и для 
второй системы (рис.1.9, б) должно соблюдаться то же условие 

δ 0В  .                                                      (1.25) 
Для определения вида левой части записанного равенства используем 

принцип независимости действия сил, т. е. вычислим перемещение сечения В 
как сумму перемещений, вызванных каждой силой F1, F2 и RB в отдельности  

 

1 2
δ δ δ δ

BB F F R   . 
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Под действием одной лишь силы F1 деформируется только верхняя часть 
стержня, нижняя и средняя части перемещаются как твердое тело. Таким обра-
зом, перемещение сечения В, вызванное силой F1, равно удлинению верхней 
части стержня 

1

11δ .F
F l

EA
  

Аналогично установим, что перемещение сечения В от действия силы F2, 
равно удлинению верней и средней частей 

2

2 2δ .F
F l

EA
  

Наконец, перемещение сечения В от действия силы RB равно укорочению 
всего стержня   

δ .
B

B
R

R l

EA
  

Суммируя полученные величины и приравнивая сумму нулю согласно 
равенству (1.25), получим уравнение совместности деформаций, 

11 2 2 0BF l F l R l

EA EA EA
   , 

откуда   11 2 2 100 0,2 150 0,6
137,5 кН.

0,8B
F l F l

R
l

   
    

Подставив значение реакции BR  в уравнение равновесия (1.24), опреде-
лим значение реакции в точке А: 

1 1 2 2 1 2 1 1 2 2
1 2 1 2

( ) ( )

(100 150) 0,8 (100 0,2 150 0,6)
112,5 кН.

0,8

A B
F l F l F F l F l F l

R F F R F F
l l

   
       

     
 

 

 
На рис. 1.9, в приведена эпюра продольных сил, в соответствии с которой 

определяем напряжения на различных участках стержня.  
В поперечных сечениях верхней части стержня 

3
(1) 61

4
112,5 10

σ 112,5 10  Па 112,5 МПа;
10 10

N

А 


    


 

в поперечных сечениях средней части 
3

(2) 62
4

12,5 10
σ 12,5 10 Па 12,5

10 10

N

А 


    


МПа, 

а в нижней части 
3

(3) 63
4

137,5 10
σ 137,5 10  Па 137,5

10 10

N

А 


       


МПа. 



 21 

 

 
 

Рис. 1.9. 
 

Наиболее напряженными, как видно из расчетов, являются поперечные 
сечения нижней части стержня. Это напряжение используем для проверки 
стержня на прочность: 

(3) σ 137,5  МПа < admσ  = 140  МПа, 

т. е. условие прочности выполняется. 
 

Пример 1.7. Температурная задача 
 

Определить допускаемое повышение температуры составного стержня 
(рис. 1.10.) из условия, чтобы напряжения сжатия не превышали в стальной ча-
сти сσ 120  МПа, в медной мσ  = 60  МПа и в алюминиевой а σ = 70  МПа. (ли-
нейные размеры на рисунке приведены в мм). 

  

Решение. 
Площади поперечных сечений ступеней 

стержня 
3 2

6 2
м

3 2
6 2

а

3 2
6 2

с

π(50 10 )
1963 10  м ,

4

π(40 10 )
1257 10  м ,

4

π(30 10 )
707 10  м .

4

А

А

А











  


  


  

 

                                                                                           Рис. 1.10. 
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Продольные силы, при которых напряжения в ступенях будут равны за-
данным величинам, должны быть следующими: 

6 6
м м мσ 1963 10 60 10 118000 Н 118 кН;N А          

6 6
а а аσ 1257 10 70 10 88000 Н 88 кН;N А        

6 6
с с сσ 707 10 120 10 84800 Н 84,8 кН.N А          

Величина продольной силы не одинакова для всего стержня, следова-
тельно, в качестве допускаемой продольной силы должно быть принято мень-
шее из трех полученных значений, а именно N = Nc = 84,8 кН. 

Длина стержня в результате защемления обоих концов остается при из-
менении температуры неизменной. Следовательно, удлинение стержня в ре-
зультате повышения температуры должно равняться полученному упругому 
укорочению 

 

м м a a c c м a cα α α (α α α ) ,tl l l t l t l t l t              
 

где м a cα ,  α ,  α   соответствующие коэффициенты теплового линейного расши-
рения. 

a cм
м a c

м м a a c c м м a a c c

1 1 1
( );

Nl NlNl
l l l l Nl

Е А E A E A E А E A E A
              

м a c
м м a a c c

1 1 1
(α α α ) ( ),l t Nl

E А E A E A
       

откуда   м м a a c c

м a c

1 1 1
( )

.
α α α

N
E А E A E A

t

 
 

 
 

Подставим численные значения величин и произведем вычисления 

11 6 11 6 11 6

6 6 6

1 1 1
84800

1 10 1963 10 0,7 10 1257 10 2 10 707 10
36 .

16,5 10 25 10 12,5 10
t

  

  

 
  

           
    

  

Далее определим напряжения в поперечных сечениях стержня при повы-
шении температуры на 36°    

 
6

м 6
м

84800
σ 43 10  Па 43

1963 10

N

A         


 МПа, 

6
а 6

a

84800
σ 67,5 10  Па 67,5

1257 10

N

A         


 МПа,  

cσ 120   МПа. 
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1.4. Задания для расчетов стержней с учетом собственного веса 
 
Для стального бруса с учетом собственного веса и при продольной 

нагрузке F (табл. 1.1.) требуется по указанной схеме (табл. 1.2.):   
1. Построить эпюры продольных сил и нормальных напряжений по 

длине бруса. 
2. Найти полное удлинение (укорочение) бруса для геометрических раз-

меров, приведенных в табл. 1.1. Плотность стали ρ=7850 кг/см3; ускорение си-

лы тяжести g = 9,81 м/с2, модуль упругости 5102 E  МПа.  
3. Определить перемещение сечений I-I. 

 
 

Таблица 1.1 
 

Номер  
варианта 

а, м b, м с, м F, кН A, см² 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

1,5 
1,0 
2,0 
2,0 
2,0 
1,5 
1,5 
1,0 
1,5 
2,0 
1,0 
2,0 
1,0 
1,4 
1,0 
1,0 
1,2 
2,0 
2,6 
2,0 
1,5 
2,0 
1,2 
1,5 
1,4 

1,0 
1,5 
1,0 
1,0 
1,5 
1,0 
1,0 
1,5 
1,0 
1,0 
2,0 
2,0 
1,5 
1,0 
3,0 
2,0 
1,0 
1,5 
1,0 
1,0 
1,8 
1,0 
1,2 
1,0 
2,0 

 
2,0 
2,0 
2,0 
1,5 
1,5 
2,0 
1,0 
2,0 
1,5 
1,5 
1,0 
1,0 
1,0 
1,0 
1,0 
1,0 
2,4 
2,0 
1,7 
1,5 
1,4 
1,4 
1,2 
2,0 
1,0 

 

30 
40 
50 
60 
20 
40 
50 
50 
60 
70 
20 
40 
30 
40 
50 
40 
70 
60 
60 
50 
40 
30 
20 
10 
40 

20 
30 
40 
18 
24 
28 
30 
32 
12 
14 
15 
18 
20 
24 
28 
30 
32 
20 
18 
22 
15 
16 
20 
16 
18 
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Таблица 1.2 

Расчетные схемы бруса 
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1.5. Задания для определения напряжений при плоском 
напряженном состоянии 

 
 

Стальной кубик находится под действием сил, создающих плоское 
напряженное состояние (рис. 1.11.). Показать на рисунке элемент и направле-
ния напряжений в соответствии с вариантом задания.  

 
 
 

 
 

Рис. 1.11. 
 
 
 

Требуется найти: 
1. Главные напряжения и положение главных площадок. 
2. Максимальные касательные напряжения. 
3. Определить аналитически величины нормальных α σ и касательных 

напряжений α τ , действующих на площадках, нормаль к которым составляет 
угол α  с горизонтальной осью х. 

Данные приведены в табл. 1.3. 
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Таблица 1.3 
 
 

Номер 
варианта  σх , МПа  σ у , МПа  τху , МПа α , град 

 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
 

 
40,0 
12,0 
-10,0 
15,0 
20,0 
-12,0 
20,0 
80,0 
12,0 
-14,0 
20,0 
30,0 
-25,0 
16,0 
18,0 
22,0 
-16,0 
10,0 
25,0 
-10,0 
12,0 
18,0 
-40,0 
50,0 
45,0 

 

 
-20,0 
10,0 
-14,0 
12,0 
-40,0 
10,0 
-2,0 
10,0 
14,0 
-10,0 
10,0 
-50,0 
10,0 
80,0 
-10,0 
12,0 
-12,0 
80,0 
-25,0 
10,0 
10,0 
-10,0 
30,0 
-60,0 
35,0 

 

 
-10,0 
-80,0 
-12,0 
90,0 
80,0 
-80,0 
10,0 
-60,0 
10,0 
50,0 
-80,0 
-10,0 
50,0 
10,0 
10,0 
-90,0 
10,0 
-60,0 
10,0 
60,0 
-60,0 
-12,0 
20,0 
10,0 
15,0 

 

 
30 
-45 
15 
30 
15 
45 
-30 
45 
30 
15 
-45 
60 
15 
30 
-30 
45 
20 
-20 
30 
60 
20 
45 
30 
-30 
-45 
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1.6. Задания для расчета статически неопределимых 
стержневых систем 

 
Для статически неопределимой системы, состоящей из жесткой невесо-

мой балки и стальных стержней 1 и 2, соединенных с ней шарнирно (табл.1.4), 
требуется: 

1. Определить усилия, возникающие в стержнях от действия нагрузки F; 
2. Подобрать сечение стержней из двух равнобоких уголков каждое по 

ГОСТ 8509-93 (см. табл. П. 3). 
3. Определить дополнительные усилия в стержнях конструкции, если 

стержень 2 изготовлен короче проектного размера на  3105  м. 

При расчетах принять 5102 E  МПа; admσ =160  МПа, остальные данные 
приведены в табл. 1.4. Расчетные схемы приведены в табл. 1.5. 

 
Таблица 1.4 

Номер 
варианта 

а, м b, м h, м A2 : A1 F, кН 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

2,0 
2,2 
2,6 
2,5 
1,8 
2,0 
2,4 
2,8 
1,6 
2,4 
3,0 
2,4 
1,8 
2,0 
1,5 
1,0 
1,1 
1,5 
0,9 
0,8 
1,2 
1,3 
2,0 
2,0 
1,5 

1,4 
1,6 
1,8 
1,1 
1,0 
1,0 
1,4 
1,6 
1,2 
1,4 
2,0 
1,8 
1,4 
1,5 
1,5 
0,9 
1,3 
1,2 
0,6 
0,7 
1,7 
1,4 
2,0 
1,1 
1,6 

1,8 
2,0 
2,2 
1,5 
1,2 
1,5 
1,6 
2, 
1,5 
1,6 
2,0 
2,2 
1,2 
1,3 
2,0 
1,5 
1,8 
2,0 
3,0 
2,3 
1,3 
0,8 
2,0 
1,0 
0,8 

2,0 
1,5 
1,2 
1,0 
1,5 
2,0 
1,8 
2,0 
1,5 
1,8 
1,5 
2,0 
1,5 
1,2 
1,5 
1,1 
1,8 
2,0 
1,4 
1,6 
1,3 
1,7 
0,9 
0,8 
0,7 

80 
120 
150 
180 
100 
240 
140 
120 
100 
180 
260 
320 
400 
360 
400 
340 
250 
120 
170 
210 
200 
90 
110 
130 
280 
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Таблица 1.5 
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Окончание табл. 1.5 
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Глава 2 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГЛАВНЫХ МОМЕНТОВ 
ИНЕРЦИИ ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ 

 
 
 
 

Моментами инерции являются геометрические характеристики, отража-
ющие заполнение веществом плоского поперечного сечения балки. Значения 
моментов инерции для стандартных поперечных сечений можно найти в любой 
литературе, список которой приведен в конце настоящего пособия. Моменты 
инерции относительно собственных осей простых фигур определяются по из-
вестным формулам. 

Для прямоугольника 
3

12

bh
Jx  ;       

3

12

hb
J у  ;       0Jxу  ,                         (2.1) 

где x , y    горизонтальная и вертикальная оси, проходящие через центр тяже-
сти прямоугольника; b    ширина; h    высота прямоугольника. 

Для круга 

  
4π

64

d
J Jx у  ;        0Jxу  .                              (2.2) 

Для треугольника 

 
3

36

bh
Jx  ;      

3

36

hb
J у  ;       

2 2

72

b h
Jxу   .                 (2.3) 

При этом знак центробежного момента определяется следующим обра-
зом. Треугольник вычерчивается в масштабе, через его центр проводятся оси, 
которые делят треугольник на четыре четверти. В первой и третьей четвертях 
площадь положительна, в остальных отрицательна. Если суммарная положи-
тельная площадь будет по размеру больше отрицательной, то знак центробеж-
ного момента будет тоже положительный и наоборот. 

Осевые моменты инерции прокатных профилей выписываются из табли-
цы (сортамента проката) в соответствии с номером профиля. Для равнополоч-
ных уголков центробежный момент относительно горизонтальной и вертикаль-
ной осей определяется по формуле: 

  0 00 0

sin2α
cos2α

2
J J J Jxу x у x у   ,                       (2.4) 

где 0x , 0y    оси, проходящие через центр тяжести уголка под углом 45  к гори-
зонтальной и вертикальной осям уголка.  

При этом нужно помнить, что угол поворота осей xy относительно осей 

0 0x y  будет отрицательным. Если уголок неравнополочный, то его условно раз-
бивают на два прямоугольника, находят их центры тяжести, и центробежный 
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момент относительно собственных осей всего уголка определяют по формуле 
центробежных моментов инерции относительно параллельных осей.  

Для составного сечения необходимо определять положение центра тяже-
сти, разбив его на простейшие части (прямоугольник, круг, треугольник, дву-
тавр, швеллер, уголок). Формулы для определения центра тяжести имеют вид:  

 
 

 
 

1 1 2 2вр

1 2

1 1 2 2вр

1 2

,
;

,

,
,

,

х

у

S A x A x A xn nxс A A A An

S A у A у A уn nус A A A An

   
 

  

   
 

  

                      (2.5) 

где 
вр вр

, у хS S статические моменты площадей простых фигур относительно 

временных осей; 1 2,  , ,  nA A A    площади простых фигур; , x уn n   координаты 

центров тяжести простых фигур во временных осях.  
Главными моментами инерции плоской фигуры (сечения) называют мо-

менты инерции, определяемые относительно главных центральных осей сече-
ния. Такие оси должны отвечать следующим требованиям: 

1) они проходят через центр тяжести сечения; 
2) относительно этих осей наблюдаются экстремальные значения момен-

тов инерции (главные моменты инерции); 
3) центробежный момент инерции относительно главных осей равен ну-

лю. 
В формулы напряжений, содержащие моменты инерции, необходимо все-

гда подставлять значения главных моментов инерции. Определение главных 
моментов инерции проводится в следующем порядке. 

1. Заданное поперечное сечение сложной конфигурации вычерчивается в 
выбранном масштабе с указанием всех размеров. 

2. Сечение условно разбивается на простейшие фигуры (прямоугольник, 
круг, треугольник, двутавр, швеллер, уголок). 

3. Определяется положение центра тяжести площадки каждой простой 
фигуры и из этих центров проводятся собственные оси координат. 

4. Для всей фигуры сечения проводятся временные (вспомогательные) 
оси координат ( вр вр, x у ) параллельно собственным осям отдельных фигур (же-

лательно, чтобы временные оси проходили через центры тяжести простых фи-
гур, что ведет к уменьшению объема вычислений). 

5. Определяются координаты центра тяжести площади всего сечения по 
формулам (2.5).  

6. Центр тяжести сечения наносится на чертеж, и из него проводятся 
опорные оси координат (  с сx , у ) параллельно временным осям. 
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7. Определяются осевые и центробежные моменты инерции сечения от-
носительно опорных осей. При этом используют формулы для определения 
моментов инерции относительно параллельных осей:  

     
     
     

I II2 2 2
1 1 2 21 2

I II2 2 2
1 1 2 21 2

I II
1 1 1 2 2 21 1 2 2

;

;

,

n
n nc n

n
n nc n

n
n n nc c n n

J J A a J A a J A ax x x x

J J A b J A b J A bу у у у

J J A a b J A a b J A a bx у x у x у x у

     

     

     

  (2.6) 

 
где 

1 2
 , ,  

n
J , J Jx x x  и 

1 2
, ,

n
J ,J Jу у у моменты инерции простых фигур от-

носительно собственных осей; 
1 1 2 2

 , ,  
n n

J , J Jx у x у x у   центробежные момен-

ты инерции простых фигур относительно собственных осей; 1 2 , ,  na , a a  
расстояния между собственными осями 1 2, , nx x x  простых фигур и цен-
тральной осью сx ; 1 2 ,  nb , b b   расстояния между собственными осями 

1 2, , ny y y  простых фигур и центральной осью cy (с учетом знаков). 
8. Определяется положение главных осей инерции по формуле: 

0

2
tg2α с с

с с

Jx у

J Jу х





.                                            (2.7) 

Положительным считается угол 0α , откладываемый против хода часовой 
стрелки. 

9. Проводятся главные оси на чертеже под углом 0α  по отношению к 
центральным осям.  

10. Определяются главные моменты инерции по формулам:  
2 2

0 0 00
2 2

0 0 00

cos α sin α sin2α ;

sin α cos α sin2α

с с с с

с с с с

J J J - Jx у x уx

J J J Jy x у x у

 

  
                   (2.8)  

или  

 2 2
max min

1
4

2 2
c c

c c c c

J Jx у
J J J Jx у x y


     .             (2.9) 

11. Проводится проверка правильности решения задачи в двух вариантах:     
а) суммы главных моментов инерции и моментов инерции относительно 

центральных осей должны быть равны  

 0 0 с с
J J J Jx y x у    5 %;                                    (2.10) 

б) центробежный момент инерции относительно главных осей должен 
быть равен нулю 
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0 00 0
sin2α cos2α 0

2
с с

с с

J Jх у
J Jх ух y


   .                    (2.11) 

 
 
Пример 2.1. 
 
Для заданного поперечного сечения, состоящего из швеллера и равнопо-

лочного уголка (рис. 2.1), требуется: 
1) определить положение центра тяжести; 
2) найти осевые и центробежный моменты инерции относительно осей, 

проходящих через центр тяжести; 
3) определить направления главных центральных осей 0x  и 0у ; 
4) найти моменты инерции относительно главных центральных осей; 
5) вычертить сечение в масштабе 1:2 и указать на нем все размеры в чис-

лах и все оси. 
 

 
 

Рис. 2.1. 
 
Решение. 
1. Проводим временные оси врx  и врy  через левый нижний угол сечения 

(рис. 2.2) и разбиваем сечение на две фигуры: швеллер I и уголок II. 
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Рис. 2.2. 
 

Основные данные фигур выписываем из таблиц сортамента проката. 
 

Швеллер № 20а: 1 25 2A ,  см2, 0 2 28,  см, 
1

1670Jx   см4, 
1

139J y   см4. 

Уголок 100×100×10 мм: 2 19 2A ,  см2, 0 2 83,   см, 
0

Jx   284 см4, 

0
74 1J ,y   см4, 

2 2
179J Jx y   см4 (рис. 2.3). 

Координаты центра тяжести сечения 
 
 
1 1 2 2

1 2

25 2 5 72 19 2 10 83
7 93

25 2 19 2с
A x A x , , , ,

x = ,
A A , ,

   
 

 
 cм; 
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1 1 2 2

1 2

25 2 10 19 2 2 83
6 9

25 2 19 2с
A у A у , , ,

y ,
A A , ,

   
  

 
 cм; 

где 1A , 2A  площади поперечного сечения первой и второй фигур; 1x , 2x , 1у , 

2у  координаты центров тяжести фигур относительно временных осей.  
По значениям координат центра тяжести фигуры наносим точку С 

(см. рис. 2.2.) и проводим центральные оси сx  и сy  параллельно временным 
осям. 

 

Рис. 2.3. 
 
2. Вычисляем осевые моменты инерции относительно центральных опор-

ных осей 

       
   

2 2
1 1 2 21 2

2 2

I II

41670 25 2 3 1 179 19 2 4 07 2409 см ;

С С С
J J J J A a J A ax x xx x

, , , ,  

      

           

 

       
   

2 2
1 1 2 21 2

2 2

I II

4139 25 2 2 21 179 19 2 2 9 603 см

C С С
J J J J A b J A bу y yy y

, - , , , =  .

      

         

 

 
3. Вычисляем центробежный момент инерции сечения относительно осей 

cx  и cy . Центробежный момент швеллера относительно собственных осей ра-
вен 0, так как его оси проходят через центр тяжести и одна из них является 
осью симметрии.    
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Для уголка собственные центральные оси, т. е. оси 2x  и 2y   не являются 
главными, поэтому центробежный момент уголка в этой системе координат не 
равен 0. Вычислим его.                                             

Из таблиц сортамента 
4

0
284 смJ  x  ;    4

0
74 1 смJ ,  у  ; 

 
 0 0 4

0 02 2

284 74 1
sin2α cos2α 1 0 104 95 см

2 2

J - Jx у - ,
J J - - ,  .x уx y

      

Угол α  отрицателен, так как поворот осей 0x , 0y  направлен по ходу ча-
совой стрелки. 

   
     

1 1 1 2 2 21 1 2 2

I II

4

0 25 2 3 1 2 21 104 95 19 2 4 07 2 90

172 0 104 95 225 501 95 см

с с с с с с
J J J J A a b J A a bх у х у х у х у х у

, , - , , , , ,

, , ,  .

          

         

     

 

 
Угол поворота главных осей инерции 

 
 

 0

2 2 501 95
tg2α 0,555

603 2409
с с

с с

J х у ,

J Jу x


  


,   o

02α 29 03 ,   o
0α 14 31 30  . 

4. Откладываем полученный угол против хода часовой стрелки от цен-
тральных осей xc , yc  и проводим главные оси инерции 0x , 0y (см. рис. 2.2). 

5. Определяем главные моменты инерции 
2 2 4

0 0 00
cos α sin α sin2α 2536 см

с с с с
J J J J  x у x уx     ; 

2 2 4
0 0 00

sin α cos α sin2α 476 см .
с с с с

J J J J  y x у x у     

Так как 
с с

J Jx у , то maxJ  будет относительно оси 0x , а minJ  будет от-

носительно оси 0y . 
Проверка. 
а) Согласно формуле (2.10) 

 0 0
5 %

с с
J J J J  х у х у    ; 

   8 8 42409 603 10 2536 476 10  м- -     ; 
8 4 8 43012 10  см 3012 10  см- -   . 

б) Согласно формуле (2.11) 

 
0 00 0

sin2α cos2α 0
2

с с

с с

J Jх у
J Jх у х у


   ; 
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     0 0

2409 603
sin2 14 31 30 501 95 cos2 14 31 30 0

2
J ,х у


        ; 

0 0
438 438 0Jх у    . 

Проверка показывает, что главные моменты инерции определены пра-
вильно. 

 
6. Вычерчиваем поперечное сечение в масштабе 1:2 с указанием всех осей 

и размеров. 
 
Пример 2.2. 
 
Для заданного поперечного сечения (рис. 2.4) определить положение цен-

тра тяжести, найти положение главных осей инерции и значения главных мо-
ментов инерции. 

 

 
 

Рис. 2.4. 
 
Решение. 
1. Чертим поперечное сечение в масштабе 1:1; 
2. Разбиваем сечение на простейшие фигуры: I – прямоугольник, II – пря-

моугольный треугольник, III – круг; 
3. Проводим временные оси xвр и yвр через левый нижний угол заданного 

сечения (рис. 2.5). 
4. Обозначив на рисунке центры тяжести простейших фигур, находим их 

координаты относительно временных осей и определяем площади фигур 

         1 2
1 2

1 2

6 см; 14 см;
              

4 5 см; 3 см;

x  x  
C С

у ,  у  

  
   

        3
3

3

10 см;

3 см.

x  
С

у  


 

 

         2
1 108 смA   ,                 2

2 27 смA   ,            2
3 12 56 смA ,   . 
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Рис. 2.5. 
 
5. Определим координаты центра тяжести сечения 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

6 108 14 27 10 12 56
7 35 см;

108 27 12 56

S x A x A x A ,у
x ,  c A A A A ,

      
   

   
 

 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

4 5 108 3 27 3 12 56
4 32 см.

108 27 12 56

S у A у A у A , ,xy ,  с A A A A ,

      
   

   
 

Обозначим на рис. 2.5 положение центра тяжести С  (xc =7,35 см; 
yc =4,32 см) и проведем центральные оси xc и yc параллельно временным осям. 

6. Определим координаты центров тяжести простейших фигур 
 1 2 3С , С , С  относительно центральных осей xc и yc  

1 1
1

1 1

1 35 см

0 18 см

b x x ,  cС
a у у ,  c

  
   

       2 2
2

2 2

6 65 см

1 32 см

b x x ,  cС
a у у ,  c

  
    

 

3 3
3

3 3

2 65 см

1 32 см.

b x x ,  cС
a у у ,  c

  
    

 

7. Определим моменты инерции простейших фигур относительно их цен-
тральных осей 

Для прямоугольника: 

1

3 3
412 9

729 см
12 12

bh
J  x


   ; 

1

3 3
412 9

1296 см
12 12

b h
J  y


   ;  

1 1
0Jx y  . 

 
Для треугольника: 
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2

3 3
46 9

121 5 см
36 36

bh
J ,  x


   ;       

2

3 3
46 9

54 см
36 36

b h
J  y


   ; 

2 2

2 2 2 2
46 9

40,5 см
72 72

b h
J  x y


      , 

знак минус указывает на преобладание суммарной отрицательной части площа-
ди поперечного сечения. 

Для круга: 

3 3

4 4
4π 3 14 4

12 56 см
64 64

d ,
J J = = ,  x y


  ;       

3 3
0Jx y  . 

8. Определим моменты инерции всего сечения относительно центральных 
осей xc и yc, используя формулы моментов инерции относительно параллельных 
осей 

 

     
       

2 2 2
1 1 2 2 3 31 2 3

2 22

I II III

4729 0 18 108 121 5 1,32 27 12,56 1,32 12,56 866,6 см

с с с с
J J J J J A a J A a J A ax x x xx x x

, ,  

                   
     

            

 

     
      

2 2 2
1 1 2 2 3 31 2 3

2 2 2

I II III

41296 1 35 108 54 6 65 27 12 56 2 65 12 56 1093 32 см

с с с с
J J J J J A b J A b J A bу у у уy y y

, , , , , ,  

                   
     

            

 

     
        
1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 1 2 2 3 3

I II III

4

0 0 18 1 35 108 40 5 1 32 6 65 27 0 1 32 2 56 12 56

259 82 см

c c c c c c c c
J J J Jx у x у x у x у

J a b A J a b A J a b Ax у x у x у

, , , , , , , ,

,  .

             
     

      

                

 

 

Получили, что центробежный момент сечения 0
с с

Jx у  , следовательно, 

оси xc и yc не являются главными осями инерции. 
9. Найдём положение главных осей инерции по формуле: 

o
0 0

2
tg2α 2 29; откуда  2 α 66 20 ;c c

c c

Jx у
,

J Jx у

 
     


 o

0α 33 10 .   

10. Проводим главные оси инерции 0x , 0y  под углом 0α  относительно 
центральных осей и определяем значение главных моментов инерции 

2 2 4
0 0 00

cos α sin α sin2α 696 48 см
с с с с

J J J J ,  x у x уx     ; 
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2 2 4
0 0 00

sin α cos α sin2α 1263 42 см
с с с с

J = J + J + J ,  .y x у x у   

0

4
min 696 48 смJ J ,  x  ;         

0

4
max 1263 42 смJ J ,  y  . 

Проверка. 
а)  Согласно формуле (2.10)  

 0 0
5%

с с
J J J Jх у х y    ; 

   8 8 4866 6 1093 32 10 696 48 1263 42 10  м- -, , , ,     ; 
-8 4 -8 41959 9 10 см 1959 9 10 см, ,   . 

б)  Согласно формуле (2.11) 

 
0 0 0 0sin2α cos2α 0

2
с с

с с

J Jх у
J Jx y х у


   ; 

       0 0
o o866 6 1093 32

sin2 33 10 259 82 cos2 33 10 0
2

, ,
J ,х y


       ; 

0 0
104 104 0J х y    . 

Проверка показывает, что главные моменты инерции определены пра-
вильно. 

 
 

2.1. Задания для определения  
главных моментов инерции 

 
а) Для заданного поперечного сечения (табл. 2.1), состоящего из швелле-

ра и равнополочного уголка или из швеллера и двутавра (табл. 2.2), требуется: 
1. Определить положение центра тяжести; 
2. Найти осевые и центробежный моменты инерции относительно осей 

xс  и yс , проходящих через центр тяжести сечения;  
3. Определить положение главных осей инерции 0x  и 0y ; 
4. Найти главные моменты инерции относительно главных осей 

0x  и 0y ; 
5. Вычертить сечение в выбранном масштабе и указать на нем все раз-

меры в числах и все оси; 
6. Сделать проверочные расчеты. 

б) Для заданного поперечного сечения (табл. 2.3) требуется: 
1. Определить положение центра тяжести; 
2. Найти осевые и центробежный моменты инерции относительно осей 

xс  и yс , проходящих через центр тяжести сечения; 
3. Определить положение главных осей инерции 0x и 0y ; 
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4. Найти главные моменты инерции относительно главных осей 

0x  и 0y ; 
5. Сделать проверочные расчеты. 

 
                                                                                           Таблица 2.1 

 

 
 

Таблица 2.2 

 

Номер 
варианта 

Тип  
сечения 

Швеллер № 
Равнобокий уголок, 

мм 
Двутавр  № 

1 I 14 80×80×8 12 
2 II 16 80×80×6 14 
3 III 18 90×90×8 16 
4 IV 20 90×90×7 18 
5 V 22 90×90×6 20а 
6 VI 24 100×100×8 20 
7 VII 27 100×100×10 22а 
8 VIII 30 100×100×12 22 
9 IX 33 125×125×10 24а 
10 X 36 125×125×12 24 
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Таблица 2.3 

 

Вид поперечного сечения 
 

Номер 
варианта 

а, см в, см с, см d, см 

  

1 12 6 4 2 

2 16 10 2 6 

3 9 6 1 3 

  

4 6 9 3 5 

5 7 8 6 9 

6 8 6 4 6 

7 9 5 2 3 

 

8 6 4 3 4 

9 5 2 4 4 

10 4 3 2 5 

11 7 5 3 2 

 

12 9 4 4 6 

13 7 5 3 3 

14 6 3 6 4 

15 4 2 5 6 
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Продолжение табл. 2.3 
 

Вид поперечного сечения 
 

Номер 
варианта 

а, см в, см с, см d, см 

  

16 12 9 4 6 

17 18 12 5 8 

18 14 6 6 7 

19 15 19 3 4 

  

20 12 10 6 6 

21 16 8 9 4 

22 20 9 8 12 

23 14 14 12 6 

24 24 20 10 4 

  

25 10 8 4 3 

26 11 9 6 6 

27 13 12 5 9 

28 15 10 5 6 

29 8 4 8 12 

  

30 8 5 2 2 

31 9 4 1 2 

32 6 9 3 3 

33 10 6 4 1 

34 12 8 5 1 
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Продолжение табл. 2.3 

 

 
 

  

Вид поперечного сечения 
 

Номер 
варианта 

а, см в, см с, см d, см 

 

35 6 6 3 4 

36 9 4 6 5 

37 10 6 12 9 

38 12 9 10 6 

  

39 12 10 3 1 

40 10 12 3 2 

41 9 12 3 1 

42 8 10 3 2 

 

43 20 12 4 4 

44 18 10 3 5 

45 12 9 5 6 

46 15 12 6 4 

  

47 10 4 3 1 

48 12 6 4 2 

49 14 5 5 3 

50 16 6 4 1 
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                                                                                              Окончание табл. 2.3 

 

Вид поперечного сечения 
 

Номер 
варианта 

а, см в, см с, см d, см 

 

  

51 12 10 6 3 

52 18 12 4 9 

53 20 14 8 6 

54 22 16 10 4 

  

55 30 12 12 4 

56 24 14 10 6 

57 18 16 9 5 

58 12 10 8 3 

  

59 9 6 2 4 

60 6 5 4 2 

61 10 8 3 8 

62 12 9 4 1 

  

63 20 10 6 3 

64 12 6 4 3 

65 15 9 3 6 

66 18 10 9 6 
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Глава 3 
 

ДЕФОРМАЦИЯ КРУЧЕНИЯ ВАЛА 
 
 

 
 

Деформация кручения возникает при действии на вал пар сил, действую-
щих в плоскостях, перпендикулярных к его продольной оси. При расчетах вала 
на кручение выполняются следующие условия прочности и жесткости: 

max maxadm admτ τ ,  ,     

где maxτ  − максимальное касательное напряжение, max  − максимальный угол 

закручивания вала. 
Для определения максимального касательного напряжения и максималь-

ного угла закручивания необходимо иметь представление о том, как изменяется 
величина крутящего момента по длине вала. Текущие значения крутящих мо-
ментов определяются графиками их изменения, называемыми эпюрами. Вал по 
длине делится на участки вертикальными линиями, проведенными через те се-
чения, где приложены моменты пар сил. На каждом участке крутящий момент 
имеет постоянное значение и равен алгебраической сумме моментов относи-
тельно продольной оси, приложенных слева от сечения, проведенного условно 
на данном участке, или же приложенных справа от этого сечения.  

Правило знаков: момент в сечении считается положительным, если, 
смотря на торцевое крайнее правое сечение вала, момент направлен по ходу ча-
совой стрелки. Параллельно продольной оси вала проводится нулевая линия, от 
которой положительные моменты откладываются вверх, отрицательные − вниз 
в выбранном масштабе. Эпюра штрихуется вертикальными линиями. Диаметр 
сечения вала определяется из условия прочности 

max
max admτ τ

p

T

W
  ,                                         (3.1) 

где maxT  − максимальный крутящий момент из эпюры Т; 

 
 

4 3π 32 π

2 2 16
p

p

dJ d
W

d d
    − полярный момент сопротивления кручению по-

перечного сечения.  

Исходя из условия прочности  
3

max

adm

π

16 τ

Td
 , можно определить диаметр 

вала 

 
max3
adm

16
   

πτ

T
 d  .                                             (3.2) 
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Углы закручивания вала на отдельных участках определяются по форму-
ле: 

                                             
p

Tl

GJ
  ,                                                   (3.3) 

где T − крутящий момент на рассматриваемом участке вала, взятый из эпюры 
моментов; l - длина участка вала; pGJ  − жесткость вала при кручении; G  − мо-

дуль сдвига; 
4π

32p
d

J   − полярный момент инерции поперечного сечения вала. 

При построении эпюры углов закручивания вала необходимо помнить, 
что полный угол закручивания равен алгебраической сумме углов закручивания 
вала на отдельных участках. Значения углов закручивания в промежуточных 
сечениях определяются по формуле: 

 прав левα α ,                                                  (3.4) 

где левα  − суммарный угол закручивания всех участков, которые находятся 
слева от рассматриваемого участка;   − угол закручивания на данном участке. 

Для определения максимального относительного угла закручивания 
определяют углы для каждого участка по формуле:  

  θ
l


 ,                                                          (3.5) 

где  l − длина рассматриваемого участка. 
 
 
 
 

Пример 3.1. 
 

К стальному валу приложены три известных момента: 1T =1100 Н·м, 

2T =1400 Н·м, 3T = 1800 Н·м, а = 1,1 м, b = 1,4 м, с = 1,8 м  (рис. 3.1). 
 
Требуется: 
1. Установить, при каком значении момента Х угол закручивания правого 

концевого сечения вала равен нулю. 
2. Построить эпюру крутящих моментов. 

3. При заданном значении admτ  определить диаметр вала из расчета на 

прочность и округлить его величину до ближайшего большого, соответственно 
равного 30, 35,40, 45, 50, 60, 70, 80, 90, 100 мм. 

4. Построить эпюру углов закручивания. 
5. Найти наибольший относительный угол закручивания и проверить вал 

на жесткость при admθ 1,5 град м . 
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Рис. 3.1. 
 
Решение. 
1. Задача является статически неопределимой, так как невозможно опре-

делить из одного уравнения равновесия два неизвестных момента pТ  и X . Для 

решения составим одно уравнение статики и одно уравнение совместности де-
формации. Уравнение статики представляем в виде уравнения моментов отно-
сительно продольной оси вала 

1 2 3 0pТ T T T T X      . 

Угол закручивания правого концевого сечения может быть выражен как 
алгебраическая сумма взаимных углов закручивания сечений отдельных участ-
ков под действием каждого из моментов в отдельности  

1 2 3 4 0           , 
где 1  − угол закручивания вала на участке 0-1 под действием момента 1T ; 2 − 
угол закручивания вала на участке под действием момента 2T ; 3  − угол закру-
чивания вала на участке под действием момента 3T ; 4  − угол закручивания 
вала на участке 3-4 под действием неизвестного момента Х. 

При этом 
     2 31

1 2 3 4
2

 ;   ;    ;   
p p p p

T a b T a b c X a b cT a
.

GJ GJ GJ GJ

    
           

     

     

2 31

1 2 3

2

 2 0

p p p p

T a b T a b c X a b cT a

GJ GJ GJ GJ

T a T a b  T a b c X a b c .

    
     

         

 

Подставив данные, получим 
1100 11 1400 2 5 1800 4 3 5 4 0, - , - , X ,      ; 

откуда 
1210 3500 7740

1857 Н м
5 4

X   
,

  
   . 

Реактивный момент находим из уравнения статики: 

     
1 2 3 ;

1100 1400 1800 1857 243 Н м.

p

p

T T T T X

T  

    

      
 

2. Для построения эпюры моментов (рис. 3.2) определяем значения мо-
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ментов методом сечений. 
В сечении  IV-IV     IV 1857 Н мT    . 
В сечении  III-III      III 1857 1800 57 Н мT      . 
В сечении   II-II        II 1857 1800 1400 1343 Н мT        . 
В сечении    I-I          I 1857 1800 1400 1100 243 Н м.T          
3. Найдем полярный момент инерции сечения 

max 6 3
6

adm

1857
30 95 10 м

τ 60 10

-
P

T
W ,     


, 

где  adm maxτ 60 МПа;  1857 Нм  T    . 

Из соотношения  
3π

16p
d

W    найдем диаметр вала: 

6
233 16 16 30 95 10

5 5 10 м 55 мм.
π 3 14

-
-PW ,

d ,   
,

  
      

Принимаем диаметр вала равным 60 мм. 
 

 
Рис. 3.2.    

 
4. Углы закручивания вала на участках находим по формуле (3.3). Для 

этого сначала найдем pJ  



 50 

4
4 8 43,14 6

 127,2  см 127,2 10 м
32

-
pJ  


    . 

I
I

6

4 8
243 10 1 1

0 0026 рад
8 10 127 2 10

-

-
p

T a ,
,  

GJ ,

 
     

  
; 

II
II

6

4 8
1343 10 1 4

0 0185 рад
8 10 127 2 10

-

-
p

T b ,
,  

GJ ,

  
     

  
; 

III
III

6

4 8
57 10 1 8

0 0010 рад
8 10 127 2 10

-

-
p

T c ,
,  

GJ ,

 
   

  
; 

IV
IV

6

4 8
1857 10 1 1

0 0200 рад
8 10 127 2 10

-

-
p

T a ,
,  

GJ ,

 
   

  
. 

В месте жёсткой заделки в сечении 0 вал неподвижен. По формуле (3.4), 
находим угол закручивания вала в сечениях 1, 2, 3, 4: 

1 0 I

2 1 II

3 2 III

4 3 IV

α α 0 0 0026 рад;

α α 0 0026 0 0185 0 0211 рад;

α α 0 0211 0 001 0 0201 рад;

α α 0 0201 0 02 0 0001 0 рад

,  

, , ,  

, , ,  

, , , .

   
      
      
       

  

Строим эпюру углов закручивания (см. рис.3.2). Относительный угол за-
кручивания на каждом участке можно определить по формуле (3.5): 

I
I

II
II

III
III

IV
IV

0 0026
θ 0 0023 рад м;

11 11

0 0185
θ 0 0132 рад м;

1 4 1 4

0 0010
θ 0 0006 рад м;

1 8 1 8

0 0200
θ 0 0182 рад м

11 11

,
,  

, ,

,
,  

, ,

,
,  

, ,

,
,  .

, ,


    


    


  


  

 

 
5. Наибольшим является относительный угол закручивания на участке 3-4 

max
180

θ 0,0182 рад м 0 0182 1,04  град м
π

,  


. 

 
Таким образом, max admθ 1,04  град м θ 1,5  град м   , т. е. условие 

жесткости выполняется. 
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Пример 3.2. 
 

Шкив двухколодочного тормоза крана, имеющий диаметр 300 ммD  , 
жестко крепится на стальном валу диаметром 30 ммd    (рис. 3.3). Определить 
наибольшие напряжения кручения в сечении вала, если сила нажатия на колод-
ки  тормозного шкива Q = 820 Н, коэффициент трения скольжения между ко-
лодками и шкивом 0 4f , . Определить угол закручивания вала, если 

400 ммl   . 
 

 
Рис. 3.3. 

 
Решение. 
Окружное усилие на тормозном шкиве равно силе трения, возникающей 

между колодками и шкивом 
820 0 4 328 НF Qf ,      . 

Крутящий момент на тормозном шкиве 
2328 30 10 98 4 Н м-T FD ,        . 

 Полярный момент сопротивления и полярный момент инерции сечения 
вала равны 

 33 2 6 3π π
3 10 5 3 10 м

16 16
- -

рW d ,       ; 

 44 2 8 4π π
3 10 7 96 10 м

32 32
- -

pJ d ,       . 

Наибольшее касательное напряжение в сечении определяем по форму-
ле (3.1) 
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6
max 6

98 4
τ 18 5 10 Па 18 5 МПа.

5 3 10-
P

T ,
,  ,  

W ,
    


 

Угол закручивания вала тормозного шкива 

10 8
180 98 4 0 4 180

0 36 ,
π π8 10 7 96 10- -

p

Tl , ,
,

GJ ,


     

  

 
  

следовательно 22 .   
 
 
Пример 3.3. 
 
К стальному валу, оба конца которого защемлены (рис. 3.4, а), приложен 

крутящий момент T = 440 Н·м. Определить реактивные моменты в опорах А и В 
и построить эпюру крутящих моментов при 1 0,2 м,  0,8 м.l l   

 
Решение.  
Обозначим реактивные моменты в защемлении через AT  и ВT . Из статики 

знаем уравнение равновесия 
0A BT Т T     или A BT T Т   

Далее составим уравнение совместности деформаций. Для этого отбро-
сим (мысленно) защемление правого конца вала и заменим его действием на 
вал неизвестным реактивным моментом ВT  (рис. 3.4, б).  

 

 
 

Рис. 3.4. 
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Величину момента TB определим из условия, что угол закручивания пра-
вого крайнего сечения от действия моментов Т и TA равен нулю, так как это се-
чение вследствие защемления неподвижно. Угол закручивания правого осво-
божденного сечения вала на основе принципа независимости действия сил 
можно определить как сумму двух слагаемых 

 

+     , 
 

где   и   – углы закручивания правого освобожденного сечения вала, 

найденные отдельно от моментов Т  и TB, при этом 1  
p

Tl

GJ
  ;  B

p

T l

GJ
   . 

Знак минус в выражении   взят потому, что моменты T  и TB  противо-
положны по направлению. 

Полный угол закручивания правого сечения равен нулю, поэтому 
 

1 0B

p p

Tl T l

GJ GJ
         , 

 

откуда 1 440 0 2
110 Н м

0 8B
Tl ,

T  
l ,


    . 

Из уравнения статики определим момент TA  
 

440 110 330 Н мА BТ Т Т        . 
 

Эпюра крутящих моментов приведена на рис. 3.4, в.  
  
 

3.1. Задания для расчета валов на кручение 
 
К стальному валу приложены три известных момента 1 2 3, ,T  T  T . 
Требуется: 
1. Установить, при каком значении момента X угол закручивания правого 

концевого сечения вала равен нулю. 
2. Построить эпюру крутящих моментов. 
3. При заданном значении admτ  определить диаметр вала из расчета на 

прочность и округлить его значение до ближайшего равного: 30, 35, 40, 45, 50, 
60, 70, 80, 90, 100  мм. 

4. Построить эпюру углов закручивания, найти наибольший относитель-
ный угол закручивания и проверить вал на жесткость при admθ 1,5  град м . 

Данные для расчета приведены на рис. 3.5 и в табл. 3.1. 
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Рис. 3.5. 

 
                                                                                                Таблица 3.1 

 

Номер 
варианта 

Номер 
схемы 

Расстояние, м Момент, Н·м 
admτ , МПа 

a b c T1 T2 T3 

1 I 1,1 1,2 1,1 1100 1000 1200 35 

2 II 1,2 1,3 1,2 1200 1100 1000 40 

3 III 1,3 1,4 1,3 1300 1200 1100 45 

4 IV 1,4 1,5 1,4 1400 1300 1200 50 

5 V 1,5 1,6 1,5 1500 1400 1300 55 

6 VI 1,6 1,7 1,6 1600 600 1500 60 

7 VII 1,7 1,8 1,7 1700 700 1600 65 

8 VIII 1,8 1,9 1,8 1800 800 1700 70 

9 IX 1,9 2,0 1,9 1900 900 1800 75 

10 X 2,0 2,1 2,0 2000 1000 2100 80 
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Глава 4 
 

ДЕФОРМАЦИЯ ПОПЕРЕЧНОГО ИЗГИБА БАЛОК 
 
 
 
 

Деформация поперечного изгиба может возникнуть от любых нагрузок, 
если линии действия этих нагрузок находятся в плоскости, проходящей через 
продольную ось балки. Если в такой плоскости располагается одна из главных 
осей инерции поперечного сечения, то возникает деформация плоского изгиба. 
От действия внешних нагрузок в поперечных сечениях балок возникают внут-
ренние силовые факторы – поперечные силы и изгибающие моменты. Для их 
нахождения пользуемся методом сечений и, изучая равновесие сил, приводим 
внешние нагрузки к центру тяжести поперечного сечения.  

Поперечная сила xQ  в любом сечении равна алгебраической сумме про-
екций всех внешних сил, приложенных с одной стороны от рассматриваемого 
сечения, на ось, перпендикулярную к продольной оси балки.  

Изгибающий момент xM   в любом сечении равен алгебраической сумме 
моментов всех сил, действующих с одной стороны от рассматриваемого сече-
ния балки, относительно центра тяжести сечения. 

Правило знаков для xQ  и xM : 
1) поперечная сила считается положительной, если она сдвигает левую 

часть балки от сечения вверх, а правую часть балки вниз; 
2) изгибающий момент в сечении считается положительным, если он из-

гибает балку выпуклостью вниз; при изгибе балки выпуклостью вверх изгиба-
ющий момент считается отрицательным.  

Уравновесить момент внешних сил может только момент внутренних сил 
упругости, который образован силами, направленными нормально к сечению 
балки. Поперечная сила может быть уравновешена силой, которая является 
равнодействующей внутренних сил упругости, расположенных в плоскости се-
чения балки. 

Таким образом, нормальные напряжения, возникающие в поперечных се-
чениях балок, зависят от величины изгибающих моментов в этих сечениях, а 
касательные напряжения – от величины поперечных сил в этих сечениях. Эту 
зависимость в общем виде можно записать 

 1σ xf M ;    2τ xf Q  

Таким образом, для того, чтобы определить напряжения в поперечных 
сечениях, необходимо знать законы изменения xQ   и xM  по длине балок. Для 
этого строят два графика, называемых эпюрами поперечных сил и изгибающих 
моментов. 

Порядок построения эпюр сводится к следующему: 
1. Заданная балка вычерчивается в выбранном масштабе с указанием раз-

меров и нагрузок; 
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2. С помощью уравнений равновесия статики определяются реакции опор 
с обязательной последующей проверкой; 

3. Балка разбивается на отдельные участки. Каждый участок имеет свой 
закон изменения нагрузки; 

4. Для каждого участка записываются уравнения для определения xQ  и 

xM ; 
5. Вычисляют ординаты xQ  и xM  по составленным для отдельных участ-

ков уравнениям; 
6. Строят в принятом масштабе эпюры xQ  и xM . 
Положительные значения найденных величин откладываются выше нуле-

вой линии эпюры, а отрицательные − ниже ее. 
Построение эпюр поперечных сил и изгибающих моментов можно вы-

полнить, применяя следующие контрольные правила для построения эпюр: 
1. На концевых шарнирных опорах xQ  равны реакциям, а xM  равны ну-

лю, если на опорах не приложены пары с моментами М. 
2. На участках балки, где отсутствует распределенная нагрузка, попереч-

ная сила постоянна, а изгибающий момент изменяется по линейному закону. 
3. На участках, где приложена равномерно распределенная нагрузка, 

эпюра xQ  изменяется по закону прямой наклонной линии, а эпюра Мх − по за-
кону квадратичной параболы. В том сечении, где эпюра xQ  пересекается с ну-
левой линией, на эпюре xM  наблюдается экстремальное значение момента 
(вершина параболы). 

4. На участках, где приложена нагрузка, изменяющаяся по закону тре-
угольника, эпюра xQ  изменяется по закону квадратичной параболы, а эпюра 

xM  − по закону кубической параболы. 
5. В тех сечениях, где приложены сосредоточенные силы (включая и 

реакции), на эпюре xQ  наблюдаются скачки (перепады) на величину этих сил, 
а на эпюре xM  − переломы смежных линий. 

6.  В тех сечениях, где приложены пары с моментами М, на эпюре xM  
наблюдаются скачки на величину этих моментов. 

7. На свободном конце консольной балки поперечная сила xQ  равна ну-
лю, если в этом месте не приложена сосредоточенная сила; и изгибающий 
момент xM  равен нулю, если в этом месте не приложена пара с моментом М. 

8. В жесткой заделке консольной балки xQ  равна реакции, а изгибающий 
момент xM  равен моменту заделки. 

 
Нормальные напряжения при изгибе определяются по формуле: 

н.о.
σ xM

у
J

 ,                                                        (4.1) 
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где Мх − изгибающий момент в сечении; н.о.J − момент инерции сечения отно-
сительно нейтральной оси поперечного сечения (нейтральная ось – это ось, в 
любой точке которой нормальные напряжения всегда равны нулю); у − рассто-
яние до рассматриваемого волокна от нейтральной оси.  

Касательные напряжения при изгибе могут быть определены по формуле 
Д. И. Журавского:      

н.о

н.о.

.τ ,xQ S

J b
                                                      (4.2) 

где Qx − поперечная сила в сечении; н.о.S  − статический момент площади отсе-
ченной части поперечного сечения выше уровня, на котором определяются ка-
сательные напряжения относительно нейтральной оси; b − ширина сечения на 
уровне, для которого определяются напряжения. 

Подбор поперечного сечения балки производится на основании следую-
щего условия прочности: 

mах
mах adm

н.о.
σ σ ,

М

W
                                               (4.3) 

откуда        

mах
н.о.

adm
,

σ

M
W                                                     (4.4) 

где  mахM  − максимальный изгибающий момент, взятый из эпюры Мх; н.о.W − 
момент сопротивления поперечного сечения балки изгибу относительно 
нейтральной оси; admσ − допускаемое нормальное напряжение для материала 
балки. 

После подбора поперечного сечения производится полная проверка балки 
на прочность по следующим напряжениям: 

а) по рабочим нормальным напряжениям 

mах
раб. adm

н.о.

σ σ
М

W
  , 

где н.о.W  − момент сопротивления выбранного поперечного сечения. 
б) по максимальным касательным напряжениям  

max н.о.
max adm

н.о.
τ τ ,

Q S

J b
   

где maxQ − наибольшая поперечная сила, взятая из эпюры xQ ; Sн.о. − статиче-
ский момент части площади выбранного поперечного сечения, находящейся 
выше или ниже нейтральной оси, относительно этой оси; b − ширина сечения 
на уровне нейтральной оси; Jн.о. − момент инерции выбранного сечения относи-
тельно нейтральной оси. 

в) по главным напряжениям: 
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проверка проводится для балок, ширина сечений которых не постоянна. 
При этой проверке на основании эпюр выбирается опасное сечение балки, в ко-
тором одновременно значения xQ  и xМ  большие. По формулам (4.1) и (4.2) 
для этого сечения строят эпюры нормальных и касательных напряжений, а за-
тем определяют главные напряжения для характерных волокон сечения по его 
высоте, пользуясь формулой:  

2 2
1,2

1σ (σ σ 4τ ).
2

                                          (4.5) 

Для стальных балок определяют расчётное (эквивалентное) напряжение 
для верхних (нижних), средних, переходных волокон (где резко изменяется ши-
рина сечения) по III или IV теориям прочности. 

Проверка прочности сводится к рассмотрению выполнения следующих 
условий прочности: 

III
р 1 2 admσ σ σ σ ,                                         (4.6) 

IV 2 2
р 1 2 1 2 admσ σ σ σ σ σ .                                  (4.7) 

 
 

 

4.1. Расчет балки на прочность 
 
Пример 4.1. 
 
Для расчетной схемы с указанными размерами и нагрузками (рис. 4.1.) 

построить по длине балки эпюры изгибающих моментов и поперечных сил. 
Подобрать поперечное сечение балки в двух вариантах: 
а) прямоугольного профиля, полагая, что балка деревянная при 

admσ = 10 МПа; соотношение между размерами сечения принять равным b:h = 

= 1:2; 
б) двутаврового профиля (см. табл. П.1), материал сталь при 

admσ = 160 МПа, admτ 96 МПа . 

в) провести полную проверку стальной балки на прочность. 
 
Решение. 
Определение опорных реакций. 
Расчёт балки следует начинать с расстановки и определения величины 

опорных реакций. Величина и направление опорных реакций и реактивных мо-
ментов могут быть определены из решения уравнений равновесия. Для плоской 
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системы параллельных сил (поперечный плоский изгиб) условия равновесия 
описываются двумя уравнениями статики: 0; 0A BM M   . 

Рассматриваемая балка (см. рис. 4.1) имеет две шарнирные опоры. В опо-
ре А (шарнирно-подвижной) возникает одна реакция RA , в опоре В (шарнирно-
неподвижной) направление реакции в общем случае неизвестно, поэтому раз-
ложим её на две составляющие: НB − горизонтальную и RB − вертикальную. Все 
нагрузки действуют перпендикулярно продольной оси балки, поэтому из урав-
нения проекций на горизонтальную ось х получается, что составляющая НB = 0. 
Запишем уравнения моментов сил относительно опоры В 

BM  = 0,       1 25 3 3 0,5 0AM R F M q         . 

Решаем уравнение относительно RA  

1 23 3 0,5 30 60 3 50 20 1,5
38 кН

5 5A

M F M q
R

          
   . 

Запишем уравнения моментов сил относительно опоры А 
0,AM      2 15 3 4,5 2 0BR q M F M         . 

Решаем уравнение относительно RB 

2 13 4,5 2 20 3 4,5 50 60 2 30 410
82 кН.

5 5 5B

q M F M
R

           
     

Для проверки правильности вычисления опорных реакций составим 
уравнение проекций всех сил на вертикальную ось у: 

y  = 0,    3 0;A BR F q R        38 60 60 82 0,      120 120 0  . 

Последнее уравнение обращается в тождество, следовательно, величина 
реакций и их направление определены правильно. 

Если в результате решения уравнения реакция имеет отрицательное зна-
чение, то следует изменить направление реакции на противоположное и в даль-
нейших расчётах считать её положительной. 

После определения опорных реакций можно перейти к построению эпюр 
изгибающих моментов и поперечных сил, предварительно разбив балку по 
длине на участки, в пределах которых закон изменения внешних нагрузок оста-
ётся постоянным. 

Границы участков располагаются в местах приложения моментов пар сил, 
сосредоточенных сил, начала или конца распределенной нагрузки. 

Участки нумеруются слева или справа от концевых сечений балки. Рас-
считываемая балка имеет пять участков  I - V. 

При составлении аналитических выражений для xQ  и xМ  в пределах I-го 
участка проведём сечение с абсциссой 1x  и рассмотрим равновесие левой части 
консоли. На эту часть балки действует пара сил с моментом  1 30 кН мМ    , по-
этому поперечная сила I 0Q  , а изгибающий момент в любом сечении будет 
постоянным I 1 30 кН мM М       . 
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Рис. 4.1. 
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Для составления аналитических выражений xQ  и xМ  в пределах II-го 
участка проводим сечение с абсциссой 2x  и рассматриваем равновесие левой 
части балки. 

II 38AQ R   кН − поперечная сила в пределах II-го участка постоянна. 

II 2( -1)AM M R x   . 
Это уравнение прямой линии, для её построения достаточно определить 

ординаты изгибающего момента в двух точках (на концах участка): 
при х2 = 1 м       II 1 30M M     кН·м; 
при х2 = З м       II 1M M  + RA ·2 = 30 + 76 = 46 кН·м. 

Для III-го участка (сечение с абсциссой 3x ) 

IIIQ  = RA  F = 38  60 = 22 кН. 
На этом участке поперечная сила не зависит от 3x  и поэтому на протяже-

нии всего участка она не меняет своего значения. 

IIIM  =  M1+RA (x3 – 1) – F(x3 – 3).   
Это уравнение прямой линии. 
Вычислим моменты при следующих значениях 3x : 

при х3 = 3 м       IIIM = 30 + 38·2 = 46 кН·м; 
при х3 = 4 м       IIIM = 30 + 38·3  60 = 24 кН·м.  

Для IV-го участка (сечение с абсциссой 4x ) поперечная сила равна: 

IVQ  = RA  F  q (x4  4). 
Это уравнение прямой линии.   
Вычислим ординаты в начале и в конце участка: 

при х4= 4 м        IVQ = 38 − 60 = − 22 кН; 
при х4 = 6 м       IVQ = 38 − 60 − 40 = − 62 кН. 

Уравнение изгибающих моментов для IV-го участка имеет вид 

IVM = − M1+RA (х4 −1) − F (х4 − 3) +M2 − q
2

4( 4)

2

x 
. 

Это уравнение параболы. 
Для её построения определяем моменты: 

при х4= 4 м       IVM = − 30 + 114 − 60 + 50 – 20·0 = 74 кН; 
при х4= 6 м       IVM = − 30 + 38·5 − 60·3 + 50 − 20·(4/2) = −10 кН. 

Прежде, чем составлять выражение поперечной силы и изгибающего мо-
мента для V-го участка, заметим, что их можно найти как из равновесия левой 
части, так и из равновесия отсеченной правой части. Каждый раз к выбору ре-
шения нужно подходить с точки зрения возможной простоты и наименьшего 
количества вычислений. 

Для V-го участка (сечение с абсциссой 5x ) поперечная сила равна 

VQ  = q 5x . 
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Вычислим значения ординат: 
при 5x  = 0          VQ  = 0; 
при 5x  = 1 м       VQ = 20 кН. 

Составим уравнение изгибающего момента для V-го участка: 
2

5 5
V 5 2 2

x qx
M qx    . 

Получили уравнение параболы. Для её построения вычислим ординаты: 
при х5 = 0,       MV = 0; 
при х5 = 1,       МV = −10 кН·м. 

При построении эпюр Qx  и Мx  выбираем масштаб и откладываем поло-
жительные значения ординат эпюр от нулевой линии вверх, а отрицательные 
вниз (см. рис. 4.1). После построения эпюр устанавливаем наибольшие значе-
ния поперечной силы maxQ  = 62 кН и изгибающего момента maxM = 74 кН·м. 

Сечение С является опасным, в нем 22 кН,xQ  74 кН мxM   . 

Подбор поперечного сечения балки проводим в соответствии с условием 
задания в двух вариантах: 

а) подбор сечения прямоугольного профиля деревянной балки 
3

3 3 3mах
н.о. 6

adm

74 10
7,4 10  м 7400 см

σ 10 10

М
W

     


. 

Для прямоугольного сечения  
3 2

н.о.
н.о.

mах

( ) /12

/ 2 6

J bh bh
W

y h
   . 

При 2 ,h b  3 3
н.о. (2 /3) 7400 смW b  ,  отсюда   

3 74003 22,3 см;
2

b


   

2 22,3 44,6 смh    . 
После округления размеров в большую сторону принимаем: h = 46 см, 
b = 23 см. 

б) подбор сечения двутаврового профиля 
3

4 3 3mах
н.о. 6

adm

74 10
4,62 10  м 462 см

σ 160 10

М
W

     


. 

Из таблицы сортамента проката этому значению соответствует двутавр 

№ 30, для которого табл. 3
н.о. 472 смW Wх  . 

Основные размеры и геометрические характеристики профиля: 
высота h = 0,3 м; ширина полки b = 0,135 м; толщина полки t = 0,01 м; толщина 
стенки d =0,65·10-2 м; площадь сечения A = 46,5·10-4 м2; момент инерции сече-

ния относительно нейтральной оси табл. 4 4
н.о. 0,708 10  мхJ J    ; статический 

момент половины площади сечения относительно нейтральной оси 
max табл. 4 3
н.о.

. 2,68 10  мхS S    . 
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Полная проверка стальной балки на прочность: 
а) проверка по рабочим нормальным напряжениям 

3
6mах

4раб. табл.

74 10
σ 157 10  Па 157 МПа

4,72 10

M

Wх


    

; 

раб. admσ 157 МПа σ 160 МПа   ,  

т. е. условие прочности выполняется. 
б) проверка по максимальным касательным напряжениям 

табл. 4
6mах

4 2mах табл.

62 2,68 10
τ 36,2 10  Па 36,2 МПа

0,708 10 0,65 10
х

х

Q S

J d

 
       

; 

mах admτ 36,2 МПа<τ 96 МПа  . 

Таким образом, условие прочности выполняется. 
в) проверка по главным напряжениям в опасном сечении С, в котором 

22 кН,  74 кН мx xQ M   . 

Строим эпюру нормальных напряжений для этого сечения по уровням 
(рис. 4.2): 

3
6

1 1 1 1табл. 4

74 10
σ 0,15 157 10  Па 157 МПа

0,708 10
x

х

M
у

J
  


        


. 

Знак «минус» при напряжении для верхних волокон указывает на то, что 
при положительной эпюре Мx в этом сечении верхняя часть волокон испытыва-
ет деформацию осевого сжатия. 

7 7 1 1σ σ 157 МПа   ; 
3

2 2 3 3 2 2табл. табл. 4

74 10
σ σ ( ) (0,15 0,01)

2 0,708 10
x x

х х

M M h
у t

J J
   


         


 

6147 10  Па 147 МПа     ;              4 4σ 0  , так как 4 4 0.у    
Эпюра касательных напряжений также строится по значениям, определя-

емым для различных уровней (волокон) сечения 

1 1 7 7τ τ 0   , 

так как 1 1
н.о. 0,S    т. е. статический момент площади сечения, находящейся выше 

или ниже уровня 1-1 относительно нейтральной оси, равен нулю. 
Напряжения в волокнах уровня 2-2 и 6-6 можно не определять, так как 

они обычно очень малы. 
В переходных волокнах 3-3 и 5-5 напряжения будут равны 

 
3 3
н.о.

3 3 5 5 табл. табл.
3 3

( / 2 / 2)
τ τ x x

х х

Q S Q bt h t

J b J d
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3
6

4 2

22 10 0,135 0,01 (0,15 0,005)
9,7 10  Па 9,7 МПа.

0,708 10 0,65 10

    
      

 

Для волокон нейтрального слоя 
4 4 табл. 4

6н.о.
4 4 табл. табл. 4

4 4

22 2,68 10
τ 12,8 10  Па 12,8 МПа.20,708 10 0,65 10

x x х

х х

Q S Q S

J b J d






 
        

 

Эпюры σ  и τ  строятся в масштабе (см. рис. 4.2).  

 
Рис. 4.2. 

 
На основании эпюр напряжений определяют главные напряжения для 

верхних, переходных и средних волокон 
 

1 1 2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 2σ 1/ 2(σ σ 4τ ) 1/ 2( 157 157 4 0 ) 0
           ; 

1 1
2

2 2σ 1/ 2( 157 157 4 0 ) 157 МПа        ; 

3 3
1

2 2σ 1/ 2( 147 147 4 9,7 ) 0,5 МПа       ; 

3 3
2

2 2σ 1/ 2( 147 147 4 9,7 ) 147,5 МПа        ; 

4 4
1

2 2σ 1/ 2(0 0 4 12,8 ) 12,8 МПа      ; 
4 4
2σ 12,8 МПа   . 
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Определим величины расчётных напряжений по третьей теории прочно-
сти: 

1 1 1 1 1 1
р 1 2σ σ σ 0 ( 157) 157 МПа        ; 
3 3 3 3 3 3
р 1 2σ σ σ 0,5 ( 147,5) 148 МПа       ; 
4 4 4 4 4 4
р 1 2σ σ σ 12,8 ( 12,8) 25,6 МПа        , 

таким образом условие прочности III
р admσ σ  выполняется. 

По четвертой теории прочности 
1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 2 2 2
р 1 2 1 2σ (σ ) (σ ) σ σ 0 157 0 157 МПа           . 

Аналогично: 3 3
рσ 148 МПа  ; 4 4

рσ 22,1 МПа  . 

Таким образом, результаты по всем вариантам полной проверки прочно-
сти балки показывают, что все условия прочности выполняются, следовательно, 
к практическому применению принимается двутавр № 30. 

 
Пример 4.2. Консольная балка, сложное сечение. 
 

Для заданной схемы балки (рис. 4.3) построить эпюры поперечных сил 

хQ  и изгибающих моментов хM , определить размеры сечения заданной формы 
из условия прочности, принимая admσ 160 МПа . 

Решение. 
Определим реакции опоры A  из уравнений равновесия 
1) 0;AM     1 2,5 3 0M M q FA        ; 

              1 2,5 3 6 10 24 20 кН мAM M q F           . 
2) 0Y  ; 1 0AR q F    (предварительное направление реакции AR  

вверх); 
              1 4 8 4 кНAR q F       (меняем направление реакции на противо-
положное). 

Проверка 
    0;CM    3 1 0,5 20 12 6 2 0.A AM R M q              

Определим размеры поперечного сечения (см. рис. 4.3), для чего условно 
разбиваем это сечение на фигуры 1, 2, 3 и 4, площади которых равны: 

1 5 6 ;A b b   2 2 3 ;A b b  3 4 .A A b b     
Для определения положения центра тяжести сечения проводим вспомога-

тельную ось врx  и найдем координату Cy  по известной формуле 

вр 1 1 2 2 3 3 4 4

1 2 3 4
с

xS A y A y A y A y
y

A A A A A

  
  

   
 



 66

6 5 2,5 2 3 1,5 2 0,5
2,58 ,

6 5 2 3 2

b b b b b b b b b
b

b b b b b b

       
 

    
 

 
где 1 2 3 4,  ,  ,  y y y y − расстояния от центров тяжести фигур 1, 2, 3, 4 до оси врx . 

 

 
 
 

Рис. 4.3. 
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Так как сечение симметричное, то его центр тяжести лежит на оси сим-
метрии y. 

Проводим нейтральную ось через центр тяжести параллельно вспомога-
тельной оси врx . Находим момент инерции относительно нейтральной оси 

     
3

31 2 2
н.о. н.о. н.о. 1н.о

3 3
2 2 4

2 3

6 (5 )
2 6 5 ( ). 12

2 (3 )
2 3 ( ) 2 ( ) 60 ,

12 12

c

c c

b b
J J J J b b y y

b b b b
b b y y b b y y b

 
         

 
    

               
   

 

где ( )ny yc  − расстояние между собственной осью простой фигуры и 
нейтральной осью. 

Строим эпюры поперечных сил хQ  и изгибающих моментов хM , пользу-
ясь контрольными правилами и начиная построения со свободного конца балки.  

  8 кНCQ F    ;  1 8 4 4 кН D B AQ F q Q Q           ;  
  0CM  ;  1 1 0,5 8 2 6 кН мDM F q         ; 

  2 1 1,5 16 6 10 кН мBM F q         . 

В сечении В изгибающий момент возрастает на момент М = 6 кН м , что 
на эпюре хM  отражается в виде скачка. Изгибающий момент в жесткой заделке 

равен моменту заделки АM . 

Максимальный изгибающий момент maх 20 кН мАM M   . Максималь-

ные напряжения, возникающие в нижних волокнах этого сечения 
н

maх maх
maх 4 3

н.о.

 к20 2,58 0,83 Н мσ
60

M y b
J b b

    


. 

Максимальные напряжения, возникающие в верхних волокнах этого се-
чения 

в
maх maх

min 4 3
н.о.

 к20 2,42 0,81 Н мσ .
60

M y b
J b b

    


 

 

Приравнивая наибольшее напряжение к допускаемому напряжению 
σadm , получим размер сечения b  

 
3

3
maх adm3 6

6 23

 к

 

0,83 Н м 0,83 10σ σ 160 МПа; ,    
160 10

5,2 10 1,73 10 м;  18 мм.

b
b

b b
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4.2. Задания для расчета балок на прочность 
 
Для расчетной схемы балки необходимо: 
1. Построить по длине балки эпюры изгибающих моментов и поперечных 

сил. 
2. Подобрать поперечное сечение балки в двух вариантах: 

а) прямоугольного профиля, полагая, что балка деревянная при admσ 10 МПа ; 
соотношение между размерами сечения принять равными  b:h = 1:2; 
б) двутаврового профиля (см. табл. П. 1) при admσ 160 МПа, admτ 96 МПа . 
 3. Провести полную проверку стальной двутавровой балки на прочность. 

Данные для расчета приведены в табл. 4.1. 
 

Таблица 4.1 
 

Схема балки и нагрузки 
Номер 

варианта 

Числовые значения нагрузок и размеров 

а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

1 2,0 19 20 20 

2 1,0 16 35 40 

3 1,2 10 30 40 

  

4 2,0 10 25 50 

5 2,2 30 50 40 

6 2,4 10 10 20 

  

7 1,0 10 65 20 

8 1,2 10 55 40 

9 2,0 20 45 15 

 

10 1,0 18 32 60 

11 2,2 10 35 50 

12 1,8 30 42 30 

  

13 2,0 12 26 20 

14 1,0 14 14 20 

15 2,0 15 25 30 
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Продолжение табл. 4.1 
 

Схема балки и нагрузки 
Номер 

варианта 

Числовые значения нагрузок и размеров 

а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

16 1,0 10 32 40 

17 2,0 25 42 20 

18 1,6 30 50 30 

  

19 1,0 10 – 10 

20 2,0 11 – 30 

21 1,0 12 – 30 

  

22 1,2 13 – 60 

23 2,2 14 – 70 

24 3,0 15 – 40 

  

25 3,0 16 – 20 

26 1,2 17 – 70 

27 2,0 18 – 70 

  

28 3,0 20 10 – 

29 2,0 21 60 – 

30 2,0 22 10 – 

 

31 2,1 23 30 – 

32 2,0 24 30 – 

33 2,2 25 30 – 

 

34 2,0 26 40 – 

35 2,0 27 40 – 

36 2,0 28 40 – 
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Продолжение табл. 4.1 
 

Схема балки и нагрузки 
Номер  

варианта 

Числовые значения нагрузок и размеров 

а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

  

37 1,2 10 30 15 

38 1,3 12 40 10 

39 1,4 15 45 12 

  

40 1,0 14 50 10 

41 2,0 13 60 20 

42 2,0 12 55 12 

 

43 1,1 16 – 20 

44 1,4 17 – 16 

45 1,5 20 – 15 

  

46 1,6 18 30 – 

47 1,2 11 20 – 

48 1,3 14 10 – 

  

49 0,8 15 40 – 

50 0,7 13 13 – 

51 1,1 17 22 – 

 

52 0,5 24 – 20 

53 0,6 28 – 30 

54 0,9 30 – 40 

 

55 1,1 10 30 – 

56 1,2 20 31 – 

57 1,3 30 32 – 
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Продолжение табл. 4.1 
 

Схема балки и нагрузки 
Номер 

варианта 

Числовые значения нагрузок и размеров 

а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

58 1,4 40 – 40 

59 1,2 35 – 50 

60 2,0 28 – 80 

 

61 1,5 12 20 – 

62 1,7 14 30 – 

63 1,9 16 40 – 

  

64 2,1 18 20 20 

65 2,3 19 30 30 

66 2,5 20 25 40 

 

67 2,0 12 30 25 

68 2,4 10 35 30 

69 2,7 10 30 35 

 

70 1,0 12 10 40 

71 2,0 14 20 30 

72 2,0 16 30 40 

 

73 1,0 – – 20 

74 2,0 – – 30 

75 2,5 – – 40 

 
 
 
 

 



 72

Продолжение табл. 4.1 
 

Схема балки и нагрузки 
Номер  

варианта 

Числовые значения нагрузок и размеров 

а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

76 1,5 – 30 – 

77 2,5 – 40 – 

78 1,2 – 50 – 

  

79 1,3 – 40 – 

80 1,4 – 25 – 

81 1,6 – 30 – 

  

82 1,7 10 – – 

83 1,8 10 – – 

84 1,9 10 – – 

  

85 2,1 30 – – 

86 2,2 20 – – 

87 2,3 10 – – 

 

88 2,0 25 – – 

89 1,0 15 – – 

90 2,3 10 – – 

 

91 1,0 15 30 80 

92 2,0 20 40 90 

93 2,0 25 50 100 

 

94 1,2 10 45 25 

95 1,4 12 50 30 

96 1,6 15 60 35 

 
 



 73

Продолжение табл. 4. 1 
 

Схема балки и нагрузки 
Номер 

варианта 

Числовые значения нагрузок и размеров 

а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

  

97 1,8 15 30 40 

98 1,0 18 20 45 

99 1,4 21 55 50 

  

100 1,0 10 30 55 

101 2,0 20 35 80 

102 1,0 30 60 40 

 

103 1,9 15 25 60 

104 1,7 13 50 40 

105 1,3 17 75 20 

 

106 1,0 18 20 35 

107 2,2 16 60 45 

108 2,3 14 40 55 

 

109 1,0 – 30 50 

110 0,6 
– 

40 50 

111 0,8 – 30 60 

 

112 1,0 2 – 70 

113 0,6 30 – 60 

114 1,2 40 – 50 
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Окончание табл. 4.1 
 

Схема балки и нагрузки 
Номер  

варианта 

Числовые значения нагрузок и размеров 

а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

115 1,2 20 40 – 

116 1,3 10 20 – 

117 1,4 20 30 – 

  

118 1,5 – – 40 

119 1,0 – – 30 

120 1,3 – – 20 

 

121 1,0 10 – 20 

122 1,0 20 – 40 

123 1,0 30 – 10 

  

124 1,2 10 20 – 

125 1,3 11 40 – 

126 1,5 12 50 – 

 

 
 

4.3. Расчет балки на жесткость 
 

После проверки балок на прочность они обычно проверяются на жест-
кость. 

Проверка состоит в определении максимальных перемещений балки при 
изгибе и сравнении их с допускаемыми  значениями для данного материала и 
типа балки. При этом должны выполняться следующие условия: 

max adm adm
1 1

;    ( ) ;
20 250

y y y l          max admθ θ ,  

где admy – допускаемый прогиб; admθ – допускаемый угол поворота;  l – пролёт 
балки. 
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Для определения прогибов и углов поворота в статически определимых 
балках обычно применяют метод начальных параметров, который записывается 
в виде следующих универсальных уравнений: 

1 2 3

0
1 1 1

( ) ( ) ( )
θ θ ,

1! 2! 3!Z Z

n n n
i i i i i i

i i i

M x a F x b q x c
EJ EJ

  

  
           (4.8) 

где n – количество нагрузок на рассматриваемых участках. 
2 3 4

0 0
1 1 1

( ) ( ) ( )
θ ,

2! 3! 4!Z Z

n n n
i i i i i i

z
i i i

M x a F x b q x c
EJ y EJ y EJ x

  

  
         (4.9) 

где θ  – угол поворота в исследуемом сечении; y – прогиб в исследуемом сече-
нии; 0y  – прогиб в начале координат; 0θ  – угол поворота в начале координат; 
x – расстояние от начала координат до сечения, в котором определяются пере-
мещения; M, F, q – внешние нагрузки, включая и реакции; a – расстояния от 
начала координат до сечений, где приложены моменты; b – расстояния от нача-
ла координат до сечений, где приложены сосредоточенные силы; c – расстояния 
от начала координат до начала каждого участка, нагруженного равномерно рас-
пределенной нагрузкой; ZEJ – жесткость балки при поперечном изгибе. 

Метод начальных параметров применяется при условии, что жесткость 

ZEJ  постоянна по всей длине балки. 
Слагаемые, которые включают М, F, q, по знаку определяются в соответ-

ствии с правилами знаков, принятыми для определения хМ  при расчете слева. 
При использовании метода начальных параметров необходимо выполнить сле-
дующие требования: 

1. Начало координат принимается единым для всей балки (обычно в ле-
вом крайнем сечении балки); 

2. Если равномерно распределенная нагрузка не доходит до рассматри-
ваемого сечения, то ее необходимо продлить до этого сечения, а для сохране-
ния равновесия приложить такую же по величине, но противоположного 
направления нагрузку. Эту контрнагрузку необходимо включить в уравнения. 

Начальные параметры 0y  и 0θ  определяются следующим образом. Если 
начало координат находится не на опоре (рис. 4.4, б), то составляем два допол-
нительных уравнения прогибов для двух опор, где заранее известно, что проги-
бы на опорах равны нулю. Если начало координат находится на концевой шар-
нирной опоре (рис. 4.4, в), то составляем одно дополнительное уравнение про-
гибов для другой опоры. Если начало координат находится в жесткой заделке 
(рис. 4.4, г), то дополнительные уравнения составлять не нужно. 

При решении задач необходимо иметь в виду, что положительное 
направление оси y принято вверх. При этом условии положительное значение 
угла поворота соответствует вращению сечения против хода часовой стрелки, 
положительный прогиб направлен вверх. 
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Рис. 4.4. 
 
 

Пример 4.3. 
 
Для балки, изображенной на рис. 4.5, построить эпюры хQ   и хM , подо-

брать поперечное двутавровое сечение (см. табл. П. 1) при admσ 160 МПа , 

52 10  МПаE   . По методу начальных параметров определить прогибы в сече-
ниях С и  D  и угол поворота сечения В. Построить эпюру прогибов и провести 
проверку на жесткость при adm (1 200) (1 200)4 0,02 м 2 смy l    , где l – 
пролет балки. 
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Рис. 4.5. 
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Решение. 
 

Определим опорные реакции: 
0,BM             4 2 3 2 1 2 0;AR q M q F            

          4 20 2 3 80 20 2 1 40 2 0;     20 кН.A AR R             
0,AM     4 2 1 2 5 6 0;BR q M q F            

          4 20 2 1 80 20 2 5 40 6 0;         140 кН.B BR R             
 

Проводим проверку 
 0;Y            2 2 0;A BR R q F q         
                         20 140 20 2 40 20 2 0;            0 0  
 

По контрольным правилам строим эпюры Qх  и M х , и подбираем попе-
речное сечение при maх 120 кН.M   

 

3
3 3 3maх

6
adm

120 10
0,75 10  м 750 см

σ 160 10z

M
W 

    


. 

 

По таблице сортамента (см. табл. П.1) принимаем двутавр № 36: 
табл. 4 8 413380 см 13380 10  м .z хJ J      

Для определения перемещений помещаем начало координат на левой 
опоре (прогиб 0 0y  , угол поворота 0θ 0 ). Составляем дополнительное урав-
нение прогибов для сечения В (при 4 мВx  ), где заранее известно, что прогиб 
на опоре By  равен нулю.  

Распределенная нагрузка обрывается в сечении D. Продолжим её до сече-
ния В, в котором определяем перемещение, но, чтобы не нарушить прежнее 
равновесие, вводим уравновешивающую нагрузку обратного направления на 
участке ВD. 

 
2 3 4 4

0
( 2) ( 0) ( 0) ( 2)

θ ;
2 6 24 24Z Z

В В В
B В

AM x R х q х q х
EJ y EJ х

   
      

2 3 4 4

0
80(4 2) 20(4 0) 20(4 0) 20(4 2)

0 θ 4 .
2 6 24 24ZEJ
   

       

 
Последний член уравнения учитывает компенсирующую нагрузку. Под-

ставляя числовые значения, получим 2
0θ θ 63,3 кН м .Z Z AEJ EJ    

Определим прогибы на границах заданных участков. При определении 
прогиба в сечении С равномерно распределенную нагрузку необходимо про-
длить до этого сечения и уравновесить её. 

В сечении С ( 6 мСx  ): 
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2 3 3

0
( 2) ( 0) ( 4)

θ
2 6 6

С A С B С
Z C СZ

M х R х R х
EJ y EJ х

  
      

4 4 4( 0) ( 2) ( 4)
;

24 24 24
С С Сq х q х q х  

    

 

2 3 3 480 (6 2) 20 (6 0) 140 (6 4) 20 (6 0)
63,3 6

2 6 6 24Z CEJ y
       

        

4 4
320(6 2) 20(6 4)

393 кНм ;
24 24

 
     

 

3 3

11 8

393 10 393 10
0,0148 м;

2 10 13380 10
C

Z

y
EJ

   
     

 1,480 см;Cy    

 

в сечении  D ( 2 мDx  ): 
 

3 4 3 4
)

0
( 0 ( 0) 20(2 0) 20(2 0)

θ 63,3 2
6 24 6 24

A D D
Z D Z D

R x q x
EJ y EJ x

   
        

386,7 кНм ;       
3 3

11 8

86,7 10 86,7 10
0,00324 м 0,324 см.

2 10 13380 10
D

Z

y
EJ

 
     

 

 

По полученным значениям прогибов строим изогнутую ось балки 
(см. рис. 4.5). 

Определим угол поворота сечения В ( 4 мBx  ), продлив и уравновесив 

распределенную нагрузку 
 

1 2 3 3

0
( 2) ( 0) ( 0) ( 2)

θ θ
1 2 6 6Z B Z

AM x R x q x q x
EJ EJ

   
       

1 2 3 3
280(4 2) 20(4 0) 20(4 0) 20(4 2)

63,3 123 кНм ;
1 2 6 6

   
        

 

3 3
4123 10 123 10

θ 46 10  рад11 82 10 13380 10
B

ZEJ
 

         
 

4 180
46 10 0,26 0 15 36 .

π
             

 

Максимальный прогиб балки max 1,480 см.Cy y   
Таким образом, max adm1,480 см < 2 смy y  , следовательно, условие 

жесткости выполняется. 
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4.4. Задания для расчета балок на жесткость 
 

Для расчетной схемы (табл. 4.2) необходимо: 
1. Построить по длине балки эпюры изгибающих моментов и поперечных 

сил. 
2. Подобрать поперечное сечение балки двутаврового профиля (см. табл. 

П. 1), материал – сталь при admσ   160 МПа. 

3. Определить по методу начальных параметров величину прогибов балки 
в характерных сечениях и провести проверку балки на жесткость, приняв 

adm (1/100)y l . 

 
                                                                                                   Таблица 4.2 

 

Схема балки и нагрузки 
Вариант а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

1 1 10 30 20 

2 0,5 20 25 30 

  

3 1 10 10 16 

4 2 20 30 10 

5 0,5 30 15 12 

  

6 1 12 36 24 

7 2 6 12 10 

8 1 4 12 8 

  

9 0,5 10 20 16 

10 2 4 12 10 

11 1 20 24 12 

  

12 1 12 12 10 

13 2 10 4 10 

14 1 8 20 30 
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Продолжение табл. 4.2 
  

 Схема балки и нагрузки Вариант а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

15 1 8 12 16 

16 1 12 14 10 

17 2 4 16 6 

 

18 1 10 18 24 

19 2 4 16 16 

20 0,5 20 32 24 

  

21 1 20 15 8 

22 2 8 14 4 

23 0,5 10 28 12 

  

24 1 24 10 10 

25 2 12 16 12 

26 0,5 4 18 24 

 

27 1 20 10 6 

28 2 10 8 16 

29 0,5 4 15 8 

  

30 1 2 6 4 

31 2 4 12 10 

32 0,5 8 12 18 

 

33 1 10 12 4 

34 2 12 18 12 

35 0,5 20 30 10 
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                                                                     Продолжение табл. 4.2 
 

 Схема балки и нагрузки Вариант а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

36 1 20 12 8 

37 2 12 16 16 

38 1 40 24 20 

  

39 1 10 20 12 

40 2 4 12 8 

41 1 8 4 12 

 

42 1 24 12 8 

43 2 8 10 4 

44 1 12 24 20 

  

45 1 36 12 24 

46 2 32 16 20 

47 1 16 8 8 

  

48 1 16 18 10 

49 2 12 20 12 

50 1 32 10 6 

  

51 1 24 20 4 

52 2 4 24 16 

53 1 8 30 10 
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                                                                                  Окончание табл. 4.2 
 

 Схема балки и нагрузки Вариант а, м q, кН/м М, кН·м F, кН 

 

54 1 10 12 6 

55 2 4 10 8 

56 0,5 8 8 4 

 

57 1 20 12 6 

58 2 12 36 8 

59 1 24 16 12 

 

60 1 10 40 16 

61 0,5 12 18 10 

62 2 4 36 12 

  

63 1 10 20 10 

64 1 12 16 8 

65 2 4 16 12 

 

66 1 12 10 20 

67 2 8 32 16 

68 0,5 24 12 12 

 

69 1 10 18 12 

70 2 8 36 16 

71 0,5 20 42 8 
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Глава 5 
 

СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫЕ НЕРАЗРЕЗНЫЕ 
МНОГОПРОЛЕТНЫЕ БАЛКИ И ПЛОСКИЕ РАМЫ 

 
 
 
 

5.1. Статически неопределимые балки 
 
Цельная балка, лежащая на нескольких опорах, называется неразрезной. 

С промежуточными опорами такая балка обычно соединена шарнирно. Конце-
вые опоры могут быть или шарнирными или защемленными. 

Неразрезные балки представляют собой статически неопределимые си-
стемы, так как для их расчета уравнений статики недостаточно. Эти балки мо-
гут быть рассчитаны с помощью теоремы о трех моментах или методом сил. 

В данном разделе рассматривается решение неразрезной балки по методу 
сил. 

Способ расчета статически неопределимых систем, при котором за «лиш-
ние» неизвестные принимаются силы или моменты, называется методом сил. 
Для расчета статически неопределимой балки необходимо раскрыть ее статиче-
скую неопределимость, для чего эту балку освобождают сначала от «лишних» 
связей, превращая ее тем самым в статически определимую (геометрически не-
изменяемую) систему, называемую основной системой. Она может быть полу-
чена путем введения необходимого количества шарниров, балочных опор, пу-
тем разреза контура (чаще для рам) и др. 

Дополнительные уравнения для нахождения «лишних» неизвестных со-
ставляются из условий, что взаимные перемещения основной системы в местах 
приложения «лишних» неизвестных равны нулю (условия совместности де-
формаций – условия неразрезности). 

Степень статической неопределимости балки соответствует количеству 
«лишних» неизвестных. В качестве «лишних» неизвестных можно принимать 
реакции на опорах балки или опорные моменты. Для многопролетных нераз-
резных балок за «лишние» неизвестные удобнее принять опорные моменты. 
Опорными моментами называют суммарные моменты внутренних сил упруго-
сти, возникающих в поперечных сечениях над опорами. 

На рис. 5.1, а показана дважды статически неопределимая балка. За 
«лишние» неизвестные приняты опорные моменты на первой и второй опорах. 
Моменты на нулевой и третьей опорах равны нулю (рис. 5.1, б). 

Для определения «лишних» неизвестных воспользуемся условием: 

1

2

0,

= 0,

 


                                                       (5.1) 

где ∆1 – суммарное возможное перемещение центра тяжести поперечного сече-
ния от всех внешних нагрузок и от всех «лишних» неизвестных по направле-
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нию действия первой «лишней» неизвестной Х1;  ∆2 – суммарное возможное 
перемещение центра тяжести поперечного сечения от всех внешних нагрузок и 
от всех «лишних» неизвестных по направлению действия второй «лишней» не-
известной  Х2. 

 

 
 

Рис. 5.1. 
 

Эти перемещения в силу принципа независимости действия сил можно 
представить как сумму перемещений от каждой отдельной силы, приложенной 
к системе, т. е. от внешней нагрузки, обобщенно обозначаемой буквой Р, и от 
неизвестных Х1, Х2, приложенных на опорах основной системы. Указанные пе-
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ремещения выражаются через неизвестные Х1, Х2, нагрузку Р и перемещения от 
единичных сил Х1=1, Х2=1. 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

δ δ 0,

δ δ 0.

р

р

Х Х

Х Х

   

   
                                    (5.2) 

Эти уравнения носят название канонических уравнений метода сил. Чис-
ло их равно степени статической неопределимости системы. На примере перво-
го уравнения рассмотрим обозначения: 

δ11 – возможное перемещение центра тяжести поперечного сечения от 
действия единичной силы Х1 = 1 по направлению действия первой «лишней» 
неизвестной Х1; 

δ11X1 – возможное перемещение, вызванное действием Х1 по ее направле-
нию; 

δ12 – возможное перемещение от единичной нагрузки Х2 = 1 по направле-
нию Х1; 

δ12X2– возможное перемещение от второй «лишней» неизвестной Х2 по 
направлению Х1; 

Δ1p – возможное перемещение от всех внешних нагрузок по направлению 
«лишней» неизвестной  Х1. 

Коэффициенты канонических уравнений с одинаковыми числовыми ин-
дексами δ11, δ22 называются главными коэффициентами. Они всегда положи-
тельны. Коэффициенты с разными числовыми индексами δ21, δ12 называются 
побочными. Они могут быть положительными или отрицательными. На осно-
вании теоремы о взаимности перемещений побочные коэффициенты δ21 = δ12. 

Свободные члены канонических уравнений Δ1p, и Δ2p еще называют гру-
зовыми членами, так как они представляют собой перемещения от внешних 
нагрузок. 

Для вычисления коэффициентов и грузовых членов канонических урав-
нений строим эпюры изгибающих моментов от единичных нагрузок (единич-
ные эпюры) – рис. 5.1, г, д и эпюры изгибающих моментов от внешних нагру-
зок (грузовые эпюры) – рис. 5.1, в. 

Коэффициенты уравнений и свободные члены находим путем перемно-
жения эпюр по формуле Верещагина (или по формуле Симпсона) 

01
δ ω cM

EJ
  ,                                             (5.3) 

где ω – площадь эпюры изгибающих моментов; 0
cM  – ордината из единичной 

эпюры напротив центра тяжести грузовой эпюры; EJ – жесткость балки при из-
гибе. 

Формулы для определения площадей и координат их центров тяжести 

приведены в табл. 5.1. 
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Таблица 5.1 
 

Фигура ω сх  

 

lh  
1

2
l  

 

1

2
lh  

 

1

3
l  

 

1

3
lh  1

4
l  

 

1

4
lh  1

5
l  
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        Окончание табл. 5.1 
 

Фигура ω сх  

 

2

3
lh  1

2
l  

 

2

3
lh  3

8
l  

 

1

2
lh  

3

a l  

 

2

a b
l

  
( 2 )

3( )

a b
l

a b
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Главные коэффициенты δ11 и δ22 находим в результате перемножения 

единичных эпюр 0
1М , 0

2М  самих на себя 

0 0 1 2
11 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1 2 1
δ ω 1 1 1 1

2 3 2 3 3 3c
l l

M l l
EJ EJ EJ EJ

                                ; 

0 0 2 3
22 2 2 32

1 1 1 2 1 1 2 1
δ ω 1 1 1 1

2 3 2 3 3 3с
l l

M l l
EJ EJ EJ EJ

                                ; 

Побочные коэффициенты находим путем взаимного перемножения ука-
занных единичных эпюр. 

Для определения коэффициента 12δ  берется площадь эпюры 0
2М  на 

участке длиной l2, которая умножается на ординату с эпюры 0
1М  

0 0 0 2
12 21 1 1 2 2

1 1 1 1 1
δ δ ω ω 1 1

2 3 6c c
l

M M l
EJ EJ EJ EJ

0
2

             . 

Свободные члены уравнений находим путем умножения грузовых эпюр 

pM  на единичные 0
1M  и 0

2M      

 0 01 02 03 04
1 1 1 1 2 1 3 1 4 1

1 1
ω ω ω ω ωр p cM M M M M

EJ EJ
        

31 2 4
1 2 3 4

1 1 2 2

1
ω ω ω ω

ba a b

EJ l l l l

        
, 

где 1 2 3 4ω , ω , ω , ω  – площади грузовых эпюр; 01 02 03 04
1 1 1 1, , , M M M M – ординаты, 

взятые из единичной эпюры 0
1M  напротив центров тяжести указанных площа-

дей. 

 0 03 04 05
2 2 3 2 4 2 5 2

1 1
ω ω ω ωр p cM M M M

EJ EJ
       

3 54
3 4 5

2 2 3

1
ω ω ω

a ba

EJ l l l

       
. 

После подстановки найденных перемещений в канонические уравнения 
получим 

31 2 2 1 2 4
1 2 1 2 3 4

1 1 2 2

1 1
ω ω ω ω 0

3 3 6

bl l l a a b
X X

EJ EJ EJ l l l l

                
; 

3 3 52 2 4
1 2 3 4 5

2 2 3

1 1
ω ω ω 0

6 3 3

l a bl l a
X X

EJ EJ EJ l l l

               
. 

Во избежание ошибок при определении «лишних» неизвестных необхо-
димо проверить правильность определения коэффициентов и свободных членов 
канонических уравнений. Для этого необходимо построить суммарную эпюру 

единичных моментов 0M .  
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При умножении по правилу Верещагина суммарной единичной эпюры 
0M  на единичную эпюру 0

1M  должна получиться сумма коэффициентов пер-

вого канонического уравнения 

1 2
11 12 1 2

1 1 2 1 1 1
δ δ 1 1 1 1

2 3 2 3 2

l l
l l

EJ EJ EJ

                              
. 

При умножении суммарной эпюры 0M  на эпюру 0
2M  должна получиться 

сумма коэффициентов второго канонического уравнения 

3 2
21 22 3 2

1 1 2 1 1 1
δ δ 1 1 1 1

2 3 2 3 2

l l
l l

EJ EJ EJ

                             
. 

Эта проверка называется построчной. 
Произведение суммарной единичной эпюры саму на себя должно быть 

равным сумме всех коэффициентов канонических уравнений 

 11 12 21 22 1 2 3
1 1 2 1 1 1 2

δ δ δ δ 1 1 1 1 1 1
2 3 2 3

l l l
EJ EJ EJ

                        
 

31
2

1

3 3

ll
l

EJ

      
. 

Эта проверка называется универсальной. 
Правильность определения грузовых членов уравнений состоит в следу-

ющем: их сумма должна равняться произведению грузовой эпюры рM  на сум-

марную единичную эпюру 0M  

51 2
1 2 1 2 3 4 5

1 1 3

1
ω ω ω 1 ω 1 ωр р

ba a

EJ l l l

             
. 

Убедившись в правильности определения коэффициентов и свободных 
членов уравнений методом последовательного исключения, находим «лишние» 
неизвестные Х1 и Х2 из канонических уравнений. При правильном определении 
«лишних» неизвестных после их подстановки в канонические уравнения, по-
следние должны обращаться в тождества. 

Учитывая опорные моменты и внешние нагрузки, определяют по уравне-
ниям статики опорные реакции, строят эпюру поперечных сил xQ  и эпюру из-
гибающих моментов xM . 

Порядок решения неразрезной балки методом сил сводится к следующе-
му: 

1. Определяют степень статической неопределимости балки; 
2. Выбирают основную систему (тем самым выбираются «лишние» неиз-

вестные); 
3. По числу «лишних» неизвестных составляются канонические уравне-

ния; 
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4. Строят эпюры изгибающих моментов от действующих на основную  
систему внешних нагрузок – грузовые эпюры; 

5. В местах действия «лишних» неизвестных и по направлению их дей-
ствия прикладывают единичные моменты и строят эпюры изгибающих момен-
тов от этих единичных моментов – единичные эпюры; 

6. Вычисляют главные, побочные коэффициенты и свободные члены  
канонических уравнений и проверяют правильность их вычисления; 

7. Методом последовательного исключения неизвестных решают канони-
ческие уравнения и определяют «лишние» неизвестные с последующей провер-
кой; 

8. С помощью уравнений равновесия определяют опорные реакции за-
данной балки с последующей проверкой; 

9. Строят эпюры поперечных сил xQ  и изгибающих моментов xM ; 
10. Подбирают поперечное сечение балки заданного профиля; 
11. Производят проверку на прочность и жесткость балки, если это требу-

ется по условию задачи. 
 

Пример 5.1. 
 
Для заданной схемы стальной неразрезной балки (рис. 5.2, а) требуется: 
1. Построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов; 
2. Подобрать поперечное сечение двутаврового профиля (см. табл. П. 1), 

если admσ 160 МПа, 112 10E    Па. 
 
Решение. 
Определяем степень статической неопределимости балки. Она равна двум 

(числу опор без двух плюс единица из-за наличия жесткой заделки) и выбираем 
основную систему. 

В качестве «лишних» неизвестных принимаются опорные моменты. Ос-
новная система показана на рис. 5.2, б. 

Составляем канонические уравнения: 

11 1 12 2 1δ δ 0рХ Х    , 

21 1 22 2 1δ δ 0рХ Х    . 

Для определения главных, побочных коэффициентов и свободных членов 

уравнений строим единичные эпюры 0
1M  (рис. 5.2, г), 0

2M  (рис. 5.2, д) и сум-

марную единичную эпюру 0M  (рис. 5.2, е). Грузовые эпюры pM  представле-

ны на рис. 5.2, в. 
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Рис. 5.2. 
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Путем умножения эпюр 0
1M  и 0

2M  самих на себя, находим значения 
главных коэффициентов: 

11 1
1 1 2 1 1 2 2,0

δ 1 1 1 6 1
2 3 2 3

l
EJ EJ EJ

                
   

; 

 22 1 2
1 1 2 1 2 1 4,0

δ 1 1 1 1 2,0 2,0
2 3 2 3

l l
EJ EJ EJ

              
 

. 

Побочные коэффициенты определяем путем взаимного перемножения 

единичных эпюр 0
1M  и 0

2M  

12 21 1
1 1 1 1 1 1 1

δ δ 1 1 1 6 1
2 3 2 3

l
EJ EJ EJ

                
   

. 

Находим свободные (грузовые) члены уравнений, перемножая эпюры из-
гибающих моментов от внешних нагрузок на единичные эпюры. 

Площади грузовых эпюр: 
4 4

1 1 1
2 2

ω 4,5 10 6 18 10
3 3

h l        Н·м2; 

4 42
2 3 2

1 1
ω ω 4,5 10 3 6,75 10

2 2 2

l
h         Н·м2; 

3 4
4

1
ω 20 10 6 6 10

2
       Н·м2. 

Расстояния 1 1 3a b   м; 2 3 2a b   м; 2 3 4b a   м; 4 4a   м. 

 
4

01 4
1 1 1

1 1 1 9 10
ω 18 10 1

2p M
EJ EJ EJ

        
 

, 

где 01
1M – ордината единичной эпюры 0

1M  напротив центра тяжести площади 
грузовой эпюры ω : 

 01 02 03 04
2 1 2 2 2 3 2 4 2

1
ω ω ω ωp M M M M

EJ
       

4 4 4 41 1 2 4 2
18 10 1 6 10 6,75 10 6,75 10

2 6 6 6EJ
               
 

4 4 415,75 10 2 10 13,75 10

EJ EJ EJ

  
   , 

где 01
2M , 02

2M , 03
2M , 04

2M – ординаты единичной эпюры 0
2M  напротив центров 

тяжести площадей грузовых эпюр 1ω , 2ω , 3ω , 4ω . 
Производим проверку правильности определения коэффициентов и сво-

бодных членов уравнений, для чего строим суммарную единичную эпюру 0M . 
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Построчная проверка. Перемножая суммарную единичную эпюру 0M  на 

единичную эпюру 0
1M , должны получить сумму коэффициентов первого кано-

нического уравнения 

11 12 1
1 1 3

δ δ 1 1 0
2

l
EJ EJ

        
 

. 

При перемножении эпюры 0M  на единичную эпюру 0
2M  должны полу-

чить сумму коэффициентов второго канонического уравнения: 

21 22 1 2
1 1 1 2 1 1 1 2 5,00

δ δ 1 1 1 1 1 6 1 6 1 1 .
2 2 3 2 2 3

l l
EJ EJ EJ

                         
   

 

Универсальная проверка. Умножаем суммарную единичную эпюру 0M  

саму на себя. Должны получить сумму всех коэффициентов канонических 
уравнений: 

11 12 21 22 1 2
1 1 2 1 1 2 8,00

δ δ δ δ 1 1 1 1 1 6 1 6 1 .
2 3 2 3

l l
EJ EJ EJ

                        
   

 

Проводим проверку правильности определения грузовых членов уравне-
ний.  

Перемножением грузовой эпюры pM  на суммарную единичную эпюру 

0M  должны получить сумму свободных членов уравнений: 

 01 02 03 04
1 2 1 2 3 4

1
ω ω ω ωp p M M M M

EJ             

4
4 4 4 41 4 2 2 22,75 10

18 10 1 6,75 10 6,75 10 6 10
6 6 6EJ EJ

              
 

. 

Подставляем коэффициенты и свободные члены в канонические уравне-
ния: 

4

1 2
2,00 1,00 9 10

0X X
EJ EJ EJ


   . 

4

1 2
1,00 4,0 13,75 10

0X X
EJ EJ EJ


   . 

После сокращения на жесткость получаем: 
4

1 22,00 1,00 9 10 0X X    . 
4

1 21,00 4,00 13,75 10 0X X    . 
Решая совместно эти уравнения, находим: 

4
1 1 3,18 10X M    Н·м 31,8   кН·м, 



 95 

4
2 2 2,64 10X M    Нм 26,4   кН·м. 

На опоре № 3 (см. рис. 5.2, а) опорный момент будет равен моменту М со 
знаком минус: 

3 3 20X M    кН·м. 
Подставив найденные значения «лишних» неизвестных в канонические 

уравнения, убеждаемся в том, что эти уравнения превращаются в тождества. 
Определяем опорные реакции заданной балки из уравнений статики: 

I
1 0M  ;  

2
1 1
2 1 2 1 0

2

ql
R l M M    ; 

' 2 1 1
2

1 1

26,4 10 6 31,8
29,1

2 6 2 6

M ql M
R

l l

        кН. 

I
2 0M  ;   

2
1

11 1 2 0
2

ql
R l M M     ; 

1 1 2
1

1 1

31,8 10 6 26,4
30,9

2 6 2 6

M ql M
R

l l

        кН. 

II
2 0M  ;   2

3 3 3 2 0
2

l
M R l F M    ; 

3 2
3

2 2

20 30 26,4
13,94

2 6 2 6

M F M
R

l l
         кН. 

II
3 0M  ;  2 2

2 2 2 3 0
2

l
M R l P M     ; 

'' 32
2

2 2

26,4 30 20
16,06

2 6 2 6

MM F
R

l l
        кН. 

Окончательно:  

1 30,9R  кН; ' ''
2 2 2 29,1 16,06 45,16R R R     кН; 3 13,94R  кН. 

Проверка:  
0Y  ;  1 2 3 1 0R R R F q l      ;  30,9 45,16 13,94 30 10 6 0      . 

Строим эпюру поперечных сил xQ  и эпюру изгибающих моментов xM  
по правилам, принятым при построении эпюр для статически определимых ба-
лок (рис. 5.3). 

1 1 30,9Q R   кН; 

2 1 1 30,9 10 6 29,1Q R q l        кН; 
 
Затем скачок вверх на 2 45,16R   кН. 
На участке от опоры 2 до сечения С: 16,06xQ   кН. 
Затем скачок вниз в сечении С на силу F, 16,06 30 13,94CQ     кН. 
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Рис. 5.3. 
 
 

Находим расстояние а 

1 1

30,9 29,1

6a a



, 1 3,09a   м. 

На участке от сечении С до опоры 3 

3 13,94CQ     кН. 
В левом крайнем сечении   1 31,8 кН мxM M     . 

При 1 3,09х a  м  
2 2
1

1 1 1
10 3,09

30,9 3,09 31,8 15,94 кН м
2 2x

qa
M R a M


          

В сечении над опорой 2 
2 2
1

1 1 1
10 6

31,8 30,9 6 26,4 кН м
2 2x

ql
M M R l


            . 

До сечения С расчет производим справа: 
20 кН мkM M     , 

3 3 20 13,93 3 21,79 CM M R          кН·м. 
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На участке балки от сечения К до опоры 3: 20 кН мхM    . 
По сортаменту проката в соответствии с ГОСТ 8239-89 подбираем попе-

речное сечение двутаврового профиля, используя условие прочности 

max adm н.о.σM W  , 

откуда 
3

4 3 3max
н.о. 6

adm

31,8 10
1,98 10  м 198 cм

σ 160 10

M
W 

    


. 

Принимаем двутавр № 20а, для которого табл. 3
н.о. 203 смxW W  , 

табл.
н.о. 2030xJ J  см4,  28,9А см2. 

 
 
 

 
5.2. Задания для расчета статически неопределимых балок 

 
Для заданной схемы неразрезной балки при заданных значениях длин и 

нагрузок в соответствии с указанным номером варианта требуется: 
1. Определить степень статической неопределимости балки, выбрать ос-

новную систему. 
2. Составить канонические уравнения по методу сил. 
3. Вычислить коэффициенты при неизвестных и свободные члены кано-

нических уравнений. Проверить правильность их определения. 
4. После определения неизвестных построить эпюры поперечных сил и 

изгибающих моментов. 
5. Подобрать поперечное сечение балки двутаврового профиля 

(см. табл. П. 1) при admσ 160   МПа. Данные для расчета взять из табл. 5.2. 
 

                                                                          Таблица 5.2 
 

Схема закрепления и нагружения балки 
Номер 
вари-
анта 

М, 
кН·м 

F, 
кН 

q, 
кН/м 

l1, 
м 

l2, 
м 

a, 
м 

  

1 10 10 15 3,5 5,0 0,5 

2 20 11 15 2,5 4,0 0,5 

3 30 12 15 4,0 4,0 0,5 

 

4 15 13 10 3,0 5,5 0,5 

5 20 14 10 3,5 5,0 0,5 

6 25 15 10 2,5 5,0 0,4 
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Продолжение табл. 5.2 
 

Схема закрепления и нагружения балки 
Номер 
вари-
анта 

М, 
кН·м 

F, 
кН 

q, 
кН/м 

l1, 
м 

l2, 
м 

a, 
м 

  

7 10 10 10 5,0 5,0 0,4 

8 15 11 15 3,5 6,0 0,6 

9 20 12 20 3,5 5,0 0,4 

 

10 10 15 20 4,0 5,0 0,4 

11 20 20 10 2,0 5,0 0,5 

12 30 25 10 3,0 4,0 0,6 

 

13 30 11 15 2,0 5,0 0,4 

14 40 10 15 4,5 5,0 0,5 

15 20 12 15 3,5 5,5 0,6 

 

16 15 12 10 3,5 4,5 0,5 

17 20 10 10 2,6 5,2 0,4 

18 25 11 10 2,0 5,0 0,8 

 

19 25 20 20 3,5 6,0 0,5 

20 20 25 15 3,0 5,5 0,8 

21 15 10 10 3,5 3,5 0,8 

 

22 20 10 10 3 5 0,5 

23 30 11 10 4 6 0,4 

24 25 12 10 5 6 0,6 

  

25 20 15 10 2 3 0,4 

26 30 16 10 3 4 0,5 

27 40 20 10 4 5 0,6 
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Продолжение табл. 5.2 
 

Схема закрепления и нагружения балки 
Номер 
вари-
анта 

М, 
кН·м 

F, 
кН 

q, 
кН/м 

l1, 
м 

l2, 
м 

a, 
м 

 

28 15 10 15 3 5 0 

29 20 15 15 4 6 0,5 

30 25 20 15 5 6 0,4 

 

31 30 12 20 2 3 0,4 

32 35 14 15 3 4 0,5 

33 40 16 20 2,5 5 0,6 

 

34 10 20 10 3 5,5 0,4 

35 15 15 15 2,5 4 0,5 

36 20 10 20 5 6 0,6 

 

37 20 12 15 4 6 0,4 

38 15 14 20 3,5 4 0,6 

39 10 16 25 4 5 0,5 

 

40 10 10 30 2,5 4 0,4 

41 15 20 20 3 5 0,5 

42 20 30 10 4 6 0,6 

 

43 10 15 10 3 5 0,4 

44 20 25 12 4 5 0,5 

45 30 35 14 5 6 0,6 

 

46 40 10 10 2 5 0,5 

47 20 25 16 3 4 0,6 

48 10 30 10 4 6 0,4 
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Продолжение табл. 5.2 

 

Схема закрепления и нагружения балки 
Номер 
вари-
анта 

М, 
кН·м 

F, 
кН 

q, 
кН/м 

l1, 
м 

l2, 
м 

a, 
м 

 

49 30 25 12 5 6 0,5 

50 15 15 15 6 5 0,4 

51 10 20 20 2 4 0,6 

 

52 10 20 10 4 5 0,5 

53 20 15 12 5 6 0,5 

54 30 40 14 4 6 0,5 

 

55 25 20 16 3 4 0,4 

56 35 30 10 5 6 0,5 

57 40 15 12 4 5 0,6 

 

58 10 20 14 5 6 0,6 

59 15 30 16 2 4 0,5 

60 20 40 10 4 5 0,4 

  

61 25 10 12 3 5 0,3 

62 35 15 14 5 6 0,6 

63 40 20 16 6 4 0,5 

  

64 10 – 10 3 4 0,5 

65 20 – 15 4 5 0,6 

66 30 – 12 5 6 0,4 

 

67 – 12 40 2 3 0,6 

68 – 14 30 3 4 0,5 

69 – 16 25 4 5 0,4 
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Продолжение табл. 5.2 
 

Схема закрепления и нагружения балки 
Номер 
вари-
анта 

М, 
кН·м 

F, 
кН 

q, 
кН/м 

l1, 
м 

l2, 
м 

a, 
м 

 

70 30 – 20 4 5 0,4 

71 20 – 15 3 4 0,6 

72 40 – 30 2 3 0,8 

 

73 – 20 20 3 3 0,5 

74 – 15 15 4 5 0,5 

75 – 16 30 5 6 0,5 

 

76 – 40 20 4 5 0,4 

77 – 30 10 3 5 0,5 

78 – 20 12 2 3 0,6 

 

79 – 10 20 2 3 0,6 

80 – 12 15 4 5 0,8 

81 – 15 10 6 6 0,5 

 

82 – 20 12 3 4 0,5 

83 – 10 15 4 5 0,6 

84 – 15 20 5 6 0,8 

 

85 20 – 12 3 5 0,5 

86 30 – 15 4 6 0,6 

87 40 – 20 5 6 0,8 

 

88 10 20 12 3 4 0,4 

89 15 30 14 4 6 0,6 

90 20 40 16 5 5 0,5 
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Окончание табл. 5.2 
 
 

Схема закрепления и нагружения балки 
Номер 
вари-
анта 

М, 
кН·м 

F, 
кН 

q, 
кН/м 

l1, 
м 

l2, 
м 

a, 
м 

 

91 12 – 20 5 6 0,5 

92 15 – 30 4 5 0,5 

93 20 – 40 6 4 0,4 

 

94 – 20 12 5 6 0,5 

95 – 30 15 4 5 0,6 

96 – 40 16 6 4 0,4 

 

97 20 – 20 3 4 0,5 

98 30 – 30 4 5 0,5 

99 40 – 40 5 6 0,6 

 

100 – 12 10 6 4 0,4 

101 – 15 15 3 3 0,5 

102 – 20 20 4 5 0,6 

  

103 – – 20 5 5 0,8 

104 – – 30 6 6 0,6 

105 – – 40 4 8 0,5 
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5.3. Статически неопределимые рамы 
 
Плоской рамой называется геометрически неизменяемая система, состо-

ящая из стержней, лежащих в одной плоскости и жестко соединенных между 
собой. Горизонтальные стержни рам называются ригелями, вертикальные – 
стойками. 

Статически неопределимой рамой называется такая геометрически неиз-
меняемая система, у которой реакции или все внутренние суммарные силовые 
факторы, возникающие в сечениях ее элементов при действии произвольной 
нагрузки, не могут быть определены из уравнений статики. 

Расчет статически неопределимой рамы сводится к построению эпюр из-
гибающих моментов xM , поперечных сил xQ  и нормальных сил xN , на осно-
вании которых подбираются сечения, или проверяются напряжения в опасных 
сечениях различных элементов, или определяется несущая способность систе-
мы. 

В пособии рассмотрено только построение эпюр xM , xQ , xN , а также 
подбор поперечного сечения, так как это наиболее трудоемкая часть расчета. 

Степень статической неопределимости плоской рамы определяется сле-
дующим образом:  

1. Замкнутый контур (рама, оба  конца которой жестко защемлены) име-
ет степень статической неопределимости, равную трем. 

2. Наличие шарнира в раме понижает степень статической неопредели-
мости на единицу. 

3. Наличие подвижной опоры также понижает степень статической 
неопределимости на единицу. 

Определение усилий в статически неопределимой раме связано с необхо-
димостью составления дополнительных уравнений – уравнений совместности 
деформаций. Число этих уравнений должно быть равно степени статической 
неопределимости рамы. 

Прежде, чем составлять уравнение деформаций, следует превратить за-
данную статически неопределимую раму в статически определимую, геометри-
чески неизменяемую, устранив из нее «лишние» связи. Такая система называ-
ется основной системой. 

Если к основной системе, кроме заданной нагрузки, приложить реакции 
устраненных связей, то деформации этой системы и возникающие в ней внут-
ренние усилия, будут такими же, как и в заданной системе. То есть, обе систе-
мы будут эквивалентными. 

В заданной системе в направлениях имеющихся связей перемещений 
быть не может. Поэтому, в основной системе перемещения в направлении от-
брошенных связей должны быть равны нулю. 

Способ расчета статически неопределимых систем, при котором за «лиш-
ние» неизвестные принимаются силы и моменты, называется методом сил. 
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Данный метод рассмотрен при расчете статически неопределимых нераз-
резных балок в начале этой главы. Определение коэффициентов уравнений и 
грузовых членов и их проверки рассмотрены также при расчете балок. 

 
Построение эпюр изгибающих моментов, поперечных и продольных 

сил. 
При расчете рам на прочность в каждом поперечном сечении необходимо 

определять три силовых фактора: продольную силу xN , поперечную силу xQ , 
изгибающий момент xM . 

Продольная сила xN  равна алгебраической сумме проекций всех сил, 
действующих по одну сторону от сечения на продольную ось бруса. Если сила 
вызывает растяжение, она положительна, сжатие – отрицательна. 

При построении эпюр продольных сил их значения откладываются сим-
метрично от оси бруса в обе стороны с указанием знака. 

Поперечная сила xQ   равна алгебраической сумме проекций на нормаль к 
оси бруса всех сил, действующих по одну сторону от сечения. 

Если поперечная сила относительно сечения вращает часть бруса по ча-
совой стрелке, то она положительна. Противоположное направление следует 
считать отрицательным. Условимся положительные ординаты откладывать 
снаружи контура, отрицательные – внутри. 

При построении эпюр поперечных сил их значения откладываются по од-
ну сторону от оси бруса с указанием знака. 

Изгибающий момент xM  равен сумме моментов всех сил, взятых по одну 
сторону от сечения, относительно оси, проходящей через центр сечения пер-
пендикулярно плоскости рамы. Условно принято построение эпюр изгибающих 
моментов со стороны растянутых волокон. 

Общий порядок расчета статически неопределимых рам по методу сил 
сводится к следующему. 

1. Определяют степень статической неопределимости рамы. 
2. Удаляют «лишние» связи. Полученную таким образом основную си-

стему загружают заданными силами и реакциями отброшенных связей. 
3. В местах действия «лишних» неизвестных и по направлению их дей-

ствия прикладывают единичные силы и строят эпюры изгибающих моментов от 
единичных сил, а также суммарную единичную эпюру. 

4. Строят эпюры изгибающих моментов от действующих на основную 
систему внешних нагрузок. 

5. Вычисляют главные, побочные коэффициенты и свободные члены ка-
нонических уравнений и проверяют правильность их определения. 

6. Составляют и решают канонические уравнения, определяя «лишние» 
неизвестные. 

7. Определяют остальные реакции с помощью уравнений статики. 
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8. Вычисляют значения изгибающих моментов, поперечных и нормаль-
ных сил и строят эпюры. 

9. Подбирают поперечное сечение заданного профиля. 
 
Пример 5.2. 
 
Для заданной схемы статически неопределимой рамы (рис. 5.4, а), при за-

данных значениях длин и нагрузок, построить эпюры изгибающих моментов, 
нормальных и поперечных сил. Жесткости стоек и ригеля одинаковы.  

 
Решение. 
Заданная система освобождается от наложенных на нее связей. Действия 

связей заменяются реакциями. Установим степень статической неопределимо-
сти рамы:  3(замкнутый контур)   2(наличие двух шарниров) = 1, т. е. рама од-
нажды статически неопределима. 

За «лишнюю» неизвестную 1Х  принимаем реакцию bH . Нагружаем ос-
новную систему (рис. 5.4, б) заданными внешними силами и реакцией отбро-
шенной связи. Выбирая основную систему, необходимо помнить, что она 
должна быть статически определимой и геометрически неизменяемой. 

В месте действия «лишней» неизвестной и по направлению ее действия 
прикладываем единичную силу 1 1Х   и строим единичную эпюру. 

Рассмотрим подробно построение этой эпюры. Покажем реакции опор 
(рис. 5.5), их три. Определим эти реакции по уравнениям статики: 

 
0Х  ;          1 0aH X   ;              1aH   ; 

0АM  ;    1 3 4 0bX R     ;       
3

0,75
4bR   ; 

0ВM  ;     3 4 0a aH R      ;     
3

0,75
4aR   . 

Проверка правильности вычисления реакций: 
 

0Y  ;           0a bR R    ;            0 0 . 

 
Получили тождество, следовательно, реакции определены правильно. 
Разбиваем раму на участки, граница участка там, где приложены сосредо-

точенные силы и для рамы граница участка, где жестко соединяется стойка с 
ригелем. Участков три, находим значения изгибающих моментов на границах 
участков. На всех участках эпюра изгибающих моментов очерчена наклонной 
прямой, эпюра изгибающих моментов показана на рис. 5.4, в. 
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Рис. 5.5. 
 

Строим эпюру изгибающих моментов от действия на основную систему 
внешней равномерно распределенной нагрузки интенсивностью q (рис. 5.4, г). 
По приведенной выше методике определяем реакции опор, разбиваем раму на 
участки, определяем значения изгибающих моментов на границах участков и 
по контрольным правилам строим эпюру изгибающих моментов. 

По числу «лишних» неизвестных записываем канонические уравнения 
метода сил 

11 1 1δ 0рХ   . 

Перемещение 11δ   определяется перемножением единичной эпюры самой 
на себя 

0 0
1 1

11
ω

δ cM

EJ
 , 

где 0
1ω  – площадь единичной эпюры; 0

1cM  – ордината единичной эпюры под ее 
центром тяжести. 
 

   
0 0
1 1

11
3 6ω 1 1 2 1 2 165,06

δ 6 6 6 3 3 3 4 4,67 .
2 3 2 3 2

cM

EJ EJ EJ

                                                
  

 
На участке по ригелю площадь эпюры изгибающих моментов представ-

лена трапецией. Посмотрим подробнее как определить центр тяжести площади, 
площадь и ординату под ее центром тяжести (рис. 5.6). 
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4 2 3 6
1,78 м

3 3 6
С

 
 


;     2

0
1

ω 3 6 4 18 кН м
2

     , 

где 0ω  –площадь трапеции. 

 0 3 1,67 4,67 кН мcM     , 

где 0
cM  – ордината под центром тяжести трапеции. 
Отрезок 1,67  определяем из подобия треугольников 3: 4 : 2,22х . 
 

 
 

Рис. 5.6. 
 

 
Перемещение 1р  получаем перемножением грузовой эпюры qM  на 

единичную 0
1M  

0
1

1
ω p c

p
M

EJ
  , 

где ω p  – площадь грузовой эпюры; 0
1cM  – ордината с первой единичной эпюры 

под центром тяжести грузовой. 
 

 1
1 1 2 90 360 1 3 6682,5

360 6 6 4 4,8 90 3 3 .
2 3 2 3 4p EJ EJ

                                                   
 

 
Полученные значения 11δ  и 1p  подставляем в уравнения, определяем Х1: 
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1165,06 6682,5
0,

X

EJ EJ

     1 40,4X  кН. 

 
Зная реакцию 1bH X , по уравнениям статики определяем aR , aH , bR : 

0X  ,       3 0b aH H q    ,                     19,6aH   кН; 

0aM  ,    3 4 3 4,5 0b bH R q       ,       37,2bR   кН; 

0bM  ,    6 4 3 1,5 0a aH R q       ,       37,2aR   кН. 

Проверка правильности вычисления реакций: 
0Y  ,       0a bR R  . 

Строим эпюры xM , xQ , xN  известным способом. Эпюры приведены на 
рисунке 5.4, д, е, ж. 

 
 

Пример 5.3. 
 
Для заданной схемы статически неопределимой рамы (рис. 5.7, а), при за-

данных значениях длин и нагрузок, построить эпюры изгибающих моментов, 
нормальных и поперечных сил. Подобрать поперечное сечение двутаврового 
профиля (см. табл. П. 1) при admσ 160  МПа. Жесткости стойки и ригеля оди-
наковы. 

 
Решение. 
Заданная система освобождается от наложенных на нее связей. Действия 

связей заменяются реакциями. Установим степень статической неопределимо-
сти рамы:  3(замкнутый контур) – 1(наличие одного шарнира) = 2, т. е. рама 
дважды статически неопределима. 

За «лишние» неизвестные принимаем 1bH X , 2bR X , тем самым вы-
бираем основную систему. Нагружаем основную систему внешними силами (q, 
M) и реакциями отброшенных связей (Х1, Х2). Отбрасывая «лишние» связи, сле-
дует помнить, что основная система должна быть статически определимой и 
геометрически неизменяемой. 

В местах действия «лишних» неизвестных и по направлению их действия 
прикладываем единичные силы 1 1X   и 2 1X   и строим эпюры изгибающих 
моментов от этих сил. 

Строим эпюры изгибающих моментов от действия на основную систему 
внешних сил q и M. 

Методика построения эпюр изгибающих моментов от единичных сил и 
внешних нагрузок, приложенных к основной системе, подробно рассмотрена 
при решении примера 5.1 и здесь не приводится. 
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Составляем канонические уравнения метода сил: 
 

11 1 12 2 1δ δ 0pX X    ; 

21 1 22 2 2δ δ 0pX X    . 
 

Вычисляем коэффициенты и свободные члены канонических уравнений: 
 

0 0
1 1

11
ω 1 1 2 21,3

δ 4 4 4
2 3

cM

EJ EJ EJ

              
 , 

  
0 0
2 2

22
ω 1 1 2 85,3

δ 4 4 4 4 4 4
2 3

cM

EJ EJ EJ

                  
 , 

   
0 0
2 1

21 12
ω 1 32

δ δ 4 4 2cM

EJ EJ EJ
     , 

      
0
1

1
ω 1 1040

40 2 3 160 4 2p c
p

M

EJ EJ EJ
        , 

     
0
2

2
ω 1 1 3 2880

40 2 4 160 4 4 160 4 4 .
3 4

p c
p

M

EJ EJ EJ

                     
  

 

Проверяем правильность вычисления коэффициентов и свободных чле-
нов канонических уравнений. Для этого строим суммарную единичную эпю-
ру 0M .  

Для проверки правильности вычисления коэффициентов канонических 
уравнений применяем универсальную проверку: 

 

0 0

11 12 22 21
ω

δ δ δ δ CM

EJ
     ; 

 

   11 12 22 21
1 1 1 2 170,6

δ δ δ δ 4 8 4 6,22 4 4 4
2 2 3EJ EJ

                          
. 

 

Поверяем правильность вычисления грузовых членов 
 

     
0

1 2
ω 1 1 3

40 2 7 160 4 6 160 4 4
3 4

p c
p p

M

EJ EJ
                     

  

3920

EJ
  . 
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В обоих случаях получили тождества, значит коэффициенты и свободные 
члены канонических уравнений определены правильно.  

Подставляем вычисленные значения коэффициентов в канонические 
уравнения, определяем неизвестные Х1 и Х2: 

 

1 2

1 2

21,3 32 1040 0

32 85,3 2880 0

Х Х

Х Х

     
     

 

 

1 4Х    кН;          2 35,2Х   кН. 
Сила Х1 получилась со знаком «минус», это говорит о том, что направле-

ние реакции будет противоположно единичной силе. 
Зная реакции bH  и bR , по уравнениям статики определяем остальные ре-

акции 
 

0X  ,     0b aH H  ,                                           4aH   кН; 

0aM  ,  4 2 4 4 0a b bM M q R H         ,     4,8aM   кН·м; 

0вM  ,  4 4 4 2 0a a aM M H R q         ,     44,8aR   кН·м. 
 

Проверка:  
 

0Y  ,      4 0a bR R q    ,     35,2 44,8 80 0   . 
 

Строим эпюры изгибающих моментов, поперечных и нормальных сил по 
контрольным правилам. Эпюры приведены на рис. 5.7. 

Выявляем опасное сечение рамы, где одновременно xM  и xN  имеют 
большие значения. Это сечение левой стойки, где 8,44XN  кН, 

2,27XM  кН·м. 
Условие прочности 
 

max admσ σx x

z

N M

A W
    . 

 
Выбираем сечение по моменту xM  
 

admσ 160x

z

M

W
   МПа.    

3
4 3 3

6

27,2 10
1,7 10  м 170 см

160 10zW 
   


. 
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По сортаменту проката выбираем двутавр № 20, табл. 3184 смz xW W  , 
2

табл. 26,8 смА  .  
Производим проверку с учетом силы xN : 
 

max

3 3
7 9

4 6
44,8 10 27,2 10

σ 1,67 10 0,148 10  Па 164,7 МПа,
26,8 10 184 10 

 
        

 
 

 

max admσ 164,7 МПа> σ 160 МПа.   
 

Отклонение (перегруз) 
164,7 160

δ 100 2,93 % 5 %
160


    , что допустимо. 

 
 
 
 
 

5.4. Задания для расчета плоских рам 
 
Для расчетной схемы статически неопределимой рамы при заданных зна-

чениях длин и нагрузок, определяемых в соответствии с указанным номером 
варианта, требуется: 

1. Определить степень статической неопределимости рамы. Выбрать ос-
новную систему. 

2. Составить канонические уравнения метода сил. 
3. Вычислить коэффициенты при неизвестных и свободные члены кано-

нических уравнений. Проверить правильность их вычисления. 
4. Построить эпюры изгибающих моментов, поперечных и продольных 

сил. 
5. Подобрать поперечное сечение элементов рамы в виде двутавра (см. 

табл. П. 1) при admσ 160 МПа.  
 
Данные для расчета взять из табл. 5.3. 
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                                                               Таблица 5.3 
 

Номер 
варианта 

h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

M, 
кН·м 

1 10 5 – – 20 – – – 80 

2 9 5 – – – 15 – – 10 

3 9 6 – – – – – – 60 

4 9 4 – 5 15 – 40 – – 

5 10 4 2 – – 20 – 30 – 

6 8 5 3 – – – – 60 – 

7 8 6 – – – – – – 10 

8 8 5 – 5 – – 40 – – 

9 9 6 3 – – – – 50 80 

10 9 6 5 – – – 40 – – 
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                                                                                Продолжение табл. 5.3 
 

Номер 
варианта 

h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M1, 
кН·м 

M2, 
кН·м 

11 10 5 0,5 6 – 20 – 40 – – – – 

12 11 6 0,4 6 – – 20 40 – – – – 

13 11 5 0,3 4 – – – 30 – – – 10 

14 9 4 0,6 – – – 25 – – – – 12 

15 9 5 0,4 – 4 30 – – 60 – – – 

16 8 4 0,3 – 3 – – – 30 20 – – 

17 8 4 0,3 – – – – – – 30 10 – 

18 6 3 0,2 – – 25 – – – – 15 80 

19 7 4 0,6 – 3 – – – 30 20 12 – 

20 10 6 0,6 – – – 30 – – – 10 – 
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               Продолжение табл. 5.3 
 
Номер 

варианта 
h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M1, 
кНм 

M2, 
кН·м 

21 10 8 – – – 20 – – – – – 20 

22 10 7 2 – 2 30 – – – – 20 – 

23 10 6 – 2 – – – – 30 20 – – 

24 8 6 – – – 20 30 – – – – – 

25 8 6 – 3 – – 20 – 20 – – – 

26 9 5 – – – – 20 – – – – 15 

27 9 6 2 – 1 – – – – 40 20 – 

28 7 5 2 – 1 – – – – – 30 – 

29 8 4 2 – 1 – – – – – 20 20 

30 8 6 – – – – – – 50 20 – 10 
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                                                            Продолжение табл. 5.3 
 

Номер 
варианта 

h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

q3, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M, 
кН·м 

31 10 4 0,5 – – 12 – – – – – 10 

32 9 5 0,4 – – – 20 – – – – 15 

33 8 4 0,3 – – – – 20 – 30 – – 

34 8 6 0,3 – 4 20 – – – – 40 – 

35 8 4 0,4 – – – 20 – – 30 – – 

36 6 5 0,3 5 – – – 20 60 – – – 

37 10 5 0,4 – 4 – – – – 40 50 – 

38 8 4 0,3 – – – – – – 30 – 12 

39 12 6 0,5 – 4 – – – – – 40 15 

40 12 6 0,6 3 – – – 25 10 – – – 
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                                                             Продолжение табл. 5.3 
 
Номер 

варианта 
h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

q3, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M, 
кН·м 

41 10 5 4 – – 20 – – – – – 50 

42 9 6 4 – – – 15 – – – – 10 

43 8 6 5 – – – – 20 – – 30 – 

44 8 5 6 – 2 15 – – 30 – – – 

45 8 4 5 2 – – 20 – – 40 – – 

46 9 6 3 – 5 – – 15 40 – – – 

47 9 8 4 2 – – – – – 10 – 60 

48 9 6 6 – – – – – – – 40 10 

49 10 8 5 3 – – – – – 20 40 – 

50 10 6 4 1 4 – – – 10 25 – – 
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                                                         Продолжение табл. 5.3 

 
Номер 

варианта 
h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

q3, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M, 
кН·м 

51 8 4 0,6 0,5 5 20 – – – – – 50 

52 10 5 0,5 0,6 – – 20 – 20 30 – – 

53 8 4 0,4 0,4 – – – 25 – 20 – – 

54 6 4 0,3 0,4 4 – – – – – 30 14 

55 12 6 0,6 0,5 – – – – 40 20 – – 

56 10 4 0,4 0,3 2 15 – – – – – 10 

57 8 5 0,3 0,3 2 – 15 – – – – 12 

58 8 5 0,4 0,4 – – – 20 30 – – – 

59 9 5 0,5 0,6 – – – – – 30 40 – 

60 9 4 0,6 0,5 – – 30 – – 20 – – 
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                                                  Продолжение табл. 5.3 
 
Номер 

варианта 
h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

q3, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M, 
кН·м 

61 8 4 4 – 4 20 – – 50 – – – 

62 10 5 – 2,5 5 – 20 – – 30 – – 

63 6 3 – – 3 – – 20 – – 30 – 

64 12 6 5 – 6 – – 20 50 – – – 

65 10 4 – – 5 – 20 – – – – 80 

66 8 4 – – 5 15 – – – – 20 – 

67 8 5 – 2 5 20 – – – 40 – – 

68 8 4 – – 4 – – – – – 80 40 

69 9 4 – 3 5 – – – – 60 – 40 

70 10 5 8 – 5 – 15 – 60 – – – 
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                                                                     Продолжение табл. 5.3 
 

Номер 
варианта 

h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

M, 
кН·м 

71 10 5 2,5 – 20 – – 80 – 

72 10 6 – – – 15 – – – 

73 10 4 2 – – – – – – 

74 10 5 – – 15 – – 80 – 

75 9 5 – – – 20 – – – 

76 9 6 – – – – – – 60 

77 9 4 2 – – – – 10 – 

78 8 6 3 – – – – 80 10 

79 8 6 3 4 – – 40 60 – 

80 8 5 – 4 – – 30 – – 

 
 
 
 
 
 

 
 



 122 

                                             Продолжение табл. 5.3 
 
Номер 

варианта 
h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

q3, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M, 
кН·м 

81 8 4 4 – 4 20 – – 50 – – – 

82 10 5 – 2,5 5 – 20 – – 30 – – 

83 8 4 – – 3 – – 20 – – 30 – 

84 6 4 5 – 6 – – 20 50 – – – 

85 12 6 – – 5 – 20 – – – – 80 

86 10 4 – – 5 15 – – – – 20 – 

87 8 5 – 2 5 20 – – – 40 – – 

88 8 5 – – 4 – – – – – 80 40 

89 9 5 – 3 5 – – – – 60 – 40 

90 9 4 8 – 5 – 15 – 60 – – – 
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                                                   Окончание табл. 5.3 
 

Номер 
варианта 

h, 
м 

b, 
м 

a, 
м 

c, 
м 

d, 
м 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

q3, 
кН/м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

M, 
кН·м 

91 8 4 0,6 0,5 5 20 – – – – – 50 

92 10 5 0,5 0,6 – – 20 – 20 30 – – 

93 8 4 0,4 0,4 – – – 25 – 20 – – 

94 6 4 0,3 0,4 4 – – – – – 30 14 

95 12 6 0,6 0,5 – – – – 40 20 – – 

96 10 4 0,4 0,3 2 15 – – – – – 10 

97 8 5 0,3 0,3 2 – 15 – – – – 12 

98 8 5 0,4 0,4 – – – 20 30 – – – 

99 9 5 0,5 0,6 – – – – – 30 40 – 

100 9 4 0,6 0,5 – – 30 – – 20 – – 
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Глава 6 
 

ВИДЫ СЛОЖНОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ 
 
 
 
 
 

Сочетание простейших видов деформаций называется сложным сопро-
тивлением. При расчете элементов конструкций, испытывающих сложные со-
противления, используют принцип независимости действия сил, т. е. определя-
ют деформации и напряжения для каждого простейшего вида сопротивления, а 
затем результаты суммируют алгебраически, геометрически или согласно од-
ной из теорий прочности. При этом задача сводится к определению опасного 
сечения по длине бруса и опасной точки в этом сечении. 

В данной главе приведены методики решения задач на косой изгиб, вне-
центренное растяжение или сжатие, совместное действие изгиба с кручением. 

 
6.1. Косой изгиб 

 
Косой изгиб – вид сложного сопротивления, который возникает при дей-

ствии внешних нагрузок, перпендикулярных продольной оси бруса, но распо-
ложенных вне главных плоскостей инерции. Поэтому косой изгиб можно рас-
сматривать как сочетание двух плоских изгибов во взаимно перпендикулярных 
плоскостях, разложив все силы по направлению главных центральных осей 
инерции поперечных сечений. 

При косом изгибе балки нормальные напряжения в произвольной точке 
поперечного сечения с координатами у и z определяются по формуле: 

в г
σ ,

z y

M M
y z

J J
                                              (6.1) 

где zJ  и yJ  – главные центральные моменты инерции поперечного сечения 

балки относительно осей z и y; вМ  и гМ  – изгибающие моменты в поперечном 
сечении в вертикальной и горизонтальной плоскостях.  

Положение нейтральной оси поперечного сечения определяется по фор-
муле: 

г

в
tgα ,z

y

М J

JМ
                                                (6.2) 

где α - угол наклона нейтральной оси к горизонтальной главной центральной 
оси инерции. 

Максимальные и минимальные нормальные напряжения возникают в 
точках, наиболее удаленных от обеих главных центральных осей инерции и для 
симметричных сечений определяются по формуле: 
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max

г в
σ ,

y z

M М

W W
                                            (6.3) 

где zW  и yW  – моменты сопротивления поперечного сечения изгибу относи-

тельно осей z и y. 
Если внешние нагрузки лежат в одной плоскости, то положение 

нейтральной оси определяется по формуле: 

tgα tg ,z

y

J

J
                                               (6.4) 

где   – угол между силовой плоскостью, в которой действуют внешние нагруз-
ки, и главной вертикальной осью инерции поперечного сечения балки. 

Напряжения в этом случае определяются по формуле: 

max min
cos sin

σ ,
z y

M
W W

  
    

 
                                 (6.5) 

где М – результирующий момент, действующий в силовой плоскости. 
Прогиб f   и угол поворота θ  сечения балки при косом изгибе определя-

ются как геометрические суммы прогибов и углов поворота от составляющих 
изгибающего момента, действующих в главных плоскостях инерции балки 

2 2
z yf f f   и 2 2θ θ θz y  ,                                (6.6) 

где fz  и yf  – прогибы в направлении осей z и y; θz  и θ y  – углы поворота сече-

ния вокруг осей z и y. 
          

Пример 6.1. 
 

Для балки (рис. 6.1) построить эпюры нормальных напряжений по сторо-
нам поперечного сечения (см. табл. П. 1)  в защемлении, определить наиболь-
шее нормальное напряжение и полный прогиб свободного конца балки при 

F = 2 кН, o15  . 

 
Рис. 6.1. 
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Решение. 
Раскладываем силу F на ее составляющие, действующие в вертикальной и 

горизонтальной плоскостях: 

cos15 2000 0,96 1920yF F      Н; 

sin15 2000 0,26 520zF F      Н. 
Максимальные изгибающие моменты в вертикальной и горизонтальной 

плоскостях будут в защемленном сечении балки: 

max
в 1920 2 3840 Н мyM F l     ; 

max
г 520 2 1040 Н мzM F l     . 

По ГОСТ 8239-89 (см. табл. П. 1)для заданного профиля находим момен-
ты инерции и моменты сопротивления сечения: 

572zJ   4см ;    41,9yJ   4см ;     81,7zW   3см ;     11,5yW  3см , 

что при переводе в единицы СИ соответствует: 
8 4572 10  м ;zJ    8 441,9 10  мyJ   ; 6 381,7 10  смzW   ;  6 311,5 10  м .yW    

Наибольшие нормальные напряжения от изгиба в вертикальной плоско-
сти: 

max
max

в
в 6

6
3840

σ 47 10  Па 47
81,7 10z

M

W     


 МПа, 

а наибольшие нормальные напряжения от изгиба в горизонтальной плоскости: 

max
max

г
г 6

6
1040

σ 90,4 10  Па 90,4
11,5 10y

M

W     


 МПа. 

Эпюры нормальных напряжений даны на рис. 6.2. Таким образом, 
наибольшие нормальные напряжение будут в крайних угловых точка попереч-
ного сечения. Как видно по эпюрам нормальных напряжений 

maxσ 47 90,4 137,4    МПа;       minσ 47 90,4 137,4      МПа. 

 
Рис. 6.2. 
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Прогиб свободного конца балки в вертикальной плоскости [10] 
3 3

3
11 8

1920 2
4,5 10  м

3 3 2 10 572 10

y
y

z

F l
f

EJ





   
   

  или  4,5yf   мм, 

а величина прогиба в горизонтальной плоскости 
3 3

3
11 8
520 2

16,5 10  м
3 3 2 10 41,9 10

z
z

y

F l
f

EJ





   
   

 или  16,5zf   мм. 

Полный прогиб свободного конца балки  
2 2 2 24,5 16,5 17,1y zf f f      мм. 

 
 
 

Пример 6.2. 
 
Для бруса прямоугольного поперечного сечения (рис. 6.3) требуется: 
1. Построить эпюры изгибающих моментов в главных плоскостях; опре-

делить из расчета на прочность размеры поперечного сечения, принимая 

admσ =160  МПа и отношение сторон 2
h

b
 ; 

2. Для опасного поперечного сечения построить эпюры нормальных 
напряжений от каждого из изгибающих моментов и суммарную эпюру нор-
мальных напряжений. 

 
 

Рис. 6.3. 
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Решение. 
Согласно принципу независимости действия сил рассмотрим отдельно 

действие сил, вызывающих изгиб в вертикальной и горизонтальной плоскостях. 
Изгиб в вертикальной плоскости вызывается действием силы F1 и равномерно 
распределенной нагрузкой. Определим величину изгибающих моментов в ха-
рактерных точках: 

в 0;AM   
в 3 3

в 3 3 3
1

1 0,5 20 10 1 0,5 10 10  Н м 10 кН м;

1 2,5 2 20 10 1 2,5 30 10 2 110 10  Н м 110 кН м.

B

D

M q

M q F

               

                    
 

Изгиб в горизонтальной плоскости вызывается силой F2. Определим ве-
личину изгибающих моментов в характерных точках: 

г г г

г 3 3
2

0;      0;     0;

1 40 10 1 40 10  Н м 40 кН м.

А В С

D

M M M

M F

  

         
 

Эпюры изгибающих моментов показаны на рис. 6.4, а. Максимальные из-
гибающие моменты в вертикальной и горизонтальной плоскостях будут в сече-
нии D: 

max max
в в г г110 кН м;     40 кН м.D DM M M M       

 
 

 
 

Рис. 6.4. 
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Опасное сечение балки будет в защемлении. Запишем условие прочности 
для опасного сечения  

max max
max adm

в г
σ σ .

z y

M M

W W
    

Для бруса прямоугольного сечения моменты сопротивления равны: 
2

6z
bh

W        и      
2

;
6y

b h
W   

при 2h b   получим 
2 3(2 ) 2

6 3z
b b b

W


       и        
2 32

.
6 3y

b b b
W

 
   

 
Подставляя значение величин в условие прочности, получим 

max

3 3
6

3 3

110 10 40 10
σ 160 10  Па.

2 1

3 3
b b

 
   

 
 

Решая уравнение относительно b, получим 0,12b  м =120 мм и 
2 240h b   мм. Для построения эпюр нормальных напряжений определяем 

наибольшие напряжения, для чего вычислим моменты сопротивления сечения: 
2 2 2 2

6 3

2 2 2 2
6 3

12 10 (24 10 )
1152 10  м ;

6 6

(12 10 ) 24 10
576 10  м .

6 6

z

y

bh
W

b h
W

 


 


  
   

  
   

 

Наибольшие нормальные напряжения от изгиба в вертикальной плоско-
сти: 

max
max

в 3
в 6

6
110 10

σ 95 10  Па 95
1152 10z

M

W 


    


 МПа. 

Наибольшие нормальные напряжения от изгиба в горизонтальной плос-
кости: 

max
max

г 3
г 6

6
40 10

σ 70 10  Па 70
576 10y

M

W 


    


 МПа. 

Наибольшие нормальные напряжения будут в точках K и N: 
 

σ 95 70 165K     МПа; 
    σ 95 70 165N       МПа. 

 

Эпюры нормальных напряжений показаны на рис. 6.4, б 
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6.2. Задания для расчета на косой изгиб 
 

Для расчетной схемы балки при заданных значениях геометрических раз-
меров и нагрузок необходимо: 

1) определить положение нейтральной оси; 
2) вычислить наибольшие и наименьшие напряжения в опасном сечении 

балки; 
3) построить эпюры напряжений; 
4) найти прогиб балки в середине пролета или на свободном конце кон-

сольной балки. 
Данные для расчета взять из таблиц 6.1, 6.2, 6.3 и табл. П. 1. 

 
                                                                                                  Таблица 6.1 

 

Схема 
балки 

Схема 
сечения 

Материал 
Пролет l, 

м 
Размеры  

сечения, см 
Угол 

φ,град 

Нагрузка 
F, 
кН 

М, 
кН·м 

q, 
кН/м 

1 

А дерево 1,5 b×h=12×20  60 – 4 – 
Б Ст 3 1,4 двутавр № 24 30 – 3 – 

В Ст 3 1,3 
швеллер 

№ 24 
45 – 5 – 

Г Ст 3 1,6 
2 швеллера 

№ 8 
60 – 6 – 

Д Ст 3 1,7 
2 швеллера 

№ 10 
30 – 7 – 

Е Ст 3 1,8 
2 двутавра 

№ 10 
60 – 8 – 

2 

А дерево 1,2 b×h=15×25  45 3 – – 
Б Ст 3 1,4 двутавр № 22 30 2 – – 

В Ст 3 1,5 
швеллер 

№ 27 
60 4 – – 

Г Ст 3 1,6 
2 швеллера 

№ 18 
30 8 – – 

Д Ст 3 1,8 
2 швеллера 

№ 20 
60 10 – – 

Е Ст 3 1,7 
2 двутавра 

№ 12 
45 9 – – 

3 

А дерево 1,2 b×h=14×28  30 – – 4 

Б Ст 3 1,3 двутавр № 24 60 – – 3 

В Ст 3 1,5 
швеллер 

№ 27 
45 – – 2 

Г Ст 3 1,4 
2 швеллера 

№ 16 
20 – – 6 

Д Ст 3 1,7 
2 швеллера 

№ 14 
30 – – 5 

Е Ст 3 1,6 
2 двутавра 

№ 14 
40 – – 7 
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Продолжение табл. 6.1 
 

Схема 
балки 

Схема 
сечения 

Материал 
Пролет 

l,м 
Размеры сечения, 

см 

Угол 
φ, 

град 

Нагрузка 

F, 
кН 

М, 
кН·м 

q, 
кН/м 

4 

А дерево 2,5 b×h=12×30  30 – 6 – 

Б Ст 3 4 двутавр № 55 40 – 5 – 

В Ст 3 5 швеллер № 30 50 – 7 – 

Г Ст 3 6 2 швеллера № 10 60 – 8 – 

Д Ст 3 4 2 швеллера № 12 30 – 9 – 

Е Ст 3 6 2 двутавра № 14 40 – 10 – 

5 

А дерево 3 b×h=18×30  40 6 – – 

Б Ст 3 4 двутавр № 36 60 2,5 – – 

В Ст 3 5 швеллер № 24 30 3 – – 

Г Ст 3 6 2 швеллера № 10 20 4 – – 

Д Ст 3 5,5 2 швеллера № 12 40 3 – – 

Е Ст 3 4,5 2 двутавра № 14 50 5 – – 

6 

А дерево 4 b×h=16×28  60 – – 2 

Б Ст 3 6 двутавр № 20 50 – – 4 

В Ст 3 3 швеллер № 16 30 – – 3 

Г Ст 3 4 2 швеллера № 14 40 – – 5 

Д Ст 3 5 2 швеллера № 16 45 – – 6 

Е Ст 3 5,5 2 двутавра № 18 20 – – 7 

7 

А дерево 2 b×h=16×24  – 1 – – 

Б Ст 3 2,5 двутавр № 28 – 3 – – 

В Ст 3 2,4 швеллер № 16 – 4 – – 

Г Ст 3 2,6 2 швеллера № 14 – 6 – – 

Д Ст 3 2,3 2 швеллера № 16 – 8 – – 

Е Ст 3 2,7 2 двутавра № 20 – 10 – – 

8 

А дерево 1,5 b×h=15×25  – 2 3 – 

Б Ст 3 1,8 двутавр № 18 – 3 4 – 

В Ст 3 1,6 швеллер № 24 – 5 3 – 

Г Ст 3 1,7 2 швеллера № 12 – 6 6 – 

Д Ст 3 1,9 2 швеллера № 14 – 7 7 – 

Е Ст 3 2 2 двутавра № 16 – 8 5 – 
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Продолжение табл. 6.1 
 

Схема 
балки 

Схема 
сечения 

Материал 
Пролет 

l, м 
Размеры сече-

ния,см 

Угол 
φ, 

град 

Нагрузка 
F, 

 кН 
М, 

кН·м 
q, 

кН/м 

9 

А дерево 2,5 b×h=17×27  – 4 – 30 

Б Ст 3 4 двутавр № 30 – 6 – 20 

В Ст 3 3 швеллер № 27 – 5 – 40 

Г Ст 3 5 
2 швеллера 

№ 14 – 7 – 50 

Д Ст 3 6 
2 швеллера 

№ 16 – 8 – 60 

Е Ст 3 4,6 
2 двутавра 

№ 18 – 9 – 70 

10 

А дерево 1,6 b×h=18×24 – – 5 10 

Б Ст 3 1,8 двутавр № 27 – – 4 20 

В Ст 3 1,9 швеллер № 20 – – 3 30 

Г Ст 3 2 
2 швеллера 

№ 14 – – 6 40 

Д Ст 3 2,1 
2 швеллера 

№ 16 – – 7 50 

Е Ст 3 2,2 
2 двутавра 

№ 20 – – 8 60 

11 

А дерево 1,5 b×h=19×30 – 2 30 – 

Б Ст 3 1,7 двутавр № 24 – 3 40 – 

В Ст 3 1,9 швеллер № 24 – 5 60 – 

Г Ст 3 1,8 
2 швеллера 

№ 18 – 7 80 – 

Д Ст 3 2,3 
2 швеллера 

№ 20 – 6 70 – 

Е Ст 3 2,4 
2 двутавра 

№ 14 – 4 50 – 

12 
 

А дерево 1,2 b×h=20×29  – 2 – 20 

Б Ст 3 1,3 двутавр № 22 – 4 – 30 

В Ст 3 1,4 швеллер № 24 – 5 – 40 

Г Ст 3 1,5 
2 швеллера 

№ 22 – 7 – 50 

Д Ст 3 1,6 
2 швеллера 

№ 20 – 6 – 60 

Е Ст 3 1,7 
2 двутавра 

№ 20 – 7 – 70 
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               Окончание табл. 6.1 
 

Схема 
балки 

Схема 
сечения 

Материал 
Пролет 

l,м 
Размеры сечения, 

см 
Угол 

φ, град 

Нагрузка 

F, 
 кН 

М, 
кН·м 

q, 
кН/м 

13 

А дерево 1,5 b×h=18×32  – 3 – 10 

Б Ст 3 1,6 двутавр № 36 – 4 – 20 

В Ст 3 1,7 швеллер № 36 – 5 – 30 

Г Ст 3 1,8 2 швеллера № 18 – 6 – 40 

Д Ст 3 1,9 2 швеллера № 20 – 7 – 50 

Е Ст 3 2 2 двутавра № 24 – 8 – 60 

14 

А дерево 1,3 b×h=19×30 – 20 3 – 

Б Ст 3 1,4 двутавр № 40 – 40 4 – 

В Ст 3 1,5 швеллер № 30 – 60 5 – 

Г Ст 3 1,6 2 швеллера № 16 – 50 6 – 

Д Ст 3 1,7 2 швеллера № 20 – 60 7 – 

Е Ст 3 1,8 2 двутавра № 18 – 70 8 – 

15 

А дерево 1,4 b×h=17×32 – 1 40 – 

Б Ст 3 1,6 двутавр № 24 – 2 50 – 

В Ст 3 1,8 швеллер № 20 – 3 60 – 

Г Ст 3 1,9 2 швеллера № 22 – 4 70 – 

Д Ст 3 2,1 2 швеллера № 18 – 5 80 – 

Е Ст 3 2,2 2 двутавра № 20 – 6 60 – 

16 

А дерево 1,6 b×h=19×32  – – 2 20 

Б Ст 3 1,7 двутавр № 22 – – 3 30 

В Ст 3 1,9 швеллер № 27 – – 4 40 

Г Ст 3 1,8 2 швеллера № 16 – – 5 50 

Д Ст 3 2,3 2 швеллера № 20 – – 6 40 

Е Ст 3 2,4 2 двутавра № 22 – – 7 50 
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       Таблица 6.2 
Схемы закрепления и нагружения балок 

                                                      

Номер 
схемы 

Схема балки 

1 

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 
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Продолжение табл. 6.2 
 

Номер 
схемы 

Схема балки 

6 

 

7 

 

8 

 

9 

 

10 

 

11 
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Окончание табл. 6.2 
 

Номер 
схемы 

Схема балки 

12 

 

13 

 

14 

 

15 

 

16 
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Таблица 6.3 
Схемы поперечных сечений балок 

 
А Б В 

      

Г Д Е 
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6.3. Внецентренное растяжение или сжатие 
 
Если действующая на брус продольная растягивающая или сжимающая 

сила приложена на некотором расстоянии от центра тяжести сечения, то возни-
кает внецентренное растяжение или сжатие. Расстояние между точкой прило-
жения силы и центром тяжести сечения бруса называется эксцентриситетом. 
Для практики весьма важны случаи внецентренного сжатия, например, для ка-
менных и кирпичных столбов, бетонных колонн и др. 

Внецентренное приложение сжимающей силы можно привести к случаю 
сжатия центральной силой F и чистому изгибу моментом М Fe , если пере-
нести силу F в центр тяжести поперечного сечения и уравновесить ее (рис. 6.5). 

 

 
Рис. 6.5. 

 
Так как изгибающий момент во всех сечениях постоянен, то проверку 

прочности можно производить по любому сечению бруса. Если отбросить 
верхнюю часть бруса по сечению m-n и рассмотреть нижнюю (рис. 6.6), то для 
любой точки А поперечного сечения с координатами y, z нормальное напряже-
ние будет равно алгебраической сумме напряжений 

σ σ σ σ
y zA F M M   ,                                         (6.7) 

где σF
F

A
   − напряжение от сжимающей центрально приложенной силы F;          

σ
yM y

y

z
M

J
   − напряжение от изгибающего момента относительно главной 

оси сечения у; σ
zM z

z

y
M

J
   − напряжение от изгибающего момента относи-

тельно главной оси сечения  z. 
Знак минус указывает на то, что данные нагрузки вызывают в точке А де-

формацию сжатия. 
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Рис. 6.6. 
 
Изгибающие моменты определяются  

;y FM Fz      ;z FM Fy  

где Fz  и Fy  - координаты точки С приложения силы F. 
После подстановки имеем:  

σ .A F F
y z

F z y
Fz Fy

A J J
     

Окончательный вид формулы для определения напряжений в любой точ-
ке поперечного сечения получаем после простых преобразований 

1
σ ,F F

y z

z y
F z y

A J J

 
     

 
                                   (6.8) 

где ,  y zJ J  − моменты инерции поперечного сечения; ,  F Fy z  − координаты 

точки приложения силы F. 
У каждого из слагаемых данного уравнения знак плюс берется для растя-

гивающего, а знак минус – для сжимающего напряжения. 
Условие прочности при внецентренном растяжении или сжатии имеет 

вид: 
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max max
max adm

1
σ σ ,F F

y z

z y
F z y

A J J

 
      

 
                   (6.9) 

где max max,  z y − координаты наиболее удаленных точек сечения от его центра 
тяжести. 

Уравнение нейтральной оси при внецентренном растяжении или сжатии 
имеет вид: 

0 01
0,F F

y z

z y
z y

A J J
                                      (6.10) 

где 0 0,  z y  − координаты точек, лежащих на нейтральной оси. 
Это уравнение является уравнением прямой, не проходящей через центр 

тяжести сечения. Величины отрезков, отсекаемых на координатных осях y и z 
нейтральной осью, определяются из уравнения: 

2 2
 1 0,yz

F F
y z

aa
z y

i i
                                     (6.11) 

где 0 0,  z ya z a y   - отрезки, определяющие положение нейтральной оси. 

Величины отрезков определяются по формулам:   
2

;y
z

F

i
a

z
     

2
,z

y
F

i
a

y
                                    (6.12) 

где ,  z yi i  - радиусы инерции поперечного сечения относительно осей y и z. 

Знак минус в этих формулах указывает на то, что нейтральная ось распо-
лагается по другую сторону центра тяжести сечения, по сравнению с точкой 
приложения силы F, действующей на брус. 

Если поперечное сечение имеет сложную форму, то необходимо найти 
центр тяжести сечения, положение главных центральных осей и главные мо-
менты инерции, пользуясь формулами и указаниями, приведенными в главе 2. 
В формулы, содержащие моменты инерции, необходимо подставлять значения 
главных моментов инерции сечения. 

 
Пример 6.3. 
 
Короткий чугунный стержень, поперечное сечение  которого показано на 

рис. 6.7, сжимается продольной силой F, приложенной в точке А. 
Требуется: 
1. Вычислить наибольшее растягивающее и наибольшее сжимающее 

напряжения в поперечном сечении, выразив величины этих напряжений через F 
и размеры сечений. 
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2. Найти допускаемую нагрузку F при заданных размерах сечения и до-

пускаемых напряжениях для чугуна на сжатие adm
cσ  и на растяжение adm

pσ : 

adm
cσ 110  МПа,  adm

pσ 24  МПа. 

 

 
Рис. 6.7. 

 
Определяем координату центра тяжести сечения. Проведем вспомога-

тельную ось y : 

   1 1 2 2

1 2

16 6 ( 3) 6 8 3 144
1

16 6 6 8 144c
Sy A z A z

z
A A A

       
     

   



 см. 

Для определения положения нейтральной оси находим геометрические 
характеристики сечения. 

Моменты инерции: 
3 3

2 26 6
16 6 16 2 8 6 8 4 1584

12 12cyJ            см4; 

3
3 6 8

16 6 2304
12 12czJ    см4. 

 
Радиусы инерции: 
 

1584
11 3,31

144
cy

y
J

i
A

     см; 

2304
16 4

144
cz

z
J

i
A

     см. 
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Нейтральная ось пересекает оси cz  и cy  в точках: 

2
;z

y
F

i
a

y
       

2

;y
z

F

i
a

z
     7Fz  см;  4Fy  см. 

   
24

4
4ya


    см;    
23,31

1,57
7za


    см. 

Максимальное напряжение возникает в точках, наиболее удаленных от 
нейтральной оси, т. е. в точках А и В. Определяются они по формуле: 

max maxσ ,
c c

F F

y z

Fz z Fy yF

A J J
     

где max max,  z y  – координаты точек А и В. 
Наибольшее сжимающее напряжение: 

1 7 4
σ 7 4 0,044

144 1584 2304А F F         
. 

Наибольшее растягивающее напряжение: 
1 ( 5) ( 8)

σ 7 4 0,028 .
144 1584 2304B F F

         
 

Находим допускаемую нагрузку: 
c
admσ σ 110 МПаA   ;        0,044 F110;     F0,25 МН. 
p
admσ σ 24 МПаB   ;         0,028F 24;      F0,09 МН. 

 
Допускаемая нагрузка F = 0,09 МН. 
 
 
 

6.4. Задания для расчета на внецентренное  
растяжение или сжатие 

 
Колонна заданного поперечного сечения с известными размерами нагру-

жена сжимающей силой F , приложенной вне центра тяжести сечения в указан-
ной точке. Требуется: 

1) Определить положение нейтральной оси; 
2) Вычислить наибольшие напряжения в опасном сечении колонны; 
3) Построить эпюры напряжений в опасном сечении. 
Данные для расчета взять из таблиц 6.4, 6.5 и табл. П. 1. 
Примечание: собственным весом колонны при расчетах пренебречь. 
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                                                                        Таблица 6.4 
 
 

Вариант 
Схема 

сечения 
Материал Размеры сечения, см 

Точка при-
ложения 
силы F 

Нагрузка 
F, кН 

1 
 

А дерево b x h = 15 x 25 1 20 

Б Ст 3 двутавр № 16 2 30 

В Ст 3 швеллер № 16 3 40 

Г Ст 3 2 швеллера № 14 4 50 

Д Ст 3 2 швеллера № 12 5 60 

Е Ст 3 2 двутавра № 14 6 70 

Ж чугун b = 20 7 35 

З чугун b x h = 20 x 30, D = 10 8 45 

И Ст 3 2 швеллера № 12, а = 10  1 75 

К Ст 3 2 двутавра № 14, а = 10  2 80 

2 
 

А дерево b x h = 16 x 27  2 25 

Б Ст 3 двутавр № 18 3 35 

В Ст 3 швеллер № 18 4 45 

Г Ст 3 2 швеллера № 16 5 50 

Д Ст 3 2 швеллера № 18 6 60 

Е Ст 3 2 двутавра № 16 7 70 

Ж  чугун b = 30  8 55 

З чугун b x h = 25 x 35 , D = 12  1 65 

И Ст 3 2 швеллера № 14, а = 10   2 65 

К Ст 3 2 двутавра № 16, а = 10 3 75 
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                                   Продолжение табл. 6.4 
 

Вариант 
Схема 

сечения 
Материал Размеры сечения 

Точка при-
ложения си-

лы F 

Нагрузка 
F, кН 

3 

А дерево b x h = 17 x 28  3 30 
Б Ст 3 двутавр № 14 4 40 

В Ст 3 швеллер № 20 5 48 

Г Ст 3 2 швеллера  № 14 6 52 

Д Ст 3 2 швеллера  № 16 7 62 

Е Ст 3 2 двутавра № 18 8 72 

Ж чугун b = 32 1 60 

З чугун b x h = 24 x 32, D = 8  2 70 

И Ст 3 2 швеллера  № 18, а = 14  3 66 

К Ст 3 2 двутавра  № 12, а = 8  4 74 

4 

А дерево b x h = 18 x 36 4 40 

Б Ст 3 двутавр  № 20 5 44 

В Ст 3 швеллер № 20 6 54 

Г Ст 3 2 швеллера  № 18 7 64 

Д Ст 3 2 швеллера  № 16 8 74 

Е Ст 3 2 двутавра № 14 1 46 

Ж чугун b = 34  2 38 

З чугун b x h = 28 x 36, D = 14 3 48 

И Ст 3 2 швеллера  № 16, а = 8  4 58 

К Ст 3 2 двутавра № 18, а = 12 5 72 

5 

А дерево b x h = 20 x 24 5 28 

Б Ст 3 двутавр № 22 6 38 

В Ст 3 швеллер № 22 7 48 

Г Ст 3 2 швеллера № 20 8 62 

Д Ст 3 2 швеллера № 22 1 76 

Е Ст 3 2 двутавра № 20 2 78 

Ж чугун b = 28  3 46 

З чугун b x h = 22 x 34, D = 6  4 56 

И Ст 3 2 швеллера № 20, а = 6  5 80 

К Ст 3 2 двутавра № 20, а = 12 6 82 
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Продолжение табл. 6.4 
 

Вариант 
Схема 

сечения 
Материал Размеры сечения, см 

Точка при-
ложения си-

лы F 

Нагрузка 
F, кН 

6 

А дерево b x h = 22 x 38 6 36 

Б Ст 3 двутавр  № 22 7 46 

В Ст 3 швеллер № 22 8 48 

Г Ст 3 2 швеллера № 22 1 68 

Д Ст 3 2 швеллера № 20 2 72 

Е Ст 3 2 двутавра  № 22  3 74 

Ж чугун b = 24 4 50 

З чугун b x h = 24 x 34, D = 8 5 60 

И Ст 3 2 швеллера  № 22, а = 8 6 74 

К Ст 3 2 двутавра № 22, а = 12  7 69 

7 

А дерево b x h = 22 x 30 7 25 

Б Ст 3 двутавр № 24 8 48 

В Ст 3 швеллер № 24 1 52 

Г Ст 3 2 швеллера № 24 2 63 

Д Ст 3 2 швеллера № 22 3 68 

Е Ст 3 2 двутавра № 20 4 64 

Ж чугун b = 22 5 43 

З чугун b x h = 26 x 36, D = 6  6 49 

И Ст 3 2 швеллера  № 24, а = 4  7 78 

К Ст 3 2 двутавра № 24, а = 13 8 84 

8 

А дерево b x h = 18 x 32 8 35 

Б Ст 3 двутавр № 27 1 62 

В Ст 3 швеллер № 27  2 68 

Г Ст 3 2 швеллера № 22 3 85 

Д Ст 3 2 швеллера № 24 4 87 

Е Ст 3 2 двутавра № 22 5 78 

Ж чугун b = 26  6 52 

З чугун b x h = 26 x 36, D = 9 7 58 

И Ст 3 2 швеллера  №  27, а = 5 8 86 

К Ст 3 2 двутавра № 27, а = 14 1 88 
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                                                   Таблица 6.5 
 

Схемы поперечных сечений колонны 
 

А Б В 

 
  

Г Д Е 
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 Окончание табл. 6.5 
 

Ж З 

 

 

И К 
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6.5. Изгиб с кручением 
 
Помимо крутящих моментов валы могут испытывать воздействие изги-

бающих моментов. Последние возникают от действия собственного веса вала, 
усилий натяжения приводных ремней, весов шкивов, усилий зацепления в 
зубьях зубчатых передач и т. п. 

Крутящий момент на валу или его участке определяется по формулам: 

9550 ,
N

Т
n

                                             (6.13) 

где Т – крутящий момент, Нм; N – мощность двигателя, кВт; n – число оборотов 
вала в минуту, или               

1 1( ),
2

D
Т t t                                             (6.14) 

где D – диаметр ведущего шкива, соединенного с двигателем приводным рем-

нем;  t1 – усилие натяжения в набегающей ветви приводного ремня;  1t
  – уси-

лие натяжения в сбегающей ветви приводного ремня. 
Определив крутящий момент по формуле (6.13) и, зная соотношение 

между усилиями t1 и 1t
 , определяют эти усилия из формулы (6.14) при извест-

ном диаметре шкива. Если усилия 1 1,  t t   последовательно перенести в центр тя-
жести сечения вала и уравновесить их, то получим два момента пар сил, 
направленных в противоположные стороны. Равнодействующий момент этих 
моментов и будет равен крутящему моменту в том сечении, где находится 

шкив. Вместе с этим в центре этого сечения вала возникнет нагрузка, 1 1 ,S t t    
которая может быть направлена под углом к горизонту. В этом случае ее рас-
кладывают на вертикальную и горизонтальную составляющие:   

sinα;  cosαy zS S S S    . 

При наличии на валу нескольких ведомых шкивов крутящие моменты и 
изгибающие нагрузки определяются аналогичным способом. Таким образом, 
вал будет испытывать одновременно деформацию кручения от крутящих мо-
ментов и деформацию поперечного изгиба в двух плоскостях – вертикальной и 
горизонтальной. Дальнейший расчет вала на изгиб с кручением осуществляется 
в таком порядке: 

1. Строится эпюра крутящих моментов T. 
2. Вычерчивается схема вала в виде балки на двух опорах и загружается 

только вертикальными изгибающими нагрузками. С помощью уравнений ста-
тики определяются реакции на опорах, и строится эпюра изгибающих моментов 

от этих нагрузок в
иM . 
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3. Вал загружается только горизонтальными изгибающими нагрузками, 
от них определяются реакции на опорах, и строится эпюра изгибающих момен-

тов от горизонтальных нагрузок г
иM . 

4. В характерных сечениях вала определяются суммарные изгибающие 
моменты в виде геометрической суммы изгибающих моментов, возникающих в 
этих сечениях от вертикальных и горизонтальных нагрузок:  

в 2 г 2
и и и( ) ( ) .M M M   Строится суммарная эпюра изгибающих моментов иM . 

При построении эпюр выбирается необходимый масштаб, и применяются зна-
ки, принятые в сопротивлении материалов при построении эпюр крутящих и 
изгибающих моментов. 

5. Выбирается опасное сечение по длине вала, где одновременно крутя-

щий и суммарный моменты достаточно большие – на основании эпюр иM  и Т . 
6. На основании третьей или четвертой теории прочности для опасного 

сечения определяется расчетный (эквивалентный) момент по формулам: 
 

III 2 2 IV 2 2
р и р и;     0,75 .M T M M M T                      (6.15) 

 
7. Определяется диаметр сечения вала на основании условия прочности: 

 

P
max admσ σ ,

z

M

W
                                       (6.16) 

где 
4 3/ 64 π

π
/ 2 / 2 32
z

z
J d d

W
d d

    – момент сопротивления поперечного сечения 

вала изгибу. 
 

P3
adm

32

πσ

M
d  .                                               (6.17) 

 
Величина диаметра округляется до ближайшего целого. 
 
Пример 6.4. 
 

Шкив с диаметром D1 и с углом наклона ветвей ремня к горизонту 1α   де-
лает n оборотов в минуту и передает мощность N. Два других шкива имеют 
одинаковый диаметр D2 и одинаковые углы наклона ветвей ремня к горизонту 

2α  и, каждый из них передает мощность N/2 (рис. 6.8). 
Требуется: 
1. Определить моменты, приложенные к шкивам, по заданным N и n ; 
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2. Построить эпюру крутящих моментов Т ; 
3. Определить окружные усилия t1 и t2 действующие на шкивы, по дан-

ным моментам и заданным диаметрам шкивов D1  и D2; 
4. Принять 1 22t t  ; 
5. Определить силы, изгибающие вал в горизонтальной и вертикальной 

плоскостях (вес шкивов и вала не учитывать); 
6. Построить эпюры изгибающих моментов от горизонтальных и верти-

кальных сил верт. гор.,  М М ; 

7. Построить эпюры суммарных изгибающих моментов, пользуясь фор-

мулой  2 2
и гор вертМ М М  ; 

8. При помощи эпюр Т и иМ  найти опасное сечение и определить макси-
мальный расчетный момент (по третьей теории прочности); 

9. Подобрать диаметр вала d при admσ = 70 МПа и округлить его значе-
ние. 

 
Решение. 
1. Определяем крутящие моменты: 

 

1
1

2
2

9,55 9,55 90
1,32 кН м;

650 650
9,55 9,55 45

0,66 кН м.
650

N
T

N
T

n

 
   

 
   

 

 
2. Строим эпюру крутящих моментов (см. рис. 6.8). 
 
3. Определяем усилия натяжения в ветвях ремней: 

 

1
1

1

2 2 1,32
2,64 кН

1

T
t

D

 
   ;     2

2
2

2 2 0,66
2,2 кН

0,6

T
t

D

 
   . 

 
4. Определяем изгибающие нагрузки: 

 

1 1 2 2 2 22 7,92 кН;    2 6,60 кНS t t S t t        . 
 

5. Определяем изгибающие нагрузки в вертикальной плоскости  и реак-
ции от этих нагрузок: 

1 11

2 22

sinα 7,92 sin 75 7,92 0,9659 7,65 кН;

sinα 6,6 sin80 6,6 0,9848 6,49 кН.

y

y

S S

S S
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Рис. 6.8. 
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2 1 20;     0,6 0,9 1,8 0,3 0;

6,49 0,6 6,49 0,3 7,65 0,9 1,8 0;

0,61 кН.

A
y y у y

В
у
В

М S S R S

R

yRB

        

       



 

2 2 1

2 2 1

0;  2,4 2,1 1,8 0,9 0;

6,49 2,4 6,49 2,1 1,8 7,65 0,9 0;

20,02 кН.

0;    0;

6,49 6,49 20,02 7,65 0,61 0;

 0 0.

B
y y y y

A
y
A

y
A

y y y y y
BA

M S S R S

R

R

У S S R S R

        

       



      

     


 

 
Строим эпюру изгибающих моментов в вертикальной плоскости: 

и

и

и

6,49 0,3 1,95 кН м;

6,49 0,6 6,49 0,3 5,84 кН м;

0,9 0,61 0,9 0,55 кН м.

Е

А

yF
B

M

M

M R

     

       

     

 

 
6. Определяем изгибающие нагрузки в горизонтальной плоскости  и ре-

акции от этих нагрузок: 
 

1 1 1

2 2 2

cosα 7,92 cos75 2,05 кН;

cosα 6,6 cos80 1,15 кН.

z

z

S S

S S

    

    




 

2 1 2

0;

0,6 0,9 1,8 0,3 0;

A

z z z z
В

М

S S R S



       
 

1,6 кН.B
zR     

2 2 1

2 2 1

0;

2,4 2,1 1,8 0,9 0;

1,85 кН.

0;    0;

1,15 1,15 1,85 2,05 1,6 0;

0 0.

B

z z z z
A

z
A

z z z z z
A B

M

S S R S

R

Z S S R S R
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Строим эпюру изгибающих моментов в горизонтальной плоскости: 
 

и

и

и

1,15 0,3 0,45 кН м;

1,15 0,6 1,15 0,3 1,04 кН м;

1,6 0,9 1,44 кН м.

Е

А

F

M

M

M

   

     

   

 

 
7. Строим эпюру суммарных изгибающих моментов: 
 

2 2
и 1,95 0,45 1,96 кН м;ЕM      

2 2
и 5,84 1,04 5,93 кН м;АM      

2 2
и 0,55 1,44 0,92 кН м.FM      

 
 8. Опасным сечением будет сечение А:  

 

и 5,93 кН м;   1,32 кН м.AM Т     

 
Расчетный момент для сечения А: 
 

III 2 2
р 5,93 1,32 6,08 кН м.M      

 
 9. Определяем диаметр сечения вала:  
 

3
р 33

adm

32 32 6,08 10
0,096 м 96 мм.

πσ 3,14 70

M
d

 
   


 

 
Принимаем диаметр вала d = 100 мм. 
 
 

6.6. Задания для расчета на изгиб с кручением 
 
Трансмиссионный вал делает n оборотов в минуту при мощности N. На 

шкив с диаметром D1 с углом наклона ремней ветвей ремня к горизонту 1α  пе-
редается мощность N кВт от электродвигателя. Два других шкива имеют оди-
наковый диаметр D2 и одинаковые углы 2α  наклона ветвей ремня к горизонту, 
и каждый из них передает мощность 0,5N на станки. Для заданной расчетной 
схемы и данных размеров и нагрузок требуется: 
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1) определить окружные моменты, приложенные к шкивам, по заданным 
величинам N и n; 

2) построить эпюру крутящих моментов Т; 
3) определить окружные усилия, действующие на шкивы; 
4) определить силы, изгибающие вал в горизонтальной и вертикальной 

плоскостях (вес шкива и вала не учитывать); 
5) построить эпюры изгибающих моментов от горизонтальных сил горМ  

и от вертикальных сил вертМ ; 

6) построить эпюру суммарных изгибающих моментов; 
7) найти опасное сечение и определить величину максимально-

расчетного момента по третьей теории прочности; 
8) подобрать диаметр сечения вала при admσ =80 МПа. 

 
Данные для расчета и схемы взять из табл. 6.6. 
 
 

                                                                Таблица 6.6 
 

Номер 
варианта 

Числовые значения 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

1 1,00 0,30 45 40 30 15 250 0,50 1,00 1,00 

2 0,80 0,40 15 10 40 20 200 0,50 1,30 1,20 

3 1,00 0,40 30 35 30 15 250 0,40 1,25 2,00 

4 1,20 0,50 60 55 50 25 200 0,40 1,00 2,50 

5 1,40 0,40 45 45 60 30 300 0,60 1,20 1,80 
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                                                 Продолжение табл. 6.6 
 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

6 1,00 0,30 45 40 70 35 400 0,70 1,20 1,30 

7 0,90 0,60 55 50 75 38 400 0,50 1,00 1,00 

8 1,00 0,70 60 35 80 40 500 0,60 1,00 1,10 

9 1,20 0,80 65 30 85 42 550 0,70 1,10 1,20 
10 1,20 0,90 70 45 90 45 600 0,70 1,00 1,00 

 
 

 
 

Продолжение табл. 6.6 
 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

11 1,00 0,60 75 80 90 45 650 0,60 0,90 0,90 

12 1,20 0,80 80 75 100 50 700 0,50 1,00 1,00 

13 1,20 0,70 85 30 110 55 750 0,60 1,10 1,20 

14 1,20 0,60 30 85 120 60 800 0,50 1,00 1,00 
15 1,00 0,80 35 40 130 65 360 0,60 1,20 1,00 
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   Продолжение табл. 6.6 
 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

16 1,20 0,60 40 35 140 70 400 0,50 1,00 1,00 

17 1,40 0,70 45 50 150 75 450 0,50 0,50 1,00 

18 1,20 0,60 50 45 160 80 500 0,60 1,00 1,00 

19 1,20 0,70 60 65 170 85 550 0,50 0,90 0,90 

20 1,00 0,60 65 60 180 90 600 0,60 1,00 0,90 

 
 

 
Продолжение табл. 6.6 

 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

21 1,20 0,80 15 25 30 15 250 1,00 0,80 1,20 

22 1,00 0,60 25 15 40 20 280 1,20 1,20 1,30 

23 0,80 0,50 30 45 50 25 300 1,30 1,30 1,40 

24 1,00 0,65 45 60 60 30 450 1,25 1,40 1,50 

25 1,20 0,75 60 30 70 35 500 1,40 1,00 1,60 
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                                                                                  Продолжение табл. 6.6 
 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

26 1,20 0,80 75 15 60 30 500 1,20 1,20 1,40 

27 1,00 0,90 30 45 64 32 550 1,00 0,80 1,00 

28 0,90 0,80 35 55 70 35 600 0,60 1,00 0,90 

29 0,80 0,70 40 50 74 37 650 0,60 0,90 0,80 

30 1,10 0,75 55 65 80 40 700 0,80 1,00 0,65 

 
 

                                                                              Продолжение табл. 6.6 
 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

31 1,10 0,75 45 45 170 85 500 1,00 0,90 1,10 

32 1,20 0,90 60 30 90 45 400 0,90 1,00 0,80 

33 0,90 0,70 75 15 95 47 450 0,80 0,90 1,00 

34 1,00 0,80 30 45 100 50 500 1,00 1,20 0,90 

35 1,20 0,90 25 15 110 55 550 0,90 1,00 1,20 
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                                                                                  Продолжение табл. 6.6 
 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

36 1,00 0,80 30 20 120 60 600 0,80 1,20 0,90 

37 1,20 0,90 35 45 130 65 650 1,00 0,80 0,90 

38 1,10 0,80 60 50 140 70 700 0,90 1,00 0,90 

39 1,00 0,70 75 15 150 75 300 0,80 1,00 0,70 

40 1,00 0,60 60 40 160 80 300 1,00 1,20 1,30 

 
 

 
                                                                            Окончание табл. 6.6 

 

Номер 
варианта 

D1, 
м 

D2, 
м 

α1, 
град 

α2, 
град 

N1, 
кВт 

N2, 
кВт 

n, 
об/мин 

a, 
м 

b, 
м 

c, 
м 

41 1,00 0,40 40 20 40 20 200 0,50 1,00 0,40 

42 0,80 0,50 45 25 50 25 250 0,40 1,10 0,50 

43 1,00 0,60 50 30 60 30 300 0,60 0,90 0,40 

44 1,20 0,80 55 35 70 35 200 0,40 1,00 0,60 

45 1,10 0,50 60 40 80 40 350 0,70 1,20 0,70 
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Глава 7 
 

УСТОЙЧИВОСТЬ ГИБКИХ СЖАТЫХ СТЕРЖНЕЙ 
 
 
 
 

Стержни, длина которых относительно невелика по сравнению с их попе-
речными размерами, рассчитываются на сжатие, исходя из условия прочности: 

 

admσ
F

A
 . 

 

При этом полагается, что вплоть до разрушения стержень работает на 
осевое сжатие и продольная ось его остаётся прямолинейной. 

Иная картина наблюдается при сжатии стержней, длина которых значи-
тельно больше размеров поперечного сечения. В этих случаях прямолинейная 
продольная ось стержней может искривляться. Искривление происходит в 
плоскости наименьшей жесткости стержня. 

Деформация, которая возникает при сжатии стерня и сопровождается ис-
кривлением продольной оси стержня, называется продольным изгибом, а пере-
ход прямолинейной формы продольной оси стержня в криволинейную носит 
название потери устойчивости. Нагрузка, при которой стержень теряет устой-
чивость, называется критической силой crF . 

Напряжение, возникающее в поперечном сечении стержня от критиче-
ской силы, называется критическим напряжением σcr . 

Критические напряжения весьма опасны для сжатых стержней, поэтому 
необходимо проводить расчёты на устойчивость. 

Для стержней, закрепленных на одной или двух опорах, величина крити-
ческой силы может быть определена по формуле Эйлера: 

 

2
min
2

π  

(μ )
cr

Е J
F

l
 ,                                                (7.1) 

 

где Е − модуль продольной упругости материала; minJ − минимальный осевой 
момент инерции поперечного сечения стержня; l − длина стержня; μ  − коэф-
фициент приведенной длины стержня, отражающий способ закрепления концов 
стержня (рис. 7.1); μl  − приведенная длина стержня. 

Критические напряжения            
2

2
π

σ
λ

cr
E

 ,                                                     (7.2) 

где λ − гибкость стержня                      
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min

μ
λ

 

l

i
 ,                                                    (7.3) 

где mini  − минимальный радиус инерции поперечного сечения стержня 
 

min
min

J
i

A
 ,                                             (7.4) 

 

Формула Эйлера применима для стержней с гибкостью более гибкости, 
предельной для данного материала стержня             

 

2

кр
π

λ
σ pr

E
 ,                                              (7.5) 

 

где σ pr  − предел пропорциональности материала стержня (напряжение, при 

котором сохраняется прямая пропорциональность между σ и ε ). 
Для расчёта сжатых стержней любой гибкости применяется способ, осно-

ванный на применении коэффициентов  . Этот способ расчёта сжатых стерж-
ней на устойчивость сводится к расчёту стержня как бы на простое сжатие, 
только по заниженному допускаемому напряжению с использованием форму-
лы: 

y
admadmσ σ  ,                                            (7.6) 

 

где y
admσ  − допускаемое напряжение при расчете на устойчивость;   − коэф-

фициент продольного изгиба (коэффициент понижения основного допускаемо-
го напряжения admσ  на простое сжатие), значения коэффициентов   для раз-
личных материалов приведены в табл. 7.1. 

Величина допускаемой нагрузки на устойчивость y
admF  сжатого стержня 

соответственно будет равна     
 

y y
admadm admσ σF A A   ,                                     (7.7) 

 

где А – площадь поперечного сечения сжатого стержня. 
Между критической и допускаемой нагрузкой на устойчивость существу-

ет следующая связь 
y

у admcrF К F ,                                                (7.8) 
 

где уК – коэффициент запаса на устойчивость. 
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            Таблица 7.1 
 

Гибкость, λ  
Значение коэффициента   

Материал 
Ст. 4, Ст. 3 Ст. 5 Ст. СПБ чугун дерево 

0 1 1 1 1 1 
10 0,99 0,98 0,97 0,97 0,99 
20 0,96 0,95 0,95 0,95 0,97 
30 0,94 0,92 0,91 0,81 0,93 
40 0,92 0,89 0,87 0,69 0,87 
50 0,89 0,86 0,83 0,57 0,8 
60 0,86 0,82 0,79 0,44 0,71 
70 0,81 0,76 0,72 0,34 0,6 
80 0,75 0,7 0,65 0,26 0,48 
90 0,69 0,62 0,55 0,2 0,38 
100 0,6 0,51 0,43 0,16 0,31 
110 0,52 0,43 0,35 – 0,25 
120 0,45 0,36 0,3 – 0,22 
130 0,4 0,33 0,26 – 0,18 
140 0,36 0,29 0,23 – 0,16 
150 0,32 0,26 0,21 – 0,14 
160 0,29 0,24 0,19 – 0,12 
170 0,26 0,21 0,17 – 0,11 
180 0,23 0,19 0,15 – 0,1 
190 0,21 0,17 0,14 – 0,09 
200 0,19 0,16 0,13 – 0,08 

 
В зависимости от исходных данных для расчета на устойчивость решение 

сводится к определению допускаемой нагрузки y
admF  из условий устойчивости 

сжатого стержня или к подбору площади поперечного сечения сжатого стерж-
ня. 

Рассмотрим возможные варианты решения на устойчивость сжатых 
стержней с помощью коэффициента   на следующих примерах. 

 
Пример 7.1. 
 
Определить допускаемую нагрузку для стойки, изготовленной из Ст. 3 в 

виде трубы с наружным диаметром d1 = 0,04 м и внутренним d2 = 0,03 м, длиной 
l = 1 м. Концы стойки защемлены. Допускаемое напряжение для материала 
стержня admσ = 120 МПа, предел пропорциональности материала 
σ pr = 200 МПа. Коэффициент запаса на устойчивость уК  = 2. Модуль продоль-

ной упругости материала Е = 21011 Па. 
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Решение. 
Выявим возможность решения данной задачи с помощью формулы Эйле-

ра. Для этого находим предельную гибкость для данного материала стойки 
 

2 2 11

кр 6
π 3,14 2 10

λ 99,5.
σ 200 10pr

Е  
  


 

 

Для определения действительной гибкости данной стойки находим ми-
нимальный момент инерции поперечного сечения 

 

4 4 4 4 8 4
min 1 2

π 3,14
( ) (0,04 0,03 ) 8,586 10  м .

64 64
J d d        

 

Площадь сечения 
 

2 2 2 2 4 2
1 2

π 3,14
( ) (0,04 0,03 ) 5,5 10  м .

4 4
А d d        

 

Минимальный радиус инерции 
 

8
2min

min 4
8,586 10

1,25 10
5,5 10

J
i

A







   


м. 

 

Тогда гибкость стойки при μ 0,5  
 

2
min

μ 0,5 1
λ 40.

1,25 10

l

i 


  


 

 

Сравнивая полученные значения гибкостей, приходим к выводу, что рас-
чет с помощью формулы Эйлера в данном случае не применим, так как кpλ λ .  

Расчет производим с помощью коэффициента  . Для данной стальной 
стойки при λ 40  коэффициент 0,92  . 

Найдем допускаемое напряжение на устойчивость 
 

y
admadmσ σ 0,92 120 110,4      МПа, 

 

а допускаемая нагрузка на устойчивость 
 

y y 6 4 3
adm admσ 110,4 10 5,5 10 60,72 10F A        Н 60,72 кН. 

 

Критическая нагрузка 
 

y
y adm 2 60,72 121,44crF K F    кН. 
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Пример 7.2. 
 

Подобрать двутавровое сечение стойки с одним защемленным, а другим 
свободным концом. Осевая сжимающая сила 400F  кН, длина стойки 1,5l  м. 
Основное допускаемое напряжение на сжатие admσ 160  МПа. 

 

Решение. 
Решаем задачу методом последовательных приближений. Примем для 

первого приближения коэффициент 0,5  . В этом случае необходимая пло-
щадь поперечного сечения стойки: 

 

3
4 2

1 6
adm

400 10
50 10  м .

σ 0,5 160 10

F
A 




   
  

 

 

По сортаменту выбираем двутавр № 33 (см. табл. П. 1) с площадью 
4 2

2 53,8 10  мА    и минимальным радиусом инерции 
1

2
min 2,79 10i   м.  

Соответствующая гибкость стойки при коэффициенте μ 2  
 

1

1 2
min

μ 2 1,5
λ 107

2,79 10

l

i 


  


. 

 

С помощью линейной интерполяции находим коэффициент   между его 
значениями по табл. 7.1 при λ 100  и при λ 110 . При λ 100 , 0,60  ; при 
λ 110 , 0,52  , следовательно, λ 10  , 0,08  :  

 

   λ=100 λ=107 λ=100 0,544
λ


       

. 

 

Следовательно, при λ 107  коэффициент 0,544  . 
Проводим проверку по условию  
 

1расч 2 2 admσ 5F А F     %, 
 

в нашем случае 
1

4 6
расч 0,544 53,8 10 160 10 468270F        Н 468,27  кН F . 

Находим величину расхождения между заданной и расчетной нагрузками 
 

468,27 400
δ 100 17 % 5 %

400


   . 

 

Делаем новый расчет (приближение) 
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1 2
3

0,5 0,544
0,522

2 2

   
    . 

 

Необходимая площадь поперечного сечения 
 

3
4 2

3 6
3 adm

400 10
48 10  м

σ 0,522 160 10

F
А 

   
  

. 

 

По сортаменту проката найденной площади соответствует двутавр № 30а 

(см. табл. П. 1) площадью сечения 4 2
4 49,9 10  мА    и 

2
2

min 2,95 10i   м. То-

гда гибкость 

2

2 2
min

μ 2 1,5
λ 101,7 102

2,95 10

l

i 


   


. 

 

После интерполяции получаем 
 

4
0,08

0,6 (102 100) 0,584
10

     . 

Проводим проверку 
 

2
4 6

расч 0,584 49,9 10 160 10 466265F        Н 466,265  кН F . 
 

Величина расхождения между заданной и расчетной нагрузками состав-
ляет: 

466,265 400
δ 100 16,6 % 5 %

400


   . 

Проверяем двутавр № 30 площадью сечения 4 2
5 46,5 10  мА   , 

3
2

min 2,69 10i   м. 

Гибкость 3 2
2 1,5

λ 112
2,69 10


 


. 

Коэффициент 5  находим линейной интерполяцией между значениями 
λ 110  и λ 120 . Получим 5 0,506  . 

Проверка 

3
4 6

расч 5 5 admσ 0,506 46,5 10 160 10 376500F А          Н 376,5  кН. 

Величина расхождения между заданной и расчетной нагрузками составляет 
 

400 376,5
δ 100 5,87 % 5 %

400


   . 

 



 165 

Следовательно, из трех рассмотренных номеров двутавров к практиче-
скому применению необходимо принять двутавр № 30а с площадью поперечно-

го сечения 4 249,9 10  мA   , так как нагрузка, которую воспринимает двутавр 
№ 30 меньше заданной нагрузки более чем 5 % . 

 
 

 
7.1. Задания для расчета стержней на устойчивость 

 
Подобрать поперечное сечение заданного профиля гибкого стержня при 

действии осевой сжимающей силы. Решение выполнить методом последова-
тельных приближений с помощью коэффициентов  . Допускаемые напряже-
ния для материалов стержней на сжатие принять: для стали admσ 160  МПа; 
для чугуна admσ 130  МПа; для дерева admσ 10  МПа.  

Данные для расчетов взять из рис. 7.1, табл. 7.2 и П. 1. 
 

Примечания: 
1. Для сечения прямоугольного профиля принять соотношение между размерами как 

b:h = 1:2.  
2. Для кольцеобразного сечения принять соотношение между внутренним и наруж-

ным диаметрами как d/D = 0,85. 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 7.1. 
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Таблица 7.2 
 

Номер 
варианта 

Схема поперечного 
сечения 

Материал 
Способ за-
крепления 

Длина 
стержня, 

м 

Сжимающая 
нагрузка, 

кН 

1 

 

Дерево 

а 
б 
в 
г 

3             
4             
4             

1,6          

90 
120 
150 
60 

2 

 

Дерево 

а 
б 
в 
г 

3,6          
5             
5             
2             

140 
250 
400          
180 

3 

 

Чугун 

а 
б 
в 
г 

5,2          
4,8          
4,5          
2,8          

600 
800 
900        
 700 
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  Продолжение табл. 7.2 
     

Номер 
варианта 

Схема поперечного  
сечения 

Материал 
Способ за-
крепления 

Длина 
 стерж-
ня, м 

Сжимающая  
нагрузка, 
кН 

4 

 

Чугун 

а 
б 
в 
г 
 

4,6          
3,8          
4,2          
3,2 

850 
600 
700 
900 

5 

 

Сталь 5 

а 
б 
в 
г 
 

3,2  
3,6 
8 

2,4 

380 
700 
800 
600 

6 

 

Сталь 3 

а 
б 
в 
г 

3,6          
4,5 
5             

2,2 

280 
650 
450 
250 
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                                                                                 Окончание табл. 7.2 
 

Номер 
варианта 

Схема поперечного  
сечения 

Материал 
Способ за-
крепления 

Длина 
стержня, 

м 

Сжимающая 
нагрузка, 

кН 

7 

 

Сталь 3 

а 
б 
в 
г 

3             
4             

5,5          
4,8          

300 
400 
250 
350 

8 

 

Сталь 3 

а 
б 
в 
г 

5,5          
6,6          
7             

3,5          

960 
500 
800 
750 

9 

 

Сталь 3 

а 
б 
в 
г 

3             
7             
6             
4             

930 
740 
830 
980 
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1. СТАТИКА  

1.1.  Основные понятия статики 

Статика представляет раздел теоретической механики, в котором осве-

щаются условия равновесия тел под действием систем сил. 

Материальной точкой называют простейшую модель материального 

тела, размерами которого можно пренебречь и которое можно принять за гео-

метрическую точку, имеющую массу, равную массе тела. Совокупность мате-

риальных точек называется системой материальных точек. Если система ма-

териальных точек такова, что движение каждой точки зависит от положения и 

движения остальных точек системы, то система называется механической си-

стемой материальных точек. Любое материальное тело представляет собой 

механическую систему материальных точек. Если точки системы связаны меж-

ду собой так, что расстояния между любыми двумя точками не изменяются, то 

система называется неизменяемой системой, а тело – абсолютно твердым 

телом.  

Силой в механике называют меру механического действия одного мате-

риального объекта (например, твердого тела) на другой. Единицей измерения 

силы в системе СИ является ньютон (Н). Совокупность сил, действующих на 

механическую систему (в частности, на твёрдое тело), называют системой сил. 

Если система сил, приложенная к твердому телу, оставляет его в состоя-

нии покоя или равномерного прямолинейного движения, то такая система сил 

называется  уравновешенной, или системой сил, эквивалентной нулю.  

Если одну систему сил, действующих на твердое тело или материальную 

точку, можно заменить другой системой, не изменяя при этом состояния покоя 

или движения, в котором находится тело или материальная точка, то такие две 

системы сил называются эквивалентными. Если система сил эквивалентна 

одной силе, то эта сила называется равнодействующей данной системы сил. 
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Основные виды связей и их реакции 

Всякое твердое тело, которое может занимать произвольное положение в 

пространстве, называется свободным. Если на тело наложены внешние связи, 

стесняющие (ограничивающие) свободу его перемещений, то тело является не-

свободным. Сила, с которой данная связь действует на тело, препятствуя его 

перемещениям, называется реакцией связи. Всякое несвободное твердое тело 

можно рассматривать как свободное, если освободить тело от связей и заме-

нить действие связей их реакциями. Реакция связи направлена в сторону, 

противоположную тому направлению, вдоль которого связь препятствует 

перемещению тела. 

Опора тела на гладкую 

плоскость (поверхность) без 

трения. Реакция R


 абсолютно 

гладкой поверхности приложена 

в точке касания и направлена 

перпендикулярно к общей  каса-

тельной соприкасающихся по-

верхностей (рис. 1.1, а). Такая реакция называется нормальной реакцией.  

Брус с гладкой поверхностью (рис. 1.1, b), опирающийся в точке В на 

гладкий пол и в точке А на ребро (точечную опору), имеет реакциями опор  BR


 

– реакцию пола и  AR


 – реакцию ребра (точечной опоры). Реакции приложены 

к брусу и направлены по нормалям к поверхности пола и поверхности бруса. 

Цилиндрический шарнир и подвижная опора (каток).  Цилиндриче-

ский шарнир (на рис. 1.2, а обозначен буквой А) представляет собой устрой-

ство, которое допускает  поворот тела в плоскости, перпендикулярной оси 

шарнира (например, цилиндрическая втулка, надетая на неподвижный ци-

линдр).  

 

 

Рис. 1.1. Реакция опоры:  

а – тела произвольной конфигурации на гладкую по-
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Реакция цилиндрического шарнира AR


 лежит в плоскости, перпендику-

лярной оси шарнира. При решении задач неизвестную по величине и направле-

нию реакцию цилиндрического шарнира представляют в виде составляющих,  

AX


, AY


, направленных вдоль координатных осей (см. рис. 1.2, а). Величина ре-

акции AR


 определяется по формуле: 22
AAA YXR  , где  AX


, AY


 – составля-

ющие реакции. 

 

Реакция BR


 опоры на каток (подвижной опоры) (рис. 1.2, b) перпендику-

лярна опорной поверхности.  

На рис. 1.2, с показаны реакции связей мостовой конструкции с цилин-

дрической шарнирной опорой и подвижной опорой (катком). Реакция цилин-

дрического шарнира в точке А изображена в виде разложения на взаимно пер-

пендикулярные составляющие AX


, AY


, реакция BR


 катка в точке В  перпенди-

кулярна наклонной плоскости, на которой стоит каток. 

Гибкая связь и жесткий 

невесомый стержень. Связь в 

виде гибкой нерастяжимой нити 

(каната, троса) препятствует уда-

лению тела от точки подвеса. 

(рис. 1.3, а). Реакция связи T


, 

 
Рис. 1.2. Реакции шарнирных опор: 

а – цилиндрический шарнир;  b – каток; с – мостовая конструкция  с цилин-
дрической шарнирной опорой и опорой на каток 

 

Рис. 1.3. Реакция гибкой  нити  
и невесомого стержня 
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равная натяжению нити,  приложена к телу и направлена вдоль нити в сторону 

противоположную направлению, вдоль которого нить препятствует перемеще-

нию тела  

Если опорой тела служит невесомый стержень с шарнирами на концах, 

то реакция прямолинейного стержня приложена к телу и направлена вдоль 

стержня. Направление реакции стержня противоположно направлению, по ко-

торому стержень препятствует перемещению тела.  

Реакции невесомых стержней, удерживающих балку, изображённую на 

рис. 1.3, b,  направлены исходя из предположения, что балка может переме-

щаться вниз. При этом стержни АD и ВЕ сжаты, а стержень СК растянут.  

Сферический шарнир. Связь в виде сферического шарнира не позволяет 

перемещать тело в пространстве, но допускает  

поворот в пространстве вокруг неподвижной 

точки. Реакция сферического шарнира  может 

иметь любое направление в пространстве.  При 

решении задач реакцию изображают ее состав-

ляющими. На рис. 1.4 реакция AR


 сферическо-

го шарнира  А разложена на составляющие AAA ZYX


,,  по направлениям коор-

динатных осей. Величина реакции сферического шарнира определяется по 

формуле: 222
AAAA ZYXR  . 

Подшипник и подпятник. Подшипник 

представляет собой цилиндрический шарнир 

(рис. 1.5, подшипник В). Его реакция может иметь 

любое направление в плоскости, перпендикуляр-

ной оси шарнира. При решении задач реакция 

подшипника раскладывается на две составляю-

щие. Например, на рис. 1.5 реакция BR


 подшип-

 
Рис. 1.5. Реакции  

подшипника  и подпятника 
 

 
Рис. 1.4. Реакция  

сферического шарнира 
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ника В разложена на составляющие BB YX


, , параллельные координатным осям. 

Величина реакции подшипника определяется по формуле: 22
BBB YXR  . 

Подпятник является цилиндрическим шарниром с упором. В задачах ре-

акция подпятника обычно изображается векторами AAA ZYX


,, , представляю-

щими разложение силы реакции подпятника по заданным направлениям коор-

динатных осей (см. рис. 1.5, подпятник А). Величина реакции подпятника 

определяется по формуле: 222
AAAA ZYXR  . 

Проекция силы на ось и на плоскость 

Проекция силы на ось есть алгебраическая величина, равная произве-

дению модуля силы на косинус угла между силой и положительным направле-

нием оси. Если этот угол острый, проекция положительна, если тупой – отри-

цательна. Если сила перпендикулярна оси, её проекция на ось равна нулю.  

Проекции сил F


, Q


, P


, изображённых на рис. 1.6, а, на ось x: 

cosαFFx  ,   1cosαQQx   =  cosQ ,   cos90PPx  = 0. 

 

Проекцией силы на плоскость называется вектор, заключённый между 

проекциями начала и конца силы G


 на эту плоскость.  

На рис. 1.6, b вектор xyG


 является проекцией силы G


 на плоскость xy. По 

величине  cosGGxy , где   – угол между направлением силы G


 и её проек-

 

Рис. 1.6. Проекция силы на ось и на плоскость: 
а – проекция силы на ось; b – проекция силы на плоскость 
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ции xyG


. Проекции силы G


 на оси  xyz:  cosxyx GG   = coscosG , 

 sinxyy GG   = sincosG , sinθGGz  . 

1.2.  Система сходящихся сил. Условия равновесия 

Для равновесия  пространственной  системы сходящихся сил  необхо-

димо и достаточно, чтобы суммы проекций всех сил на каждую из трёх осей 

прямоугольной системы координат были равны нулю: 

Fkx  0, Fky  0,  kzF  0, 

где F Fkx ky, , kzF – проекции всех сил на координатные оси. 

Для равновесия плоской системы сходящихся сил  необходимо и до-

статочно, чтобы суммы проекций всех сил на каждую из двух осей прямо-

угольной системы координат, расположенной в плоскости действия сил, были 

равны нулю:  kxF 0,  Fky  0, где F Fkx ky, – проекции всех сил на коорди-

натные оси.  

Примеры решения задач на равновесие сходящейся системы сил 

Задача 1. Каток весом 20 кН удерживается на гладкой наклонной плос-

кости тросом, который одним концом закреплён 

на поверхности шара, а другим – на вертикальной 

стене (рис. 1.7). Угол наклона троса к вертикаль-

ной стене  = 120. Угол наклона плоскости к го-

ризонту  = 45. Определить силу давления катка 

на плоскость и натяжение троса. 

Решение 

При равновесии на каток действуют сила тяжести 

P , реакция троса 


N  и  

реакция  опоры 

R . Линии действия всех сил находятся в одной плоскости и 

пересекаются в центре шара. Направления реакций показаны на рис. 1.8. 

 
 

Рис. 1.7. Равновесие шара  



 10

Условия равновесия плоской сходящейся системы сил: 

Fkx  0, Fky  0. 

Проведя оси координат, как показано на   

рис. 1.8, выразим условия равновесия в виде системы  

уравнений: 

 kxF 045cos30cos   RN ;  

Fky  N R Pcos cos60 45 0    . 

Подставляя в уравнения исходные данные задачи,  

найдем: N = 14,64 кН, R = 17,93 кН.  

Натяжение троса равно модулю его реакции. Сила давления катка на 

плоскость равна реакции опоры гладкой плоскости, но направлена в противо-

положную сторону. 

 Задача 2. Кронштейн состоит из невесомых стержней АС и ВС, скреп-

ленных друг с другом и с вертикальной стеной 

шарнирами, как показано на  рис. 1.9. Стержень ВС  

горизонтален, стержень АС составляет с горизонта-

лью угол β  = 60º. К шарниру С прикреплены два 

троса, удерживающие грузы 1 и 2 весом 1G  = 10 кН 

и 2G  = 12 кН. Трос, удерживающий груз 1, верти-

кален, а другой перекинут через блок D так, что 

угол наклона участка троса CD к вертикали α  = 60º. Определить реакции 

стержней ВС и АС. 

Решение 

Рассмотрим равновесие узла С, в котором закреплены стержни и тросы. 

На узел С действуют реакции 1T


 и 2T


 тросов, натянутых грузами 1 и 2, и реак-

ции 1N


 и 2N


 стержней ВС и АС (рис. 1.10). Модули реакций тросов 1T


 и 2T


  

равны весу грузов: 11 GT  , 22 GT  . 

 
Рис. 1.8. Силы,  

действующие на каток,  
при его равновесии 

 

Рис. 1.9. Равновесие  
кронштейна 
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Плоская система сил ( 1T


, 2T


, 1N


, 2N


) является сходящейся. Условия рав-

новесия: Fkx  0, Fky  0. Проведя оси ко-

ординат xCy , как показано на рис. 1.10, и 

определяя проекции сил на оси, получим си-

стему уравнений: 

030cos60cos 221   TNN ; 

060cos0cos3 212   TTN . 

Подставим в уравнения исходные дан-

ные задачи. С учётом того, что 11 GT  = 10 кН, 22 GT  = 12 кН, найдём  значе-

ния реакций: 1N  = 12,7 кН, 2N  = – 4,62 кН. Отрицательная величина 2N  озна-

чает, что вектор 2N


 реакции стержня АС направлен в противоположную сто-

рону.  

Задача 3. Груз весом Р = 20 кН поднимается стержневым краном АВС 

посредством каната, перекинутого через блоки В и 

D (рис. 1.11). Блок В установлен  в месте шарнирно-

го соединения невесомых стержней АВ и ВС, блок 

D укреплён так, что участок троса DВ составляет с 

вертикалью угол 60β  . Стержни АВ и ВС соеди-

нены со стенками шарнирами. Конец троса, несу-

щий груз Р, переброшен через блок Е и на отрезке 

ВЕ составляет с вертикалью угол 30 . Прене-

брегая трением в блоке и размерами блока В, определить усилия в стержнях АВ 

и ВС при равновесии груза. 

Решение 

Рассмотрим равновесие блока В вместе с отрезками нити ВE и ВD.  Осво-

бодим блок В от связей и заменим их реакциями.   

 

Рис. 1.10. Силы,  
действующие на узел С  

при его равновесии 

 

Рис. 1.11. Равновесие  
стержневой конструкции 
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Рассматривая блок и отрезок нити как одно целое, можно не учитывать 

силы взаимного давления нити и блока. На блок 

действует реакция T


 нити ВD, приложенная в 

точке D, численно равная весу груза Р, реакция 

T 


нити ВE, приложенная в точке Е и также 

численно равная весу груза Р и реакции стерж-

ней 1N


, 2N


 (см. рис. 1.12). 

Пренебрегая размерами блока, можно 

считать систему сил сходящейся. Проведём ко-

ординатные оси, как показано на рис. 1.12, и 

выразим условия равновесия плоской сходящейся системы сил в виде системы 

уравнений: 

 kxF 060cos30cos2   TTN ; Fky  030cos60cos1   TTN . 

Решая полученную систему уравнений с учётом, что PTT   = 20 кН, 

получим: 1N  = 7,32 кН, 2N  = 27,32 кН. 

Задача 4. Шахта ориентируется в верти-

кальной плоскости с помощью несвободного 

проволочного отвеса СВDР,  натянутого грузом 

весом Р = 50 Н (рис. 1.13).  

Определить натяжения частей отвеса СВ, 

ВD, DР и натяжения оттяжек ВА и DE, если угол 

отклонения оттяжки ВС от горизонтали 60α  , 

а отклонение средней части отвеса ВD от верти-

кали 4β  . Весом проволоки отвеса пренебречь.  

Решение  

Рассмотрим равновесие узла D, в котором сходятся три силы – реакция S


 

средней части отвеса, реакция ET


 оттяжки DE и реакция PT


 отвеса на участке 

 

Рис. 1.12. Силы, 
действующие на блок В, 

при его равновесии 

 

Рис. 1.13. Схема отвеса 
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DP, равная весу груза PTP   (рис. 1.14). Выберем оси координат xDy , как по-

казано на рис. 1.14, и составим уравнения равновесия узла D:  

Fkx  086cos  ETS  ;  Fky  0cos4  PTS  . 

Из второго уравнения с учётом, что натяжение отвеса на участке DP 

PTP  = 50 Н, находим натяжение S  на сред-

нем участке отвеса: 
4cos

PT
S   = 50,12 Н. Из 

первого уравнения находим натяжение 

ET  = 86cosS  = 3,49 Н.  

Теперь рассмотрим равновесие узла В, на 

который действуют реакция AT


 оттяжки ВА, 

реакция CT


 верхней части отвеса ВС и реакция 

S 


 средней части отвеса. Вектор силы S 


 про-

тивоположен направлению вектора S


: SS


 , 

а численно (по принципу равенства действия и противодействия) они равны 

SS   (см. рис. 1.14). Выберем оси координат xBy , как показано на рис. 1.14, и 

составим уравнения равновесия узла В: 

Fkx  06cos860cos  AC TST  ;    Fky  0cos430cos   STC . 

Находим натяжение отвеса на верхнем участке ВС и натяжение AT  от-

тяжки ВА: 




30cos

cos4S
TC


 =57,73 Н;   6cos860cos STT CA    = 32,36 Н. 

Задача 5. Груз Р = 20 кН удерживается двумя стержнями АС, АD одина-

ковой длины и цепью АВ, скреплённых в точке А, так, что  плоскость треуголь-

ника АDС горизонтальна (рис. 1.15). Цепь ВА отклонена от вертикальной стены 

на угол 60β   и расстояние СЕ = ED. Трос закреплён одним концом в точке А, 

а другой его конец, несущий груз, переброшен через блок К так, что отрезок 

 

Рис.1.14. Силы, действующие 
в узлах В и D при равновесии 

отвеса 
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троса АК находится в плоскости, параллельной плоскости стены, и составляет с 

горизонтом угол 03α  . Крепления 

стержней шарнирные. Углы у оснований 

стержней 60 CDADCA . Опреде-

лить реакции стержней и натяжение цепи. 

Весами стержней пренебречь. 

Решение 

Рассмотрим равновесие узла А. 

Освобождаем узел от связей, заменяя дей-

ствие связей реакциями.  Реакции стерж-

ней DS


 и CS


 направлены по стержням, 

реакция цепи BS


 направлена вдоль линии натянутой цепи (рис. 1.16). Реакция 

троса T


 направлена вдоль троса по линии АК 

и численно равна весу груза: PT  . Направ-

ления реакций выбраны в предположении, 

что стержни  и цепь растянуты. 

 Выберем систему координат, как пока-

зано на рис. 1.16. На узел А действует про-

странственная сходящаяся система сил.  

Условия равновесия пространственной 

сходящейся системы сил Fkx  0, Fky  0, 

 kzF  0, где F Fkx ky, , kzF – проекции всех 

сил на координатные оси. Составляем урав-

нения равновесия: 

Fkx   30cos60cos60cos TSS DC   = 0; 

Fky   30cos0cos30cos3 BDC SSS   = 0;    kzF  0cos60cos6 TSB   = 0. 

 

Рис. 1.16. Силы, действующие 
на узел А, при его равновесии 

Рис. 1.15. Конструкция  
пространственного  

кронштейна 
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Решая эту систему, находим TSB   = Р = 20 кН; CS  = – 27,32 кН; 

DS = 7,32 кН. Знак минус величины CS  показывает, что реакция стержня АС 

имеет обратное направление. Натяжение цепи равно модулю реакции BS


. 

Задача 6. Подъёмное устройство (рис. 1.17) состоит из двух стержневых 

опор DB и DA и растяжки DC, со-

единённых в точке D. В точке D к 

устройству прикреплена верти-

кальная нить, удерживающая груз 

весом Р = 50 кН. 

Определить реакцию стерж-

невых опор и усилие в растяжке 

подъёмного устройства, если 

крепления стержней шарнирные, угол 120DEC , AЕ = ЕB, DЕ  = ЕC, а  углы 

в основании опор 60 DBADAB . 

Решение 

Рассматриваем равновесие узла D. Освобождаем узел от связей, заменяя 

действие связей реакциями. Реакции стержней AS


, BS


, CS


 направлены по 

стержням, реакция нити T


, числен-

но равная весу тела, направлена 

вдоль нити (рис. 1.18).  Направление 

реакций выбрано в предположении, 

что все стержни растянуты.  

На узел D действует про-

странственная сходящаяся система 

сил. Выберем систему координат 

Oxyz , как показано на рис. 1.18, и 

составим уравнения  равновесия.  Заметим, что при определении проекции си-

 

Рис. 1.17. Конструкция подъёмного устройства 

 

Рис. 1.18. Силы, действующие на узел D, 
при его равновесии 
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лы AS


 на оси координат следует вначале получить её проекции AxS


 на ось Ox  

и AzyS


 – на плоскость Oyz , а затем найти проекции  силы AzyS


 на оси Oy  и Oz . 

На рис. 1.18 показана последовательность вычисления проекций силы AS


 на 

оси координат: 60cosAAx SS  , 60cosAzyAy SS  =  0cos60cos3AS , 

0cos3AzyAz SS  = – 03cos2
AS . Определение проекций силы BS


 производится 

аналогично. Сила CS


 расположена в плоскости Oyz  и имеет своими проекция-

ми 30cosCCy SS  , 60cosCCz SS  . В результате уравнения равновесия узла D 

принимают вид  

Fky   0cos60cos3AS +  0cos60cos3BS + 30cosCS  = 0; 

Fkx  60cosAS  – 60cosBS  = 0; 

 kzF – 03cos2
AS  – 03cos2

BS  60cosCS  – Т = 0. 

Решая систему, получим: 50 BA SS  кН,  CS = 50 кН. 

Отрицательные значения AS  и BS  означают, что реакций стержней АD и 

DВ направлены в противоположную сторону. В результате стержни АD и DВ 

сжаты, а стержень DС растянут. 

1.3.  Произвольная плоская система  сил 

Система сил, расположенных в одной плоскости, называется плоской 

системой сил. 

Алгебраическим моментом )(FMO


 силы 


F  относительно центра О, или 

просто моментом силы 

F относительно центра,  называют взятое с соответ-

ствующим знаком произведение модуля силы 

F  и кратчайшего расстояния h 

от   центра до линии действия силы (рис. 1.19, а): FhFM O )(


.  Величину h 

называют плечом силы. Единица измерения момента – Н·м. Момент считается 

положительным, если сила 

F  стремится повернуть тело вокруг центра в 
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направлении против хода часовой стрелки, и отрицательным – в обратном слу-

чае.  

На рис. 1.19, b показаны знаки моментов сил 

F  и 


Q  относительно центра 

О: 2)( FhFM O 


, 1)( QhQM O 


. Момент силы R


 относительно центра О ра-

вен нулю: 0)( RM O


, так как плечо силы равно нулю. 

Парой сил, или просто парой (рис.1.19, с), называют систему двух рав-

ных по модулю сил, параллельных, направленных в противоположные стороны 

и не лежащих на одной прямой. Плечом пары называют кратчайшее расстоя-

ние между линиями действия ее сил. Алгебраическим моментом пары сил,  или 

моментом пары, называют взятое со знаком плюс или минус произведение 

модуля одной из сил пары и плеча пары. Правило знаков такое же, как и для 

момента силы. Пара сил, показанная на рис. 1.19, с, имеет плечо  h и момент М: 

hFM 1  = hF2 .  Поскольку пара сил характеризуется только ее моментом, на 

схемах пару часто изображают дуговой 

стрелкой, показывающей направление пово-

рота твердого тела под действием пары 

(см. М на рис. 1.19, с). 

Жесткая заделка. Такая связь 

(рис. 1.20) препятствует не только линейным 

перемещениям тела, но и повороту. Реакция жесткой заделки состоит из силы  

 
 

Рис. 1.19. Схемы к вычислению момента силы: 
а, b – момент силы относительно центра; с – момент пары сил  

 
Рис. 1.20. Реакция жесткой заделки 
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Рис.1.21. Применение 
теоремы Вариньона 

 

Рис. 1.22. Нагрузка,  
равномерно распреде-

лённая по прямой 

реакции AR


  и пары сил с моментом AM . Силу реакции жесткой заделки AR


 

изображают ее составляющими AX


 и AY


,    направленными вдоль координат-

ных осей (см. рис. 1.20). Величина силы  реакции AR


  определяется по форму-

ле: 22
AAA YXR  . 

При вычислении моментов сил часто применяют теорему Вариньона о 

том, что момент равнодействующей системы сил относительно любого центра 

равен сумме моментов всех сил этой системы относительно того же центра. На 

рис. 1.21 показана схема применения теоремы Вари-

ньона. Силу F


 раскладываем на составляющие 1F


, 

2F


, направленные вдоль координатных осей так, что 

имеет место равенство 21 FFF


 . Численно состав-

ляющие 1F


 и 2F


 равны проекциям силы F


 на коор-

динатные оси: cosα1 FF  , sinα2 FF  . Для каждой из 

составляющих находим плечи 1h  и 2h относительно 

центра О. Тогда (с учётом знаков) момент силы F


 относительно центра О: 

)()()( 21 FMFMFM OOO


  = 2211 hFhF  . 

Распределённая нагрузка. Силы, приложенные непрерывно вдоль неко-

торой поверхности, называются распределенны-

ми. Распределённая нагрузка характеризуется ин-

тенсивностью q. Интенсивность нагрузки, равно-

мерно распределённой вдоль прямой, измеряется в 

Н/м. На рис. 1.22 приведена плоская система сил,  

равномерно распределённых вдоль прямой. Рав-

нодействующая Q


 сил, равномерно распределённых вдоль прямой, приложена 

в середине отрезка действия распределённой нагрузки и по модулю равна про-
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Рис. 1.23. Равновесие балки 

изведению интенсивности нагрузки на длину её действия: qaQ  , где  а – дли-

на отрезка действия распределённой нагрузки. 

Основная форма условий равновесия плоской системы сил.  Для рав-

новесия   плоской системы сил  необходимо и достаточно, чтобы суммы проек-

ций всех сил на каждую из двух осей прямоугольной системы координат, рас-

положенной в плоскости действия сил, были равны нулю и сумма моментов 

сил относительно любого центра, находящегося в плоскости действия сил, бы-

ла равна нулю: 

   kxF 0,  Fky  0,   )( kA FM


0,  

где F Fkx ky, – проекции всех сил на координатные оси; )( kA FM


 – моменты всех 

сил относительно произвольно выбранного центра  А. 

 

Примеры решения задач на равновесие произвольной плоской 
системы сил 

 

Задача 7. Однородная балка АB весом Р = 100 кН прикреплена к стене 

шарниром А (рис.1.23). Балка удерживается под углом 60 к вертикали при по-

мощи троса, прикреплённого к балке в точ-

ке В, перекинутого через блок D и несуще-

го груз Q. Участок троса DB образует с вер-

тикалью угол 30. В точке С к балке под-

вешен груз G весом G = 200 кН. Опреде-

лить вес груза Q, удерживающий балку в 

равновесии, и реакцию шарнира А, прене-

брегая трением в блоке, если расстояние BABC 25,0 . 

Решение 

Объектом равновесия является балка АВ. На балку действуют сила тяже-

сти P


, приложенная в середине отрезка АВ, реакция шарнира А, представлен-
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Рис. 1.24. Внешние силы и реакции 
связей при равновесии балки 

  

ная в виде двух составляющих AX


 и AY


, направленных вдоль координатных 

осей, реакция 1T


 нити, удерживающей груз Q, и реакция 2T


 нити, удерживаю-

щей груз G. Направления сил и реакций связей показаны на рис. 1.24. 

Силы – 1T


, 2T


, P


, AX


, AY


,  действующие на балку, составляют произ-

вольную плоскую систему. Условия равновесия произвольной плоской систе-

мы сил: 

  0kxF ;   0kyF ;   0)( kA FM


. 

Выберем систему координат хАу, как показано на рис. 1.24.  

Первые два уравнения равновесия 

имеют вид  

 kxF = 60cos1TX A   = 0;  

 kyF = PTTYA  21 0cos3   = 0. 

Выберем центром точку А и будем 

вычислять моменты сил относительно это-

го центра. Обозначим (для удобства запи-

си) длину AB . Условие равновесия бал-

ки в форме равенства нулю суммы момен-

тов сил относительно центра А имеет вид  

 )( kA FM


=   30cos
2

1
30cos

4

3
21 PTT   = 0. 

Подставим данные из условия задачи, с учётом, что реакция нити, удер-

живающей груз Q,  по модулю равна весу этого груза: QT 1 , а реакция нити, 

удерживающей груз G, численно равна весу груза G: GT 2 .  

Получим систему уравнений:  

0,5 QX A  = 0,  300866,0  QYA  = 0,  2,173Q  = 0. 

Решая систему, найдём   Q = 173,2 кН,  AX = – 86,6 кН, AY = 150,01 кН. 
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Задача 8. Рама АСЕ (рис. 1.25, а) в точке А закреплена на цилиндриче-

ской шарнирной опоре, а в точке В поддерживается вертикальным невесомым 

стержнем ВК. На раму действуют: пара сил с моментом М = 8 кН·м, сила F


, 

равная по модулю F = 10 кН, приложенная в точке D под углом 60 к раме, и 

равномерно распределенная на отрезке АВ нагрузка интенсивностью q =2 кН/м. 

В точке Е под прямым углом к отрезку СЕ рамы прикреплен трос, перебро-

шенный через блок и несущий груз  Р = 20 кН.  

Пренебрегая весом балки, определить  реакцию шарнира А и реакцию  

стержневой опоры ВК, если  а = 2 м. 

Решение 

Рассмотрим равновесие рамы АСЕ.  Выбираем систему координат xAy, 

например,  как показано на рис. 1.25, b.  

Заменяем действие связей их реакциями. Изображаем реакцию AR


 шар-

нира А двумя ее составляющими AX


 и AY


, направленными, соответственно, 

вдоль горизонтальной оси Аx и вертикальной Аy. Реакция BR


 невесомой 

стержневой опоры ВК приложена в точке В и направлена вдоль стержня ВК. 

Действие груза Р на раму изображается реакцией троса T


, модуль которой ра-

 
 

Рис. 1.25. Равновесие рамы: 
а – конструкция и нагрузка рамы; b – внешние силы и реакции связей при  

равновесии рамы 
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вен весу груза PT  . Заменяем распределенную нагрузку  её равнодействую-

щей 

Q . Сила 


Q  приложена в середине отрезка АВ и численно равна:  

Q qa = 22 = 4 кН. На рис. 1.25, b показано направление внешних сил и реак-

ций при равновесии рамы. Направление реакции стержневой опоры ВК выбра-

но в  предположении, что стержень сжимается.  

При равновесии рамы АСЕ действующие на неё силы составляют уравно-

вешенную произвольную плоскую систему сил ( ,, FQ


 ,,, BAA RYX


T


, М) ~ 0. 

Условия равновесия имеют вид    0kxF ;   0kyF ;   0)( kA FM


.  Вычисляя 

проекции сил на оси Аx, Аy, первые два уравнения из условий равновесия полу-

чим в виде: 

 kxF 030cos  TFX A
 ;     kyF 060cos  FRQY BA .      (1.1) 

При составлении третьего уравнения моменты сил будем вычислять от-

носительно центра А. В этом случае линии действия сил AX


 и AY


, составляю-

щих реакцию шарнира А, проходят через центр А, плечи сил равны нулю, и, 

следовательно, моменты этих сил относительно данного центра равны нулю: 

0)( AA XM


, 0)( AA YM


.  

При определении момента силы 

F  удобнее воспользоваться теоремой 

Вариньона.  С этой целью представим вектор силы 

F  как равнодействующую 

двух сил 

F1 и 


F2 , параллельных осям Аx и Аy: 21 FFF


  (см. рис. 1.25, b). Ве-

личины сил 

F1 и 


F2  определяются как проекции силы F на оси координат: 

F F1 30 cos  , F F2 60 cos  . По теореме Вариньона момент силы 

F  относи-

тельно центра А  равен сумме моментов сил 

F1 и 


F2  относительно того же цен-

тра А:  aFaFFMFMFM AAA 2)()()( 2121 


.  

В результате уравнение равновесия в форме моментов имеет вид 

 )( kA FM


 = 0230cos260cos5,0  aTaFaFMaRaQ B
 .   (1.2) 
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Рис. 1.26. Конструкция рамы 

Подставляя в уравнения равновесия (1.1), (1.2) численные значения из 

условий задачи, получим систему уравнений относительно неизвестных 

BAA RYX ,, . Решая эту систему, найдем: AX = 28,66 кН; AY = 59,66 кН; BR           

= – 60,66 кН.  

Отрицательное значение величины BR  означает, что фактическое направление  

реакции BR


 стержневой опоры ВК  противоположно направлению, показанно-

му на рис. 1.25, b, т. е. стержень  ВК  растягивается. Реакция шарнирной опоры 

А – сила AR


 – находится как геометрическая (векторная) сумма сил AX


 и AY


. 

Величина реакции 22
AAA YXR  = 22 66,5966,28  = 66,18 кН. 

Задача 9. Прямоугольная рама АВСЕD 

(рис. 1.26) в точке  А закреплена жёсткой за-

делкой. В точке Е к раме прикреплена нить, 

составляющая угол 60º к горизонту. Другой 

конец нити, переброшенный через невесомый 

блок, несёт груз весом Р = 15 кН. На раму 

действуют: пара сил с моментом  М = 12 кН·м, сила F


, равная по модулю 

F = 10 кН, приложенная в точке С под углом 30 к горизонтальному участку 

рамы ВЕ, и равномерно распределенная на отрезке ВС нагрузка интенсивно-

стью q = 2 кН/м. В точке D под углом  60 к горизонту на раму действует сила 

G


, численно равная  20 кН.  

Пренебрегая весом рамы, определить  реакцию жесткой заделки в точ-

ке А, если  размеры рамы: а = 2 м, b = 1 м,   с = 5 м. 

Решение  

Объектом  равновесия является рама АВСЕD. Связями в данной кон-

струкции являются жесткая заделка рамы в точке А и нить, натянутая грузом Р. 

Заменяем действие связей их реакциями. Изображаем реакцию жесткой задел-

ки в точке А в виде силы, которую представим двумя ее составляющими – AX


 и 
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Рис. 1.27. Внешние силы 
и реакции связей при равновесии 

рамы 

AY


, и парой сил  с моментом AM  (рис. 1.27). Реакция нити T


, приложенная к 

раме в точке Е, направлена вдоль нити и численно равна весу груза PT  . За-

меняем распределенную нагрузку  её рав-

нодействующей 

Q . Сила 


Q  приложена в 

середине отрезка АВ и численно равна:  

Q qa = 4 кН.  

Действующие на раму силы составляют 

уравновешенную произвольную плоскую 

систему сил: ( ,, FQ


,,, GYX AA


T


, М) ~ 0. 

Условия равновесия для такой системы 

сил:   0kxF ;   0kyF ;   0)( kA FM


.  

Выбираем систему координат  xAy, например,  как показано на рис. 1.27, 

и составляем уравнения равновесия: 

 kxF  =  60cos60cos30cos GTFX A   = 0;                         (3) 

 kyF  =  30cos30cos0cos6 GTFQYA   = 0.                      (4) 

Моменты сил будем вычислять относительно центра А. В этом случае 

моменты сил  AX


 и AY


  равны нулю: 0)( AA XM


; 0)( AA YM


. 

 При определении момента силы 

F  удобно воспользоваться теоремой 

Вариньона.  С этой целью представим вектор силы 

F  как равнодействующую 

двух сил xF


 и yF


, параллельных осям Аx и Аy: yx FFF


  (см. рис. 1.27). Ве-

личины сил xF


 и yF


 определяются как проекции силы 

F  на оси координат: 

30cosFFx  , 60cosFFy  . Плечо вектора силы xF


 относительно центра А 

равно с (как длина перпендикуляра, проведённого из центра А на линию дей-

ствия силы xF


), плечом силы  yF


 является расстояние а. По теореме Вариньона 
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момент силы 

F  относительно центра  А  равен алгебраической сумме момен-

тов сил xF


 и yF


 относительно того же центра: 

 aFcFFMFMFM yxyAxAA  )()()(


 = aFcF   60cos30cos .  

Аналогично вычисляем моменты сил G


 и T


: )(GM A


 = )(0cos3 baG  ; 

)(TM A


 = )(0cos30cos6 baTcT   . В результате уравнение моментов 

имеет вид:  

 )( kA FM


 = aFcF   60cos30cos )(0cos30cos6 baTcT   + 

+ )(0cos3 baG  – 
2

a
Q  – М + AM  = 0.                              (1.5) 

Подставляя в уравнения равновесия (1.3) – (1.5) численные значения из 

условий задачи, получим систему уравнений относительно неизвестных 

AAA MYX ,, ,  откуда найдём значения реакций: AX = 11,16 кН; AY = –21,31 кН; 

AM  = –70,73 Н·м. Знаки показывают, что составляющая AY


 силы реакции 

жёсткой заделки и момент реакции AM  направлены в противоположную сто-

рону.  Величина силы реакции жесткой заделки 22
AAA YXR  =  24,05 кН. 

 

Упражнения 
 

Упражнение  1.1 Упражнение  1.2 

 

 

 

Рис. 1.28. Задания для самостоятельного решения. Упражнения  1.1, 1.2  
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Упражнение  1.3 Упражнение  1.4 
 

 

 

 

 
Рис. 1.29. Задания для самостоятельного решения. Упражнения  1.3, 1.4  

 

1.4.  Равновесие систем  тел 

Связи, соединяющие части конструкции, называются внутренними в от-

личие от внешних связей, скрепляющих конструкцию с внешними телами, не 

входящими в данную конструкцию. 

Одним из способов решения задач на равновесие сил, действующих на 

сочленённую конструкцию, является разбиение конструкции на отдельные 

тела и составление уравнений равновесия для каждого из тел, входящих в кон-

струкцию. В уравнения равновесия будут входить только силы, непосредствен-

но приложенные к телу, равновесие которого рассматривается. При этом ре-

акции внутренних связей, приложенные к разным телам, будут попарно 

равны по модулю и противоположны по направлению. 

 

Примеры решения задач на равновесие систем тел 
 

Задача 10. Диск весом Q = 100 кН опирается на вертикальную стенку и 

на наклонную балку АВ. На диск действует сила F


, равная по величине 50 кН 

(рис. 1.30). Линия действия силы F


 проходит через центр диска под углом 30º 

к его вертикальному диаметру. 
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Рис. 1.31. Внешние силы 
 и реакции связей 

при равновесии диска 

 

Рис. 1.30. Равновесие составной 
конструкции 

Однородная балка АВ весом G = 80 кН закреплена в точке А шарнирно и 

удерживается под углом 60º к стене при по-

мощи вертикального троса, один конец ко-

торого закреплён на балке в точке В, а дру-

гой – переброшен через блок и несёт груз 

весом Р.  Определить давление диска на 

стенку и на балку, реакцию шарнира А и вес 

груза Р, удерживающий конструкцию в рав-

новесии, если длина балки АВ = 6 м, ради-

ус диска r = 1 м. 

Решение 

Объект равновесия включает балку и диск и представляет собой состав-

ную конструкцию. Опора диска на балку в точке D является внутренней связью 

конструкции. Рассмотрим равновесие диска и балки отдельно.  

Освобождаем диск от связей. На диск действует сила веса Q


, сила F


 и 

реакции N


 и R


 опор диска на стену в точке К и 

на балку в точке D (рис. 1.31). Силы, приложен-

ные к диску, составляют плоскую систему сходя-

щихся сил. Выберем систему координат, как по-

казано на рис. 1.31, и составим уравнения равно-

весия:  

 kxF  = NRF   60cos60cos  = 0;     (1.6)    

 kyF  = QRF   30cos30cos  = 0.     (1.7) 

Рассмотрим равновесие балки АВ (рис. 1.32). 

На балку действуют сила тяжести G


,  реакция шарнира А, (на рис. 1.32 

показано её разложение на составляющие AX


 и AY


), реакция нити T


, численно 

равная весу груза Р, и сила R


 давления диска на балку. Сила давления R


 про-
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Рис.1.33. Равновесие кронштейна 

как сочленённой конструкции 

 
 

Рис. 1.32. Силы, действующие  
на балку, при равновесии 

тивоположна реакции R


 опоры диска на балку и численно равна ей. Систе-

ма сил ( ,,, GYX AA


 T


, R


), действующих на 

балку, является произвольной плоской. Усло-

вия равновесия такой системы сил:   0kxF ; 

  0kyF ;    0)( kA FM


.  

Выберем оси, как показано на рис. 1.32, 

и составим уравнения равновесия, полагая 

точку А центром, относительно которого про-

изводятся вычисления моментов сил:   

   kxF = 60cosRX A  = 0,                                           (1.8)  

 kyF = TGRYA  0cos3  = 0,                                    (1.9) 

 )( kA FM


=   


30cos30cos
2

TGADR  = 0.                (1.10) 

Добавив к уравнениям (1.8) – (1.10) равновесия балки АВ уравнения (1.6), 

(1.7) равновесия диска с учётом, что RR  , получим систему пяти уравнений с 

пятью неизвестными. Подставляя данные из условия задачи и решая совмест-

ную систему, найдём: R = 165,47 кН; N = 107,74 кH; P = 95,26 кH; 

AX  = – 82,73 кН; AY = 128,03 кН.  

Сила давления диска на стену равна 

модулю реакции опоры N


 и направлена в 

противоположную сторону, сила давления 

диска на балку равна R


. 

Задача 11. Кронштейн состоит из гори-

зонтальной балки АD, прикрепленной к вер-

тикальной стене в точке А, и откоса ВС, со-

единённого с балкой АD в точке С под углом 

60º и прикреплённого к вертикальной стене в точке В (рис. 1.33). Все соедине-
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ния шарнирные. На конструкцию действуют сила 

F , приложенная в точке D 

под углом 30º к вертикали и равная по модулю F =10 кН, пара сил с моментом 

М = 8 кН·м и равномерно распределенная на отрезке ВК нагрузка интенсивно-

стью q = 3 кН/м. В точке К к балке ВС прикреплена нить, другой конец кото-

рой, переброшенный через невесомые блоки, несёт груз весом Р = 5 кН (см. 

рис. 1.33). 

Определить реакции шарниров А, В и С, если а = 2 м, b = 1 м, с = 3 м, а на 

отрезке KL нить натянута вертикально. 

Решение 

Рассмотрим равновесие каждой из составных частей конструкции – бал-

ки ВС и балки AD. Освобождаем балки от связей и заменяем их реакциями 

(рис. 1.34). 

 
На рис. 1.34, а показаны реакции внешних и внутренних связей балки 

ВС : реакция BR


 шарнира В, реакция нити T


, равная по величине весу груза, 

PT    и реакция CR


 внутреннего шарнира С. Реакции шарниров В и С пред-

ставлены в виде разложения на составляющие BX


, BY


 и CX


, CY


. Заменяем 

равномерную нагрузку равнодействующей силой Q


, приложенной в середине 

отрезка ВК (см. рис. 1.34, а) и численно равной BKqQ  = 
60cos

a
q   = aq 2 .  

 
Рис. 1.34. Равновесие элементов конструкции кронштейна: 

а - силы, действующие на балку ВС; b - силы, действующие на балку АD 
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Система сил ( ,Q


 ,, BB YX


,, CC YX


T


),  действующая на балку ВС, является 

произвольной плоской уравновешенной системой сил. Выберем оси координат 

xBy, как показано на рис. 1.34, а, и составим уравнения равновесия. При этом 

моменты сил будем вычислять относительно центра С: 

 kxF = CB XQX  30cos  = 0;                                    (1.11)   

 kyF = CB YTQY  60cos  = 0;                                  (1.12) 

 )( kC FM


 = 





  BKCKQTbbaYABX BB 2

1
)(  = 0,         (1.13) 

где 60)tg( baAB  ; bCK 2 ; BK
2

1
 = a . 

Рассмотрим равновесие балки АD (рис. 1.34, b). 

На балку действует сила F


, реакция AR


 шарнира А и реакция CR


 внут-

реннего шарнира С. Реакция CR


 равна по величине и противоположна по 

направлению реакции CR


. На рис. 1.34, b реакция AR


 представлена составля-

ющими AX


 и AY


, реакция CR


 – составляющими CX 


 и CY 


. При этом следует 

отметить: CC XX


 ; CC YY


 .  

 Выберем оси координат xАy как показано на рис. 1.34, b, и составим 

уравнения равновесия балки АD, вычисляя моменты сил относительно центра 

С: 

 kxF = 0cos6FXX CA   = 0;                                   (1.14)   

 kyF = 0cos3FYY CA  = 0;                                      (1.15) 

 )( kC FM


 = McFbaYA  0cos3)(  = 0.                      (1.16) 

Решая совместно систему уравнений (1.11) – (1.16) с учётом исходных данных 

задачи и равенства модулей сил CC XX   и CC YY  , находим:  

AX = 5,99 кН, AY  = 5,99 кН, CX  = 10,99 кН, CY  = – 14,65 кН; 

BX  = 0,6 кН, BY  = – 13,65 кН, 
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22
AAA YXR  = 8,47 кН, 22

CCC YXR  = 18,31 кН, 

22
BBB YXR  = 13,65 кН. 

Задача 12. Вертикальная балка АВ с горизонтальной перекладиной  LC 

закреплена в точке А с помощью жесткой за-

делки (рис. 1.35).  Наклонная балка ЕС с уг-

лом наклона к горизонту 60 точке  С шар-

нирно прикреплена к горизонтальной пере-

кладине LC балки АВ, а в точке Е опирается 

на каток установленный на горизонтальной 

поверхности. На конструкцию действуют 

равномерно распределенная на отрезках BL и 

DE нагрузка с одинаковой интенсивностью 

q = 2 кН/м, сила F


, приложенная в точке D  перпендикулярно балке  ЕС и рав-

ная по величине  F = 10 кН, и пара сил с моментом М = 5 кН·м. Определить ре-

акцию жесткой заделки А и реакции шарниров С и Е, если параметр a, опреде-

ляющий размеры конструкции, равен  a = 2 м. 

Решение 

Разделим систему на 

две части по шарниру С и 

рассмотрим равновесие  ба-

лок АВС и ЕС отдельно. 

 Рассмотрим балку АВС 

(рис. 1.36, а). Заменим рас-

пределенную нагрузку  экви-

валентной силой 1Q


, числен-

но равной Q1 = qa = 4 кН. На балку действует сила 1Q


, пара сил с моментом М и 

реакции связей – жёсткой заделки в точке А и шарнира С.   

 

Рис. 1.35. Равновесие  
сочленённой конструкции 

 
Рис. 1.36.  Равновесие элементов конструкции: 

a - силы и реакции связей, действующие на балку АВ; 
b - силы и реакции связей, действующие на балку СЕ  
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На рис. 1.36, а изображена реакция жесткой заделки в точке А в виде силы, 

разложенной на составляющие AX


, AY


, и пары с моментом MA . Реакция CR


 

шарнира С показана разложением на составляющие CX


, CY


. Силы образуют про-

извольную плоскую систему. 

 Введём систему координат, как показано на рис. 1.36, а, и составим 

уравнения равновесия балки, выбрав центром вычисления моментов сил точку А. 

 Имеем систему 

  CAkx XQXF 1 0;     CAky YYF 0;                   (1.17)   

  02
2

21 





  aXaYM

a
aQMFM CCAkA


.           (1.18) 

Рассмотрим теперь равновесие балки ЕС (рис. 1.36, b). Заменим распреде-

лённую нагрузку эквивалентной силой 

Q2 , приложенной в середине отрезка ЕD и 

равной 82
60cos

2  aq
qa

Q


кН. На балку действуют силы 

Q2 , 


F , реакция ER


 

подвижной опоры – катка Е и реакция CR


 шарнира С. На рис. 1.36, b реакция CR


 

показана в виде разложения на составляющие CX

 , CY


 . При этом силы CX


 , CY


  

направлены противоположно силам CX


, CY


 и равны им по модулю: CC XX  ; 

CC YY   (см. рис. 1.36, а, b).  

Действующие на балку ЕС силы образуют уравновешенную произвольную 

плоскую систему сил. Выберем систему координат, как показано на рис. 1.36, b, и 

составим уравнения равновесия, вычисляя моменты сил относительно центра С. 

Получим:  

  030cos60sin2 Ckx XFQF


 ,                                 (1.19)  

  030sin60cos2 CEky YFQRF  ,                            (1.20) 

  
















 030tg2

30cos

2
2

30cos

2
2






aRa

a
Qa

a
FFM EkC .     (1.21) 
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Подставим в совместную систему (1.17) – (1.21) исходные данные задачи 

и, воспользовавшись тем, что модули сил CX


, CY


 и CX

 ,  CY


  равны, найдём: 

AX = 11,59 кН;   AY = – 2,76 кН;   AM = 42,87 кН·м;  

CX = –15,59 кН;    CY = 2,76 кН;    ER = 11,76 кН.  

Полные величины сил реакции жесткой заделки и взаимного давления в 

шарнире С : 22
AAA YXR  = 11,91 кН; 22

CCC YXR  = 15,83 кН. 

 

Упражнения 

 
Упражнение  1.5 Упражнение  1.6 

 

  

 

Упражнение  1.7 Упражнение  1.8 

 

 

 

 
Рис. 1.37. Задания для самостоятельного решения. Упражнения  1.5 – 1.8  
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Рис. 1.38. Момент силы относительно 
оси 

1.5.  Произвольная пространственная система сил 
 

Моментом силы относительно оси называют момент вектора проекции 

этой силы на плоскость, перпендикулярную оси, относительно точки пересече-

ния оси с плоскостью. На рис. 1.38 по-

казано вычисление момента силы F


 

относительно оси z: 

hFFMFM xyxyOz  )()(


, 

где О – точка пересечения оси z с плос-

костью xy, перпендикулярной оси z; 

xyF


– вектор проекции силы F


 на плос-

кость xy; h – плечо силы xyF


 относительно центра О. Момент силы относитель-

но оси считается положительным, если при взгляде с положительного направ-

ления оси он создаёт вращение против хода часовой стрелки. 

Равновесие пространственной системы сил. Для равновесия простран-

ственной системы сил  необходимо и достаточно, чтобы суммы проекций всех 

сил на оси прямоугольной системы координат x, y, z были равны нулю и суммы 

моментов всех сил относительно тех же осей  также были равны нулю: 

Fkx  0;  kyF 0;  kzF 0; 

 )( kx FM


0;    )( ky FM


0;    )( kz FM


0, 

где F Fkx ky, , kzF – проекции всех сил на координатные оси; )( kx FM


, )( ky FM


, 

)( kz FM


 – моменты всех сил относительно выбранных осей, k = 1, 2, ... 

 

Примеры решения задач на равновесие пространственных систем сил 

 

Задача 13. Горизонтальный вал (рис. 1.39) закреплен в подпятнике С и 

подшипнике К. Вал имеет шкив В радиуса R и шкив D радиуса r. 
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Рис. 1 39. Равновесие вала 

Оба шкива перпендикулярны оси вала. Рукоять АЕ параллельна оси Сx. 

Нить, удерживающая груз Q, сходит со шкива D по касательной в точке L 

параллельно плоскости zCx, 

так что радиус шкива D, про-

ведённый в точку схода  ни-

ти, составляет с вертикаль-

ным диаметром угол 30º.  

На вал действуют силы: 

,F


 

P  и пара сил с моментом 

М. Сила 

F  находится в плос-

кости, параллельной zCy, и составляет угол  60 с направлением оси Cy. Сила 

P  приложена в нижней точке шкива В, параллельна плоскости zCx и составля-

ет угол  60 с направлением оси Cx. Определить вес удерживаемого груза Q  и 

реакции подшипника и подпятника, если  Р = 4 кН;  F = 2 кН;  М = 3 кН·м;  

R = 0,6 м;  r = 0,3 м;  а = 0,8 м;  b = 0,4 м. 

Решение 

Рассмотрим равновесие 

вала. На вал действуют активные 

силы 

F , 


P , пара с моментом М 

и реакции связей. Связями явля-

ются нить, натянутая грузом Q , 

подпятник С и подшипник К. 

Освобождаем вал от связей, за-

меняя их действие реакциями. 

Реакцию CR


 подпятника С рас-

кладываем на три составляющие: ,CX


 ,CY


 CZ


, направленные вдоль коорди-

натных осей (рис. 1.40). Реакция KR


 подшипника К лежит в плоскости, пер-

Рис. 1.40.  Активные силы и реакции связей, 
действующие на вал, при его равновесии 
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пендикулярной оси вала, и ее составляющими будут вектора KK ZX


, , направ-

ленные вдоль координатных осей x, z. Реакция нити 

T  направлена вдоль нити 

от точки L и по модулю равна весу груза Q.  

Активные силы и реакции связей составляют произвольную простран-

ственную уравновешенную систему сил. При составлении уравнений равнове-

сия изобразим вал вместе с действующими на него силами в проекциях на ко-

ординатные плоскости (рис. 1.41). 

 

На рис. 1.41, а показаны проекции вала и всех сил на плоскость zСx. Вы-

числяя моменты проекций сил относительно точки С, получим значения мо-

ментов этих сил относительно оси y. При вычислении моментов сил относи-

тельно оси x достаточно вычислить моменты проекций сил на плоскость zСy 

относительно точки С (рис. 1.41, b), а вычисляя  моменты проекций сил на 

 
Рис. 1.41. Вал и действующие на него силы в проекциях  

на координатные плоскости: 
а – вид вала в проекции на плоскость zСx с положительного конца оси y; 
b – вид вала в проекции на плоскость zСy с положительного конца оси x; 
с – вид вала в проекции на плоскость xСy с положительного конца оси z 
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плоскость xСy относительно точки С, получим значения моментов сил относи-

тельно оси  z (рис. 1.41, с).   

Величины проекций сил определяются равенствами: 1 cos30 ;P P 
  

2 cos60 ;P P    1 cos60 ;T T 
 2 cos30 ;T T 

 1 cos30 ;F F 
 .60cos2

FF   

Составляем уравнения равновесия: 

00cos360cos  CKkx XTXPF  ;  060cos  Cky YFF  ; 

00cos30cos60cos3   FZTZPF CKkz ; 

  )(2cos302cos60)( baPaZaTFM Kkx



 

0)2(2cos30  baF  ; 

  0cos60cos30)( MrTRPaFFM ky



; 

060cos  )(2cos602cos30)(  aFbaPaXaTFM Kkz



. 

Подставляя исходные данные задачи, получим систему шести уравнений 

с шестью неизвестными, решая которую, найдём: 

CX – 8,09 кН, CY 1 кН, CZ 4,65 кН, KZ 2,92 кН; 

KX  = – 10,02 кН, Т = 18,6 кН. 

Реакции подпятника и подшипника: 

222
CCCC ZYXR   = 9,4 кН, 22

KKK ZXR  = 10,44 кН. 

Вес удерживаемого груза Q равен реакции нити Т.  

Задача 14. Однородная прямоугольная плита (рис. 1.42) веса 25 кН при-

креплена к полу при помощи шарового шарнира А, подшипника В и удержива-

ется в вертикальном положении стержнем СО,  лежащим в плоскости, перпен-

дикулярной плоскости плиты так, что  COB  = 60º. В плоскости плиты на неё 

действуют пара сил с моментом М = 6 кН·м, сила 1F


, равная 1F  = 10 кH, при-

ложенная на верхней стороне плиты в точке Н под углом 30º к линии ЕС, и си-

ла 2F


, равная 2F  = 5 кН, приложенная в точке D параллельно стороне АВ. 
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Рис. 1.42. Равновесие плиты 

 

Рис. 1.43. Силы, действующие на 
плиту, при её равновесии 

В точке Е к плите прикреплён трос, на 

другом конце которого, перекинутым 

через блок К, подвешен груз весом  

Q = 20 кН. Отрезок троса ЕК перпенди-

кулярен плоскости плиты.  

Определить реакции шарнира А, 

подшипника В и реакцию стержня СО, 

если ширина плиты АВ = 3 м; высота     

АЕ = 2 м; ЕН = НС, СD = DB.  

Решение 

Рассмотрим равновесие плиты АВСЕ. На плиту действуют активные силы  

1F


, 2F


, сила тяжести плиты 

P , пара сил с моментом М и реакции связей. Свя-

зями являются пространственный шарнир А,  нить, натянутая грузом Q ,  под-

шипник В и невесомый стержень СО. 

Выберем систему координат, как 

показано на рис. 1.43. Освобождаем пли-

ту от связей, заменяя их действие реакци-

ями. Реакцию AR


 шарнира А раскладыва-

ем на три составляющие: AX


, AY


, AZ


, 

направленные вдоль координатных осей. 

Реакция нити T


 направлена вдоль нити 

параллельно оси Аx и равна весу груза 

QT  , реакция BR


 подшипника В расположена в плоскости, перпендикуляр-

ной оси Ay, и представлена в виде двух своих составляющих BX


, BZ


, реакция 

S


 невесомого стержня  СО направлена вдоль стержня. Направления активных 

сил и реакций связей показаны на рис. 1.43.  
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Рис. 1.44. Равновесие фрамуги 

Силы, действующие на плиту, и реакции связей составляют простран-

ственную уравновешенную систему сил. Составим уравнения равновесия:  

 kxF = 60cosSXTX BA  = 0; 

 kyF  = 0cos312 FFYA   = 0; 

 kzF  =  0cos360cos1 SZPFZ BA   = 0; 

 )( kx FM


= ABPAEFABF  5,00cos35,060cos 11
 + 

MABSABZBDF B  0cos32 = 0; 

 )( ky FM


 = CBSAET  60cos  = 0; 

 )( kz FM


= ECSABX B  60cos  = 0. 

Подставляя исходные данные задачи, получим систему уравнений, решая 

которую, найдём значения реакций: S = – 40 кН; BX = – 20 кН; BZ  = – 17,53 кН; 

AX = 20 кН;  AY  = – 3, 66 кН; AZ  = 12,89 кН. 

Задача 15. Прямоугольная фрамуга АСЕВ весом Р = 50 Н, закрепленная в 

точках А и В  цилиндрическими шарнира-

ми, открыта на угол 60º (рис. 1.44). На 

фрамуге в точке Н закреплена верёвка, 

другой конец которой, переброшенный 

через невесомый блок К, несёт груз Q. При 

этом линия верёвки НК  параллельна пря-

мой ЕD. На фрамугу действует сила F


, 

приложенная в верхнем углу в точке С 

перпендикулярно плоскости фрамуги и 

равная по величине F  = 15 Н. 

 Определить вес груза Q, необходимый для удержания фрамуги в равно-

весии и реакции цилиндрических шарниров А и В, если размеры фрамуги       

ВЕ = ВD = 2 м; АВ = 3 м; СН = НЕ. 
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Рис. 1.45. Активные силы и реакции  
при равновесии фрамуги 

Решение 

Рассмотрим равновесие фрамуги АВСЕ. Изображаем внешние активные 

силы: силу F


, силу тяжести фрамуги 

P , 

а также реакции связей. Связями явля-

ются два цилиндрических шарнира А и 

В (связь, аналогичная подшипнику) и 

нить, натянутая грузом Q . Выберем си-

стему координат Axyz, как показано на 

рис. 1.45. Освобождаем фрамугу от свя-

зей, заменяя их действие реакциями. Ре-

акции AR


 и BR


 шарниров А и В раскла-

дываем на взаимно перпендикулярные 

составляющие: AX


, AZ


 и BX


, BZ


 в 

плоскостях, перпендикулярных оси вращения фрамуги (ось Аy), реакция нити 

T


 направлена вдоль нити и равна весу груза QT  . Направления активных сил 

и реакций связей показаны на рис. 1.45.  

Силы, действующие на фрамугу, составляют уравновешенную простран-

ственную систему сил.  

Составим уравнения равновесия. При этом для удобства вычисления мо-

ментов сил относительно осей изобразим плоскости, перпендикулярные этим 

осям, с проекциями на них сил, действующих на фрамугу (рис. 1.46). Тогда 

моменты сил, действующих на фрамугу, например, относительно оси Ax опре-

деляются как моменты векторов проекций этих сил на плоскость zАy относи-

тельно точки А – пересечения оси Ax и перпендикулярной ей плоскости zАy 

(см. рис. 1.46, а). Аналогично при вычислении моментов сил относительно оси 

Аz достаточно вычислить моменты векторов проекций сил на плоскость xAy 

относительно точки A (см. рис. 1.46, b). 
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Значения моментов сил относительно оси  Аy получим, вычисляя  момен-

ты векторов проекций сил на плоскость zAx относительно точки A (см. 

рис. 1.46, с). 

Уравнения равновесия фрамуги имеют вид: 

 30cos60cos TFXX BA   = 0;  

 0cos60cos3 TFPZZ BA   = 0; 

 )( kx FM


= ABZABPABT Bz  5,05,0 = 

= ABZABPABT B  5,05,060cos  = 0; 

 )( ky FM


 =  60sin30cos5,0 ACTACFACP   = 0; 

 )( kz FM


 = ABTABX xB  5,0  = ABTABX B  5,030cos   = 0. 

Подставляя исходные данные из условия задачи и решая систему, найдём 

реакции шарниров фрамуги: 

BX  = 18,22 Н, BZ  = 14,41 Н, 22
BBB ZXR   = 23,31 Н; 

AX = 10,83 Н, AZ  = 27,41 Н, 22
AAA ZXR   = 29,47 Н. 

Вес груза, удерживающий фрамугу в равновесии, численно равен реак-

ции верёвки:  TQ   = 42,37 Н. 

 

Рис. 1.46. Фрамуга и действующие на неё силы в проекциях  
на координатные плоскости: 

а –  проекция на плоскость zАy со стороны положительного направления оси x;            
b – проекция на плоскость xAy со стороны положительного направления оси z; с – 

проекция на плоскость zAx со стороны положительного направления оси y 
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Задача 16. Горизонтальный коленчатый вал АD (рис. 1.47) закреплен в 

подпятнике А и подшипнике С. Вал имеет шкив радиуса r  и рукоять DH, пер-

пендикулярные оси вала. Рукоять DH 

образует угол 30º к направлению оси Аx. 

Колено вала расположено в горизон-

тальной плоскости хАy. Нить, удержи-

вающая груз Q, намотана на шкив и схо-

дит с него вертикально вниз. На вал дей-

ствуют силы ,F
 

P , G


 и пара сил с мо-

ментом М. Сила 

F  приложена в верхней 

точке вертикального диаметра шкива под углом 30 к направлению оси Аy и 

находится в плоскости zАy. Сила 

P  приложена в нижней точке Н рукояти па-

раллельно оси Аz. Сила G


 приложена в крайней точке К стойки колена вала 

под углом 60º к стойке и находится в плоскости, перпендикулярной оси вала. 

Пара сил с моментом М создаёт вращение вала вокруг оси Аy. 

Определить вес удерживаемого груза Q  и реакции подшипника и под-

пятника, если:  Р = 10 кН;  F = 12 кН;  

G  = 6 кН;  М = 3 кН·м;  r = 0,3 м;              

а = 0,8 м;  b = 0,4 м; с = 0,2 м. 

Решение 

Рассмотрим равновесие вала. 

На вал действуют активные силы – 

F , 


P , G


, пара сил с моментом М и 

реакции связей. Связями являются 

нить, натянутая грузом Q , подпятник 

А и подшипник С.  

Освобождаем вал от связей, заменяя их действие реакциями.  

 

Рис. 1.47. Равновесие вала 

 

Рис. 1.48. Силы и реакции, действующие 
на вал при равновесии 
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Реакцию подпятника А раскладываем на три составляю-

щие: AX


, AY


, AZ


, направленные вдоль координатных осей. Реакция подшип-

ника С лежит в плоскости, перпендикулярной оси вала, и также может быть 

разложена на составляющие CC ZX


, , направленные вдоль координатных осей 

Аx, Аz. Реакция нити 

T  направлена вдоль нити  и по модулю равна весу груза, 

QT  . Действие на вал активных сил и реакций связи показано на рис. 1.48.  

Указанные силы составляют произвольную пространственную уравно-

вешенную систему сил.  

Составим уравнения равновесия: 

 kxF  = CA XGX  60cos  = 0;  

 kyF  = 0cos3FYA   = 0; 

 kzF  = PTFZGZ CA   0cos60cos3  = 0. 

 )( kx FM


 = rFbbabFbabZabG yzCz  )()()(  – 

)()( abbabPbbabT  = 0; 

 )( ky FM


 = MPbTrcGz  30cos  = 0; 

 )( kz FM


 = )()( babXabG Cx   = 0,  

где значения проекций сил на оси 30cosGGz  ; 0cos6GGx  ; 60cosFFz  ; 

30cosFFy  .  

Подставляя исходные данные и решая систему, получим значения реак-

ций: 

CX  = 2,25 кН; CZ  = 13,57 кН; 22
CCC ZXR   = 15,58 кН; 

AZ  = 0,39 кН;  AY  = 10,39 кН; AX  = 0,75 кН; 222
AAAA ZYXR   = 10,42 кН. 

Вес удерживаемого груза равен реакции нити TQ   = 25,03 кН. 
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Упражнения 

 

Упражнение  1.9 Упражнение  1.10 

 

 
 
 

 

Упражнение  1.11 Упражнение  1.12 

 

 

 
 
 

 

Рис. 1.49. Задания для самостоятельного решения. Упражнения  1.9 – 1.12 
 
 

1.6.  Равновесие тел при наличии сил трения 
 

Трение скольжения. При наличии трения скольжения полная реакция R


 

шероховатой опоры  раскладывается на нормальную составляющую

N  опоры и 
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силу cтрF


 трения скольжения, направленную по касательной к поверхности в 

точке опоры. 

 В покое сила трения скольжения может принимать любые значения от 

нуля до некоторого предельного значения cтрF , называ-

емого предельной силой трения скольжения 

(рис. 1.50).  

Наибольший  угол 0 , который полная реакция 

шероховатой поверхности образует с нормалью к по-

верхности, называется предельным углом трения. 

Предельная сила трения численно равна произведению 

коэффициента трения на величину нормальной реакции опоры тела на поверх-

ность: NfF стр , где f – безразмерный коэффициент трения, определяемый 

экспериментально. 

 Изучение равновесия тел с учетом сил трения сводится к рассмотрению 

предельного равновесия, когда сила трения принимает предельное значение. 

Трением качения называется сопротивление, возникающее при качении 

одного тела по шероховатой поверхности другого. Реакция шероховатой опоры 

раскладывается на нормальную составляющую 

N  и силу трения качения ктрF


, 

направленную по касательной к поверхности качения. При этом за счёт не-

большого вдавливания в поверхность качения нормальная реакция опоры N


 

смещена в сторону от линии действия силы тяжести 

P


 так, что вместе с ней образует пару, противодей-

ствующую качению (рис. 1.51). В предельном по-

ложении равновесия тела смещение нормальной ре-

акции опоры максимально. Величина максимально-

го смещения k называется коэффициентом трения 

качения, измеряемого в единицах длины. Момент, 

 

Рис. 1.50. Реакция   
опоры с трением 

скольжения 

 

Рис. 1.51. Реакция опоры 
с трением качения 
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создаваемый парой ),( PN


, называется моментом трения качения kNM ктр . 

Максимальная сила трения качения ктрF


 определяется из условия, что в пре-

дельном положении равновесия момент трения качения равен моменту каче-

ния, создаваемого парой ( QF


,ктр ) (рис. 1.51).  

Если максимальная сила трения качения меньше предельной силы трения 

скольжения, движение представляет качение без скольжения. 
 

Примеры решения задач на равновесие тел с трением 

 

Задача 17. Груз Q  весом 50 Н удерживается нитью на шероховатой 

наклонной плоскости (рис.1.52). Один конец нити закреплен на грузе Q, а к 

другому, перекинутому через невесомый блок, 

подвешен груз весом Р. Отрезок нити АВ гори-

зонтальный. Угол наклона плоскости составля-

ет 30º к горизонту. Определить максимальное и 

минимальное значения веса груза Р, при кото-

рых груз Q может начать скольжение по плос-

кости без опрокидывания, если коэффициент трения скольжения между грузом 

Q и наклонной плоскостью  f = 0,4.   

Решение 

Рассмотрим равновесие груза Q при минимальном значении веса груза Р. 

На груз действуют сила тяжести Q


, реакция нити minT


  и реакция шероховатой 

поверхности наклонной плоскости, состоящая из нормальной реакции  наклон-

ной плоскости N


 и силы трения 1трF


(рис. 1.53, а). Особенностью задач на рав-

новесие призм является то, что точка приложения нормальной реакции не 

определена. В случае необходимости она находится из уравнений равновесия. 

 
Рис.1.52. Равновесие 

груза на наклонной плоскости 
с трением 
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Определим направление силы трения. Если вес уравновешивающего гру-

за Р имеет минимальное значение minP , то при его дальнейшем уменьшении 

груз Q начнёт двигаться вниз по наклонной плоскости. Таким образом, пре-

дельная сила трения 1трF


, обеспечивающая равновесие при минимальном зна-

чении веса груза Р, направлена вверх по наклонной плоскости (см. рис. 1.53, а).  

 

Выберем систему координат, как показано на рис. 1.53, и составим урав-

нения равновесия в виде проекций сил:  

 kxF = трmin 30cos60cos FTQ    = 0;    

 kyF =  60cos0cos3 minTNQ   = 0. 

  Полагая в первом уравнении NfF 1тр , решаем систему и находим ре-

акцию нити minT = 7,21 Н. Минимальное значение веса уравновешивающего 

груза равно реакции нити: minmin TP  = 7,21 Н. 

Рассмотрим равновесие груза Q при максимальном maxP  значении веса 

груза Р. На груз действует сила тяжести Q


, реакция нити maxT


 и реакция ше-

роховатой поверхности наклонной плоскости, состоящая, как и в первом слу-

чае, из нормальной реакции наклонной плоскости N


 и силы трения 2трF


 (см. 

рис. 1.53, b).  

 
Рис. 1.53. Силы, действующие на груз при равновесии: 

а – минимальный вес уравновешивающего груза; 
b – максимальный вес уравновешивающего груза 
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При определении направления силы трения заметим, что увеличение веса 

груза Р больше максимального вызывает движение груза Q  вверх по наклон-

ной плоскости. Тогда предельная сила трения 2трF


, действующая против воз-

можного движения, должна быть направлена вниз по наклонной плоскости 

(см. рис. 1.53, b). Уравнения равновесия груза Q: 

 kxF = 2трmax 30cos60cos FTQ    = 0;    

 kyF =  60cos0cos3 maxTNQ   = 0.    

Решаем систему, подставляя вместо силы трения её значение NfF 2тр , 

и находим максимальное значение веса груза Р: maxmax TP  = 63,54 Н.  

Таким образом, груз Q будет находиться в равновесии на наклонной 

плоскости, если вес уравновешивающего груза находится в пределах   

8,87 < Р < 48,87 Н. 

Задача 18. Цилиндрический каток радиуса r = 0,5 м, весом Р = 50 Н 

удерживается в равновесии на наклонной плоскости нитью, один конец кото-

рой закреплён в центре катка, а другой перекинут 

через блок и несёт груз весом Q (рис. 1.54). Коэф-

фициент трения качения катка кf  = 0,02 м. 

Наклонная плоскость составляет угол 30º с гори-

зонтом.  

Определить наименьшую и наибольшую  ве-

личину веса Q, при которых каток будет в равно-

весии. Найти наименьшее значение коэффициента трения скольжения cf , при 

котором в случае движения каток будет катиться без скольжения. 

Решение 

Рассмотрим равновесие катка при минимальном значении веса груза Q . 

На каток действует сила тяжести P


, реакции нити minQ


 и реакция шероховатой 

 

Рис. 1.54. Равновесие катка 
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поверхности наклонной плоскости R


, имеющая своими составляющими нор-

мальную реакцию поверхности N


 и силу трения качения ктр1F


 (рис. 1.55, а). 

Минимальный вес гру-

за minQ  удерживает каток от 

качения вниз по наклонной 

плоскости. В этом случае со-

ставляющие реакции шеро-

ховатой поверхности наклон-

ной плоскости приложены в 

точке К1, слева от нормально-

го к плоскости диаметра катка (см. рис. 1.55, а). Выбор точки приложения ре-

акции шероховатой поверхности основан на том, что пара ( N


, yP


) должна со-

здавать момент трения качения, противодействующий предполагаемому  дви-

жению.  

На каток действует плоская уравновешенная система 

сил ( minQ


, ктр1F


, N


, P


) ∞ 0. Выберем систему координат, как показано на 

рис. 1.55, а, и составим уравнения равновесия катка, где уравнение моментов  

сил составлено относительно точки К1:    

 kxF = ктр1min60cos FQP    = 0; 

 kyF = = NP  0cos3  = 0; 

 )(
1 kK FM


 = кmin 0cos360cos fPrQrP    = 0. 

Подставляем данные задачи и находим минимальное значение веса груза, 

при котором каток находится в равновесии minQ = 7,68 Н, величину нормаль-

ной реакции наклонной плоскости N  = 43,3 Н и значение силы трения качения, 

удерживающей каток в равновесии, ктр1F  = 17,32 Н. 

 
Рис. 1.55. Силы, действующие на каток, 

при равновесии: 
а – минимальный вес груза; b – максимальный вес груза 
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Рассмотрим равновесие катка при максимальном значении веса груза 

maxQ . Здесь нарушение предельного равновесия при увеличении веса груза Q 

вызывает движение катка вверх по наклонной плоскости. В таком случае точка 

приложения реакции опоры шероховатой поверхности (точка К2) расположена 

справа от нормального к плоскости качения диаметра катка (рис. 1.55, b). 

На каток действует плоская уравновешенная система 

сил ( maxQ


, ктр2F


, N


, P


) ∞ 0. Выберем систему координат, как показано на 

рис. 1.55, b. Уравнения равновесия катка, где уравнение моментов  сил состав-

лено относительно точки К2 имеют вид:    

 kxF = ктр2max60cos FQP    = 0; 

 kyF = NP  0cos3  = 0; 

 )(
2 kK FM


 = кmax 0cos360cos fPrQrP    = 0. 

Решая систему, получим: maxQ  = 42,32 Н;  N  = 43,3 Н; ктр2F  = 17,32 Н. 

Таким образом, на шероховатой поверхности каток находится в равнове-

сии, если вес уравновешивающего груза выбран в пределах 7,68 ≤ Q ≤ 42,32 Н. 

При любом движении (вверх или вниз) качение катка будет без скольже-

ния, если предельная сила трения скольжения cтрF  больше аналогичной силы 

трения качения: cтрF  > ктрF . Величина силы трения скольжения не зависит от 

направления движения: cccтр 3,43 fNfF  , где cf  – коэффициент трения 

скольжения. Величина силы трения качения также не зависит от направления 

движения: ктр2ктр1ктр FFF   = 17,32 Н. Таким образом, для определения 

требуемого коэффициента скольжения имеет место неравенство 43,3 f  > 17,32, 

откуда f  > 0,4. 
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Задача 19. Для подъёма и опускания грузов в выработках используется  

ступенчатый ворот с тор-

мозом, изображённый на 

рис. 1.56. Радиусы большой 

и малой ступенек барабана 

ворота R = 0,5 м и r = 0,2 м. 

Ворот тормозят, надавливая 

на конец А рычага АВ, со-

единённого цепью СD с 

концом D тормозного рычага ЕD с расположенной на нём тормозной колодкой. 

Коэффициент трения между тормозной колодкой и барабаном ворота  f = 0,4. 

На малой ступеньке барабана ворота навита верёвка, другой конец которой, пе-

реброшенный через невесомые неподвижный блок m и подвижный блок n, 

удерживает груз Q  весом 1 кН (см. рис. 1.56). Угол наклона к горизонту участ-

ка верёвки, соединяющей барабан с неподвижным блоком m, составляет 30º. 

Определить величину силы P


, уравновешивающей груз Q, и реакции 

шарниров О и Е, если вес ворота G = 140 Н, высота тормозной колодки 

d = 0,1 м, расстояния АВ  = 1 м, ВС  = 0,1 м; ЕD = 1,2 м; ЕК = 0,6 м. 

Решение 

Рассмотрим отдельно равновесие барабана ворота, тормозного рычага DE 

и рычага АВ (рис. 1.57).  

Для того; чтобы определить силу натяжения верёвки, прикреплённой к 

барабану, рассмотрим равновесие груза вместе с подвижным блоком n (см. 

рис. 1.57, а). На объект равновесия действует сила тяжести груза Q


 и реакции 

T

  и  T 


 двух ветвей верёвки, огибающей снизу блок n.  

Уравнения равновесия такой системы сил: 

0 QTT ;        блбл rTrT  , 

 

Рис. 1.56. Ворот с колодочным тормозом 
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где  моменты сил вычислены относительно центра блока; блr  – радиус блока n. 

Решая систему уравнений, получим: QTT 5,0 = 500 Н.  

Рассмотрим равновесие барабана. На барабан действуют: сила веса бара-

бана G


, сила  давления 

N  со стороны  рычага, направленная по радиусу бара-

бана, сила трения трF


, действующая по касательной к барабану в сторону, про-

тивоположную движению барабана при опускании груза, реакция OR


 шарнира 

О, представленная двумя составляющими OO YX


, , и реакция верёвки 

T ,  чис-

ленно равная модулю силы T

  (см. рис. 1.57, b).  

Силы, действующие на барабан, составляют уравновешенную произ-

вольную плоскую систему сил (G


, ,, OO YX


,T


N


, трF


) ~ 0. Составим уравнение 

моментов относительно точки О: 

0тр  RFTr ,  откуда с учётом TT  трF  = 200 Н. 

Величина силы N


 давления рычага на барабан находится из вида зави-

симости силы трения NfF тр , тогда 
f

F
N

тр  = 500 Н. 

Составим уравнения равновесия барабана в виде проекций сил на оси, 

выбранные, как показано на  рис. 1.57, b:  

030cosтр  TFXF Okx ;  

 
Рис. 1.57. Равновесие элементов конструкции ворота: 

а – равновесие груза; b – силы, действующие на  барабан; с – силы, действующие  
на тормозной рычаг DE; d – силы, действующие на рычаг АВ  
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060cos  GNTYF Oky
 . 

Решая систему, найдём  реакцию шарнира О: 

OX  = 233 Н; OY  = 390 Н; OR  = 22
OO YX   = 454,3 Н. 

Рассмотрим теперь равновесие тормозного рычага DE (см. рис. 1.57, c).  

На рычаг действуют сила 

N  давления со стороны барабана и сила тре-

ния трF 


, приложенные в точке касания тормозной колодки с барабаном, рав-

ные по величине и противоположные по направлению, соответственно, силам 

N


 и трF


. Кроме того, в точке D на рычаг действует сила S 


, под действием ко-

торой рычаг прижимается к барабану, и реакция шарнира Е, разложенная на 

составляющие EE YX


,  вдоль осей x, y. Уравнения равновесия рычага имеют 

вид: 

0тр  FXF Ekx ;     0 SNYF Eky ; 

  0трdFEKNDES)F(M kE


. 

Подставляя в систему данные из условия задачи, с учётом найденных 

значений трF   = трF  = 200 Н,  N   = N  = 500 Н, определим усилие S  , с которым 

тормозной рычаг прижимается к барабану, и реакцию шарнира Е:  

S   = 233,33 Н; EX  = –200 Н; EY  = – 266,67 Н; ER  = 22
EE YX   = 333,34 Н. 

Силу P


, необходимую для уравновешивания груза Q, найдём рассматри-

вая равновесие рычага АВ (см. рис. 1.57, d) . На рычаг действуют сила P


, реак-

ция цепи S


 и реакция шарнира В, показанная на рис. 1.57, d составляющими 

BB YX


, . 

Составим уравнение равновесия рычага в форме равенства нулю суммы 

моментов сил относительно точки В: 0 CBSABP . С учётом того, что мо-

дули сил S


 и S 


 равны, найдем P  = 23,3 Н. 
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Упражнения 

Упражнение  1.13 
Невесомый стержень АВ опирается в точках А и В на шеро-

ховатые поверхности – горизонтальный пол и вертикальную стену. 
Коэффициент трения между стержнем и полом и между стержнем 
и стеной f = 0,2. Угол наклона стержня к вертикальной стене 30°. 

В точке С к стержню подвешен груз Q. Стержень удерживается в 
равновесии горизонтальной нитью, прикреплённой в точке А и пе-
рекинутой через блок. К другому концу нити подвешен груз Р. В 
каких границах можно изменять вес груза Р, не нарушая равнове-
сия стержня? 

АВ = 3 м, АС = 2 м, Q = 200 Н. 
 

 

Упражнение  1.14 
Шкив О состоит из двух барабанов радиусов R 

и r. На барабаны навиты  верёвки, натянутые одинако-
выми грузами Q. К шкиву приложена пара сил с момен-
том М. Шкив затормаживается с помощью рычажного 
тормоза. Коэффициент трения между тормозной колод-
кой и шкивом f = 0,4. Определить силу P


, приложенную 

к рычагу тормозной колодки и уравновешивающую 
шкив. Найти реакцию шарнира А. 

а = b = 1 м; с = 0,1 м; Q = 100 Н; М = 120 Н·м; 
R = 0,6 м; r = 0,2 м. 

 
 

 

Рис. 1.58. Задания для самостоятельного решения. Упражнения № 1.13, 1.14 
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2. КИНЕМАТИКА ТОЧКИ И ТВЁРДОГО ТЕЛА 

2.1. Криволинейное движение точки 

Кривая, которую описывает движущаяся точка, называется траекторией 

точки. Движение точки может быть задано векторным, координатным или 

естественным способами. 

Координатный способ задания 

движения точки основан на том, что по-

ложение точки определяется ее коорди-

натами, заданными для каждого момента 

времени (рис. 2.1):   x x t ( ) , y y t ( ) , 

)(tzz  .  

Мгновенная скорость, или ско-

рость точки в данный момент времени, является векторной величиной и опре-

деляется как производная по времени от радиус-вектора точки: 
dt

rd
V


 . Вектор 

скорости точки 


V  всегда направлен по касательной к траектории в сторо-

ну движения точки. Величины Vx , Vy , zV  проекций  вектора скорости 


V  на 

координатные оси определяются как производные по времени от соответству-

ющих координат: V
dx

dt
xx    ; V

dy

dt
yy    ; z

dt

dz
Vz  . Модуль вектора скоро-

сти: 222
zyx VVVV  .  

Мгновенное ускорение точки, или ускорение в данный момент времени, 

является векторной величиной и определяется как производная по времени от 

вектора скорости точки или как вторая производная от радиус-вектора точки: 


 

a
dV

dt

d r

dt
 

2

2
. Величины ax , ay , za   проекций вектора ускорения на коорди-

 
Рис. 2.1. Векторный и координатный  

способы задания движения точки 
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натные оси определяются равенствами: a
dV

dt
V xx

x
x    ; a

dV

dt
V yy

y
y    ; 

zV
dt

dV
a z

z
z   . Модуль вектора ускорения: 222

zyx aaaa  . 

Естественный способ задания движения используется, если траектория 

движения точки заранее известна. Тогда положение точки однозначно опреде-

ляется длиной дуги )(= tSMO


, отсчитываемой от 

некоторой фиксированной точки О, принятой за 

начало отсчета (рис. 2.2). При этом заранее уста-

навливаются положительное и отрицательное 

направления отсчета дуговой координаты. 

При естественном способе задания движения 

вектор скорости точки определяется равенством:  



VSV τ , где S  – дуговая 

координата; τ


 – единичный вектор касательной к траектории движения, 

направленный в сторону положительного направления дуговой координаты. 

Величина SV    называется алгебраической скоростью точки и представляет 

собой проекцию вектора скорости точки на касательную к траектории.  

Вектор ускорения точки 

a  раскладывается на составляющие по направ-

лениям естественных осей – касательную (ось  ) и перпендикулярную к ней 

нормальную (ось n):  

naaa n


   или  naaa


  , 

где 


 – единичный направляющий вектор касательной; 

n  – единичный направ-

ляющий вектор нормали траектории; a  – проекция ускорения точки на каса-

тельную называется касательным ускорением; na  – проекция вектора уско-

рения точки на нормаль называется нормальным ускорением (рис. 2.3). Каса-

тельная составляющая ускорения характеризует изменение величины скорости 

точки, нормальная – изменение направления вектора скорости.  

 
Рис. 2.2. Естественный 

способ задания 
движения точки 
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Если проекции τV  и a  имеют одинаковые знаки (направлены в одну 

сторону), движение будет ускоренным, если разных знаков (разнонаправлены) 

– замедленным (см. рис. 2.3, а, 

b). 

Проекции ускорения на 

естественные оси и модуль 

вектора ускорения вычисляют-

ся по формулам: 

  VSa  , 



2V

an ; 

22
 aaa n ,  

где   – радиус кривизны траектории. Иногда при вычислении касательной со-

ставляющей ускорения удобнее пользоваться формулой 





V

VaVa
a

yyxx
τ . 

  Вектор нормальной составляющей ускорения na


 всегда направлен к 

центру кривизны траектории. Вектор касательной составляющей ускорения  a


 

направлен в сторону положительного направления касательной  (по направле-

нию единичного вектора 

), если  S  > 0, и в противоположную сторону – 

при S  < 0. 

 Криволинейное движение точки называется равномерным, если проек-

ция вектора скорости на касательную – постоянная величина: τV  = const. 

Криволинейное движение точки называется равнопеременным, если по-

стоянна проекция вектора ускорения на касательную: τa  = const. 

 

Примеры решения задач на криволинейное движение точки 

 
Задача 20. Движение точки задано координатным способом уравнениями 

ttx sinπ2)(  , tty cos2π)(  , где x, y – в сантиметрах, t – в секундах.  

 

Рис. 2.3. Скорость и ускорение точки. Разложение 
ускорения на нормальную и касательную  

составляющие:  
а – ускоренное движение; b – замедленное движение 
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Рис. 2.4. Траектория движения точки: 

 
а – замедленное движение точки на участке от М0 к В; 
b –  ускоренное движение точки на участке от В к М0 

 

Найти траекторию точки, величину и направление скорости и ускорения 

в моменты времени 1t  = 0,25 с, 2t  = 0,75 с. Определить участки ускоренного и 

замедленного движений точки. 

Решение 

Определяем траекторию точки. Из уравнений движения находим 

ty cos2π  = tt πsinπcos 22   = tπsin21 2  = 
2

1
2x

 . Траекторией точки является 

парабола 
2

1
2x

y   (рис. 2.4). Однако не вся парабола будет траекторией дви-

жения, а только та её часть, точки которой согласно уравнениям движения удо-

влетворяют неравенствам: 22  x ,  11  y . 

Определяем параметры движения точки в момент времени 1t  = 0,25 с. 

Находим координаты x1, y1 положения точки М1:  

2
4

π
sin2(0,25)1  xx  см,  

2

π
cos(0,25)1  yy  = 0. 

Находим проекции xV1 , yV1  вектора 1V


 скорости точки на оси системы 

координат: 

txtVx πcosπ2)(   ; tytVy π2πsin2)(   ; 

2π
4

π
πcos2(0,25)1  xx VV  см/с;  π2

2

π
πsin2(0,25)1  yy VV  см/с. 
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Модуль скорости  6π2
1

2
11  yx VVV  см/с. 

Находим проекции xa1 , ya1  вектора 1a


 ускорения точки на оси системы 

координат: 

 tVta xx sinππ2)( 2  ; tVta yy π2cosπ4)( 2  ;  

2π
4

π
sinπ2(0,25) 22

1  xx aa  см/с2; 
2

π
cosπ4(0,25) 2

1  yy aa  = 0. 

Модуль вектора ускорения  2π22
1

2
11  yx aaa  см/с. 

Положение точки М1 в момент времени 1t  = 0,25 с, построение векторов 

скорости 1V


  и ускорения 1a


 по их проекциям показано на рис. 2.4, а. 

Для того чтобы определить характер движения точки в положении М1 – 

ускоренное или замедленное, найдём направление касательного ускорения. С 

этой целью разложим известный уже вектор ускорения 1a


 на нормальную и ка-

сательную составляющие согласно равенству naaa 111


  . При этом направ-

ление касательной совпадает с направлением вектора скорости 1V


, а направле-

ние нормали – перпендикулярно ему. Касательное ускорение 1a


 оказалось 

направленным противоположно вектору скорости 1V


 (см. рис. 2.4, а). Следова-

тельно, точка в рассматриваемый момент движется замедленно.  

В момент времени 2t  = 0,75 с положение М2 совпадает с положением М1:  

2
4

3π
sin2(0,75)2  xx  см; 

4

3
cos2π(0,75)2  yy  = 0. 

Проекции векторов скорости 2V


 и ускорения 2a


точки на оси координат: 

2π
4

3π
πcos2(0,75)2  xx VV  см/с;  2

4

3
πsin2π2(0,75)2 yy VV  см/с; 

2π
4

3π
sinπ2(0,75) 22

2  xx aa  см/с2; 
4

3
cos2π4(0,75) 2

2  yy aa  = 0. 

Модули скорости и ускорения точки в момент времени 2t  = 0,75 с: 
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6π2
2

2
22  yx VVV  см/с;  2π2

22  xaa   см/с2. 

Положение точки М2 в момент времени 2t  = 0,75 с, построение векторов 

скорости 2V


  и ускорения 2a


 по их проекциям, а также разложение вектора 

ускорения 2a


 на составляющие na2


 и 2a


 показано на рис. 2.4, b. В данном 

случае вектор касательного ускорения совпадает по направлению с вектором 

скорости (см. рис. 2.4, b), поэтому движение ускоренное.  

В целом движение точки по траектории происходит следующим образом. 

Из начального положения М0 ( 0t  = 0) точка с замедлением перемещается по 

правой ветви параболы. Достигнув положения В на траектории ( Bt = 0,5 с), точ-

ка совершает мгновенную остановку и начинает обратное ускоренное движе-

ние. Достигнув положения М0 (
0Mt = 1 с), точка переходит на левую часть па-

раболы, где движется аналогично.  

Задача 21. Рудничный поезд выходит на закруглённый участок пути ра-

диуса R = 1 км с начальной скоростью 54 км/ч. Считая движение поезда равно-

переменным, определить его скорость и ускорение в конце 10-й секунды дви-

жения по закруглённому участку, если за это время поезд прошёл путь 500 м.  

Решение 

Примем за начало отсчёта расстояния точку М0, где поезд выходит на за-

круглённый участок пути (рис. 2.5). Предположим, дви-

жение поезда равноускоренное и происходит в сторону 

возрастания дуговой координаты S. В этом случае вектор 

скорости и вектор касательного ускорения направлены в 

положительную сторону касательной.  

 При равнопеременном движении проекция вектора 

ускорения на касательную постоянна: τa  = соnst. Так как 

dt

dV
a τ

τ  , то 1τ CtaV  , где V  – проекция вектора скорости на касательную 

 
Рис. 2.5. Скорость  
и ускорение поезда 
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ось. Далее, поскольку 
dt

dS
V  , имеем 21

2
τ

2
CtC

ta
S  . Константы интегри-

рования 1C  и 2C  находятся из начальных условий: при t = 0  S = 0 и V  = 0V  = 

= 54 км/ч = 15 м/с. Подставив эти условия в уравнения движения, найдём кон-

станты интегрирования: С1 = 15 м/с; С2 = 0.  

В результате получена система уравнений: 

15τ  taV ;  t
ta

S 15
2

2
τ  . 

По условию задачи через 10 с от начала движения по закруглённому 

участку поезд прошёл по дуге путь S = 500 м. Подставляя это условие во второе 

уравнение, получим τa  = 7 м/с2. Скорость поезда в конце пройденного пути с 

учётом известной величины касательного ускорения найдём из первого урав-

нения V  = 85 м/с. Следует заметить, что при указанном движении поезда про-

екция вектора скорости на касательную ось положительна и равна его модулю: 

VV  . 

Нормальное ускорение поезда при движении по дуге окружности радиуса 

R = 1000 м в момент времени t = 10 с равно 
R

V
an

2
  = 7,23 м/с2. Величина (мо-

дуль) полного ускорения поезда 2
τ

2 aaa n  = 10,06 м/с2. Разложение вектора 

ускорения поезда на нормальную и касательную составляющие показано на 

рис. 2.5. 

Задача 22. Вагонетка движется равнопеременно по дуге окружности ра-

диуса R = 80 м. За время движения скорость вагонетки изменилась от началь-

ной V0 = 18 км/ч до конечной V1 = 9 км/ч.  

Определить характер движения – ускоренное или замедленное. Найти 

ускорение вагонетки в начале и в конце участка движения, если за это время 

она прошла путь S = 60 м. 
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Решение 

Выберем некоторую точку на траектории в качестве начальной, а направ-

ление положительного отсчёта расстояний – в сторону движения вагонетки. 

Уравнения равнопеременного движения точки при начальных условиях:  

t = 0; S = 0 и V  = 0V = 5 м/с имеют вид: 

taV τ5  ;  
2

5
2

τta
tS  . 

Подставим в уравнения параметры движения в момент времени t = t1, когда 

скорость вагонетки стала 1V  = 2,5 м/с, а пройденный ею путь составил 60 м. 

Получим систему: 

1τ5,2 ta ;  
2

560
2
1τ

1
ta

t  , 

откуда найдём касательное ускорение: τa  = – 0,16 м/с2. 

Отрицательная величина означает, что вектор касательного ускорения 

направлен в сторону, противоположную направлению вектора скорости, и 

движение равнозамедленное. 

Нормальное ускорение вагонетки в начале движения 
R

V
an

2
0

0  = 0,31 м/с2. 

Полное ускорение 2
τ

2
00 aaa n   = 0,35 м/с2. В конце движения нормальное 

ускорение  
R

V
an

2
1

1   = 0,08 м/с2. Полное ускорение 2
τ

2
11 aaa n   = 0,18 м/с2. 

2.2. Поступательное движение и вращение твердого тела 
 вокруг неподвижной оси 

Движение твёрдого тела называется поступательным, если любой пря-

молинейный отрезок, связанный с телом, остаётся в процессе движения парал-

лельным самому себе.  При поступательном движении твёрдого тела все его 
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точки движутся по одинаковым траекториям, имеют равные скорости и уско-

рения.  

Вращением твёрдого тела вокруг неподвижной оси называется такое его 

движение, при котором две точки тела остаются неподвижными в течение все-

го времени движения. Прямая, проходящая через неподвижные точки, называ-

ется осью вращения тела.  

Положение вращающегося тела определяется углом поворота )(t  

относительно какой-либо системы отсчёта, например, относительно неподвиж-

ной плоскости, проходящей через ось вращения. 

Вектор угловой скорости вращения тела ω


 лежит на оси вращения и 

направлен в сторону, откуда вращение тела видно против хода часовой стрел-

ки. Алгебраическим значением угловой скорости вращения тела называют 

проекцию вектора угловой скорости на ось вращения (ось z)  zω . При   > 0 

тело вращается в сторону положительного направления отсчёта угла  , при   

< 0 – в обратную сторону. Направление угловой скорости обычно показывают 

дуговой стрелкой вокруг оси вращения.  Модуль алгебраического значения уг-

ловой скорости вращения тела называется угловой скоростью  z .  

Алгебраическим значением углового ускорения вращающегося тела 

называют проекцию вектора углового ускорения на ось вращения (ось z)  

  zz ω . Модуль алгебраического значения углового ускорения вращения 

тела называется угловым ускорением:   zz .  

Вектор углового ускорения направлен вдоль оси вращения. Если zzω > 0 

(вектора угловой скорости и углового ускорения сонаправлены), движение 

ускоренное, если zzω < 0 (векторы угловой скорости и углового ускорения 

противоположны по направлению),  – замедленное.  
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При равномерном вращении угловая скорость тела (алгебраическое зна-

чение) – постоянная величина: zω  = const. Угол поворота тела изменяется по 

линейному закону tz0 ω , где 0 – начальный угол поворота тела.  

При равнопеременном вращении постоянной величиной является алгеб-

раическое значение углового ускорения: z  = const. В этом случае справедливы 

уравнения движения: tz z0z εωω  ; 
2

ε
ω

2
z

00
t

tz  . 

При вращательном движении тела все его точки движутся по окружно-

стям, радиусы которых равны расстояниям от выбранной точки до неподвиж-

ной оси. Скорость точки вращающегося твердого тела (в отличие от угловой 

скорости тела) называют линейной, или окружной скоростью точки. Модуль 

скорости точки рассчитывается по формуле: V h  , где   – угловая скорость 

тела; h – расстояние от точки до оси вращения. Вектор скорости направлен по 

касательной к описываемой точкой окружности в 

сторону вращения тела.  

При вращении тела отношение скоростей 

двух точек тела равно отношению расстояний от 

этих точек до оси вращения: 
2

1

2

1

h

h

V

V

M

M   (рис. 2.6). 

Ускорение точки вращающегося твердого 

тела рассчитывается как ускорение точки при естественном способе задания 

движения в виде суммы векторов касательного и нормального ускорений 

(см. рис. 2.6): naaa


 τ , где модули векторов ha  , a hn  2 ;  

22
τ naaa  ;  ,   – угловая скорость и угловое ускорение тела, z ; h – 

расстояние от точки до оси вращения. Вектор касательного ускорения точки 

a  направлен по касательной к описываемой точкой окружности в сторону 

движения точки, если вращение тела ускоренное, и в противоположную сторо-

 
Рис. 2.6. Скорость 
 и ускорение точек  
вращающегося тела 
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ну, если движение тела замедленное. Вектор нормального ускорения точки 

na


 направлен вдоль радиуса описываемой точкой 

окружности к её центру.   

При передаче вращения одного тела другому 

без проскальзывания соотношения между угловыми 

скоростями и угловыми ускорениями выражаются из 

равенства скоростей и касательных ускорений в точ-

ке контакта:  
1

2

2

1

r

r





;  
1

2

2

1

r

r





 (рис. 2.7). 

 

Примеры решения задач на вращательное движение тел 

 

Задача 23.  Вал, начиная вращаться равноускоренно из состояния покоя, 

за первые 2 мин. сделал 3600 оборотов. Определить угловую скорость вала в 

конце 2-й минуты и угловое ускорение вала. 

Решение 

Допустим, вращение вала вокруг оси z происходит в сторону положи-

тельного направления отсчёта угла. Тогда алгебраические значения угловой 

скорости и углового ускорения равны модулям соответствующих векторов 

z ;  z . 

Воспользуемся уравнениями равнопеременного вращения вала с нулевы-

ми начальными условиями (начальный угол поворота 0 = 0 и начальная угло-

вая скорость вала 0ω = 0). Имеем tεω  ;  
2

ε 2t
 . 

Подставим в уравнения параметры движения вала в момент времени  

t = 1t = 2 мин = 120 с; 1 = 3600 об = 7200π  рад. Получим систему:  

120εω1  ,  
2

120ε
π7200

2
 , откуда ε  = π  с–2;  π120ω1   с–1. 

 
Рис. 2.7. Передача  

вращения одного тела  
другому 
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Задача 24. В механизме стрелочного индикатора (рис. 2.8) движение от 

рейки мерительного штифта 1 передаётся шестерне 2, скреплённой на одной 

оси с зубчатым колесом 3. Колесо 3 сцепляется, в 

свою очередь, с шестернёй 4, несущей стрелку-

индикатор. Определить угловую скорость стрелки, 

если движение штифта задаётся уравнением 

tx sinπ4  и радиусы зубчатых колёс: 2r  = 6 см, 3r  = 

10 см, 4r  = 4 см. 

Решение 

Мерительный штифт движется поступательно вдоль оси x (см. рис. 2.8). 

Проекция скорости любой точки штифта на ось x txV x πcosπ41   см/с. Такую 

же скорость имеет и точка касания штифта с шестернёй 2.  

Полагая, что точка касания штифта с шестернёй 2 принадлежит и ше-

стерне, найдём алгебраическое значение угловой скорости шестерни 2: 

2

1
2 r

V x
z  =

6

πcosπ4 t
 = tcosπ

3

2π
 рад/с. Зубчатое колесо 3 скреплено с шестернёй 

2 на одной оси и имеет ту же угловую скорость 2z3z ωω  . Вращение колеса 3 

через точку зацепления передаётся шестерне 4. Выразим соотношение между 

алгебраическими значениями угловых скоростей при передаче вращения одно-

го тела другому: 
3

4

4

3

r

r

z

z 



. Отсюда получим: 
42

31
4 rr

rV x
z   = tcosπ

3

π5
 с–1. Угло-

вая скорость стрелки равна угловой скорости 

шестерни 4. 

Задача 25.  Ведущее колесо 1 подъёмного 

устройства (рис. 2.9) передаёт движение ше-

стерне 2. На одной оси с шестернёй 2 располо-

жен шкив 3, жёстко скреплённый с шестернёй. 

Шкив 3 соединяется со шкивом 4 бесконечным 

 
Рис. 2.8. Механизм  

стрелочного индикатора 

 
Рис. 2.9. Схема механизма  

подъёмного устройства 
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перекрёстным ремнём. Барабан 5 скреплён со шкивом 4 и находится с ним на 

одной оси. На барабан намотана нить, удерживающая груз 6.  По заданному 

уравнению движения колеса 1 определить скорость, нормальное, касательное и 

полное ускорения точки М на ободе барабана 5 в момент времени t1= 1 с, а 

также скорость и ускорение груза 6. Скольжение между звеньями механизма 

отсутствует.  

Значения радиусов колёса, шкивов и барабана механизма: 1r  = 20 см, 

2r  = 10 см, 3r = 40 см, 4r = 16 см, 5r = 8 см. Уравнение вращения колеса 1: 

tt 52 2
1   рад. 

Решение 

Ведущим звеном в механизме является колесо 1. Выберем положитель-

ное направление отсчёта угла поворота колеса 1 в сторону, противоположную 

направлению вращения часо-

вой стрелки. На рис. 2.10 это 

направление показано дуговой 

стрелкой 1 .  

Продифференцировав по 

времени уравнение движения 

колеса 1, получим алгебраиче-

ское значение его угловой 

скорости: z1ω = 541  t  рад/с. В момент времени t1 1  с алгебраическое зна-

чение угловой скорости колеса 1 отрицательно:  11 = – 1 рад/с. Это означает, 

что в данный момент времени колесо 1 вращается в сторону, противополож-

ную положительному направлению отсчёта угла 1 . Угловая скорость колеса 1 

равна модулю: z11 ωω   = 1 рад/с.  Направление угловой скорости 1ω  колеса 1 

в момент времени t1 1  с показано дуговой стрелкой 1ω .  

 
Рис. 2.10. Расчётная схема механизма 
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Вращение колеса 1 передаётся шестерне 2 через точку контакта К. Из со-

отношения 
1

2

2

1

r

r





 найдём угловую скорость шестерни 2: 
2

11
2

ω
ω

r

r
 . Шкив 3, 

закреплённый на одной оси с шестернёй 2 имеет такую же угловую скорость,  

23 ωω  . Направление угловых скоростей шестерни 2 и шкива 3 показано на 

рис. 2.10 дуговой стрелкой 2ω . 

Передача движения шкива 3 шкиву 4 производится с помощью ремённой 

передачи. На участке от точки А, где ремень сходит со шкива 3, и до точки В, 

где ремень набегает на шкив 4, ремень движется поступательно, поэтому ско-

рости точек А и В равны: BA VV  . Выразив скорости точек через угловые ско-

рости тел, имеем равенство 4433 rr  , откуда с учётом, что  23 ωω  , найдём 

угловую скорость шкива 4: 
4

33
4

ω
ω

r

r
  = 

42

311ω

rr

rr
.  Угловая скорость барабана 5 

равна угловой скорости шкива 4, 45 ωω  . Направление угловых скоростей 

шкива 4 и барабана 5 показано на рис. 2.10 дуговой стрелкой 4ω .  

Величина (модуль) скорости точки М рассчитывается по формуле: 

55rVM  .  В момент времени t1 1  с 
42

311
5

ω
ω

rr

rr
  = 5 рад/с и MV  = 20 см/с. 

Вектор скорости MV


  направлен по касательной к ободу барабана в точке М и 

направлен в сторону вращения барабана 5 (см. рис. 2.10).  

Нить, несущая груз 6, сматываясь с обода барабана, имеет скорость, рав-

ную скорости точек обода барабана, и, следовательно, равна скорости точки М: 

MVV 6 . Направление скорости груза 6 определяется направлением вращения 

барабана 5. При t1 1 с груз поднимается со скоростью 6V  = 20 см/с. 

Определим ускорение точки М. Вектор ускорения точки М равен сумме 

векторов: τ n
M М Мa a a 

  
, где τ

Мa


, n
Мa


 –  касательная и нормальная составляю-

щие ускорения.  
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Найдём алгебраическое значение угловой скорости барабана 5: 

42

311
5

ω
ω

rr

rrz
z   = 2520 t  рад/с. Алгебраическое значение углового ускорения 

барабана 5 5zε  равно производной 5z5z ωε   = 20 рад/с2.  Так как в момент вре-

мени t1 1  с знаки алгебраических значений угловой скорости  барабана  и его 

углового ускорения разные ( 5zω  = – 5 рад/с τ n
M М Мa a a 

  
 5zε = + 20 рад/с2), уг-

ловое ускорение (по величине равное модулю 5z5  )  направлено в сторону, 

противоположную угловой скорости. На рис. 2.10 направление углового уско-

рения барабана 5 показано дуговой стрелкой 5 .  

Касательное ускорение точки: 55raM   = 80 см/с2. Вектор Ma


 каса-

тельного ускорения точки М  направлен по касательной к траектории в точке М 

в сторону углового ускорения 5  (см. рис. 2.10). 

 Нормальное ускорение точки М рассчитывается как 2
5 5

n
Мa r , где угло-

вая скорость барабана 5z5  . В момент времени t1 1  с 5 = 5 рад/с и ве-

личина нормального ускорения: n
Мa


 = 100 см/с2. Вектор нормального ускоре-

ния n
Мa


 направлен по радиусу к центру барабана 5.   

Модуль полного ускорения точки М в заданный момент времени: 

τ 2 2( ) ( )n
M M Ma a a   = 128,06 см/с2. Вектор ускорения Ma


направлен по диагонали 

прямоугольника, построенного на векторах n
Мa


 и τ

Мa


 (см. рис. 2.10). 

Ускорение 6a  груза 6 находится из условия, что груз движется прямоли-

нейно. При прямолинейном движении нормальная составляющая ускорения 

равна нулю. В результате, ускорение груза 6 
τ

6 6 6 5 5M Ma a V V a r        = 

80 см/с2. Направление вектора ускорения груза 6 определяется направлением 

углового ускорения барабана 5. На рис. 2.10 направление ускорения груза 6 по-

казано вектором 6a


.  
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Задача 26.  По заданному уравнению поступательного движения звена 1 

механизма (рис. 2.11, а) определить скорость, нормальное, касательное и пол-

ное ускорения точки М диска 3 в момент времени t1= 1 с, а также скорость и 

ускорение звена  4. Скольжение между звеньями механизма отсутствует. Зна-

чения радиусов колес механизма и закон движения звена 1: 2R = 20 см, r2 = 5 см, 

R3 = 8 см, r3 = 4 см, ttx  sincos1 см.    

Решение 

Звено 1 движется поступательно вдоль оси x. Положительное направле-

ние движения задаётся направлением оси x (рис. 2.11, а). Продифференцировав 

по времени  уравнение движения звена 1, получим его алгебраическое значение 

скорости: ttxtV x πcosππsinπ)( 11   .  

 

В момент времени 1t = 1 с алгебраическое значение скорости звена 1 от-

рицательное:  11xV = π  см/с. Это показывает, что в данный момент времени 

звено 1 движется в сторону, противоположную положительному направлению 

оси x. Скорость звена 1 равна модулю производной   11 1 xV   = π  см/с. На 

рис. 2.11, b показано направление вектора скорости 1V


. 

 
Рис. 2.11. Кинематика поступательного и вращательного движений твердого тела: 

а – схема механизма;  b – расчетная схема для определения скоростей  
и ускорений точек механизма 
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Точка  А соприкосновения звена 1 с диском 2 имеет ту же скорость, что и 

звено 1. Угловая скорость диска 2 определяется из равенства 
2

1
2 r

V
  рад/с. 

Направление угловой скорости вращения диска 2 показано на рис. 2.11, b дуго-

вой стрелкой 2 . 

Передача вращения диска 2 диску 3 происходит в точке К. Из соотноше-

ния 
3

2

2

3

R

R





 находим угловую скорость  диска 3:  
32

21
3 Rr

RV
 = 

2

π
. Направление 

угловой скорости диска 3 показано на рис. 2.11, b дуговой стрелкой 3 . 

Модуль скорости точки М 33rVM   = π2  см/с.  Вектор скорости MV


  

направлен по касательной к траектории движения точки М в сторону вращения 

диска 3 (см. рис. 2.11, b).  

Звено 4 движется поступательно. Величина и направление скорости звена 

4 совпадают с величиной и направлением скорости точки В касания звена 4 с 

диском 3: 334 RVV B  . В момент времени t1 1  с 4V  = π4  см/с. Направле-

ние вектора скорости 4V


 определяется направлением вращения диска 3. 

Определим ускорение точки М. Найдём алгебраическое значение z3  уг-

ловой скорости диска 3: 
32

21
3ω

Rr

RV x
z   = )cosπsinπ(

2

π
tt  . Алгебраическое зна-

чение z3  углового ускорения диска 3: zz 33   = )sinπ(cosπ
2

π2

tt   и в мо-

мент времени t1 1  с z3 =
2

π2

. Разные знаки алгебраических значений угловой 

скорости и углового ускорения диска 3 ( z3ω =
2

π
 ; z3 =

2

π2
 ) показывают, что 

угловое ускорение направлено в сторону, противоположную  угловой скорости. 

На рис 2.11, b направление углового ускорения диска 3 показано дуговой 

стрелкой 3 .  
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Касательное ускорение точки М рассчитывается по формуле 33raM  , 

где угловое ускорение z33  . В момент времени t1 1  с 
Ma = 2π2  см/с2. Век-

тор  касательного ускорения точки М 
Ma


 направлен по касательной к траекто-

рии точки М в сторону углового ускорения 3  (см. рис. 2.11, b).  

Нормальное ускорение точки М рассчитывается как 3
2
3ran

M  . В момент 

времени t1 1  с величина нормального ускорения n
Ma  = 2π  см/с2. Вектор нор-

мального ускорения n
Ma


 направлен по радиусу к центру диска 3.  

Модуль полного ускорения точки М: 22 )()(  M
n
MM aaa = 5π2 см/с2. 

Вектор полного ускорения Ma


 направлен по диагонали прямоугольника, по-

строенного на векторах n
Ma


 и 

Ma


. 

Звено 4 движется  поступательно и прямолинейно. Ускорение звена 4 

равно проекции ускорения точки В (касания диска 3 со звеном 4) на линию 

движения звена 4:  334 Raa B    = 24π  см/с2. Направление  ускорения звена 4 

совпадает с касательным ускорением точки В. 
 

Упражнения 
 

Упражнение 2.1 Упражнение 2.2 
 

 
 
 
 

 

 

 
Рис. 2.12. Задания для самостоятельного решения. Упражнения 2.1, 2.2 
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2.3. Скорости точек при плоскопараллельном движении  
твёрдого тела 

Плоскопараллельным, или плоским движением твердого тела, называ-

ется такое движение, при котором все точки тела движутся параллельно неко-

торой неподвижной (основной) плоскости.  

Для скоростей AV


и MV


 двух точек А и М тела, совершающего плоское 

движение, справедливо утверждение: проекции скоростей двух точек твер-

дого тела на ось, проходящую через эти точки, равны друг другу:  

 coscos МA VV , где  ,  – углы между векторами  скорости AV


 и MV


 и осью, 

проходящей через точки А и М. 

Мгновенным центром скоростей (МЦС) называется точка Р плоской фи-

гуры, скорость которой в данный момент времени равна нулю. При известном 

положении МЦС скорость любой точки плоской фигуры находят так, как если 

бы движение фигуры было мгновенно вращательным вокруг мгновенного цен-

тра скоростей с угловой скоростью, равной угловой скорости плоской фигуры. 

Способы построения мгновенного центра скоростей приведены в табл. 2.1. 

 
Таблица 2.1 

Способы построения мгновенного центра скоростей  

1. Если известны направления скоростей AV


 и 

BV


 каких-нибудь двух точек А и В плоской фигуры, то 
мгновенный центр скоростей Р находится в точке пе-
ресечения перпендикуляров, восстановленных из этих 
точек к векторам скоростей. 

 
2. Если скорости двух точек AV


 и BV


  парал-

лельны, но точки А и В не лежат на общем перпенди-
куляре к скоростям, то, как видно из рисунка, мгно-
венный центр Р бесконечно удалён. В этом случае уг-
ловая скорость 0  и тело в данный момент движет-
ся поступательно (движение является мгновенным по-
ступательным). При таком движении скорость любой 
точки тела равна AV


. 
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Рис. 2.13. Приводной механизм 
насоса 

3. Если скорости двух точек AV


 и BV


  парал-
лельны, а точки А и В  лежат на общем перпендикуля-
ре к скоростям, то мгновенный центр скоростей  Р  
находится как пересечение прямой, соединяющей 
точки А и В и линии, проходящей через концы векто-
ров, изображающих скорости AV


 и BV


. 

 

 

4. Если плоскопараллельное движение осу-
ществляется путем качения без скольжения одного те-
ла по неподвижной поверхности другого, то мгновен-
ный центр скоростей Р расположен в точке касания 
катящегося тела с неподвижной поверхностью. 
 

 

 
 
Примеры решения задач на плоскопараллельное движение тела 
 

Задача 27.  Приводной механизм насоса находится в положении, пока-

занном на рис. 2.13. Кривошип О1С вращается с постоянной угловой скоростью 

CO1
ω  = 2 рад/с вокруг оси, проходящей через 

точку О1 перпендикулярно плоскости чертежа. 

Определить скорость поршня D и угловые 

скорости шатуна ВС, коромысла АВ и штока 

AD, если О1С = 20 см, ОВ = 2·ОА = 40 см, 

AD = 60 см. 

Решение 

Предположим для определённости, что кривошип О1С вращается в 

направлении по ходу часовой стрелки. Вектор CV


 скорости точки С направлен 
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перпендикулярно кривошипу О1С, в сторону его вращения (рис. 2.14). Модуль 

скорости COV COC 11
ω   = 40 см/с. 

Коромысло АВ 

качается (вращается) 

вокруг оси, проходя-

щей через точку О, 

параллельно оси 

вращения кривошипа. 

Скорость точки В 

направлена перпен-

дикулярно коромыслу АВ  вдоль шатуна ВС (рис. 2.14). 

Шатун ВС совершает плоскопараллельное движение. Мгновенный центр 

скоростей шатуна Р1 расположен в точке пересечения перпендикуляров к ско-

ростям  CV


 и BV


 точек С и В шатуна.  Находим COCP 11 4 = 80 см. Угловая 

скорость вращения шатуна ВС 
1

ω
CP

VC
BC  = 0,5 рад/с. Направление угловой 

скорости вращения шатуна ВС определяется направлением вращения криво-

шипа О1С и на рис. 2.14 показано дуговой стрелкой BC . 

Скорость BV  найдём по теореме о проекциях скоростей. Спроектируем 

вектора скоростей CV


 и BV


 точек С и В на линию ВС. Получим 

 0cos30cos CB VV  . Отсюда BV  = 320  см/с. 

Угловая скорость коромысла АВ 
OB

VB
AB ω  = 

2

3
 рад/с. Направление уг-

ловой скорости коромысла определяется направлением вектора скорости BV


 и  

показано дуговой стрелкой AB . 

 
Рис. 2.14. Расчётная кинематическая схема механизма 

 привода насоса 
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Скорость точки А коромысла равна половине скорости точки В: 

BA VV
2

1
 = 310  см/с. Вектор скорости AV


 направлен перпендикулярно коро-

мыслу АВ в сторону его вращения.  

Точка Р2 пересечения перпендикуляров к скоростям AV


 и DV


 является 

мгновенным центром скоростей штока АD. Тогда угловая скорость штока 

2
ω

AP

VA
AD   = 

12

3
 рад/с. Направление угловой скорости штока определяется по 

направлению скорости точки А и на рис. 2.14 показано дуговой стрелкой AD . 

Скорость поршня DPV ADD 2ω  = 15 см/с.  

Задача 28.  Механизм качалки (рис. 2.15) состоит из кривошипа  ОА, 

вращающегося вокруг оси О и несущего в 

точке А ось подвижной шестерни 2, кото-

рая катится по неподвижной шестерне 1. 

Вращение кривошипа происходит с угло-

вой скоростью OAω = 2 рад/с. Радиусы ше-

стерён 21 rr   = 6 см. К ободу шестерни 2 в 

точке В шарнирно прикреплён шатун ВС длиной ВС = 8 см, который в точке С 

передаёт движение  коромыслу СО1 длиной  СО1 = 16 см. 

 Определить угловые скорости шестерни 2, шатуна ВС, коромысла СО1, а 

также скорости точек А, В, С, D в момент, когда кривошип ОА и шатун ВС го-

ризонтальны  и угол DAB = 60º.  

Решение 

Найдём скорость точки А кривошипа: OAV OAA  = 24 см/с. Вектор 

скорости точки AV


 расположен перпендикулярно кривошипу ОА и направлен в 

сторону вращения кривошипа (рис. 2.16).  

 
Рис. 2.15. Схема механизма качалки 
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Мгновенный центр скоростей Р2 шестерни 2 находится в точке касания с 

неподвижной поверхностью шестерни 1. Угловая скорость шестерни 2 

2
2 AP

VA = 4 рад/с. Направление угло-

вой скорости шестерни 2 определяется 

направлением вектора скорости  AV


 и 

на рис. 2.16 показано дуговой стрел-

кой 2 . 

Найдём расстояние Р2В из рав-

нобедренного треугольника ABP2  по 

теореме косинусов: 120cos2 222
2 rrrBP  = 36  см. Скорость точки В  

BPVB 22   = 324  см/с. Вектор скорости BV


 перпендикулярен линии Р2В  и 

направлен в сторону вращения шестерни 2.  

Скорость точки D: DPVD 22   = 48 см/с. Вектор скорости DV


 перпен-

дикулярен линии Р2D и направлен в ту же сторону (см. рис. 2.16). 

Скорость точки С перпендикулярна линии СО1. Восстанавливая перпен-

дикуляры к скоростям BV


 и CV


, получим точку пересечения Р1, которая будет 

мгновенным центром скоростей шатуна ВС. Расстояние 
30cos

1
BC

BP   = 
3

16
 см. 

Угловая скорость шатуна 
BP

VB
BC

1

ω   = 
2

9
 рад/с. Направление угловой скорости  

определяется по направлению скорости BV


 и  показано дуговой стрелкой BC . 

Скорость точки С: CPV BCC 1 = 
3

36
 см/с. Направление вектора скоро-

сти определяется направлением вращения шатуна ВС. 

Угловая скорость коромысла СО1: 
CO

VC
CO

1
1

ω   = 
34

9
 рад/с. 

 
Рис.2.16. Расчётная кинематическая  

схема механизма качалки 
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Задача 29.  В планетарном механизме (рис. 2.17) кривошип ОА длиной 

ОА = 25 см вращается вокруг неподвижной 

оси О, перпендикулярной плоскости рисун-

ка, с угловой скоростью OAω  = 3,6 рад/с. На 

конец А кривошипа насажена шестерёнка 2, 

находящаяся во внутреннем зацеплении с 

колесом 1 радиуса 1r  = 45 см, соосным с 

кривошипом ОА и вращающимся с угловой 

скоростью 1ω  = 1 рад/с. Шатун ВС, шарнир-

но соединённый с  шестерёнкой 2 на её обо-

де в точке В, приводит в движение криво-

шип СО1. Определить угловые скорости ше-

стерёнки 2, шатуна ВС и кривошипа СО1, скорости точек А, В, С в положении, 

показанном на рис.2.17, если длина шатуна ВС = 100 см, длина криво-

шипа СО1 = 50 см.  

Решение 

Найдём скорости точек А и D  

OAV OAA   = 90 см/с;  11 rVD   = 45 см/с. 

Вектор скорости AV


 направлен перпендикулярно кривошипу ОА в сторо-

ну его вращения. Вектор скорости DV


 перпендикулярен радиусу ОD колеса 1 и 

направлен в сторону вращения колеса (рис. 2.18).  

Мгновенный центр скоростей Р2 шестерни 2 находится на пересечении 

прямой, соединяющей точки А и D, и линии, проходящей через концы векторов 

AV


 и DV


, изображающих скорости точек А и D   Расстояние Р2D от центра ско-

ростей до точки D находится из пропорции 
2

2

2

2 20

DP

DP

DP

AP

V

V

D

A 
 , откуда 

Р2D = 20 см.   

 
Рис. 2.17. Планетарный механизм 
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Угловая скорость шестерёнки 2 
DP

VD

2
2ω   = 2,25 рад/с. Направление уг-

ловой скорости 2ω  показа-

но на рис. 2.18 дуговой 

стрелкой 2 .  

Скорость точки В, 

которая находится на обо-

де шестеренки, 

BPVB 22  = = 545  см/с. 

Вектор скорости  BV


 пер-

пендикулярен линии Р2В и 

направлен в сторону враще-

ния шестерни 2. 

Направим вектор скорости CV


 перпендикулярно кривошипу СО1 и вос-

становим перпендикуляры к скоростям CV


 и BV


. Точка Р1 пересечения перпен-

дикуляров является мгновенным центром скоростей шатуна ВС. Расстояние 

Р1В найдём из треугольника Р1ВС: 
sinα1
BC

BP  , где 
BP

AB

2

sinα   =
5

1
. Тогда 

51001 BP  см. Угловая скорость шатуна 
BP

VB
BC

1
ω   = 0,45 рад/с. Скорость 

точки С шатуна ВС найдём по теореме о проекциях скоростей. Спроектируем 

скорости CV


 и BV


 точек С и В на линию, проходящую через эти точки Имеем: 

cosα0cos BC VV  , откуда  CV  = 90 см/с.  

Угловая скорость кривошипа СО1 
CO

VC
CO

1
1

ω  = 1,8 рад/с. 

 
Рис. 2.18. Расчётная кинематическая схема 

планетарного механизма 
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Задача 30. В плоском механизме (рис. 2.19) кривошип ОА вращается во-

круг оси О с угловой скоростью OA . На 

конец А кривошипа насажена шестер-

ня 2, находящаяся во внешнем зацепле-

нии с неподвижным колесом 1. Радиусы 

колеса и шестерни 1r  и 2r . Шестерня 2 

соединяется с колесом 3 шатуном ВС, 

закреплённым на шестерне в точке В и 

на колесе в точке С. Колесо 3 катится 

без скольжения по горизонтальной поверхности. Все соединения шарнирные. 

Качение шестерни 2 по неподвижному колесу 1 без проскальзывания. Для по-

ложения механизма, изображенного на рис. 2.19, определить скорости точек А, 

В, С и угловые скорости шатуна ВС, шестерни 2 и колеса 3, если OA = 4 рад/с; 

1r = 4 см; 2r  = 3r = 8 см.  

Решение 

Рассмотрим вращательное движение  кривошипа  ОА.  Скорость точки  А 

кривошипа: OAV OAA  = 48 см/с. Вектор скорости AV


 направлен перпенди-

кулярно кривошипу ОА в сторону его 

вращения (рис. 2.20).  

При качении шестерни 2 по не-

подвижной поверхности колеса 1 точка 

их соприкосновения 2P  является мгно-

венным центром скоростей шестерни.  

Угловая скорость шестерни 2 

2
2 AP

VA = 6 рад/с.  

Скорость точки В шестерни 2 22 BPVB   = 96 см/с.  

 
Рис. 2.19. Схема движения плоского  

механизма 

 
Рис. 2.20. Расчетная схема  

для определения угловых скоростей  
звеньев механизма 
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Точка 3P  касания колеса 3 с неподвижной поверхностью является его 

мгновенным центром скоростей. Вектор CV


 скорости точки С колеса 3 перпен-

дикулярен линии Р3С и направлен в сторону качения колеса (см. рис. 2.20). 

 Мгновенный центр скоростей шатуна ВС – точка 4P  находится на пере-

сечении перпендикуляров, восстановленных к скоростям точек В и С. По по-

строению ВР4 = ВС  = ВD + DC = 2r2 + r3 = 24 см. Угловая скорость шатуна ВС 

4BP

VB
BC   = 4 рад/с. Так как ВР4 = СР4, скорости точек С и В  CV  = 96 см/с.   

Угловая скорость колеса 3 
3

3 CP

VC = 12 рад/с. 

Задача 31.  В плоском механизме (рис. 2.21) кривошип ОС, вращаясь во-

круг неподвижной оси О, приводит в движение два шатуна СD и СЕ, присо-

единённых к кривошипу в точке С. Шатун СЕ 

прикреплён в точке Е к ободу цилиндрическо-

го выступа диска 1, который катится без про-

скальзывания своим выступом по неподвиж-

ному горизонтальному рельсу. К другому ша-

туну СD в точке D прикреплён ползун, пере-

мещающийся вдоль направления вертикально-

го диаметра диска 1. Все соединения шарнир-

ные. Радиусы диска и цилиндрического вы-

ступа 1R  = 3 см,  1r  = 2 см. Длина шатуна СЕ = 4 см. В заданном положении ме-

ханизма (см. рис. 2.21) шатун СЕ горизонтален.  

Определить скорости точек А, Е, С, D и угловые скорости диска 1, шату-

нов СЕ, СD и кривошипа СО, если известна скорость точи В на ободе диска 1 

BV = 10 см/с  и направление 1ω  угловой скорости диска. 

 

 

 
Рис. 2.21. Схема движения 

плоского механизма 
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Решение 

Изобразим вектор скорости точки В диска 1 в соответствии с заданным 

направлением его движения. При качении диска 1 по неподвижной поверхно-

сти рельса точка 1P  касания обода высту-

па с поверхностью рельса является его 

мгновенным центром скоростей (рис. 

2.22). 

Угловая скорость диска 1 

1
1ω

BP

VB = 2 рад/с. Скорость точки  А 

11 APVA   = 4 см/с. Скорость точки Е 

11ω EPVE  = 4 см/с. Вектор скорости AV


 

и вектор скорости EV


  перпендикулярны, 

соответственно, линиям АР1 ЕР1 и направлены в сторону вращения диска.  

Шатун СЕ совершает плоскопараллельное движение. Скорость точки С 

шатуна неизвестна по величине, но известно, что вектор скорости CV


 перпен-

дикулярен кривошипу ОС и направлен вдоль СЕ в сторону точки Е. Мгновен-

ный центр скоростей 2P  шатуна СЕ находится на пересечении перпендикуля-

ров, восстановленных к скоростям EV


 и CV


 (см. рис. 2.22).  

Расстояние 
30cos

2
EC

EP   = 4,62 см. Угловая скорость шатуна СЕ  

2
ω

EP

VE
CE   = 0,86 рад/с. Направление угловой скорости шатуна, определяемое 

по направлению скорости точки Е, на рис. 2.22 показано дуговой стрелкой 

CE . Скорость точки  С  шатуна СЕ 2CPV CEC   =
2
EV

= 2 см/с.  

 
Рис. 2.22. Расчётная схема  

для определения скоростей точек  
и угловых скоростей звеньев  

механизма 
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Длина кривошипа ОС = ВК = 30sin11 rR  = 4 см. Угловая скорость кри-

вошипа 
OC

VC
OC ω = 0,5 рад/с. 

Для шатуна СD известны величина и направление вектора CV


 скорости 

точки С  и направление вектора DV


 скорости точки D. Мгновенный центр ско-

ростей шатуна СD находится в точке Р3, полученной на пересечении перпенди-

куляров, восстановленных к скоростям CV


 и DV


.  

Расстояние DKCP 3 =  30)ctgcos30( 1rCE  = 9,92 см (см. рис. 2.22). Уг-

ловая скорость шатуна СD: 
3

ω
CP

VC
CD  = 0,21 рад/с.   

Скорость ползуна D: 3ω DPV CDD   = )cos30(ω 1
rCECD  = 1,2 см/с. 

 

Упражнения 

 

Упражнение 2.3 Упражнение 2.4 
 

 

 
 

 

 
 

Рис. 2.23. Задания для самостоятельного решения. Упражнения 2.3, 2.4  
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Упражнение 2.5 Упражнение 2.6 
 
 

 

 

 

 

Упражнение 2.7 Упражнение 2.8 
 

 

 

 

 

Рис. 2.24. Задания для самостоятельного решения. Упражнения 2.5 – 2.8  
 

2.4. Ускорения точек при плоскопараллельном движении 
 твёрдого тела 

Ускорение любой точки М плоской фигуры при плоскопараллельном 

движении твердого тела представляется как сумма векторов  

n
MAMAAM aaaa


  , где Aa


 – ускорение полюса А; 

MAa


, n
MAa


 – касательная и 
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нормальная составляющие ускорения точки М при вращении фигуры вокруг 

полюса А (рис. 2.25).  

Вектор  нормального ускорения 

n
MAa


 всегда направлен от точки М к по-

люсу А. Вектор касательного ускорения 


MAa


 направлен перпендикулярно от-

резку АМ в сторону вращения, если оно 

ускоренное (см. рис. 2.25, а), и против 

вращения, если оно замедленное (см. 

рис. 2.25, b). Величины касательного и 

нормального составляющих ускорения 

точки М определяются по формулам: 

AMaMA  ;  AMan
MA  2 , где  ,   – угловая скорость и угловое ускоре-

ние тела (плоской фигуры); АМ  –  расстояние от точки М до полюса А. 

Если при движении плоской фигуры  известны траектории  движения по-

люса А и точки М, то  для определения ускорения точки М используется век-

торное равенство n
MM aa


 = n

MAMA
n
AA aaaa


  , где 

Ma


, n
Ma


, 

Aa


, n
Aa


 – каса-

тельная и нормальная составляющие ускорения точки М и полюса А при дви-

жении их по заданным траекториям. 

 

Примеры решения задач на определение ускорений точек 
 

Задача 32.  Поршень D гидравлического пресса приводится в движение 

шарнирно-рычажным механизмом ОАВD. В положении механизма, указанном 

на рис. 2.26, точка L рычага имеет скорость LV  = 0,6 м/с и ускорение 

La = 0,5 м/с2. Длина рычага ОА = 2·АL = 0,6 м, длина звена АВ = 0,4 м. Опреде-

лить скорость и ускорение поршня D, угловую скорость и ускорение звена АВ. 

 
Рис. 2.25. Ускорение точки  

плоской фигуры: 
а – ускоренное движение;  
b – замедленное движение 
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Решение 

Найдём угловую скорость рычага ОL: 
OL

VL
OL  = 

3

2
 рад/с.  

Ускорение точки L представляется в 

виде суммы векторов нормального и каса-

тельного ускорений: n
LLL aaa


 τ    

(рис. 2.27). Модуль нормального ускорения 

точки L OLa OL
n
L  2ω = 0,4 м/с2. Модуль её 

касательного ускорения  и  угловое уско-

рение рычага, соответственно, равны: 

 

22τ )( n
LLL aaa  = 0,3 м/с2,  

OL

aL
OL

τ
ε  =

3

1
 рад/с2. 

Скорость AV


 точки А перпендикулярна рычагу ОL и направлена в сторо-

ну вращения рычага. Её модуль OAV OLA  ω = 0,4 м/с. Скорость BV


 точки В 

направлена вертикально вверх вдоль линии движения поршня. Направления 

векторов скоростей AV


 и BV


 пока-

заны на рис. 2.27. Точка Р1 – пере-

сечения перпендикуляров, восста-

новленных  к векторам скоростей 

AV


 и BV


 - определяет положение 

мгновенного центра скоростей зве-

на АВ. Расстояние 30cos11  BPAP  

= 3,40  м.  

Угловая скорость звена АВ 
AP

VA
AB

1
 =

3

1
 рад/с.  

 
Рис. 2.26. Шарнирно-рычажный 

 механизм гидравлического  
пресса 

 

 
Рис. 2.27. Расчётная кинематическая схема  

механизма 
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Представим ускорение точки В через полюс А: n
BABAAB aaaa


 τ , где 

Aa


 – ускорение полюса А; 
BAa


, n

BAa


 – касательная и нормальная составляющие 

ускорения точки В при вращении звена АВ вокруг полюса А. Так как траекто-

рией точки А является окружность с центром в точке О, ускорение этой точки 

может быть разложено на две составляющие: n
AAA aaa


 τ . В результате уско-

рение точки В представляется в виде векторной суммы 

n
BABA

n
AAB aaaaa


 ττ . Направления векторов ускорений показаны на 

рис. 2.27. 

Модули ускорений: 

OAa OL
n
A  2ω  = 0,27 см/с2; ABa AB

n
BA  2  = 0,13 см/с2; 

OAa OLA  = 0,2 см/с2. 

Ускорение ABa ABBA  ε  остаётся неизвестной величиной, так как угло-

вое ускорение AB  звена АВ неизвестно.  

Спроектируем векторное равенство ускорения точки В на оси x, y, где ось 

x проходит вдоль линии звена АВ, ось y – перпендику-

лярна ей  (рис. 2.28). Получим  равенства: 

 n
BAAB aaa  τ30cos  ;  τ60cos BA

n
AB aaa   . 

Решая систему уравнений, находим модуль ускорения 

точки В: Ba  = 0,38 см/с2 и величину касательного уско-

рения: τ
BAa = 0,46 см/с2. Угловое ускорение стержня АВ 

AB

aBA
AB


ε = 1,15 рад/с2. Направление углового ускорения ABε  звена АВ опре-

деляется направлением вектора 
BAa


 касательного ускорения точки В  при вра-

щении звена вокруг полюса А (см. рис. 2.28). 

Ускорение поршня D равно ускорению точки В:  Da = Ba  = 0,38 см/с2. 

 
Рис. 2.28. Вычисление  

проекций векторов 
 ускорений 



 88

Задача 34.  Колесо 1 радиуса r1 = 0,6 м катится без скольжения по пря-

молинейному участку пути и приводит в 

движение шатун 2, соединённый шарнир-

но с колесом в точке В на его ободе. На 

другом конце шатуна в точке С к нему 

присоединён ползун, перемещающийся 

горизонтально (рис. 2.29).  

В положении механизма, показан-

ном на рис. 2.29, найти ускорение центра 

А колеса 1, его угловое ускорение, а также угловое ускорение шатуна 2, если 

заданы скорость и ускорение ползуна С:  CV  = 9 м/с; Ca  = 4 м/с2. 

Решение 

При качении диска 1 по неподвижной поверхности точка Р1 касания его с 

поверхностью является мгновенным центром 

скоростей диска. Вектор скорости  BV


 пер-

пендикулярен линии Р1В. Восстановим пер-

пендикуляры к скоростям  BV


 и CV


. Их пере-

сечение в точке Р2 определяет положение 

мгновенного центра скоростей шатуна 2 

(рис. 2.30).  

Вычислим необходимые расстояния. 

Расстояние Р1В (см. рис. 2.30) найдём 

из треугольника Р1АВ по теореме косинусов: 

Р1В = 31r  = 1,04 м. Из построения мгновенных центров скоростей Р1 и Р2 сле-

дует: Р1В = ВР2  = ВС. Расстояние Р2С определяется из треугольника Р1Р2С: 

Р2С = 30cos21 PP = 1,8 м. 

 
Рис. 2.29. Механизм, связывающий  
качение колеса с поступательным 

движением ползуна  

 
 

Рис. 2.30. Расчётная схема 
механизма для определения 

скоростей точек 
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Угловая скорость шатуна 2 
CP

VC

2
2   = 5рад/с. Направление угловой 

скорости 2  определяется направлением скорости CV


.  

Скорость точки В найдём по формуле BPVB 22   = 5,2 м/с.  

Угловая скорость диска 1 
BP

VB

1
1   = 5 рад/с. Скорость центра колеса 1 

APVA 11   = 3 м/с.  

Найдём ускорение точки А.  

Примем точку В за полюс и выразим ускорение точки А через полюс В: 

n
ABABBA aaaa


 τ , где Ba


 – ускорение полюса В; 

ABa


, n
ABa


 – касательная и 

нормальная составляющие ускорения точки А при вращении диска 1 вокруг 

полюса В (рис. 2.31). Направления ускоре-

ния точки Aa


 и касательной составляю-

щей ускорения 
ABa


 точки А выбраны в 

предположении ускоренного движения 

диска.  

Ускорение полюса В выразим через 

полюс С:  n
BCBCCB aaaa


 τ , где Ca


 – 

ускорение полюса С; 
BCa


, n

BCa


 – каса-

тельная и нормальная составляющие ускорения точки В при вращении шату-

на 2 вокруг полюса С. Направление касательной составляющей ускорения 
BCa


 

точки В выбрано в направлении вращения шатуна 2 (см. рис. 2.30) исходя из 

предположения его ускоренного движения. В результате ускорение точки А 

выражается векторной суммой:  

n
ABABA aaa


 τ  + C

n
BCBC aaa


τ . 

Направления векторов ускорений показаны на рис. 2.31.  

 
Рис. 2.31. Расчётная схема 

механизма для определения 
ускорений точек 
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Заметим, что в любой момент времени движения колеса 1 расстояние от 

точки А до мгновенного центра скоростей колеса Р1 остаётся постоянным, рав-

ным радиусу колеса. Дифференцируем выражение APVA 11   = 11 r . Полу-

чим 111
1 rr

dt

d

dt

dVA 


 , откуда с учётом A
A a

dt

dV
 (прямолинейное движение 

точки А) угловое ускорение диска 1 
1

1 r

aA . В результате, касательное ускоре-

ние 
ABa  точки А при вращении диска 1 вокруг полюса В AAB aABa 

1 . 

Найдём модули векторов ускорений: 

ABan
AB  2

1ω = 15 м/с2; BCan
BC  2

2ω = 26 м/с2. 

Ускорение BCaBC 
2  остаётся неизвестным. Применить здесь способ 

дифференцирования выражения CPVC 22   для определения углового уско-

рения 2ε  невозможно, так как расстояние Р2С от мгновенного центра скоро-

стей Р2 шатуна 2 до точки С меняется во время движения механизма неизвест-

ным образом.  

Спроектируем векторное равенство ускорения точки А на оси x, y, вы-

бранные, как показано на рис. 2.31. Получим систему уравнений:  

проекция на ось x: τ60cos ABA aa   60cosC
n
BC aa  ; 

проекция на ось y: n
ABA aa 30cos 30cosτ

CBC aa  . 

Из первого уравнения с учётом того, что AAB aa  , найдём ускорение 

точки А: Aa  = 18,67 м/с2. Положительное значение ускорения точки А означает, 

что вектор Aa


 направлен так, как показано на рис. 2.31, – в сторону направле-

ния вектора скорости AV


. Из этого следует, что диск 1 движется  ускоренно и 

угловое ускорение направлено в сторону его угловой скорости.  
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Из второго уравнения получим: 
BCa = 2,29 м/с2. Угловое ускорение ша-

туна 2: 
BC

aBC
τ

2   = 2,2 рад/с2. Из того, что касательное ускорение 
BCa  положи-

тельно, следует, что направление вектора 
BCa


 совпадает с направлением, ука-

занным на рис. 2.31. Это, в свою очередь, означает, что в данном положении 

механизма угловое ускорение шатуна 2 направлено так, как показано на 

рис. 2.31, – по направлению его угловой скорости, то есть шатун 2 вращается  

ускоренно.  

 

Задача 35.  По неподвижной шестерне 1 радиуса r1 обкатывается ше-

стерня 2 радиуса r2, насаженная в центре на кривошип ОА  (рис. 2.32). Криво-

шип ОА вращается вокруг оси О с угло-

вой скоростью OA  и угловым ускоре-

нием OA .  На ободе шестерни 2 в точке 

В шарнирно прикреплен стержень ВС, 

соединенный другим концом с центром 

С диска 3, катящегося без скольжения 

вдоль горизонтальной прямой. Радиус 

диска 3 равен радиусу шестерни 2: 

3r  = 2r . Для положения механизма, изображенного на рис. 2.32, определить 

ускорение точки D и угловое ускорение стержня ВС, если 1r = 0,2 м, 2r  = 0,4 м, 

OA = 4 рад/с, OA = 2 рад/с2. Длина стержня ВС = 1 м. 

Решение 

Найдём угловые скорости звеньев механизма. 

Рассмотрим  вращательное  движение  кривошипа  ОА. Скорость его  

точки  А: OAV OAA   = 2,4 м/с. Вектор скорости AV


 направлен перпендику-

лярно кривошипу ОА в сторону его вращения (рис. 2.33).  

 

Рис. 2.32. Схема движения плоского  
механизма 



 92

При качении подвижной шестерни 2 по неподвижной 1, точка  их сопри-

косновения 2P  является мгновенным центром скоростей шестерни 2. Угловая 

скорость шестерни 2: 
2

2 AP

VA = 6 рад/с. Скорость точки В шестерни 2: 

22 BPVB   = 4,8 м/с.   

Для определения угловой скоро-

сти стержня ВС заметим, что  скорости 

двух точек стержня BV


 и CV


 параллель-

ны,  но точки В и С не лежат на общем 

перпендикуляре к скоростям. В этом 

случае мгновенный центр скоростей 

стержня ВС отсутствует (или бесконеч-

но удалён), угловая скорость стержня 

равна нулю и стержень  совершает 

мгновенное поступательное движение. 

При таком движении мгновенные скорости всех точек стержня ВС одинаковы 

по величине и направлению. Таким образом, BC  = 0; CV = BV = 4,8 м/с. 

При качении диска 3 по неподвижной поверхности без проскальзывания 

точка 3P  касания диска с поверхностью является его мгновенным центром ско-

ростей. Угловая скорость диска 3: 
3

3 CP

VC = 12 рад/с. Направление угловой 

скорости  3  определяется направлением вектора CV


. 

Найдём ускорения точек и угловые ускорения звеньев механизма. 

Выразим ускорение Ca


 точки С, направленное вдоль линии движения 

центра колеса 3, через полюс В. Ускорение представляется векторной суммой: 

 CB
n
CBBC aaaa


, где Ba


 – вектор ускорения полюса В; n

CBa


, 
CBa


 – нор-

мальная  и касательная  составляющие ускорения точки С при вращении 

 
Рис. 2.33. Расчетная схема  

для определения  угловых скоростей 
звеньев механизма 
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стержня ВС вокруг полюса В. 

Вектор n
CBa


 направлен вдоль 

стержня от точки С к полюсу В, 

вектор 
CBa


 перпендикулярен 

стержню ВС. Направление векто-

ра 
CBa


 выбрано по предполагае-

мому угловому ускорению 

стержня ВС, показанному на 

рис. 2.34 дуговой стрелкой CB .  

Рассмотрим плоскопараллельное движение шестерни 2 и выразим уско-

рение точки В через полюс А в виде векторного равенства:  BA
n
BAAB aaaa


, 

где Aa


 – ускорение полюса А; n
BAa


, 

BAa


 – нормальная и касательная  составля-

ющие ускорения точки В при вращении шестерни 2  вокруг полюса А. Вектор 

n
BAa


 направлен вдоль радиуса шестерни от точки В к полюсу А, вектор 

BAa


 

перпендикулярен линии ВА. Направление вектора 
BAa


 соответствует ускорен-

ному вращению шестерни 2. 

 Рассмотрим вращение кривошипа ОА. Вектор ускорения точки А криво-

шипа при вращении его вокруг неподвижной оси О представляется в виде сум-

мы:  A
n
AA aaa


, где n

Aa


 и 
Aa


 – вектора нормальной и касательной составля-

ющих  ускорения точки А. Вектор n
Aa


 направлен вдоль кривошипа по направ-

лению к оси вращения, вектор 
Aa


 перпендикулярен кривошипу и направлен в 

сторону углового ускорения OA  вращения кривошипа. 

В результате для определения ускорения точки С имеем векторное равен-

ство: 

 A
n
AC aaa


+  BA

n
BA aa


+ n

CBa


+ 
CBa


. 

 
Рис. 2.34. Расчетная схема  

для определения ускорений точек меха-
низма и угловых ускорений его звеньев 
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Направления всех векторов ускорений показаны на  рис. 2.34.  

Вычислим модули векторов, составляющих векторную сумму: 

OAa OA
n
A  2 = 9,6 м/с2;  OAa OAA   = 1,2 м/с2; 

BAan
BA  2

2  = 14,4 м/с2;  BCa BC
n
CB  2 = 0. 

Заметим, что во время движения шестерни 2 расстояние АР2 остается по-

стоянным, равным r2. Дифференцируя равенство 22 APVA   = 22r , полу-

чим: 2
2 r

dt

d

dt

dVA 
 . При криволинейном движении точки А производная от ско-

рости  равна касательному ускорению:  A
A a

dt

dV
. С учётом, что 2

2 

dt

d
, по-

лучим: 22
τ raA  , откуда 

2
2 r

aA


  =  3 рад/с2 и  BAaBA 
2  = 1,2 м/с2.  

Выберем оси Сx, Сy, как показано на рис. 2.34, – вдоль отрезка ВС и пер-

пендикулярно ему и спроектируем на них векторное равенство ускорения точ-

ки С. Получим систему уравнений: 

cosCa = sinn
Aa +  cosAa + sinn

BAa +  cosBAa – n
CBa ; 

sinCa =– cosn
Aa +  sinAa – cosn

BAa +  sinBAa + 
CBa , 

где   – угол между стержнем ВС и линией центров АС, 
BC

AB
sin  = 0,4; 

92,0cos  . 

Находим из первого уравнения ускорение точки С: Ca  = 12,83 м/с2, из 

второго – касательное ускорение точки С при вращении стержня ВС вокруг по-

люса В: 
CBa  = 33,95 м/с2. Величина углового ускорения стержня ВС: 

BC

aCB
CB



  = 33,95 рад/с2. Положительное значение 
CBa  означает, что вектор 

касательного ускорения 
CBa


 направлен так, как показано на рис. 2.34. Тогда и 
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направление углового ускорения CB  стержня ВС совпадает с направлением, 

показанным дуговой стрелкой  на рис. 2.34.  

При качении диска 3 точка С движется по 

прямой и расстояние 3CP  остается постоянным, 

равным радиусу диска 3. В этом случае равенство 

33 CPVC   = 33r  можно продифференцировать 

по времени. Получим: 3
3 r

dt

d

dt

dVC 
 . Так как дви-

жение точки С является прямолинейным, производная от скорости точки С 

равна ускорению этой точки: C
C a

dt

dV
 . Тогда с учётом 3

3 

dt

d
 имеем равен-

ство 33raC  . Угловое ускорение диска 3: 
3

3 r

aC  = 32,07 рад/с2. 

Выразим ускорение точки D через полюс С, ускорение которого известно 

и по величине, и по направлению:  DC
n
DCCD aaaa


, где Ca


 – ускорение 

точки С; n
DCa


, 

DCa


 – нормальное и касательное составляющие ускорения точки 

D при вращении диска 3 вокруг полюса С. Модули ускорений  

Ca  = 12,83 м/с2; n
DCa  = DC2

3  = 57,6 м/с2; DCaDC 3
 = 12,83 м/с2. 

Проведём оси Dx  и Dy ,  как показано на рис. 2.34, и спроектируем век-

торное равенство ускорения точки D на оси.  Получим систему уравнений: 

n
DCCDx aaa  30cos ;    DCCDy aaa 60cos . 

Подставляя в уравнения проекций значения модулей ускорений, найдём:  

Dxa = 46,49 м/с2; Dya = 19,25 м/с2.  

Величина ускорения точки D: 22
DyDxD aaa  =  50,32 м/с2. 

Заметим, что для определения ускорения точки D невозможно было сразу 

использовать приём с последовательным выражением ускорения точки D через 

 

 
Рис.2.35. Расчетная схе-

ма для определения   
ускорения точки D 
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ускорения полюсов С, В и А, так как в полученной в результате проекций си-

стеме двух уравнений будет три неизвестных  величины - Dxa , Dya  и величина 

ускорения 
CBa . 

Задача 36.  Механизм качалки (рис. 2.36) включает в себя кривошип ОА, 

вращающийся вокруг неподвижной оси О, шестерню 1 радиуса r1, насаженную 

на кривошип в точке А и обка-

тывающуюся по неподвижной 

цилиндрической поверхности, и 

шатун ВС, присоединённый од-

ним концом в точке В к ше-

стерне, а другим – в точке С к 

коромыслу  СО1. В положении,  

указанном на рис. 2.36, определить угловую скорость и угловое ускорение ко-

ромысла СО1, если OA  = 2 рад/с; OA  = 4 рад/с2; ОА = 0,8 м; r1 = 0,4 м; АВ = 0,2 

м; ВС = 0,6 м. Для этого же положения определить ускорение точки С. 

Решение 

Найдём угловые скорости звеньев механизма.  

Скорость точки А кривошипа OAV OAA  ω  = 1,6 м/с. Вращаясь, криво-

шип передаёт движение шестерне 1, которая катится по неподвижной поверх-

ности. Точка касания Р1 шестерни с неподвижной поверхностью является 

мгновенным центром скоростей шестерни. Тогда её угловая скорость 

1
1ω

AP

VA  = 4 рад/с. Направление угловой скорости показано на рис. 2.37 дуго-

вой стрелкой 1ω .  

Расстояние от мгновенного центра скоростей шестерни до её точки В 

Р1В = 0,45 м. Скорость точки В: BPVB 11ω  = 1,8 м/с. Вектор скорости BV


 

перпендикулярен линии Р1В и направлен в сторону вращения шестерни. 

 
Рис. 2.36. Механизм качалки 
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При вращении коромысла СО1 вокруг неподвижной оси О1 вектор скоро-

сти CV


 перпендикулярен коромыслу. Точка Р2, лежащая на пересечении пер-

пендикуляров, восстановленных к векторам BV


 и CV


 – скоростей точек В и С, 

является мгновенным центром скоростей шатуна ВС (рис. 2.37). Расстояние 

30cosBCBK  = 0,52 м; 
1

1cosα
BP

AP
 = 0,89; 

cosα2
BK

BP  = 0,58 м. Угловая ско-

рость шатуна 
2

ω
BP

VB
BC   = 3,1 рад/с. 

Направление угловой скорости шатуна 

показано на рис. 2.37 дуговой стрел-

кой BCω .  

Расстояние 

sinα30sin 22  BPBCCP   = 0,04 м. 

Скорость точки С шатуна ВС: 

CPV BCC 2ω   = 0,12 м/с. Длина коромысла 11 KOCKCO  = 0,5 м, угловая 

скорость коромысла 
1

1
ω

CO

VC
CO   = 0,24 рад/с.  

Найдём ускорения звеньев механизма. 

Считая, что точка С принадлежит шатуну ВС, выразим ускорение точки 

С через полюс В:  CB
n
CBBC aaaa


, где Ba


 – ускорение полюса В; n

CBa


, 
CBa


 

– нормальная  и касательная  составляющие вектора ускорения точки С при 

вращении шатуна вокруг полюса В.  

Полагая, что точка В принадлежит шестерне 1,  выразим её ускорение че-

рез полюс А: τ
BA

n
BAAB aaaa


 , где Aa


 – ускорение точки А шестерни; n

BAa


, 


BAa


 – нормальная  и касательная  составляющие вектора ускорения точки В  

при вращении шестерни вокруг полюса А.  

 

 
Рис. 2.37. Расчётная схема 

для определения угловых скоростей  
звеньев механизма 
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Поскольку точка А принадлежит и кривошипу ОА, а точка С – коромыслу 

СО1, вращающихся вокруг своих неподвижных осей, вектора ускорений этих 

точек можно представить в виде 

сумм векторов: 

 A
n
AA aaa


, τ

C
n
CC aaa


 , 

где n
Aa


, 

Aa


 – нормальная  и каса-

тельная  составляющие вектора 

ускорения точки А  при вращении 

кривошипа вокруг оси О; n
Ca


, 

Ca


 – 

нормальная  и касательная  состав-

ляющие вектора ускорения точки С  при вращении коромысла вокруг оси О1.  

 В результате подстановок получим полное векторное равенство, связы-

вающее ускорения точек механизма:  

τ
C

n
C aa


 = τ

CB
n
CB aa


 + τ

BA
n
BA aa


 +  A

n
A aa


. 

Направления векторов ускорений показаны на рис. 2.38.  

Модули векторов ускорений:  

1
2

1
ω COa CO

n
C   = 0,03 м/с2;  CBa CB

n
CB  2ω  = 5,77 м/с2, 

OAa OA
n
A  2ω  = 3,2 м/с2; OAa OAA  ετ  = 3,2 м/с2, 

BAan
BA  2

1ω  = 3,2 м/с2;  BAaBA  1
τ ε . 

Для определения 1ε  углового ускорения  шестерни 1 продифференциру-

ем равенство 11 APVA  = 11r . Получим: 11
τ raA  , откуда 

1
1 r

aA


 = 8 рад/с2. 

Тогда τ
BAa  = 1,6 м/с2.  

 
Рис. 2.38. Расчётная схема 

для определения ускорений  
точек механизма 
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Неизвестными в векторном равенстве ускорений остаются модули векто-

ров 
CBa


 и 

Ca


. Выберем ось x вдоль шатуна ВС, как показано на рис. 2.38, и 

спроектируем на неё полное векторное равенство.  

Получим уравнение: 

 
30cos60cos τ

C
n
C aa  = n

CBa  30cos60cos τ
BA

n
BA aa   60cos30cos  A

n
A aa ,  

откуда найдём ускорение 
Ca  = 11,94 м/с2. Угловое ускорение качалки 

1

τ

1 CO

aC
CO   = 23,88 рад/с2.  

Положительное значение касательного ускорения 
Ca  свидетельствует о 

том, что направление вектора ускорения 
Ca


 совпадает с направлением, пока-

занным на рис. 2.38. В эту же сторону направлена и скорость CV


 точки С 

(см. рис. 2.37). Следовательно, в данном положении движение качалки уско-

ренное и угловое ускорение направлено в сторону угловой скорости. 

 

Упражнения 

 
Упражнения 2.9 Упражнения 2.10 

 

 

 
 
 

 
Рис. 2.39. Задания для самостоятельного решения. Упражнения 2.9, 2.10  
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3. СЛОЖНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ  

3.1. Основные понятия и определения сложного движения точки 
 

Рассматривается подвижное твердое тело и точка, перемещающаяся от-

носительно тела.  

Неподвижная система координат, относительно которой определяются  

движения точки и тела, называется основной. Связанная с телом и движущаяся 

вместе с ним  система координат называется подвижной.  

Движение точки относительно подвижной системы координат (фактиче-

ски движение точки относительно тела) называется относительным. Перенос-

ным движением называют движение, которое совершает точка вместе с по-

движной системой координат (фактически вместе с телом). Движение точки 

относительно основной (неподвижной) системы координат называется абсо-

лютным. 

Скорость точки относительно подвижной системы координат называют 

относительной скоростью, ускорение – относительным ускорением.  

Переносной скоростью точки и  переносным ускорением называют 

скорость и ускорение той точки тела, с которой в данный момент совпадает 

движущаяся точка.  

Скорость и ускорение точки относительно основной системы называют 

абсолютной скоростью и абсолютным ускорением. 

При вычислении абсолютной скорости используется теорема о сложении 

скоростей: скорость абсолютного движения точки равна векторной сумме 

переносной и относительной скоростей:  re VVV


 , где ,V


 eV


, rV


 – вектора 

абсолютной, переносной и относительной скоростей точки.  

При вычислении абсолютного ускорения используется теорема Кориоли-

са о сложении ускорений: абсолютное ускорение точки равно векторной 

сумме трех ускорений – относительного,  переносного и ускорения Корио-

лиса:  кaaaa re


 ,  где a


 – вектор абсолютного ускорения точки; re aa


,  – 
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вектора соответственно переносного и относительного ускорений точки; кa


 – 

вектор ускорения Кориолиса.  

Вектор ускорения Кориолиса определяется векторным произведением: 

)(2к re Va


 , где e


 – вектор угловой скорости переносного движения;   rV


 

– вектор относительной скорости точки. Модуль ускорения Кориолиса: 

sinα2к re Va


 ,  где  α  – 

угол между вектором угловой 

скорости переносного движения 

e


 и вектором относительной 

скорости точки rV


 (рис. 3.1).  

На рис. 3.1 показан способ 

определения вектора ускорения 

Кориолиса по правилу Н. Е. Жу-

ковского. Правило состоит в следующем. Построим плоскость П, перпендику-

лярную вектору угловой скорости e


, и спроектируем  вектор относительной 

скорости rV


 на эту плоскость. Проекцию обозначим 
rV


 (см. рис. 3.1). Чтобы 

получить направление ускорения Кориолиса, следует вектор проекции относи-

тельной скорости 
rV


 повернуть на 90° в плоскости П  вокруг оси переносного 

вращения в направлении этого вращения. 

 Если сложное движение точки происходит в плоскости, перпендикуляр-

ной оси переносного вращения, направление ускорения Кориолиса можно по-

лучить простым поворотом вектора относительной скорости на угол 90° вокруг 

оси переносного вращения в направлении этого вращения. При этом модуль 

ускорения Кориолиса 90sin2к re Va   = reV2 . 

 

 

 

Рис. 3.1. Определение ускорения Кориолиса  
по правилу Жуковского 
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Примеры решения задач на сложное движение точки 

Задача 37. Компрессор с криволинейными каналами (рис. 3.2) вращается 

с постоянной угловой скоростью ω  = 10 рад/с вокруг оси О, перпендикулярной 

плоскости рисунка. Воздух перемещается  по каналу 

АВ с постоянной относительной скоростью  rV  = 4 м/с. 

Найти ускорение частицы воздуха в начале канала в 

точке А и проекции этого ускорения на оси неподвиж-

ной системы координат xOy, если радиус ОА  = 0,5 м, 

радиус кривизны канала в точке А ρ  = 0,8 м, угол меж-

ду нормалью n к кривой АВ в точке А и радиусом ОА 

α  = 30º. 

Решение 

Переносным движением для частицы воздуха будет вращательное дви-

жение компрессора, а скорость точки  А компрессора, где по условию находит-

ся частица воздуха, будет её переносной скоростью: OAVe  ω = 5 м/с.  Вектор 

eV


 переносной скорости частицы перпендикулярен радиусу ОА и направлен в 

сторону угловой скорости вращения компрес-

сора (рис. 3.3).   

Вектор rV


относительной скорости ча-

стицы воздуха  направлен вдоль касательной к 

кривой АВ (стенки канала) в точке А. 

Вектор абсолютной скорости частицы 

воздуха равен геометрической сумме векторов 

относительной и переносной скоростей: 

er VVV


  (см. рис. 3.3). Спроектируем это векторное равенство на оси x, y. 

Получим систему уравнений: 

cos30rex VVV   = 8,46 м/с; cos60ry VV   = 2 м/с. 

 
Рис.3.2. Движение 
воздуха по каналу 

компрессора 

 
 

Рис. 3.3. Построение вектора  
абсолютной скорости частицы 
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Модуль абсолютной скорости 22
yx VVV  = 8,69 м/с.  

Найдём ускорение частицы воздуха. 

Абсолютное ускорение частицы определяется по теореме сложения уско-

рений: 

кaaaa er


 . 

В относительном движении частица движется между стенками канала по 

криволинейной траектории, и её ускорение ra


 пред-

ставляется суммой:  r
n
rr aaa


, где  n

ra


, 
ra


 – век-

тора нормальной и касательной составляющих отно-

сительного ускорения частицы. 

Переносное ускорение частицы ea


 есть уско-

рение точки А вращающегося компрессора, которое 

выражается суммой  e
n
ee aaa


, где  n

ea


, 
ea


 – век-

тора нормальной и касательной составляющих переносного ускорения части-

цы. 

В результате абсолютное ускорение частицы воздуха в точке А выража-

ется векторной суммой: 

a


=  r
n
r aa


+  e

n
e aa


+ кa


. 

Вычислим модули ускорений: 

rr Va τ  = 0, 
ρ

2
rn

r
V

a   = 20 м/с2; OAae  ετ  = OAω  = 0,  

ran
e

2  = 50 м/с2; rVa  2к = 80 м/с2. 

Направление ускорения Кориолиса определяется простым поворотом 

вектора относительной скорости на угол 90° вокруг оси переносного вращения 

в направлении этого вращения. Вектора ускорений  показаны на рис. 3.4.  

 
Рис. 3.4. Составляющие 

ускорения частицы  
в сложном движении 
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Спроектируем векторное равенство ускорения частицы на оси неподвиж-

ной системы координат xOy. Получим: 

 60cos60cos кaaa n
rx  = 30 м/с2 ;  

 0cos30cos3 кaaaa n
e

n
ry  = – 101,96 м/с2.  

Модуль ускорения 22
yx aaa  = 106,28 м/с2. 

Задача 38. При совмещении работы механизмов подъёма груза и поворо-

та крана (рис. 3.5) груз А перемещается в горизон-

тальном и вертикальном направлениях. На участке 

разгона барабан В радиуса r1 = 0,5 м, на который на-

вит канат, поддерживающий груз, вращается с по-

стоянным угловым ускорением 1ε = 3 рад/с2, а кран 

разворачивается вокруг оси О1О2 с угловым ускоре-

нием 2ε  = 0,5 рад/с2.  

Пренебрегая отклонением каната от вертика-

ли, определить скорость и ускорение груза в момент 

времени 1t  = 1 с, если вылет стрелы крана до линии 

подвеса груза r2 = 10 м.  

Решение 

Подъём груза А на канате является для груза относительным движением, 

а вращение крана – переносным. Вектор абсолютной скорости груза равен 

сумме er VVV


 , где вектора относительной rV


 и переносной eV


 скоростей. 

При равноускоренном вращении барабана В из состояния покоя его угло-

вая скорость t11 εω  . В момент времени 1t  = 1 с 1ω = 3 рад/с. Скорость подъёма 

груза А в этот момент     11 1ω1 rVr   = 1,5 м/с. Вектор относительной скорости 

rV


 направлен вдоль линии движения груза, в сторону его подъёма (рис. 3.6).  

 
Рис. 3.5. Механизм  
поворотного крана 
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Угловая скорость крана при постоянном угловом ускорении t22 εω  .  

При 1t  = 1 с 2ω  = 0,5 рад/с. Переносная 

скорость груза А равна скорости груза, 

движущегося вместе со стрелой крана по 

окружности радиуса r2: 22ω rVe   = 5 м/с.  

Вектор переносной скорости груза eV


 

направлен по касательной к траектории 

переносного движения груза в сторону уг-

ловой скорости вращения крана (см. рис. 

3.6).  

Так как вектора относительной и пе-

реносной скоростей груза взаимно пер-

пендикулярны, модуль абсолютной скоро-

сти 22
er VVV  = 5,22 м/с. 

Найдём абсолютное ускорение груза. 

Теорема сложения ускорений имеет вид векторной суммы: 

кaaaa er


 = кaaaaa e
n
er

n
r


  , где n

ra


, 
ra


, n

ea


, 
ea


, кa


 – вектора нор-

мального и касательного ускорений груза в относительном и переносном дви-

жениях и ускорение Кориолиса. Найдём модули векторов ускорений. 

Нормальное относительное ускорение n
ra  груза, движущегося прямоли-

нейно, равно нулю: n
ra = 0, а касательное 

ra  равно по величине касательному 

ускорению точки на поверхности барабана: 11
τ rar   = 1,5 м/с2. Направление 

вектора 
ra


 относительного касательного ускорения груза определяется 

направлением углового ускорения барабана.  

 
Рис. 3.6. Расчётная схема 
для определения скорости  

и ускорения груза  
на поворотном кране 



 106

Переносные нормальное n
ea  и касательное 

ea  ускорения груза: 2
2
2ω ran

e   

= 2,5 м/с2; 22
τ rae   = 5 м/с2. Вектор касательного ускорения 

ea


 направлен в 

сторону углового ускорения вращения крана. 

Ускорение Кориолиса кa  равно нулю, так как вектор rV


 параллелен век-

тору 2ω


: кa = 0.  

Направления векторов ускорений, модули которых отличны от нуля,  по-

казаны на рис. 3.6. В результате вектор абсолютного ускорения груза представ-

лен в виде разложения на три взаимно перпендикулярных вектора: 

 re
n
e aaaa

 τ , поэтому модуль абсолютного ускорения груза 

22τ2 )()()( re
n
e aaaa


 = 5,79 м/с2. 

 Задача 39. Фигура, состоящая из половины диска и построенного на его 

диаметре равнобедренного треугольника (рис. 3.7), вращается вокруг оси, пер-

пендикулярной плоскости фигуры и проходящей 

через вершину А треугольника, по закону 

225 tte   рад. Положительное направление 

вращения отмечено на схеме дуговой стрелкой  .  

По ободу диска из начального положения В  

движется точка М. Уравнение движения точки: 

29 tSMB r 


, см.. Положительное направление отсчёта дуги ВМ показано 

дуговой стрелкой rS  (см. рис. 3.7). Радиус диска R  = 9 см.  Найти абсолютную 

скорость и абсолютное ускорение точки М в момент времени 1t  = 1 с. 

Решение 

Переносным движением точки М является вращение фигуры вокруг 

оси А, относительным – её движение по окружности обода диска.  

 
 

Рис. 3.7. Схема  
сложного движения точки 
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Положение точки М на окружности определяется центральным углом: 

R

Srα , где rS  – длина дуги окружности, пройденная точкой.  В момент време-

ни  1t = 1 с  9rS  см и  . Расчётное положение точки  М на  рис. 3.8 обо-

значено М1.   

Угловая скорость вращения фигуры равна модулю производной 

ee   = t45  . При 1t  = 1 с  1e  = 1 рад/с. 

Направление угловой скорости определяется 

знаком производной e . Положительная на 

данный момент времени величина производ-

ной ( e  = 1) показывает, что вращение фигу-

ры происходит в положительном направле-

нии отсчёта угла e  и отмечено на рис. 3.8 

дуговой стрелкой e . 

Переносная скорость точки eV  – это скорость расчётного положения точ-

ки М вращающейся фигуры: eee hV   = = 1AMe = 
30cos

ω Re  = 10,39 см/с. Вектор 

переносной скорости точки eV


 перпендикулярен отрезку АМ1 и направлен в 

сторону вращения фигуры (см. рис. 3.8). 

Скорость точки в относительном движении определяется как модуль 

производной: rr SV   = tπ18 . При 1t  = 1 с rV = 56,5 см/с.  Положительное зна-

чение производной π18rS > 0 указывает, что в этот момент времени относи-

тельное движение точки происходит в положительном направлении отсчёта 

дуги окружности, по которой движется точка. Вектор rV


 относительной скоро-

сти точки  перпендикулярен отрезку СМ1 и направлен в сторону её движения. 

Абсолютная скорость точки равна сумме векторов переносной и относи-

тельной скоростей re VVV


 . Для того чтобы найти абсолютную скорость 

 
Рис. 3.8.  Расчетная схема  

для вычисления абсолютной 
 скорости точки  
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точки, выберем оси координат М1x, М1y, как показано на рис. 3.8, и спроекти-

руем обе части векторного равенства теоремы сложения скоростей на эти оси:  

cos60ex VV  = 5,2 см/с, rey VVV  cos30 = 47,5 см/с. 

Модуль абсолютной скорости: 22
yx VVV  = 47,8 см/с. 

Абсолютное ускорение точки определяется по теореме сложения ускоре-

ний: кaaaa re


 .  

Переносное ускорение точки представ-

ляется в виде суммы: n
eee aaa


  , где 

ea


 и 

n
ea


 – переносные касательное и нормальное 

ускорения. В относительном движении точки 

(по дуге окружности)  ускорение также мо-

жет быть разложено на две составляющие – 

относительные касательное и нормальное 

ускорения: n
rrr aaa


  . В результате теоре-

ма о сложении ускорений приобретает вид: кaaaaaa n
ee

n
rr


  . 

Вычислим модули и направления векторов ускорений в расчётном поло-

жении точки М1.  

Относительное касательное ускорение 
ra  вычисляется по формуле: 

rr Sa  , где  18rS  = 56,5 см/с2.  Так как значение второй производной rS  

положительно, вектор ускорения 
ra


 направлен по касательной в сторону по-

ложительного отсчёта траектории относительного движения. Относительное 

нормальное ускорение  точки n
ra  вычисляется по формуле: 

R

V
a rn

r

2

  и в момент 

1t  = 1 с равно 355,3 см/с2. Вектор ускорения n
ra


 направлен по радиусу диска к 

центру С  (рис. 3.9).  

 

Рис. 3.9. Расчетная схема 
для определения абсолютного  

ускорения точки 
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Угловое ускорение фигуры в момент времени 1t  = 1 с, ee    = 4 рад/с2.  

Поскольку значение второй производной угла поворота отрицательное 

( 4e  рад/с2), то угловое ускорение направлено в сторону, противополож-

ную положительному направлению отсчёта угла поворота фигуры, как показа-

но на рис. 3.9 дуговой стрелкой e . Модуль переносного касательного ускоре-

ния 
ea  определяется по формуле 1AMha eeee   и в момент времени 

1t  = 1 с равен 41,6 см/с2. Вектор  переносного касательного ускорения точки 
ea


 

перпендикулярен  АМ1 и направлен в сторону углового ускорения фигуры e  

(см. рис. 3.9). Переносное нормальное ускорение вычисляется по формуле  

ee
n
e ha 2  = 1

2 AMe   и на момент времени 1t  = 1 с: n
ea  = 10,4 см/с2. Вектор пе-

реносного нормального ускорения n
ea


 направлен вдоль отрезка М1А к оси вра-

щения тела (см. рис. 3.9). 

Модуль ускорения Кориолиса в момент времени  1t  = 1 с rVa  2к = 

=113,1 см/с2. По условию задачи вектор rV


 скорости относительного движения 

точки  перпендикулярен вектору e


 угловой скорости переносного движения. 

В этом случае для определения направления ускорения Кориолиса достаточно 

повернуть вектор относительной скорости rV


 на 90° в сторону переносного 

движения (см. рис. 3.9).  

Для определения абсолютного ускорения точки выберем оси М1x и М1y, 

как показано на рис. 3.9, и спроектируем обе части векторного равенства тео-

ремы сложения ускорений на эти оси. Получим: 

к30cos60cos aaaaa n
r

n
eex    = 230,4 см/с2; 

  r
n
eey aaaa  0cos60cos3  = 97,9 см/с2. 

Модуль абсолютного ускорения  

22
yx aaa  = 250,3 см/с2. 
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Задача 40.  Диск (рис. 3.10) вращается  вокруг оси О1О2, проходящей 

вдоль вертикального диаметра, с угловой скоростью tt  cos42ω 2  рад/с. По-

ложительное направление отсчёта угла поворота диска отмечено на схеме ду-

говой стрелкой  . Вдоль другого диаметра дис-

ка, наклоненного под углом 30º к вертикально-

му, движется точка М по закону  

СМ = 1)1(4 2  tSr  см. Расстояние отсчитыва-

ется от точки С на краю диска. Положительное 

направление движения точки М показано стрел-

кой rS . Радиус диска R  = 4 см. Найти абсолют-

ную скорость и абсолютное ускорение точки М 

в момент времени 1t  = 1 с. 

Решение 

Переносным движением точки М является вращение диска  вокруг вер-

тикального диаметра, относительным – её прямолинейное движение вдоль 

наклонного диаметра диска. 

Расстояние rS , пройденное точкой, к моменту времени  1t  = 1 с равно 8 

см. При радиусе диска R  = 4 см точка М в данный момент времени находится 

на противоположном от точки С конце диаметра. На рис. 3.11 это положение 

обозначено буквой М1.  

Угловая скорость диска равна модулю производной:  cos42ω   и  

при 1t  = 1 с   = 2 рад/с. Направление угловой скорости определяется по знаку 

производной  . В данном случае производная имеет отрицательное значение 

(  = – 2 рад/с). Это означает, что вращение диска происходит в сторону, про-

тивоположную положительному направлению отсчёта угла поворота. Направ-

ление угловой скорости диска в данный момент времени отмечено на рис. 3.11 

дуговой стрелкой ω .  

 
Рис. 3.10. Схема сложного 

движения точки 
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Переносная скорость точки eV  – это скорость точки М1 на вращающемся 

диске: ee hV   = 1KM , где ehKM 1  – расстояние от оси  вращения  диска 

до точки М1. Очевидно, КМ1 = 0,5R = 2 см. При 1t  = 1 с  величина переносной 

скорости  eV  = 4 см/с. Вектор переносной скорости eV


 перпендикулярен плос-

кости диска О1М1О2  и 

направлен в сторону враще-

ния диска (рис. 3.11, а). 

(На рис. 3.11, а  сим-

вол  рядом с вектором 

означает, что данный вектор 

направлен перпендикулярно 

плоскости рисунка «к нам», 

символ  – «от нас».)  

Относительная ско-

рость точки равна модулю 

производной: rr SV   = 

= )1(48 t . При 1t  = 1 с rV = 24 см/с. Положительное значение самой производ-

ной rS  указывает, что относительное движение точки в данный момент време-

ни происходит в положительном направлении. Вектор rV


 относительной ско-

рости точки в положении М1  направлен вдоль диаметра диска 1CM   в сторону 

движения. 

Абсолютная скорость точки равна сумме векторов переносной и относи-

тельной скоростей:  re VVV


 . Так как векторы eV


и rV


 взаимно перпендику-

лярны, модуль абсолютной скорости 22
re VVV  = 24,33 см/с. Вектор абсо-

лютной скорости на рис. 3.11 не показан. 

 
 

Рис. 3.11. Расчётная схема  
определения абсолютной скорости и ускорения точки: 

а – плоская модель движения; 
b – пространственная модель движения 
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Абсолютное ускорение точки определяется векторной суммой,  которая 

при прямолинейном относительном и вращательном переносном движениях 

представляется в виде: кaaaaa n
eer


  .  

Относительное ускорение точки rr Sa   = 32 см/с2. Так как значение 

второй производной rS  положительно, вектор ускорения ra


 в точке М1 

направлен по линии движения  точки в сторону положительного направления 

(см. рис. 3.11). 

Угловое ускорение диска ω  = tt πsinπ44  . В момент времени 

1t  = 1 с   = 4 рад/с2. Положительное значение производной в данный момент 

времени (ω  = 4 рад/с2) означает, что угловое ускорение   направлено в сторо-

ну положительного направления отсчёта угла поворота диска. Направление уг-

лового ускорения показано на рис. 3.11 дуговой стрелкой  . Модуль перенос-

ного касательного ускорения 
ea  определяется по формуле ee ha  , и при  

1t  = 1 с  
ea  = 8 см/с2. Вектор  ускорения 

ea


 перпендикулярен плоскости диска 

О1М1О2  в точке  М1 и направлен в сторону углового ускорения (противополож-

но вектору скорости).  

Переносное нормальное ускорение n
ea  рассчитывается по формуле 

e
n
e ha 2 = 1

2 KM , и при 1t  = 1 с n
ea  = 8 см/с2. Вектор переносного нормаль-

ного ускорения n
ea


 направлен вдоль отрезка М1К к оси вращения диска 

(см. рис. 3.11). 

Вектор скорости относительного движения точки rV


 составляет с векто-

ром угловой скорости переносного движения 


 угол 150º. Модуль ускорения 

Кориолиса на момент времени 1t  = 1 с 0sin15ω2к rVa  = 48 см/с2. Направле-

ние вектора ускорения Кориолиса определяем по правилу Жуковского. Так, 

вектор относительной скорости точки rV


 проектируем на плоскость, перпенди-
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кулярную вектору 


 (т. е. на плоскость, перпендикулярную оси вращения те-

ла). На рис 3.11, а это будет проекция на линию КМ1. Далее следует повернуть 

вектор проекции относительной скорости вокруг оси вращения на 90° в сторо-

ну угловой скорости вращения диска. На рис 1.11, а вектор ускорения Корио-

лиса перпендикулярен плоскости рисунка в точке М1 и направлен «на нас». 

Для определения абсолютного ускорения точки выберем оси координат 

М1x, М1y и М1z,  как показано на рис. 3.11 (на рис. 3.11, а ось М1x направлена 

перпендикулярно рисунку «к нам» и на рисунке не показана). Спроектируем 

обе части векторного равенства теоремы сложения ускорений  на оси 

кaaa ex   = 40 см/с2;   0cos3n
ey aa  = 6,93 см/с2; 

0cos6n
erz aaa  = 28 см/с2. 

Модуль абсолютного ускорения 222
zyx aaaa  = 49,32 см/с2. 

 

Упражнения 

 
Упражнение 3.1 Упражнение 3.2 

 
 

 

 

 
 
 

 
Рис. 3.12. Задания для самостоятельного решения. Упражнения 3.1, 3.2  
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4. ДИНАМИКА ТОЧКИ  

4.1.  Дифференциальные уравнения движения точки  

Движение материальной точки под действием системы сил 1F


, 2F


,…, KF


  

в прямоугольной декартовой системе координат Оxyz описывается дифферен-

циальными уравнениями:  

m
2

2

dt

xd
 =  kxF ,  m

2

2

dt

yd
 =  kyF ,  m

2

2

dt

zd
 =  kzF . 

Обозначая вторые производные от координат по времени двумя точками, 

уравнения движения можно записать в виде:  

m x  =  kxF ; m y  =  kyF ; m z  =  kzF , 

где m – масса точки; x, y, z – текущие координаты точки; x , y , z  – проекции 

вектора ускорения точки на оси координат;  kxF ,  kyF ,  kzF – алгебраиче-

ские суммы  проекций всех сил на оси координат.  

Для удобства интегрирования дифференциальные уравнения движения 

иногда представляют в виде:  

dt

dV
m x  =  kxF ;  

dt

dV
m y  =  kyF ;  

dt

dV
m z  =  kzF , 

где xVx  , yVy  , zVz   – проекции вектора скорости точки на оси координат. 

В естественной системе координат движение материальной точки описы-

вается уравнениями в естественной форме:  

m
dt

dV
 =  τkF ;  m

ρ

2V
 =  knF ; 0 =  kbF ,  

где ρ  – радиус кривизны траектории; τ , n, b – оси естественного трехгранника 

– касательная, нормаль и бинормаль. 

В общем случае правые части дифференциальных уравнений зависят от 

времени, положения и скорости точки. Интегрирование дифференциальных 
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уравнений производится в зависимости от их вида методами, известными из 

курса математики. 

  

Примеры решения задач на интегрирование уравнений движения 

 
Задача 41. При обогащении по трению разделение частиц производится 

следующим образом. Барабанный питатель (рис. 4.1) сообщает частице в точке 

А сортировочного стола АВ начальную ско-

рость 0V , направленную вдоль поверхности 

стола, наклоненного под углом   к гори-

зонту. Нижний край стола в точке В поднят 

на высоту h над уровнем пола. Частица 

скользит по столу, испытывая силу трения 

скольжения с коэффициентом трения f . 

Дойдя до края стола в точке В, частица от-

рывается от него и совершает свободное 

падение с высоты h. На каком расстоянии СК =   на полу нужно установить 

стенку приёмного устройства, чтобы частицы с коэффициентом трения меньше 

заданного f  < 1f  перелетали за точку С и попадали в приёмник, а с большим 

коэффициентом  f > 1f   – не долетали до него.  

Начальная скорость частицы 0V  = 1 м/с, длина сортировочного стола 

АВ = S = 1,2 м, угол наклона  = 45°, высота точки отрыва ВК = h = 1,5 м, за-

данный коэффициент трения для разделения частиц 1f  = 0,4. 

Решение 

Из условия задачи следует, что частица с коэффициентом трения, равным 

заданному, f  = 1f  в конце своего движения (скольжение по столу + свободное 

падение) должна попасть ровно в точку С (см. рис. 4.1).  

 
Рис. 4.1. Разделение частиц 

 по трению 
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Рассмотрим первый участок движения такой частицы – прямолинейное 

движение по шероховатой поверхности наклонного стола. На частицу дей-

ствуют сила тяжести P


, реакция опоры N


 и сила трения трF


. Выберем систему 

координат хАу, направив ось x вдоль линии движения, а ось y – перпендику-

лярно ей (рис. 4.2). Движение частицы описывается уравнениями: 

трcos45 FPFxm kx   ; 

NPFym ky   cos45 . 

Поскольку вдоль оси y частица не перемещается, 

то 0y . Тогда второе уравнение движения пред-

ставляется в виде: 0cos45  NP  , откуда реак-

ция опоры частицы   cos45mgN  . Сила трения, 

которую испытывает частица, двигаясь по сортировочному столу: 

fNF тр  = 45cosfmg , где f – коэффициент трения.  

Подставляя в уравнение движения частицы, выражение силы трения и 

полагая ускорение 
dt

dV
x x , получим дифференциальное уравнение 

)cos45(1 fg
dt

dVx   или при f  = 1f = 0,4:  
dt

dVx = 4,18. 

После интегрирования найдём скорость и закон движения частицы как 

функции времени: 118,4 CtVx  ;  21
2,092 CtCtx  . 

Константы интегрирования С1, С2  находятся из начальных условий дви-

жения. Подставляя начальные условия 0 (0) x , 0(0) (0) VVx x   в уравнение 

движения частицы, найдём С2 = 0, 01 VC  .  

Окончательно движение частицы на прямолинейном участке АВ сорти-

ровочного стола описывается системой уравнений: 1,184  tVx ; ttx  2,092 . 

 
Рис. 4.2. Движение частицы 

по наклонной плоскости 



 117

Допустим частица достигает края стола В в момент времени Btt  . Её ко-

ордината равна длине сортировочного стола: )( Btx = S, а скорость равна скоро-

сти отрыва её от стола: BBx VtV )( . Подставим эти условия в уравнения дви-

жения, получим систему: 1,184  BB tV , BB ttS  2,092 , откуда скорость ча-

стицы в точке отрыва её от стола SVB 368,1 . При длине стола S = 1,2 м 

скорость отрыва BV = 3,32 м/с. 

Рассмотрим участок ВС свободного падения частицы, брошенной с высо-

ты h с начальной скоростью BV , направленной под углом 45º к горизонту 

(рис. 4.3). В полёте на частицу действует только сила тяжести P


. Выберем 

прямоугольную систему координат  xКy с началом ко-

ординат в точке К (см. рис. 4.3). Дифференциальные 

уравнения движения точки  

0xm  ; mgPym   или 0x , gy  . 

Интегрируя первое уравнение, получим, что 

движение частицы вдоль оси x описывается уравнени-

ями 3Cx  ; 43 CtCx  . Константы интегрирования С3 и С4. определяются из 

начальных условий движения: при t = 0 , 0 (0) x , BxVx  (0) , где BxV – проек-

ция вектора скорости BV  на ось х, BxV = 45cosBV  = 2,35 м/с. После подстановки 

начальных условий в уравнение движения частицы получим: С4 = 0,  С3 = 2,35. 

В результате, движение частицы вдоль оси x при её свободном падении описы-

вается уравнением tx ,352 .  

Проинтегрируем уравнение движения частицы в направлении оси y. По-

лучим: 5Cgty   и 65

2

2
CtC

t
gy  . Начальные условия движения ча-

стицы вдоль оси у: при t = 0 , hy  (0)  = 1,5 м, ByVy  (0) = 45cosBV = – 2,35 

м/с, где ByV – проекция вектора скорости BV  на ось у. Подставляя начальные 

 
Рис. 4.3. Свободное 

падение частицы 
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условия в уравнение движения, найдём: hC  6 ; ByVC 5 = – 2,35. Таким обра-

зом, движение частицы вдоль оси у при её свободном падении описывается 

уравнением 1,552,314,9 2  tty . 

В момент пtt   падения частицы на пол её вертикальная координата об-

ращается в нуль: y = 0, а горизонтальная – равна дальности полёта: x = . Под-

ставляя эти условия в уравнения движения частицы, получим систему:  

п,352 t , 1,552,314,90 п
2
п  tt . 

Исключая в системе время пt , выразим уравнение для определения даль-

ности горизонтального полёта: 68,112,12    = 0. Отсюда находим:  = 0,85 м.  

Таким образом, частицы с коэффициентом трения f  = 0,4 в конце своего 

движения падают на горизонтальную поверхность на расстоянии 0,85 м от края 

стола. Очевидно, именно здесь необходимо установить разделительную стенку 

приёмного устройства. Частицы с меньшим коэффициентом трения (f  < 0,4) 

будут улетать за стенку, а при большем (f  > 0,4) – недолетать. К примеру, дли-

на  горизонтального полёта частицы с коэффициентом трения  f = 0,3 составля-

ет 0,89 м,  а при  f = 0,5 равна 0,61 м.  

Задача 42. Материальная точка  массой m = 1 кг движется прямолинейно 

по горизонтальной поверхности под действием  си-

лы F = 10 – kt  Н,  где  k – коэффициент  пропорци-

ональности;  k = const;  t – время в секундах. Опре-

делить величину коэффициента k, при котором ско-

рость точки за первую  секунду  от начала движения 

увеличится от начального значения 0V  = 2 м/с до величины 1V  = 10 м/с, а также 

путь, пройденный точкой  до остановки. 

Решение 

Для описания движения точки выберем прямоугольную систему коорди-

нат x, y с началом в том месте, откуда точка начала движение (рис. 4.4).  

 
Рис. 4.4. Прямолинейное 

движение точки 
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На точку действуют сила тяжести P


, реакция опоры N


 и заданная сила 

F


. Направление силы F


 на рис. 4.4 соответствует начальному этапу движения, 

когда проекция силы на ось х положительная. Движение точки описывается 

уравнением xFxm   = kt10 . 

Положим 
dt

dV
x  . Здесь в силу того, что движение происходит только 

вдоль одной координаты, индекс х у скорости опущен. Учитывая массу точки, 

получим уравнение kt
dt

dV
10 . Разделив переменные и проинтегрировав по-

лученное уравнение, найдём закон изменения скорости точки 

1

2

2
10 C

t
ktV  . Выражая скорость через производную от координаты 

dt

dx
V  , получим дифференциальное уравнение 1

2

2
10 C

t
kt

dt

dx
 , интегрируя 

которое, найдём уравнение движения точки 21

3
2

6
5 CtC

t
ktx  . 

Подставляя начальные условия (при t = 0, 0VV  = 2 м/с, 0x ) в уравне-

ния, получим:  С1 = 2, С2 = 0. Окончательно движение точки описывается си-

стемой уравнений: 2
2

10
2


t
ktV ;  t

t
ktx 2

6
5

3
2  . 

Известно, что через 1 с от начала движения точка приобрела скорость 

1V = 10 м/с. Подставляя это условие в первое уравнение, найдём k = 4.  

В момент 1t  точка остановилась и  её скорость обращается в нуль: 

)( 1tV = 0, а координата равна пройденному пути: Stx )( 1 . Подставляя эти 

условия в уравнения движения с учетом вычисленного значения коэффициента 

k, получим систему: 22100 2
11  tt ;  1

3
1

2
1 2

3

2
5 tttS  , откуда находим путь, 

пройденный точкой  до остановки: S = 51,86 м .  
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Задача 43. Материальная точка массой m = 1 кг, находясь на высоте 

h1 = 2 м над уровнем Земли, подброшена вертикально вверх (ось х) с начальной 

скоростью V0 = 4 м/с (рис. 4.5, а). При движении на точку действует сила со-

противления, пропорциональная квадрату скорости, так, что проекция её на 

вертикаль направлена в сторону, противоположную движению, 

25,0 mVRx   Н, где V  – скорость точки. Определить, на какой высоте h2 от 

уровня Земли скорость падающей  обратно точки достигнет значения началь-

ной стартовой скорости. 

Решение 

Решение задачи осуществляется в два этапа. На первом этапе рассматри-

вается движение точки вверх с высоты h1 

с начальной скоростью 0V  и определение 

максимальной высоты полёта H, на вто-

ром этапе – падение точки вниз с высоты 

Н без начальной скорости  (рис. 4.5, b).  

Рассмотрим первый этап движения 

и найдём максимальную высоту подъёма 

точки. На рис. 4.5, а показаны  силы, дей-

ствующие на точку в полёте: сила тяжести 

P


 и сила сопротивления R


. Ось x, вдоль 

которой происходит движение точки, выбрана по направлению движения, 

начало координат – на уровне Земли (см. рис. 4.5, а). 

Дифференциальное уравнение движения точки в проекции на ось x: 

xxx RPFxm  , где проекции сил тяжести и сопротивления на ось х: 

mgPPx  ; 25,0 mVRx  . Полагая 
dt

dV
x  , получим уравнение движения 

точки в виде: )0,5( 2Vg
dt

dV
 .  

 
 

Рис. 4.5. Силы, действующие  
на точку в полёте: 

а – движение точки вверх; 
b – движение точки вниз 
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Учитывая, что 
dt

dx

dx

dV

dt

dV
 =

dx

dV

dx

dV
V

2

2
 , исходное уравнение движения 

представляется в виде, удобном для интегрирования: dx
Vg

dV
2

,50 2

2



. 

Проинтегрировав это уравнение, находим: CxVg  )50,ln( 2 .  

В начальном положении, т. е. при t = 0, точка находилась на высоте х = 

h1, а скорость её  V = V0. Подставив эти значения в проинтегрированное урав-

нение, получим: )50,ln( 2
01 VghC  . Окончательно положение точки в полё-

те определяется выражением 















2

2
0

1
50,

50,
ln

Vg

Vg
hx . 

При максимальном подъёме точки, т. е. при Hx  , её скорость обраща-

ется в нуль: V = 0. Подставляя Н, получим: 











g

V
hH

2
1ln

2
0

1 . При начальной 

скорости V0 = 4 м/с, с учётом высоты точки старта h1 = 2 м, высота подъёма 

точки относительно уровня Земли  H = 2,6 м. 

Рассмотрим  второй этап решения задачи – движение точки вниз с мак-

симальной высоты Н без начальной скорости. Выберем ось x по направлению 

движения и поместим начало координат  в точке, откуда началось движение 

вниз (рис. 4.5, b). Дифференциальное уравнение движения  падающей точки: 

xx RP
dt

dV
m   = 25,0 mVmg  , которое, как и в предыдущем случае, приво-

дится к виду: dx
Vg

dV
2

,50 2

2



.  

Проинтегрировав это уравнение, находим: 1
2 )50,ln( CxVg  .  

В начальном положении, т. е. при t = 0, координата точки и скорость рав-

ны нулю: х = 0, V = 0. Подставив эти значения, находим: gC ln1  .  
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Окончательно положение падающей точки определяется выражением 















250,
ln

Vg

g
x .  

Расстояние S, которое пролетела точка с высоты Н, приобретя скорость, 

V0: 













2
050,

ln
Vg

g
S . Высота h2 этого положения от уровня Земли: SHh 2  

(см. рис. 4.5, b). С учётом величины начальной скорости V0 = 4 м/с, максималь-

ной высоты подъёма точки H = 2,6 м высота h2 = 0,91 м. 

Задача 44. Точка 1 движется горизонтально с постоянной  скоростью V1   

на высоте h. Точка 2 массой m2 находится в начале 

координат (рис. 4.6).  

В момент, когда  обе точки находились на 

одной вертикали y, точка 2 стартовала вертикально 

вверх со скоростью V2. В полёте на точку 2 дей-

ствует отклоняющая сила 2F


, которая представле-

на в виде разложения по единичным векторам i


, 

j


 системы координат ху: jqipF


2 , где p, q – const.  С какой скоростью V2  

должна стартовать точка 2, чтобы обе точки встретились. 

Решение 

Рассмотрим движение точки 2. На точку действует сила тяжести 2P


 и си-

ла 2F


, проекции которой на оси х, у: pF x 2 , 

qF y 2  (рис. 4.7).  

Уравнения движения точки в проекциях на 

оси xy имеют вид: 

pxm 2 , gmqym 22  . 

Дважды интегрируя первое уравнение, полу-

 

Рис. 4.6. Схема  
встречного движения  точек 

 

Рис. 4.7. Расчётная схема 
 встречи точек 
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чим: 1
2

Ct
m

p
x  ; 21

2

22
CtCt

m

p
x  . Константы интегрирования найдём из 

условия, что в начальный момент вторая точка стартовала из начала координат 

вертикально, то есть при 0t  0x  и xVx 2 = 0 . Подставляя начальные усло-

вия в уравнения движения, получим: С1 = 0, С2 = 0. Таким образом, движение 

точки 2 вдоль оси х описывается уравнением 2

22
t

m

p
x  . 

Аналогично, дважды интегрируя второе уравнение движения, получим 

зависимость скорости движения точки 2 от времени и закон её движения  вдоль 

оси y: 3
2

Ctg
m

q
y 








 ; 43

2

2 2
CtC

t
g

m

q
y 








 . Из начальных условий: 

при 0t 0y , yVy 2 = V2 следует: С3 = V2, С4 = 0.  

В результате закон движения точки 2 вдоль оси у:  tV
t

g
m

q
y 2

2

2 2









 . 

Обозначим 1t  – время движения точек до встречи. В момент встречи вы-

сота точки 2 hty )( 1 , а расстояние по горизонтали, которое прошла точка 2 до 

встречи, должно быть равно расстоянию, пройденному точкой 1 за это же вре-

мя. Подставляя условия встречи в уравнения движения, получим систему: 

2
1

2
11 2

t
m

p
tV  ;     12

2
1

2 2
tV

t
g

m

q
h 








 , 

откуда найдём: 
2
1

21
2

t
g

m

q

t

h
V 








 , где  

p

mV
t 21
1

2
 . 

 

Упражнения 
 

Упражнение 4.1. Тело массы m = 2 кг поднимается по прямой по шероховатой 
поверхности, составляющей угол 30° с горизонтом. Коэффициент трения  f = 0,4. На 
тело действует сила PktF ,50 , направленная в сторону движения, параллельно 
плоскости. Определить величину коэффициента k и начальную скорость тела, направ-
ленную вверх по наклонной плоскости, если за первую секунду тело прошло путь 
S = 2 м, а скорость увеличилась вдвое относительно начальной. 
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Упражнение 4.2. Материальную точку массы m = 1 кг, находящуюся на высоте 
Н = 10 м над уровнем Земли, бросили под углом  = 30° к горизонту с начальной ско-
ростью V0. Свободное движение точки происходит в вертикальной плоскости. Опре-
делить начальную скорость V0 и горизонтальную дальность полета l при падении точ-
ки на Землю, если высоту h =7 м она пересекла через 1 с от начала движения. 

 

4.2.  Колебания материальной точки  
 
Если материальная точка массой m движется вдоль оси Оx  под действи-

ем линейной восстанавливающей силы, равной cxF  , где с – постоянный ко-

эффициент, x  – отклонение точки от положения равновесия, куда поместили 

начало координат, то дифференциальное уравнение свободных прямолинейных 

колебаний  имеет вид:   

0 cxxm  , или  02  xx , 
m

c
2 , 

где   – угловая частота колебаний. 

Решение  дифференциального уравнения свободных колебаний пред-

ставляется в виде tCtCx  sincos 21 . Постоянные интегрирования С1 и С2  

находятся из начальных условий. 

Если кроме восстанавливающей силы на материальную точку действует 

переменная возмущающая сила, колебания точки называются вынужденными. 

В случае гармонического возмущения ptHQ sin , где Н,  р – амплитуда и угло-

вая частота возмущающей силы, дифференциальное уравнение вынужденных 

колебаний материальной точки относительно положения равновесия 

ptHcxxm sin , или pthxx sin2  , 
m

c
2 , 

m

H
h   

где   – угловая частота собственных колебаний; h – относительная амплитуда 

возмущающей силы.  

Общее решение неоднородного дифференциального уравнения вынуж-

денных колебаний при отсутствии резонанса (частота собственных колебаний 

точки не совпадает с частотой возмущающей силы р  ) имеет вид:  
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tCtCx  sincos 21 + pt
p

h
sin

22 
, а в случае возникновения резонанса        

(р =  ) определяется формулой: tCtCx  sincos 21 pt
p

ht
cos

2
 . Значения 

произвольных постоянных С1 и С2  находятся с учётом начальных условий 

движения. 

Колебания груза на двух параллельных пружинах с жесткостью 1c  и 2c  

можно рассматривать как колебания груза на одной пружине с эквивалентной 

жесткостью  21экв ccc  , где эквc – жесткость эквивалентной пружины.  При 

последовательном соединении  пружин коэффициент жесткости эквивалентной 

пружины  
21

21
экв cc

cc
c


 . 

 

Примеры решения задач на колебания точки 
 
Задача 45. Подъёмное устройство (рис. 4.8) опускает груз Q массой 

m = 400 кг в шахту при помощи упругого троса с коэф-

фициентом жесткости с = 8·104 Н/м с постоянной ско-

ростью V = 10 м/с. В некоторый момент во время спус-

ка трос защемило в блоке. Пренебрегая массой троса, 

определить дальнейшее движение груза и найти мак-

симальную силу натяжения троса. 

Решение 

После того как произошло защемление троса в обойме блока, вертикаль-

ную часть троса длиной 0  можно рассматривать как пружину с закреплённым 

верхним концом, а груз – материальной точкой.  

Расчетная схема колебаний груза Q на пружине показана на рис. 4.9. 

 
Рис. 4.8. Подъёмное 

устройство 
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 Ось Оx, вдоль которой происходят колебания груза, направлена верти-

кально вниз. Начало отсчёта координаты x (точка О) выбрано в положении не-

растянутой пружины.  

На рис. 4.9, а положение нерастянутой пружины соответствует положе-

нию груза на тросе в момент его защемле-

ния. В произвольном положении груза 

(рис. 4.9, b), обозначенном координатой x, к 

нему приложены две силы: сила тяжести Q


 

и сила упругости пружины упрF


. Проекция 

силы упругости пружины на ось Оx: 

 cF xупр = cx , где    – удлинение 

пружины. Дифференциальное уравнение 

движения груза в проекции на ось Оx имеет 

вид: cxQxm  . В результате получаем не-

однородное дифференциальное уравнение колебаний:  

mgcxxm   или  gxx  2 , 

где   – угловая частота собственных колебаний, 
m

c
  = 14,14 рад/с.  

Решение неоднородного дифференциального уравнения представляется в 

виде tCtCx  sincos 21 +
2

g
, где первые два слагаемых представляют об-

щее решения однородного уравнения, последнее –  частное решение неодно-

родного 

Для определения произвольных постоянных С1 и С2 используем началь-

ные условия движения: при  t = 0 груз находился в положении x = 0, а его ско-

рость равнялась скорости груза x = 0V = 10 м/с. Подставляя значение координа-

ты начального положения груза в общее решение уравнения колебаний, полу-

 

Рис. 4.9. Расчётная схема 
колебаний груза: 

а – положение груза на начало 
колебаний; b –  положение груза 
в произвольный момент времени  
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чим: 1C = – 
2

g
 = – 0,69 м. Для определения второй константы вычислим ско-

рость груза: tCtCx  cossin 21 . Подставив начальное значение скоро-

сти груза при t = 0, получим: 


 0
2

V
C = 0,71 м. Окончательно, движение груза 

после защемления троса в обойме блока описывается уравнением 

ttx sin14,1471,0cos14,1469,0  + 0,69. 

Представим уравнение колебаний в виде )sin(ω  tAx + 
2

g
, где А – 

амплитуда собственных колебаний груза 2
2

2
1 CCA  ,   – фаза колебаний; 

2

1tg
C

C
 . Максимальное растяжение троса равно максимальному значению 

координаты груза: maxx = max[
2

)sin(ω



g

tA ] = 
2


g

A = 1,68 м. Соответ-

ственно, максимальное усилие в тросе равно значению силы упругости при 

максимальном растяжении: maxmaxупр cxF  = 134,4 кН. 

Задача 46. Рабочий орган вибрационной машины представляет собой 

массивное тело, расположенное на гладкой 

наклонной плоскости между двумя пружинами 

(см. рис. 4.10). Угол наклона плоскости к горизон-

ту 60º. Масса груза m = 9 кг. Пружины, зажимаю-

щие груз, имеют коэффициенты жесткости 

с1 = 300 Н/м и с2 = 600 Н/м.  

В начальный момент груз, когда пружины 

не деформированы, груз оттягивают вниз по 

наклонной плоскости на расстояние   = 0,12 м и отпускают без начальной 

скорости.  

Найти период колебаний, амплитуду и уравнение движения груза. 

 

Рис. 4.10. Колебания груза  
на наклонной плоскости 
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Решение 

Колебания груза, зажатого между двумя пружинами, представим как ко-

лебания груза, прикреплённого к одной пружине эквивалентной жёсткости: 

21э ccc   = 900 Н/м (рис. 4.11). Ось, вдоль которой происходят колебания, 

направим вниз по наклонной плоскости. Начало отсчёта координаты груза x 

выберем в положении его статического равнове-

сия (точка О) (см. рис. 4.11). 

Дифференциальное уравнение движения 

груза в проекции на ось Оx: хх FPxm упр . 

Проекция силы упругости пружины на ось Оx: 

 эупр cF x , где  ст x  – удлинение 

пружины, включающее её растяжение ст  отно-

сительно положения нерастянутой пружины и 

растяжение x относительно начала координат.  

Удлинение пружины ст  определяется из условия равновесия груза на 

наклонной плоскости в положении статического равновесия: 

 упр0cos3 FP   00,87 стэ  cmg . 

Находим 
э

ст
0,87

c

mg
  = 0,085 м. 

Подставляя выражение силы упругости, с учётом условия статического 

равновесия груза ( стэ0,87  cmg ),  получим дифференциальное уравнение ко-

лебаний: xcxm э  или 02  xx ,  где   – угловая частота собственных ко-

лебаний груза, 
m

cэ = 10 рад/с. 

Общее решение уравнения колебаний tCtCx  sincos 21 .  

Для определения произвольных постоянных С1 и С2 вычислим начальные 

условия движения груза.  

 

Рис. 4.11. Схема колебаний 
груза на эквивалентной 

пружине 



 129

Координата начального положения груза на оси Оx (см. рис. 4.11) 

ст0  x  = 0,035 м. Подставляя значение координаты начального положе-

ния груза в общее решение уравнения колебаний при t = 0, получим: 01 xC  = 

0,035 м. Для определения второй константы вычислим скорость груза: 

tCtCx 222221 cossin  . Подставив начальное значение скорости груза: 

при  t = 0 00 Vx , получим 2C = 0. Окончательно уравнение движения гру-

за относительно его положения статического равновесия ttx ,035cos100)(   м. 

Амплитуда колебаний А = 0,035 м. Период колебаний 




2

T = 0,63 с. 

Задача 47. Пружинный амортизатор состоит из двух одинаковых верти-

кально стоящих пружин, к верхним концам которых 

прикреплена невесомая горизонтальная площадка 

(рис. 4.12). Жёсткость каждой пружины с = 350 Н/м. 

Груз массой m = 5 кг падает с высоты h = 0,3 м. 

Коснувшись площадки, груз начинает двигаться 

вместе с ней. Определить максимальную осадку амор-

тизатора и уравнение движения груза.  

Решение 

Заменим две пружины амортизатора одной с жесткостью, эквивалентной 

двум пружинам: сc 2э   = 700 Н/м.  Расчётная схема колебаний груза показана 

на рис. 4.13. Начало координат оси х (точка О), вдоль которой происходят ко-

лебания, выбрано на уровне статического равновесия груза.  

При движении (на рис. 4.13, с предполагается движение груза вниз) на 

груз действуют сила упругости упрF


 и сила тяжести P


. Уравнение движения 

груза в проекции на ось х: упрFPxm  = ΔcP э , где Δ  – удлинение (или 

сжатие) пружины относительно недеформированного состояния. 

 

Рис. 4.12. Пружинный 
амортизатор 
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 В произвольном положении груза, обозначенном координатой х (см. 

рис. 4.13, с), сжатие пружины относительно её недеформированного состояния 

(см. рис. 4.13, а) составляет величину: 

ст xΔ . Величина ст  находится 

из условия статического равновесия 

груза, которое выражается равенством 

(рис. 4.13, b): ступрFP  = стэ сP = 0. 

Подставляя это условие в урав-

нение движения груза, получим диф-

ференциальное уравнение колебаний: 

0э  xcxm   или 02  xxm  , где 

m

cэ  = 11,83 рад/с – угловая частота колебаний.  

Общее решение однородного уравнения колебаний представляется в виде  

tCtCx  sincos 21 , где  С1 и С2 – произвольные постоянные, вычисляемые 

по начальным условиям движения груза. 

По условию задачи груз падает на площадку, установленную на неде-

формированных пружинах. Это означает, что начальная координата груза при 

его движении на пружинах соответствует положению недеформированной 

пружины: 
э

ст0 c

mg
x   = – 0,07 м.  

Начальная скорость колебаний груза равна скорости груза при падении 

его с высоты 1 м. Интегрируя уравнение движения груза во время падения  

mgsm  , где s – путь, пройденный телом, получим зависимость скорости от 

пройденного пути: gsV 22  . Полагая s = 0,3, найдём скорость груза при его 

встрече с площадкой: V  = 2,43 м/с. Проекция начальной скорости колебаний 

груза на ось х положительна: VV x 0 = 2,43 м/с.  

 

Рис. 4.13. Расчётная схема колебаний 
на эквивалентной пружине: 

а – недеформированная пружина; 
b – положение статического равновесия  

груза; с – произвольное положение 
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Подставив начальные условия в общее решение уравнения колебаний, 

получим: 01 xC  = – 0,07 м; 


 xV
C 0

2 =  0,2 м. Окончательно уравнение колеба-

ний груза на амортизаторе ttx ,2sin11,830cos11,8307,0  . Амплитуда коле-

баний 2
2

2
1 CCA  = 0,21 м. Проседание амортизатора Н отсчитывается от 

положения нерастянутых пружин: ст AH  = 0,28 м. 

Задача 48. Для регистрации (записи) вертикальных колебаний тяжёлых 

платформ используется пружинный виброграф (рис. 4.14). Схема действия 

прибора состоит в следующем. Массивная плат-

форма А совершает вертикальные гармонические 

колебания по закону )(t . На платформе уста-

новлена вертикальная стойка с горизонтальной пе-

рекладиной, к которой прикреплена пружина жест-

костью с. К нижнему концу пружины подвешен 

груз Р массой m с индикаторной стрелкой В (см. 

рис. 4.14). Вертикальная шкала индикаторной 

стрелки закреплена на платформе А. В начальный 

момент груз на пружине находился в покое в положении статического равнове-

сия. Определить закон колебаний стрелки В вдоль шкалы, если масса груза 

m = 1 кг, жесткость пружины с = 10 Н/м, платформа совершает вертикальные 

колебания по закону ptasinξ   см, где амплитуда а = 0,02 м, частота колебаний 

платформы  р = 7 рад/с. 

Решение 

Выберем неподвижную ось х, связанную, например, с неподвижной по-

верхностью, на которой стоит платформа. Начало координат – точку О выбе-

рем на уровне статического равновесия груза на пружине при неподвижной 

платформе. Произвольное положение груза отмечено координатой x (рис. 4.15).  

 

Рис.4.14. Регистратор 
вертикальных  колебаний 
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Растяжение пружины при неподвижной платформе составляет величину 

стx , где  ст – удлинение пружины в положении статического равновесия 

груза, определяемое из условия 0ст  cP . 

Вместе с тем колебание платформы вызывает 

аналогичное смещение точки подвеса пружины. 

В результате растяжение пружины при произ-

вольном положении груза равно сумме: 

 ξст  x .   

На груз действуют сила тяжести P


 и сила 

упругости пружины упрF


. Дифференциальное 

уравнение движения груза в проекции на ось Оx: 

xx FPxm упр , где проекции Рх = Р,  cF xупр = ξ)( ст  xc . Расчётная 

схема колебаний груза показана на рис. 4.15. 

С учётом условия статического равновесия груза 0ст  cP  получим 

дифференциальное уравнение вынужденных колебаний груза в виде:  

pthxx sin2  , 

где   – угловая частота собственных колебаний груза, 
m

c
 = 3,16 рад/с;     

h – относительная амплитуда вынужденных колебаний, 
m

ca
h   = 0,2 м/с2;           

р – угловая частота вынужденных колебаний,  р = 7 рад/с. 

Решение уравнения вынужденных колебаний представляется суммой 

21 xxx  , где 1x  является общим решением однородного уравнения 

01
2

1  xx , а 2x  – частное решение  уравнения вынужденных колебаний: 

pthxx sin2
2

2  .  

Решив однородное уравнение, находим: tCtCx  sincos 211 .  

 

Рис. 4.15. Расчётная схема  
колебаний груза 
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При отсутствии резонанса (а в данном случае частота вынужденных ко-

лебаний груза не совпадает с частотой собственных p ) частное решение 

уравнения вынужденных колебаний ищем в виде ptbx sin2  . Подставляя част-

ное решение в уравнение вынужденных колебаний, получим уравнение 

pthptbptbp sinsinsin 22  , откуда находим коэффициент: 
22 


p

h
b .  

В результате общее решение уравнения колебаний принимает вид: 

21 xxx   = tCtC  sincos 21 + pt
p

h
sin

22 
, 

где константы 1C  и 2C  подлежат определению. 

В начальный момент груз находился на пружине в положении статиче-

ского равновесия, и потому его начальная координата и скорость равны нулю 

Подставляя значение координаты начального положения груза в общее реше-

ние уравнения вынужденных колебаний при t = 0, получим 1C = 0. Для опреде-

ления второй константы вычислим скорость груза в произвольный момент 

времени: pt
p

hp
tCtCx coscossin

2221


 . Подставив начальное зна-

чение скорости груза, найдём 
)( 222




p

hp
C = – 0,01 м. 

Таким образом, колебания груза относительно неподвижной системы ко-

ординат описываются уравнением tx ,01sin3,160 + t0,05sin7  и представляют  

абсолютное движение груза. Для того чтобы найти закон движения груза отно-

сительно платформы – относительное движение, нужно из его абсолютного 

движения исключить переносное – колебания платформы. Поскольку стрелка 

прибора закреплена на грузе, а шкала – на платформе, то закон движения 

стрелки относительно шкалы: 

ξ xxr  = t,01sin3,160 + t0,05sin7 – tsin7020,  = t,01sin3,160 + t0,03sin7 . 
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Упражнения  

 
Упражнение 4.3.  Груз массы m = 0,5 кг, получив 

начальную скорость V0 = 6 м/с, движется по горизон-
тальной поверхности, испытывая силу сопротивления, 
равную по величине F = kV и направленную в сторону, 
противоположную движению. Через 1 с груз соединя-
ется с невесомой вертикальной площадкой АВ и про-

должает движение вместе с ней, уже без сопротивления. К площадке прикреплены две 
горизонтальные последовательно соединённые пружины жёсткостью С1 = 120 и 
С2 = 40 Н/м (рис. 4.16).  

Найти величину максимального сжатия пружины, если  k = 0,5 Н/м/с. Опреде-
лить закон движения груза. 

 
Упражнение 4.4.  Груз массы m =1 кг прикреплен 

к конструкции, состоящей из трёх вертикальных пру-
жин одинаковой жёсткости  С = 160 Н/м (рис. 4.17), и 
находится в равновесии. В некоторый момент времени 
грузу сообщают скорость V = 4 м/с, направленную 
вверх.  

Найти амплитуду и частоту колебаний груза.  
 
 
 

4.3.  Теорема об изменении кинетической энергии точки  

Работой постоянной по величине и направлению силы F


 на прямо-

линейном перемещении точки приложения силы М (рис. 4.18) называется ска-

лярная величина  cos)( FSFA


, где F  – 

модуль силы; S – конечное перемещение 

точки приложения силы;   – угол между 

направлением вектора силы и направлением 

перемещения точки приложения силы.  

Работа силы тяжести материальной точки при перемещении её из по-

ложения М0 в положение М1 равна произведению PhA MM )( 10
, где P  – вели-

чина силы тяжести точки; h – вертикальное перемещение точки (рис. 4.19).  

 
Рис. 4.16. Схема движения 

груза 

 

Рис. 4.17. Схема крепления 
груза на пружинах 

 
Рис. 4.18. Работа постоянной силы 

 на прямолинейном участке 
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Работа силы тяжести положительна, если начальная точка движения вы-

ше конечной (см. рис. 4.19, а), и от-

рицательна, если начальная точка 

ниже конечной  (см. рис. 4.19, b).  

Работа силы  упругости 

пружины при перемещении вдоль 

линии действия силы из положения 

недеформированной пружины на 

расстояние h определяется формулой 
2

)(
2

упр
ch

FA 


, где   с – коэффициент 

жесткости (или жёсткость) пружины. 

 Кинетической энергией материальной точки называется скалярная 

величина 2

2

1
mVT  , где m – масса точки; V – её скорость.  

Теорема об изменении кинетической энергии точки. Изменение кине-

тической энергии материальной точки при переходе её из начального положе-

ния в текущее равно алгебраической сумме работ всех действующих на неё 

сил:  )(

2
0

2
1

1022 MMA
mVmV

, где 0V , 1V  – скорость точки в начальном поло-

жении 0M  и в положении 1M ;  )( 10MMA  – сумма работ всех сил, действующих 

на точку, при перемещении её из положения 0M  в положение 1M . При несво-

бодном движении точки в сумму работ сил войдёт и работа реакций связи.  

Для определения реакций связи при несвободном движении точки ис-

пользуются уравнения движения в проекциях на оси естественной системы ко-

ординат – касательную  и нормальную:   F
dt

dV
m , 

 nF
V

m
2

,  где  F , 

 nF  – суммы проекций сил на касательную и нормальную оси естественной 

системы координат,   – радиус кривизны траектории точки. 

 

Рис. 4.19. Работа силы тяжести: 
а – перемещение точки сверху вниз; 
b – перемещение точки снизу вверх 
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Примеры решения задач с использованием теоремы об изменении           
кинетической энергии точки 

 
Задача 49. Подъёмное устройство в шахте опускает груз массой 500 кг с 

постоянной скоростью 0V  = 6 м/с. После обрыва каната подъёмника срабатыва-

ет предохранительное устройство, которое создаёт силу трения между лифтом 

подъёмного устройства и стенками шахты.  Какую силу трения, считая её по-

стоянной, должно создать предохранительное устройство, чтобы остановить 

лифт на протяжении пути 10 м. 

Решение 

Рассмотрим падение груза после обрыва каната подъёмника. На груз дей-

ствуют сила тяжести P


 и сила трения трF


, направленная в сторону, противопо-

ложную движению. Считая груз материальной точкой, составим уравнение 

теоремы об изменении кинетической энергии точки. Получим выражение 

sFPs
mVmV

тр

2
0

2

22
 , где 0V , V  – скорость груза в начале движения (сразу 

после обрыва каната) и в конце; s  – путь, проходимый грузом за время движе-

ния. В конце движения груз должен остановиться, то есть V  = 0. Тогда уравне-

ние теоремы об изменении кинетической энергии точки принимает вид: 

 sFP
mV

тр

2
0

2
 , откуда находим требуемую для остановки груза силу тре-

ния: 
s

mV
PF

2

2
0

тр  . Подставляя условия задачи, получим: трF = 5,81 кН 

 Задача 50. Тонкий стержень, расположенный в вертикальной плоскости, 

состоит из двух дуг  сопряженных окружностей радиусов R = 1 м и r = 0,5 м 

(рис. 4.20). Линия ОО1, соединяющая центры окружностей, составляет с гори-

зонтом угол 30°.  На стержень надет шарик весом Р = 10 Н. В точке А, положе-

ние которой на дуге радиуса R определяется углом   = 60°, шарику сообщают 

начальную скорость 0V , после чего он скользит по стержню без трения. Опре-
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делить значение начальной скорости, при которой шарик достигнет наивысшей 

точки В со скоростью, равной половине началь-

ной. При найденном значении начальной скоро-

сти рассчитать  давление шарика на стержень в 

точке С, положение которой  на дуге радиуса r 

определяется углом    = 90° относительно ли-

нии центров.  

Решение 

При движении шарика по стержню без 

трения на него действуют сила тяжести P


 и реакция опоры N


. При этом рабо-

ту совершает только сила тяжести шарика. Реакция гладкой поверхности 

стержня в любой момент времени перпендикулярна поверхности стержня и по-

тому её работа равна нулю.  

По теореме об изменении кинетической энергии точки при движении её 

из начального положения  А в положение В 

имеем равенство: 

)(

22

)(
22 AB

AB PhPA
mVmV

 , 

где )( ABh  – перепад высот точек В и А, 

rDORh AB )( = )(
2

3
rR  (см. рис. 4.21); 

AV , BV  – скорость шарика в точках А и В, 

причём AV = 0V , BV = 0,5 0V .  

В результате уравнение, составленное на основании теоремы об измене-

нии кинетической энергии, принимает вид: 
8

3 2
0V

 = )(
2

3
rRg  , откуда  

grRV )(20   = 7,67 м/с.  

 
Рис. 4.20. Движение шарика 

по изогнутому стержню 

 
Рис. 4.21. Расчётная схема  

движения шарика 
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На рис. 4.21 показаны силы, приложенные к шарику, в момент, когда он 

находится в точке С. Проведём в точке С оси естественной системы координат 

– касательную C  и нормаль Cn . Уравнение движения шарика в проекции на 

нормальную ось имеет вид: C
C NP
r

V
m  30cos

2

, откуда найдём реакцию CN .  

Для определения скорости шарика в точке С воспользуемся теоремой об 

изменении кинетической энергии точки при движении шарика из положения С 

в положение В. Получим равенство )(

22

22 CB
CB Ph

mVmV
 , где )(CBh  – перепад 

высот при движении шарика из начального положения С в положение В. 

С учётом известных значений BV = 0,5 0V = 3,84 м/с и 30cos)( rh CB  = 0,43 м 

получим: )(
2 2 CBBC ghVV   = 4,82 м/с.  

Из уравнения движения шарика находим реакцию опоры 

r

V
mPN C

C

2

30cos    = – 38,7 Н.  

Отрицательное значение реакции опоры шарика показывает, что факти-

ческое направление реакции противоположно тому, как показано на рис. 4.21.  

Искомое давление шарика на трубку равно модулю реакции опоры. 

 Задача 51. Желоб состоит из шероховатой наклонной прямой АВ и глад-

кой дуги окружности радиуса r = 0,8 м, сопряжённых в точке В так, что прямая 

АВ является касательной к окружности в точке В 

(рис. 4.22). Положение точки В на дуге задаётся 

углом 30º относительно вертикального диаметра 

окружности. Тяжёлый шарик массой m = 0,5 кг 

начинает движение из точки А со скоростью 

0V = 0,2 м/с.  

 Какой длины S должен быть желоб АВ, 

 
Рис. 4.22. Движение точки 

по составному желобу 
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чтобы шарик оторвался от окружности в точке С, определяемой углом 45º от-

носительно горизонтального диаметра, если при движении по прямой АВ ша-

рик испытывает сопротивление скольжения с коэффициентом трения  f = 0,4. 

 
Решение 

Рассмотрим движение шарика по дуге окружности. Проведём в точке С 

оси естественной системы координат – касательную C  и нормаль Cn  

(рис. 4.23). На шарик действуют сила  тяжести P


, реакция CN


 опоры в точ-

ке С. Уравнение движения шарика в проекции на ось Cn  имеет вид: 

C
C NP
r

V
m  cos45

2

, где CV  – скорость шарика в точке С. Реакция опоры 

r

V
mPN C

C

2

cos45   .  

В момент отрыва шарика в точке С 

реакция опоры обращается в ноль: NC = 0. 

В результате получаем уравнение 

cos452 rgVC  , из которого находим ско-

рость шарика в момент его отрыва от опо-

ры: CV = 2,36 м/с. 

Рассмотрим движение шарика из начального положения А в положе-

ние С. На шарик действуют сила тяжести P


, нормальная реакция опоры N


 и, 

при движении по наклонной прямой АВ, сила трения трF


 (см. рис. 4.23). Работу 

совершают сила тяжести шарика и сила трения. Реакция опоры N


 и в том и 

другом случае перпендикулярна траектории движения, и её работа равна нулю. 

 Составим уравнение теоремы об изменении кинетической энергии точки 

SFPh
mVmV

AC
AC

тр)(

22

22
 , где S – длина участка АВ; )( ACh  – перепад высот 

на участке АС (см. рис. 4.23); )()()( BCABAC hhh  = sin30S +   cos450cos3 r . 

 

Рис. 4.23. Расчётная схема 
движения точки 
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Модуль силы трения: fNF тр . Для того чтобы найти реакцию N опоры 

шарика на наклонную поверхность желоба АВ, составим проекцию уравнения 

движения шарика на ось у, перпендикулярную АВ (на рис. 4.23 не показана). 

Получим: 030cos   PNym . Отсюда 30cosPN   и сила трения 

30cosтр fPF  .  

Из уравнения теоремы об изменении кинетической энергии точки найдём 

выражение для определения длины S участка АВ: 

g

VV AC

2

22 
= sin30S  +   cos450cos3 r  – 30cosfPS , 

откуда получим S = 1 м.  

Задача 52. Груз подвешен на нити длиной l = 1 м, закреплённой в непо-

движной точке О (рис. 4.24). В начальный момент 

груз находился в положении А, при котором линия 

ОА составляет с вертикалью угол 60 . В этом по-

ложении грузу сообщают начальную скорость 0V


, 

перпендикулярно нити. Достигнув горизонтально-

го положения, нить, натянутая грузом, встречает 

препятствие в виде тонкой проволоки в точке О1, 

расположенной на середине длины нити, и дальше 

навивается на неё.  

Какую минимальную начальную скорость нужно сообщить грузу в точке 

А, чтобы после встречи нити с проволокой в О1 груз проскочил верхнюю точку 

траектории К.  На какую максимальную высоту (относительно горизонтального 

диаметра ОВ) поднимется груз, двигаясь из той же точки А и с той же началь-

ной скоростью, если нить будет двигаться беспрепятственно. Определить ска-

чок натяжения нити в точке В при переходе груза с одной траектории на дру-

гую.  

  

Рис. 4.24. Схема движения 
груза на нити 



 141

Решение 

Построим оси естественной системы координат n К  в точке К траекто-

рии – окружности радиуса l,50  с 

центром 1O  (рис. 4.25, а). Во вре-

мя движения на груз действуют 

сила тяжести и реакция нити. 

Уравнение движения груза в про-

екции на ось Kn  имеет вид: 

K
K NP
r

V
m 

2
, где KV  – скорость 

груза в точке К; NК  – реакция нити;  r – радиус окружности движения груза; 

r = 0,5l. Из уравнения движения  находим реакцию нити: P
l

V
mN K

K 
22

.  

Так как нить представляет собой гибкую связь, то условием достижимо-

сти грузом точки К является требование, что при движении нить должна быть 

натянута, иначе говоря, всюду во время движения должно выполняться нера-

венство 0KN . С учётом уравнения движения груза это приводит к неравен-

ству, выражающему требование к скорости в конечной точке:  glVK 2
12  .  

Скорость груза в точке К найдём на основании теоремы об изменении 

кинетической энергии точки при движении груза из положения А в положе-

ние К. Имеем равенство  )(

2
0

2

22 AK
K Ph

mVmV
 , где )( AKh – перепад высот то-

чек А и К; lh AK )(  (см. рис. 4.25, а). Решая полученное уравнение, найдём за-

висимость скорости груза в точке К от начальной: glVVK 22
0

2  . С учётом вы-

полнения неравенства натяжения нити получим: glV
2

5
0   . 

 

Рис. 4.25. Расчётная схема движения груза: 
а – нить навивается на препятствие; 

b – свободное движение 
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При минимальной начальной скорости glV
2

5
0   груз достигает верхней 

точки К. Однако, натяжение нити в точке К обращается в нуль: 0KN  и нить 

в этом месте перестаёт быть натянутой. Груз продолжает движение, но уже в 

виде свободного падения с начальной скоростью glVK 2

1
 . 

Определим, на какую высоту поднимется груз из положения А с мини-

мальной начальной скоростью glV
2

5
0  , если нить движется беспрепятствен-

но (см. рис. 4.25, b). Построим в точке Е оси естественной системы координат 

n Е  аналогично тому, как это было сделано в точке К. Уравнение движения 

груза в проекции на ось Еn имеет вид: E
E NP
l

V
m  sin

2
, где EV  – скорость 

груза в точке Е; NЕ  – проекция реакции нити на нормальную ось.  

Для определения скорости груза в точке Е составим уравнение теоремы 

об изменении кинетической энергии точки при движении груза из начального 

положения А в положение Е. Получим: )(

2
0

2

22 AE
E Ph

mVmV
 , где )(AEh – пе-

репад высот точек А и Е;  sin
2)( l
l

h AE  (см. рис. 4.25, b). Решая полученное 

уравнение относительно скорости EV  при заданной начальной скорости 

glV
2

5
0  , найдём:  sin2

2
32 mglmglmVE . С другой стороны, из уравнения 

движения груза (учитывая, что в точке Е натяжение нити равно нулю: 0EN ) 

получим:  sin2 PlmVE . Приравнивая выражения, получим 
2
1

sin  . Высота 

подъёма относительно горизонтального радиуса составляет l
2
1

. 
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Для определения скачка натяжения нити при переходе груза в точке В с 

окружности радиуса l  на окружность радиуса l
2
1

, т. е. в момент, когда нить 

начинает навиваться на проволоку, напишем проекции уравнения движения 

груза на нормальную ось в точке В. Получим для малой окружности 

B
B N

l

mV


22
 и для большой B

B N
l

mV 
2

, где BN  и BN   – проекции реакции нити 

в точке В при движении груза по окружности радиусов l
2
1

и  l. Из уравнений 

видно, что переход груза с большой окружности на малую вызывает двукрат-

ное увеличение натяжения нити: mgNB 2
3

 , mgNB 3 . 

Задача 53. Шарик массой m = 0,5 кг движется в вертикальной плоскости 

из положения А внутри трубки, которая состоит из 

полуокружности АВ радиуса R = 0,6 м и прямоли-

нейного участка ВD, сопряжённого в точке В с 

окружностью (рис. 4.26). Диаметр полуокружности 

АВ составляет с горизонталью угол 60°. Начальная 

скорость шарика V0  = 5 м/с. В конце кругового 

участка в точке В шарик упирается в недеформиро-

ванную пружину жесткостью с = 100 Н/м. Найти  величину S максимального 

сжатия пружины.  

Решение 

Найдём скорость шарика в точке В. Для этого составим уравнение теоре-

мы об изменении кинетической энергии точки при движении шарика из 

начального положения А в положение В. Получим: 

)(

22
)(

22 AB
AB PhPA

mVmV
 , где )( ABh – перепад высот точек А и В, 

60sin2)( Rh AB  = 1,04 м (рис. 4.27).  

 

Рис. 4.26. Схема  
движения шарика 
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Решая уравнение, найдём скорость шарика в точке В: 

)(
2 2 ABAB ghVV  = 6,74 м/с. 

Для того, чтобы найти величину максимального сжатия пружины, рас-

смотрим движение шарика на прямолинейном 

отрезке трубки ВD. На этом отрезке работу со-

вершают сила тяжести шарика и сила упругости 

пружины, приложенные к шарику (см. рис. 4.27). 

Обозначим S – максимальное сжатие пру-

жины, равное ВС. На основании теоремы об из-

менении кинетической энергии точки, применённой к движению шарика на от-

резке ВС, имеем уравнение 
2

)()(
22

2

)(упр

22 сS
PhFAPA

mVmV
BC

BC  , 

где )(BCh – перепад высот точек В и С; 0sin3)( Sh BC  = 0,5S (см. рис. 4.27).  

В точке С максимального сжатия пружины скорость шарика обращается 

в нуль: CV = 0. Подставляя это условие, с учётом  BV = 6,74 м/с, получим урав-

нение для определения величины максимального сжатия пружины:  

0230,050,2  SS .  

Выбирая положительный корень уравнения, находим: S  = 0,45 м. 

 

Упражнения 

Упражнение 4.5. Лётчик в самолёте пикирует из точки А по прямой, составля-
ющей с горизонтом угол , с начальной скоростью 
V0. Пройдя расстояние АВ = l, самолёт продолжает 
движение по дуге окружности радиуса R, сопряжен-
ной с прямой АВ в точке В (рис. 4.28).  

Каким должен быть радиус окружности, чтобы 
в точке С – выхода самолёта на горизонтальный по-
лёт - сила давления человека на корпус самолёта не 
превосходила его тройной вес. 

 

 

Рис. 4.27. Расчетная схема  
движения шарика 

 

Рис. 4.28. Схема движения 
самолёта 
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Упражнение 4.6.  Пружина жесткостью С = 100 Н/м, сжатая из недеформиро-
ванного состояния на расстояние КА = а = 0,3 м, 
выталкивает шарик массой m = 0,5 кг, который от-
деляется от неё в точке К и продолжает движение 
в трубке по дуге КСВ, окружности радиуса R = 1 
м, затем – по горизонтальному участку ВD. Опре-
делить давление шарика на трубку в точке С. Ка-
кой путь пройдёт шарик до остановки по прямой 
ВD, если здесь на него действует сила трения с ко-
эффициентом  f = 0,4.  

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.29. Схема движения  
шарика в трубке 
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5. ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ДИНАМИКИ СИСТЕМЫ 

5.1.  Теорема о движении центра масс системы  

Центром масс системы материальных точек называют точку С, коорди-

наты которой CCC zyx ,,  удовлетворяют равенствам:  

 kkC xmmx ,    kkC ymmy ,  kkC zmmz , 

где m – масса системы:  kmm ; kkkk zyxm ,,,  – массы и координаты мате-

риальных точек системы.  

Теорема о движении центра масс системы. Центр масс механической  

системы  движется как материальная точка с массой,  равной массе системы, и 

к которой приложены внешние силы, действующие на систему:  e
kC Fam


, 

где Ca


 – вектор ускорения центра масс системы;  e
kF


– сумма всех внешних 

сил, действующих на систему.  

Пример решения задач на применение теоремы о движении центра масс 

Задача 54. Груз 1, находящийся на верхнем основании прямоугольной 

пирамиды АВСD, соединен с грузом 2 нерастяжимой нитью, перекинутой через 

блок С (рис. 5.1). Определить перемещение 

пирамиды, если груз 2 опустился на высоту 1 

м. Масса груза 1 m1 = 15 кг, груза 2 m2 = 20 кг, 

пирамиды m = 50 кг. Трение при движении 

груза 1 по пирамиде и пирамиды по горизон-

тальной поверхности не учитывать. 

Решение 
Рассматриваем механическую систему, состоящую из двух грузов, соеди-

нённых нерастяжимой нитью, блока С и пирамиды АВСD. 

Внешние силы, приложенные к системе: силы тяжести грузов и пирами-

ды – 1P


, 2P


, P


 и нормальная реакция N


 опоры поверхности, на которой стоит 

пирамида. Направления векторов внешних сил показаны на рис. 5.2.  

 

Рис. 5.1. Пирамида с системой  
подвижных грузов 
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Выберем неподвижную систему координат Аxy, как показано на рис. 5.2. 

Все внешние силы, действующие на механическую систему, вертикальны, по-

этому дифференциальное уравнение, состав-

ленное на основании теоремы о движении цен-

тра масс механической системы в проекции на 

ось Аx, имеет вид:  

Cxmmm )( 21  = xP1 + xP2 + xP + xN = 0 

или  0Cx , 

где Cx  – координата центра масс системы.  

Проинтегрировав его дважды, получим 

закон движения центра масс системы: 

21 CtCxC  , где константы интегрирования 

С1 и С2 находятся из начальных условий. Пред-

положим, в начальный момент движение в ме-

ханической системе отсутствовало и координа-

та центра масс системы была равна 0Cx  (на 

рис. 5.2, а не показана), то есть при  t = 0 

0(0) CC xx   и 0(0) Cx . Подставляя начальные 

условия, получим:  С1 = 0, 02 CxC  . В результате закон движения центра масс 

системы имеет вид: 0CC xx  . Последнее означает, что при любом перемеще-

нии тел в системе  координата центра масс системы на оси Аx остаётся посто-

янной, равной своему начальному значению. 

Предположим, в начальный момент времени груз 1 находился у левого 

края призмы, как показано на рис. 5.2, а.  

Начальная координата 0Cx  центра масс системы  находится из равенства 

mllmmxmxmmm kkC   221021 0)( , где 2l – расстояние от начала ко-

ординат до линии действия силы тяжести груза 2 (координата центра масс гру-

 

Рис. 5.2. Расчётная схема 
перемещения пирамиды: 
а – начальное положение;  
b – положение пирамиды  
при перемещении грузов  

на расстояние S 
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за 2 на оси Ах); l – аналогичное расстояние до линии действия силы тяжести 

пирамиды (см. рис. 5.2, а). Тогда начальная координата центра масс системы: 

)( 21

22
0 mmm

mllm
xC 


 .  

Положение грузов в системе, после того как груз 1 переместился на рас-

стояние S, и положение призмы показано на рис. 5.2, b. На рисунке отмечено, 

что при перемещении груза 1 вправо на расстояние S призма АВСD сместилась 

влево на расстояние λ . Координата 1Cx  центра масс для нового положения си-

стемы определяется из равенства: 

λ)(λ)(λ)()( 221121  lmlmSmxmmm C . 

Выражая отсюда координату 1Cx  и приравнивая  её  начальному значе-

нию координаты центра масс 10 CC xx  , найдём  перемещение пирамиды  

)(
λ

21

1

mmm

Sm


 . Подставляя данные задачи, получим λ = 0,18 м. 

 

5.2.  Теорема об изменении кинетического момента  системы 
 относительно оси 

 
Момент инерции однородного диска радиусом R, массой m относитель-

но оси  z, проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости диска: 

2

2

1
mRJ z  .  Для неоднородных тел момент инерции относительно оси  z вы-

числяется по формуле: 2
zz imJ  , где zi  – радиус инерции тела.  

Кинетическим моментом (моментом количества движения) системы 

относительно неподвижной оси z называется величина, равная сумме момен-

тов количеств движения точек относительно этой оси  )( kkzz VmML


.  

Для твёрдого тела, вращающегося вокруг неподвижной оси z, кине-

тический момент:  zz JL , где zJ  и – момент инерции и угловая скорость 
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тела. Теорема об изменении кинетического момента системы относительно 

оси. Производная по времени от кинетического момента системы относительно 

неподвижной оси z равна сумме моментов внешних сил относительно той же 

оси: 
dt

dLz  =  )( e
kz FM


.  

Примеры решения задач на применение теоремы об изменении  
кинетического момента системы 

Задача 55.  Для подъёма груза используется  лебёдка со ступенчатым ба-

рабаном и противовесом. Груз 1 массой m1  под-

нимается на канате, навитом на барабан 2 массой 

m2  радиуса R. Противовес 3 массой m3  прикреп-

лён к канату, который навит на малую ступень ба-

рабана радиуса r (рис. 5.3). Радиус инерции бара-

бана относительно оси вращения zi . На барабан 

действует постоянный момент сил сопротивления 

cM = 60 Н·м. В начале движения к барабану ле-

бёдки прикладывается вращающий момент, пропорциональный времени: 

tM 30620вр   Н·м, который  через 2 с отключается. Определить, на какую 

высоту поднимется груз, если движение началось из состояния покоя. Массы 

грузов и барабана: m1 = 100 кг, m2 = 50 кг, m3 = 20 кг. Радиусы ступеней бараба-

на и радиус инерции: R = 0,6 м; r = 0,4 м; zi = 0,5 м. 

Решение 

Решение следует рассматривать на двух этапах. На первом груз поднима-

ется под действием вращающего момента, на втором – по инерции.  

Рассмотрим механическую систему, состоящую из груза 1,  барабана 2 и 

противовеса 3. На систему действуют силы тяжести груза 1P


, барабана 2P


, про-

тивовеса 3P


, реакция шарнира R


, пара сил с моментом, равным моменту вра-

 
Рис. 5.3. Барабан лебёдки  
с грузом и противовесом  
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щения врM , и пара сил с моментом сопротивления cM . Направления векторов 

сил и моментов  показаны на рис. 5.4. Выбе-

рем начало оси y, вдоль которой поднимается 

груз на первом участке движения, в точке 

начала движения  (см. рис. 5.4). 

Воспользуемся теоремой об изменении 

кинетического момента системы относитель-

но оси z, проходящей через центр О: 

 )( e
kz

z FM
dt

dL 
. Кинетический момент си-

стемы  относительно оси z равен сумме кинетических моментов барабана, груза 

и противовеса: пргрбар
zzzz LLLL  . Кинетический момент барабана, вращаю-

щегося вокруг неподвижной оси z:  zz JLбар , где zJ  – момент инерции бара-

бана относительно оси z, 2
2 zz imJ  ;    – угловая скорость барабана. Рассмат-

ривая груз и противовес как материальные точки, найдём их кинетические мо-

менты относительно оси z: )( 11
гр VmML zz


 = RVm 11 ; )( 33

пр VmML zz


 = rVm 33 .  

Суммарный кинетический момент системы:  

пргрбар
zzzz LLLL   = ω2

2 zim  + RVm 11  + rVm 33 . 

Выразим скорости груза 1  и противовеса 3 через угловую скорость бара-

бана: RV ω1  , rV ω3   - и подставим их в выражение кинетического момента. 

Получим  zL  = )ω( 2
3

2
1

2
2 rmRmim z   = 

R

V
rmRmim z

12
3

2
1

2
2 )(  .   

Суммарный момент внешних сил относительно оси z 

 )( e
kz FM


= rPRРМM 31cвр  . 

Дифференциальное уравнение движения груза: 

dt

dV
rmRmim z

12
3

2
1

2
2 )(   =  RrPRРМM 31cвр  , 

 

Рис. 5.4. Силы, действующие 
на систему во время движения 
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или с учётом данных задачи 
dt

dV1  = t,350,580  .  

Дважды интегрируя это уравнение с нулевыми начальными условиями, 

найдём скорость груза 1V  и проходимый им путь у как функции времени: 

2
1 ,1750,580)( tttV  ;  32 ,0580,290)( ttty  . 

Из уравнений движения найдём: при t = 2 с (конец первого участка) груз 

поднялся на высоту (2)1 yh  = 1,62 м и имел скорость (2)11 VV  = 1,86 м/с. 

На втором участке движения груз продолжает подниматься вверх. Урав-

нение движения груза здесь  аналогично первому участку, за исключением 

вращающего момента (см. рис. 5.4):  

dt

dV
rmRmim z

12
3

2
1

2
2 )(   =  RrPRРМ 31c  , или  

dt

dV1  = ,616 . 

Представим ускорение груза в виде: 
dt

dV1  = 
dydt

dydV1  = 
dy

dV
V 1

1 . Теперь урав-

нение движения груза на втором участке имеет вид:  616,1
1 

dy

dV
V . Интегрируя 

его, получим зависимость скорости груза от пройденного пути 

3

2
1 ,616
2

Cy
V

 . Выберем начало второго участка на высоте 1h .  Из началь-

ных условий движения груза: при t = 0, y  = 0, 1V  = 1,86 м/с, получим: С3 = 1,73.  

Максимальную высоту h2, на которую поднял-

ся груз на втором участке, определим из условия, что 

в этой точке скорость груза обращается в нуль. Име-

ем ,731,6160 2  h , откуда h2 = 0,26 м. Максималь-

ная высота подъёма груза H = h1 + h2 = 1,88 м. 

Задача 56.  Тележка С поворотного подъёмно-

го крана (рис. 5.5) движется с постоянной относи-

тельно стрелы скоростью V = 0,5 м/с. Длина стрелы 
 

Рис. 5.5. Поворотный кран 
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L = 10 м, масса тележки с грузом m1 = 100 кг, момент инерции крана относи-

тельно оси вращения АВ без учёта тележки и груза   J = 1800 кг·м2. Двигатель 

крана создаёт постоянный вращающий момент врM = 400 Н·м. Определить уг-

ловую скорость крана в момент, когда тележка достигнет края стрелы, если в 

начальный момент конструкция вращалась с угловой скоростью 0  = 2 рад/с, а 

тележка находилась на расстоянии а = 1 м от оси вращения.  

Решение 

На систему действуют внешние силы: 1P


 – сила тяжести тележки с гру-

зом, 2P


 – сила тяжести поворотного крана 

(на рис. 5.6 показана в условном центре тя-

жести крана); xR


, yR


 – составляющие реак-

ции подшипника А и пара сил с моментом, 

равным вращающему моменту врM  (см. 

рис. 5.6). Применим к описанию движения 

системы теорему об изменении кинетиче-

ского момента системы относительно оси 

вращения z, направленной вдоль линии АВ. 

Поскольку  силы тяжести параллельны 

оси вращения крана, а составляющие реакции шарнира А пересекают её, то мо-

менты этих сил относительно оси z равны нулю  и теорема об изменении кине-

тического момента системы принимает вид: врM
dt

dLz  . Интегрируя это урав-

нение при постоянном вращающем моменте, получим равенство: 

tMLL zz вр0  , где zL , 0zL  – кинетический момент системы в текущий и 

начальный моменты времени.  

Кинетический момент системы zL  равен сумме: грузкран
zzz LLL  . Кине-

тический момент крана как твердого тела, вращающегося  вокруг неподвижной 

 
Рис. 5.6. Внешние силы, 

действующие на кран при 
его движении 
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оси:  JLz
кран . Полагая тележку с грузом материальной точкой, определим её 

кинетический момент груз
zL , как момент вектора количества движения тележки 

относительно оси z. Тележка с грузом участвует в сложном движении. Вектор 

абсолютной скорости тележки абсV


 равен сумме er VVV


абс , где rV


 относи-

тельная скорость тележки (перемещение по стреле крана); eV


 – переносная 

скорость (движение вместе с краном). Воспользовавшись теоремой Вариньона 

при вычислении момента количества движения тележки с грузом, получим: 

груз
zL = )( абс1VmM z


= )( 11 rez VmVmM


 = )( 1 ez VmM


 = xVm e1  = 2

1 xm  . 

В результате суммарный кинетический момент системы в текущий мо-

мент времени грузкран
zzz LLL   =   2

1xmJ . Тогда начальный кинетический 

момент систем:   0
2

10  amJLz . 

 Подставляя выражения начального и текущего кинетического моментов 

в уравнение движения, получим:   2
1xmJ  –   0

2
1  amJ = tM вр , откуда за-

кон изменения угловой скорости крана 
 

 2
1

0
2

1вр

xmJ

amJtM




 . Момент вре-

мени кt , когда тележка достигнет края стрелы (x = L), найдём из условия дви-

жения тележки по стреле с постоянной скоростью: aLVt к . С учётом дан-

ных задачи угловая скорость крана в этот момент )( кt  = 0,93 рад/с. 

5.3. Теорема об изменении кинетической энергии  системы 
 

Кинетическая энергия тела при поступательном движении 

2

2

1
CmVT  , где m – масса тела; CV  – скорость центра масс тела; при враща-

тельном движении вокруг неподвижной оси  z: 2

2

1
 zJT , где zJ  – момент 

инерции тела относительно оси z;    – угловая скорость тела; при плоскопа-
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раллельном движении: 22

2

1

2

1
 zСC JmVT , где m – масса тела; CV ,   – ско-

рость центра масс и угловая скорость тела; zСJ  – момент инерции тела относи-

тельно оси  z, проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости дви-

жения. 

Работа постоянной силы F при прямолинейном перемещении точки 

приложения силы  sFSA co , где S – перемещение точки;  – постоянный 

угол между перемещением и направлением силы. Работа пары сил с постоян-

ным моментом М  при повороте тела на конечный угол   вычисляется по 

формуле:  MA , где    – угол поворота тела.  Работа считается положи-

тельной, если пара сил стремится повернуть тело в направлении его вращения, 

и отрицательной – в противном случае.  

Мощностью силы F называют величину, равную скалярному произве-

дению силы на скорость точки её приложения: VFN


 , где V – скорость точ-

ки приложения силы. При плоском движении тела мощность силы равна сумме 

скалярных произведений: 


OO MVFN , где OV  – скорость точки, вы-

бранной полюсом;   – угловая скорость тела; )(FMM OO


  – момент силы 

относительно полюса. Если в качестве полюса выбрать точку К – мгновенный 

центр скоростей, то мощность силы     


FMFN K , где )(FM K


 – момент 

силы относительно мгновенного центра скоростей.  

Теорема об изменении кинетической энергии системы в дифферен-

циальной форме.  Производная по времени от кинетической энергии системы 

равна сумме мощностей внешних и внутренних сил   )()( i
k

e
k FNFN

dt

dT 
.  

Теорема об изменении кинетической энергии системы на конечном 

перемещении. Изменение кинетической энергии системы при перемещении её 
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из начального состояния в текущее равно сумме работ внешних и внутренних 

сил, действующих на систему:   )()(0
i
k

e
k FAFATT


. 

Механические системы, состоящие из абсолютно твердых тел, соединен-

ных гибкими нерастяжимыми нитями, называются неизменяемыми. В неиз-

меняемых системах сумма работ и сумма мощностей внутренних сил равны 

нулю: 0)(  i
kFA


.  

Примеры решения задач на применение теоремы об изменении  

кинетической энергии системы 

Задача 57.  Планетарный механизм, позволяющий получать повышенные 

передаточные отношения угловых скоро-

стей, состоит из трех одинаковых колёс, 

соединённых кривошипом ОА (рис. 5.7). 

Колесо 1 неподвижно, кривошип ОА вра-

щается с угловой скоростью OA  и приво-

дит в движение колёса 2 и 3. Полагая массы колёс и их радиусы одинаковыми, 

равными m и r, и пренебрегая массой кривошипа, найти кинетическую энергию 

механизма. 

Решение 

 Кинетическая энергия механизма Т равна сумме энергий колёс 2 и 3: 

32 TTT  . Энергия колеса 1 равна нулю 

потому, что оно неподвижно, а энергия 

кривошипа равна нулю, так как массой 

кривошипа пренебрегаем. При движении 

механизма колесо 2, увлекаемое криво-

шипом, катится по неподвижной поверх-

ности первого колеса. Энергия колеса 2: 

 
Рис. 5.7. Планетарный механизм 

 

Рис. 5.8. Расчётная схема 
 вычисления энергии механизма 
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22

2
22

2

2


 BB JmV
T , где BV  – скорость центра масс колеса 2, BJ2  – момент 

инерции колеса 2 относительно оси, проходящей через центр масс перпендику-

лярно плоскости колеса, 
2

2

2
mr

J B  . 

Выразим кинетическую энергию колеса 2 через угловую скорость OA  

кривошипа ОА.  

Скорость точки В, лежащей на кривошипе ОА: OBV OAB  = rOA 2 . 

Так как точка Р2  касания колёс 1 и 2 является мгновенным центром ско-

ростей колеса 2 (рис. 5.8), угловая скорость колеса 2 
2

2 BP

VB . В результате 

получим: OA 22 . Подставив зависимости BV  и 2  в выражение кинетиче-

ской энергии колеса 2, найдём: 

   
2

2

22

2 222

2
OAOA mrrm

T





  = 223 rm OA . 

Вычислим кинетическую энергию колеса 3. Найдём скорость точки С, 

считая, что она принадлежит колесу 2: CPVC 22   = rOA4 . Скорость точки 

А – центра колеса 3 определим, полагая, что точка А лежит и на кривошипе: 

OAV OAA   = rOA4 . Скорости двух точек А и С колеса 3 равны и парал-

лельны, причём линия АС перпендикулярна векторам скоростей AV


 и CV


 (см. 

рис. 5.8). В этом случае мгновенный центр скоростей отсутствует и колесо 3 

совершает мгновенно-поступательное движение. Энергия поступательного 

движения колеса 3: 
2

2

3
AmV

T   = 
 

2

4 2rm OA
 = 228 rm OA . 

Окончательно, энергия механизма:  32 TTT   = 2211 rm OA .  

Задача 58.  Горизонтальный желоб DE опирается на блок 1 и на каток 3 

одинакового радиуса r (рис. 5.9). Блок 1 весом 1P  вращается вокруг неподвиж-
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ной оси О1. Каток 3 катится по горизонтальному рельсу без проскальзывания. 

На одной оси с катком 3 жестко связано колесо 2 радиуса R. Их общий вес ра-

вен Q, а общий радиус инерции от-

носительно оси z, проходящей че-

рез центр масс С перпендикулярно 

плоскости катка, равен zi . Система 

движется в вертикальной плоскости 

под действием сил тяжести, силы 

F


 и пары сил с моментом М. Мас-

сой желоба пренебрегаем. Скольжение между желобом и блоком 1, а также 

катком 3 отсутствует. Определить ускорение центра масс колеса 2 и катка 3 и 

угловое ускорение блока 1, если: 1P  = 40 Н, Q = 60 Н, F  = 50 Н, М = 45 Н·м, 

R = 0,8 м, r = 0,6 м, zi  = 0,4 м.  

Решение 

Для решения задачи воспользуемся теоремой об изменении кинетической 

энергии для неизменяемых механических систем:  )( e
kFN

dt

dT 
, где Т – энер-

гия системы в её текущем положении;  )( e
kFN


 – суммарная  мощность внеш-

них сил.  

Предположим, во время движения систе-

мы блок 1 вращается по ходу часовой стрелки. 

 Угловые скорости 1 , 2  блока 1, катка 3 

и скорость CV


 центра масс катка 3  показаны на 

рис. 5.10. Угловая скорость колеса 2 и катка 3 

равны:  23  . 

 
Рис. 5.9. Схема движения 

механической системы 
 

 
Рис. 5.10. Расчетная схема 

для исследования движения 
системы 
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Кинетическая энергия вращательного движения блока 1 2
11 12

1
 zOJT , 

где 
1zOJ  – осевой момент инерции блока, 

2

2
1

1

rm
J zO  .  

Фигура, состоящая из катка 3 и колеса 2,  двигается плоскопараллельно. 

Кинетическая энергия фигуры определяется по формуле: 

2
2

2
2 2

1

2

1
 zCC JmVT , где m – общая масса катка и колеса, 

g

Q
m  , zCJ  – мо-

мент инерции фигуры относительно оси z, проходящей через центр масс пер-

пендикулярно плоскости диска, 2
zzC miJ  ,  

У катка 3 мгновенный центр скоростей находится в точке касания его с 

неподвижной поверхностью (точка К на рис. 5.10). Тогда 
r

VC3 . Скорость 

точки А катка CA VrV 223  . Приравнивая скорость точки  А на катке 2 к 

скорости точки В на блоке 1, получим 
r

VC2
1  .  

Найдём кинетическую энергию системы, выраженную через скорость 

центра масс катка 3: 

21 TTT  = 21
CV

g

P
+ 2

C2

2
1

2
V

r

i

g

Q z










 =
























2

2

1

2

12
2 r

i
QP

g

V zC . 

Найдем сумму мощностей внешних сил.  

На блок 1 действуют: сила тяжести 1P


, пара сил с моментом М  и реакция 

шарнира 1O , разложенная на составляющие 1X


, 1Y


 (рис. 5.10). Мощности силы 

тяжести 1P


 и сил реакции 1X


, 1Y


 подшипника О1 равны нулю, так как  нет пе-

ремещения точек приложения этих сил. Момент М направлен в сторону враще-

ния блока 1, его мощность 
r

V
MMMN C2

)( 1  .  
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На каток 3 (вместе с жестко связанным с ним колесом 2) действуют: сила 

F


, сила тяжести Q


 катка и колеса, нормальная реакция опоры N


 и сила сцеп-

ления сцF


 катка 3 с поверхностью. 

Мощности сил N


 и сцF


 равны нулю, так как точкой приложения этих 

сил является мгновенный центр скоростей катка 3, скорость которого равна ну-

лю. Мощность силы тяжести Q


 равна нулю, так как угол между вектором силы 

и вектором скорости точки С равен 90°. 

Для определения мощности силы F


, приложенной к колесу, выберем в 

качестве полюса точку К – мгновенный центр скоростей диска 2. С учётом то-

го, что скорость KV = 0, получим:  

2)()( 


FMVFFN KK = 2)( 


FM K =  

=  cos30)( 2RrF = 





  cos301

r

R
FVC . 

Поскольку вращение, создаваемое моментом силы F


 относительно цен-

тра К, противоположно выбранному направлению угловой скорости катка, 

мощность силы F


 отрицательная.   

Суммарная мощность внешних сил:  

 )( eFN  = 





  30cos1

r

R
FVC +

r

V
M C2

. 

Составляем уравнение теоремы об изменении кинетической энергии си-

стемы. Находим производную по времени от кинетической энергии системы 

dt

dT
=
























2

2

1 12
r

i
QPa

g

V z
C

C  и приравниваем суммарной мощности внешних 

сил. Получим: 
























2

2

1 12
1

r

i
QPa

g
z

C  = 





  30cos1

r

R
F +

r

M2
, 
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откуда с учётом исходных данных задачи ускорение центра масс диска 2 

Ca  = 2,88 м/с2. Для определения углового ускорения блока 1 продифференци-

руем по времени равенство 
r

VC2
1  . Получим: 

r

aC2
1   = 9,6 рад/с2. 

Задача 59.  Каток радиуса r, весом Р закатывают вверх по наклонной 

плоскости приложив в центре катка силу F


 под углом 

30° к наклонной плоскости (рис. 5.11). Сама плоскость 

наклонена под углом 30° к горизонту. Величина силы F 

= 2P. В начальном положении центр катка имел ско-

рость 0V .  

На какое расстояние S переместился центр катка, 

если в конце перемещения его скорость удвоилась. 

Решение 

Применим теорему об изменении кинетической энергии на конечном пе-

ремещении системы:  )(0 kFATT . На каток 

действует сила тяжести P


, сила F


, нормальная 

реакция опоры N


 и сила сцF


 сцепления диска с 

наклонной плоскостью (рис. 5.12). При переме-

щении центра катка на расстояние S вдоль 

наклонной плоскости работу совершают только 

сила F


: SFFA  30cos)(


 и сила тяжести: 

PhPA )(


, где h – перепад высот при перемещении центра масс катка. Работа 

реакции опоры и силы сцепления равна нулю. 

Кинетическая энергия катка 22

2
1

2
1

 zAA JmVT , где zAJ  – момент 

инерции фигуры относительно оси z, проходящей через центр масс перпенди-

кулярно плоскости диска, 
2

2mr
J zA  . Выражая угловую скорость катка через 

 
Рис. 5.11. Движение 
катка на наклонной  

плоскости 

 

Рис. 5.12. Расчётная схема  
движения катка 
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скорость центра масс 
r

VA , с учётом выражения момента инерции катка, по-

лучим энергию катка в виде: 2

4
3

AmVT  .  

Составим уравнение теоремы об изменении кинетической энергии при 

перемещении центра катка на расстояние S: PhSFmVmV AB  30cos
4
3

4
3 22 , 

где 0VVA   02VVB  , PF 2 ,  30sinSh .  

Найдём искомое перемещение:  


30sin30cos24

9 2
0

g

V
S . 

 
Упражнения 

 

Упражнение 5.1.  Крановая тележка массы m1 может перемещаться по гори-
зонтальной балке без трения (рис. 5.13). В центре масс тележ-
ки закреплён трос длиной l, на другом конце которого привя-
зан груз массы m2. Трос может совершать колебательные дви-
жения в вертикальной плоскости. В начальный момент трос 
был в вертикальном положении. Определить горизонтальное 
перемещение тележки в зависимости от угла наклона троса. 
Весом троса пренебречь. 

 

 
Упражнение 5.2.  К барабану лебёдки, поднимающей 

штангу, приложен вращающий момент, пропорциональный 
времени МВР = kt (рис. 5.14). Штанга массы m1 поднимается по-
средством каната, навитого на барабан массы m2 и радиуса r. В 
начальный момент система находилась в покое. Определить 
угловую скорость барабана, считая его однородным диском. 

 

 
 Упражнение  5.3.  Груз 1 массы m1 подвешен на нерас-

тяжимом тросе, другой конец которого переброшен через блок 
2 и закреплён в центре масс катка 3 (рис. 5.15). Каток 3 катится 
по горизонтальной поверхности без проскальзывания. Блок 2 и 
каток 3 – однородные диски массы m2 и m3, радиуса r. В 
начальный момент система находилась в покое. Определить 
скорость груза, когда он опустится на высоту h, если к катку 3 

приложен момент М. 
 
 

 

Рис. 5.13. Движение  
крановой тележки 

 
Рис. 5.14. Схема 

механизма лебёдки 

 
Рис. 5.15. Схема 

движения системы 
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Упражнение 5.4.  Механическая система включает 

два груза 1 и 3 одинакового веса Р и каток 2 весом 2Р, ра-
диусом R = 2r с цилиндрическим выступом радиусом r 
(рис. 5.16). Каток катится выступом по неподвижной по-
верхности без проскальзывания. К катку по касательной к 
окружности приложена сила F = 2P . Найти ускорение 
центра масс катка, если его  радиус инерции относительно 
оси, проходящей через центр масс перпендикулярно 

плоскости движения: 2ri Cz  . 

 
 

5.4.  Применение общих теорем динамики системы к описанию               
движений твёрдого тела 

 

Поступательное движение твердого тела  описывается  дифференци-

альными уравнениями:  e
kxFxm  ,   e

kyFym  ,   e
kzFzm  - или в алгебраиче-

ской форме  e
kxCx Fma ,   e

kyCy Fma ,   e
kzCz Fma , где  m – масса тела;  

x  = Cxa , y  = Cya , z  = Cza  – проекции ускорения центра масс тела на коорди-

натные оси; e
kxF , e

kyF , e
kzF  – проекции внешних сил. 

Вращательное движение твердого тела относительно неподвижной 

оси  z описывается дифференциальным уравнением: 
dt

d
J z


= )( e

kz FM


 или ал-

гебраическим уравнением: )( e
kzz FMJ


,  где  ,   – угловая скорость и уг-

ловое ускорение тела;  )( e
kz FM


 –  сумма моментов внешних сил относитель-

но оси z; zJ  – момент инерции тела относительно оси  z.  

Плоскопараллельное движение твердого тела описывается уравнени-

ями движения центра масс и вращательного движения тела относительно оси, 

проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости движения.  

В проекции на координатные оси  уравнения плоскопараллельного дви-

жения тела имеют вид:  

 
Рис. 5.16. Схема  
механизма катка 
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 e
kxCx Fma ;  e

kyCy Fma ;  )( e
kzCzC FMJ


, 

где Cxa , Cya – проекции ускорения центра масс тела; e
kxF , e

kyF  – проекции на 

оси координат внешних сил, действующих на тело; zCJ  – момент инерции тела 

относительно оси z, проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости 

движения;   – угловое ускорение тела; )( e
kzC FM


 – моменты внешних сил от-

носительно оси, проходящей через центр масс. 

Проводя динамический расчет механической системы, следует рассмат-

ривать движение каждого тела системы в отдельности, предварительно освобо-

див его от связей и заменив их действие реакциями. 

 

Примеры решения задач на составление уравнений движения твердых тел 

 

Задача 59. Лебёдка поднимает груз 1 массы  m1 = 50 кг посредством тро-

са, переброшенного через блок 3 и навито-

го на барабан 2 массы m2 = 20 кг, радиуса 

r = 0,8 м (рис. 5.17). К барабану приложен 

постоянный вращающий момент 

врM = 480 Н·м. Определить ускорение гру-

за, натяжение троса и реакцию шарнира ба-

рабана 2. Весом троса и массой блока 3 

пренебречь, барабан считать сплошным цилиндром.   

Решение  

Составим уравнение движения груза 1. Для этого освобождаем груз от 

связей, заменив действие троса реакцией. На груз действует сила тяжести 1P


 и 

реакция троса 1H


 (рис. 5.18). Выберем ось x по направлению движения груза. 

Уравнение движения груза в проекции на ось x: 1111 PHam  . 

 

Рис. 5.17. Механизм лебёдки 
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Рассмотрим движение барабана 2. Освободим барабан от связей и заме-

ним их действие реакциями.  

На барабан действует сила тяжести 

2P


, пара сил с моментом вращения врM , 

реакция троса 1H

  и реакция шарнира (на 

рис. 5.18 разложена на составляющие 2X


, 

2Y


). Так как массой блока 3 пренебрега-

ем, то модули сил 1H


 и 1H

  равны. 

Направления действия сил и момента по-

казаны на рис. 5.18. 

 Уравнение вращательного движения барабана относительно оси z: 

   rHMFMJ kzz 1вр2 , где момент инерции барабана 
2

2
2rm

J z  . 

Продифференцируем по времени равенство rV 21   и выразим угловое 

ускорение барабана через ускорение груза 1. Получим 
r

a1
2  . Подставляя вы-

ражение углового ускорения в уравнение вращательного движения барабана с 

учётом равенства модулей сил 1H


 и 1H

 , напишем уравнения движения бараба-

на и груза в виде системы уравнений: 

1111 PHam  ,  1
вр

12 2
2

H
r

M
am  , 

откуда находим 1a = 1,82 м/с2,  Н1 = 581,8 Н. Натяжение троса численно равно 

реакции.  

Для определения реакции шарнира составим (формально) уравнение 

движения центра масс блока 2 в проекциях на оси х, у (см. рис. 5.18): 

30cos122 HXam Cx  = 0, 2122 60cos PHYam Cy   = 0. 

 
Рис. 5.18. Внешние силы и реакции,  

действующие на груз и  барабан  
при движении системы 
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Отсюда 2X = 503,84 Н, 2Y  = – 94,7 Н, 2
2

2
22 YXR  = 512,66 Н. 

Задача 60. Барабан весом G, радиусом R имеет  цилиндрический выступ 

радиусом r (рис. 5.19). Барабан скатывается 

по наклонной плоскости с углом наклона 30°, 

опираясь на неё поверхностью выступа. К ба-

рабану приложены постоянные силы 1F


 и 2F


. 

Сила 1F


 направлена по касательной к по-

верхности барабана. Сила 2F


 действует под 

углом 30° к диаметру барабана, перпендику-

лярному наклонной плоскости. В начальный момент времени барабан приведён 

в равновесие парой сил с моментом М.  

Определить угловое ускорение барабана и закон движения центра масс, 

если в положении равновесия величину уравновешивающего момента увели-

чить в 1,2 раза. Исходные данные для решения задачи: R = 0,6 м, r = 0,2 м,        

G = 100 Н, 1F  = 60 Н, 2F  = 25 Н, радиус инерции барабана  zi  = 0,4 м. 

Решение 

На барабан действуют силы 1F


, 2F


, сила тяжести G


, пара сил с неизвест-

ным моментом М, нормальная реакция опоры N


 и сила сцF


 сцепления бараба-

на с поверхностью. Сила сцепле-

ния приложена в точке К касания 

выступа барабана с наклонной 

плоскостью и направлена вдоль 

неё (рис. 5.20). 

Для определения момента 

М, приводящего барабан в равно-

весие, запишем уравнение равно-
 

Рис. 5.20. Силы, действующие на барабан,  
во время движения 

 

Рис. 5.19. Схема движения 
барабана по наклонной плоскости 
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весия в виде равенства нулю моментов сил 0)(  e
kK FM


относительно точки 

К. Точка К выбрана с той целью, что в уравнение не будет входить момент не-

известной силы сцепления.  

На рис. 5.20 показано разложение силы 2F


: 222 FFF 


. Значения со-

ставляющих определяются как проекции:  30cos22 FF ,  30sin22 FF . 

Применяя теорему Вариньона, вычислим момент силы 2F


 относительно 

точки К : )()()( 222 FMFMFM KKK 


 = rF 230sin2  . 

Момент силы 1F


 относительно точки К:  

KDFFM K  11)(


 = )30cos(1  rRF . 

В результате уравнение моментов сил при равновесии барабана принима-

ет вид 

 )( e
kK FM


= )30cos(1  rRF + rF 230sin2   30sinGr +М = 0. 

Подставляя сюда исходные данные задачи, находим величину уравнове-

шивающего момента М = 30,61 Н·м. Направление момента показано дуговой 

стрелкой на рис. 5.20.  

Увеличим значение момента М, удерживающего барабан в равновесии, в 

1,2 раза: MM 2,11  . Возникшее после этого качение барабана вверх по 

наклонной плоскости представляет собой плоскопараллельное движение, кото-

рое описывается с применением теорем о движении центра масс и об измене-

нии кинетического момента. 

 Уравнение движения центра масс барабана в проекции на ось x, направ-

ленную вверх по наклонной плоскости, имеет вид: 

сц21 0cos60cos60cos3 FGFFxm C  , 

где хС – координата центра масс барабана.  

Применив теорему об изменении кинетического момента барабана отно-

сительно оси z, проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости 
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движения и считая моменты сил положительными, если они создают вращение 

в сторону движущегося вверх барабана, выразим уравнение вращательного 

движения барабана вокруг оси z в виде:  

1сц21 cos60 MrFrFRFJ zC  , 

где   – угол поворота барабана; zCJ  – момент инерции барабана, 2
zzC miJ  ;  

zi  – радиус инерции. С учётом соотношения 
r

xC   получим уравнение: 

r

M
GF

r

R
F

r

i
xm z

C
1

212

2
0cos60cos620cos31 






 










 . 

После подстановки данных задачи находим дифференциальное уравне-

ние движения центра масс: ,60Cx . Дважды интегрируя его с нулевыми 

начальными условиями (так как движение началось из состояния покоя), нахо-

дим закон движения центра масс: 2,30 txC  м. Из уравнения следует, что бара-

бан движется в сторону положительного направления оси x. 

Угловое ускорение барабана 
r

xC   = 3 рад/с2. 

Задача 61.  Механизм 

(рис. 5.21) включает в себя 

груз 1, каток 2 и ступенчатый 

барабан 3, соединённых не-

растяжимыми нитями. Движе-

ние механизма происходит из 

состояния покоя в вертикаль-

ной плоскости под действием 

сил тяжести 1P


, 2P


, 3P


, силы 

 

Рис. 5.21. Конструкция механической системы 
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F


,  приложенной в центре масс катка 2, и пары сил с моментом М, приложен-

ной к барабану 3. Качение катка 2 по наклонной плоскости с углом наклона к 

горизонту 30º происходит без проскальзывания. 

Каток 2 считать однородным диском радиуса 2R . Радиусы ступеней ба-

рабана 3: 3R , 3r , радиус инерции барабана 3i .  

Найти ускорение груза 1, силы натяжения нитей и динамическую реак-

цию шарнира барабана 3, если Р1 = Р2 = 2Р;  Р3 =3Р, F = 3Р;  М = Рr, rR 22  ; 

R r3 3 ; r r3  ; 33 ri  . 

Решение 

Рассмотрим движение каждого тела системы отдельно, предварительно 

освободив тела от связей и заменив их действие реакциями. На рис. 5.22 изоб-

ражены силы, действующие на тела системы, после освобождения их от связей 

и направление движения каждого тела.  

Допустим, груз движется вниз со скоростью 1V , ускорением а1. К нему 

приложена сила тяжести 1P


 и реакция нити 1Q


 (рис. 5.22, а). Направим ось  x1 в 

сторону движения груза. Уравнение движения груза вдоль оси x1 имеет вид: 

1111 QPFam kx  = 12 QP  . 

Барабан 3 вращается вокруг неподвижной оси z , проходящей через центр 

масс О3. На диск 3 действует сила тяжести 3P


, реакция подшипника 3R


 (на 

 

Рис. 5.22. Расчетные схемы для описания движения тел, входящих в систему 
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рис. 5.22, b показано разложение реакции на составляющие 3X


, 3Y


), пара сил с 

моментом М и реакции нитей 1Q


 и 2Q


. 

При составлении уравнения вращательного движения барабана моменты 

сил относительно оси считаем положительными, если они создают поворот  в 

сторону вращения барабана. Уравнение вращения барабана 3 имеет вид: 

   32313 33
rQMRQFMJ kzOzO  = rQPrrQ 213  , 

Момент инерции барабана относительно оси z: 2
333

imJ zO   =  
g

Pr 29
;  

Каток 2 совершает плоскопараллельное движение. К нему приложена си-

ла тяжести 2P


, сила F


, реакция нити 2Q


, нормальная реакция 2N


 наклонной 

плоскости и сила сцF


 сцепления диска с поверхностью (рис. 5.22, с).  

Выберем ось  х2 по направлению движения центра масс катка 2. Плоско-

параллельное движение катка описывается уравнениями движения его центра 

масс в проекции на  ось  х2 и вращения вокруг оси, походящей через центр масс 

перпендикулярно плоскости диска: 

60cos2сц22 PFFQam C  = PFPQ  сц2 3 ; 

2сц222 RFRQJC   = rFrQ 22 сц2  ,  
2

2
22Rm

JC  . 

При составлении второго уравнения момент силы считается положи-

тельным, если он создаёт поворот в сторону вращения катка.  

К системе четырех уравнений, описывающих движения тел в системе, 

необходимо добавить уравнения связей между ускорениями точек и угловыми 

ускорениями тел. Предположим, скорость центра масс катка 2 равна CV   (см. 

рис. 5.22, с). Угловая скорость катка 
2

2 CK

VC  = 
2R

VC , где 2CK  – расстояние от 
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центра масс катка 2 до его мгновенного центра скоростей. Продифференциро-

вав по времени последнее равенство, получим: 
r

a

R

V CC

22
22 


 .  

Скорость точки В катка 2 22 BKVB   = CV2 . Приравняв скорость точ-

ки А к скорости точки В (см. рис. 5.21), получим: ABC VVV 2 = 33r = r3 ,  

откуда 
r

VC2
3  . После дифференцирования найдём: 

r

aC2
3  .  

Скорость груза 1 связана со скоростью центра масс катка 2 следующим 

образом: 331 RVV D  = r
r

VC 3
2

= CV6 .  Тогда ускорение груза 1 Caa 61  .  

После подстановки уравнений связи в уравнения движения с учётом ра-

венства модулей сил 1Q


 и 1Q


, а также 2Q


 и 2Q


 получим систему: 

Ca
g

P12
= 12 QP  ;   Ca

g

P18
= 213 QPQ  , 

Ca
g

P2
= сц2 4 FPQ  ;   Ca

g

P
= сц2 FQ  , 

откуда находим: gaC 9,00 , PQ 92,01  , PQ 4,122  .  

Динамические реакции 3X


, 3Y


, действующие на ось вращающегося бара-

бана 3 (рис. 5.22, b), определяются из уравнений, которые можно получить, 

формально применив к барабану теорему о движении центра масс. Так как 

центр масс барабана 3 неподвижен, его ускорение равно нулю, 0
3
Oa . Тогда 

уравнения движения его центра масс в проекциях на оси  x, y имеют вид: 

030cos233 3
 QXam xO ; 

060cos23133 3
 QPQYam yO . 

Подставляя значения PQ 92,01   и PQ 4,122  , находим составляющие реакции 

оси барабана 3:  30cos23 QX = 1,85Р,  60cos2313 QPQY = 4,98Р.  
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Полная величина реакции оси барабана 3: 2
3

2
33 YXR  =  5,31Р. 

Задача 62.  Подъёмное устройство (рис. 5.23) состоит из однородного 

диска 1 массой m1, радиусом r1, ступенчатого диска 2 

массой  m2 = 3m1, радиусом R2 = 4r1 и радиусом сту-

пеньки r2 = r1 и груза 3 массой  m3 = 2m1. Система 

движется из состояния покоя в вертикальной плоско-

сти под действием сил тяжести и пары сил с момен-

том  М = m1gr1, приложенной к диску 1. Определить 

ускорение груза 3  и натяжение нити груза 3, если ра-

диус инерции ступенчатого диска относительно оси, 

походящей через центр масс, перпендикулярно плоскости диска 2, Ci2 = 2r1.  

Решение задачи осуществить с применением теоремы об изменении ки-

нетической энергии системы и проверить его методом динамического расчёта, 

составляя уравнения движения тел, входящих в систему. 

Решение 

1. Для неизменяемой системы (состоящей из абсолютно твёрдых тел, со-

единённых нерастяжимыми нитями), движущей-

ся из состояния покоя, теорема об изменении ки-

нетической энергии на конечном перемещении 

имеет вид  )( e
kFAT


. Схема движения меха-

низма в предположении, что груз 3 опускается, 

показана на рис. 5.24. 

Диск 1 вращается вокруг неподвижной оси 

z. Кинетическая энергия диска 1: 
2

2
11

1


 zJ
T , где 

момент инерции диска 
2

2
11

1
rm

J z  . 

 
Рис. 5.23. Конструкция 
подъёмного устройства 

 
Рис. 5.24. Схема движения 

 механизма 
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 У диска 2 плоскопараллельное движение. Кинетическая энергия диска 2: 

22

2
22

2
2

2


 CC JVm
T , где CV  – скорость центра масс диска 2. Момент инерции 

диска 2 относительно оси, проходящей через центр масс перпендикулярно 

движению диска, 2
222 CC imJ  .  

Кинетическая энергия груза 3: 
2

2
33

3
Vm

T  .  

Энергия механизма  равна сумме энергий тел, входящих в систему:  

321 TTTT   = 
2

2
11 zJ

 + 
22

2
22

2
2 

 CC JVm
 + 

2

2
33Vm

. 

Выразим угловые скорости дисков 1 и 2 и скорость центра масс диска 2 

через скорость груза 3.  

Скорость центра масс диска 2 равна скорости груза 3, 3VVC  . Угловая 

скорость диска 2 
CK

VC2  = 
2

3

R

V
, где СК – расстояние от центра диска 2 до его 

мгновенного центра скоростей.  

Скорость точки В нити равна скорости точки А. Из равенства 

11r = )( 222 rR   найдём: 2
1

22
1

)(





r

Rr
 = 

2

3

1

22 )(

R

V

r

Rr 
.  

Подставляя найденные зависимости в выражение энергии системы, полу-

чим кинетическую энергию механизма: 
































 32

2

2
2

2

2

2

21
2

3 11
22

m
R

i
m

R

rmV
T C  = 2

3164

209
Vm . 

Во время движения механизма работу совершают силы тяжести 2P


, 3P


 и 

пара сил с моментом М. Перемещения SС  и  S3  точек приложения сил 2P


, 3P


 и 

угол 1  поворота диска 1 показаны на рис. 5.24. 
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Сумма работ сил  )( e
kFA


 = 1233  MSPSP C . Работа момента отрица-

тельная, так как заданное направление момента противоположно выбранному 

направлению вращения колеса 1.   

Выразим перемещение центра масс диска 2 и угол поворота диска 1 через 

перемещение груза 3. Проинтегрировав равенство скоростей  CVV 3 , получим 

равенство перемещений: CSS 3 . Аналогично, из равенства 
2

3

1

22
1

)(

R

V

r

Rr 
  

следует соотношение 
2

3

1

22
1

)(

R

S

r

Rr 
 .  

В итоге суммарная работа внешних сил в механизме: 

 )( e
kFA


= 3
21

22
23

)(
S

Rr

Rr
MPP 







 
  = 314

15
gSm . 

Составляя уравнение теоремы об изменении кинетической энергии си-

стемы, получим равенство: 

2
3164

209
Vm = 314

15
gSm  или 3

2
3 209

240
gSV  . 

Продифференцируем последнее равенство. Получим: 
dt

dS
g

dt

dV
V 33

3 209

240
2  . 

Так как  3
3 V

dt

dS
 , а 3

3 a
dt

dV
 , находим ускорение груза 3:  ga

209

120
3   м/с2.  

Для того чтобы найти натяжение нити груза 3, необходимо написать 

уравнение его движения. Выделим груз 3 из системы, заменив действие нити её 

реакцией Н3. Выберем ось x по направлению движения груза. Применим к опи-

санию движения груза теорему о движении центра масс, написав её проекцию 

на ось x: 3333 HPam  , где Н3 –реакция нити. При известном ускорении а3 

находим реакцию нити gmH 13 209

178
 . Натяжение нити численно равно реакции, 

но направлено в противоположную сторону. 
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2. Для решения задачи вторым способом – путём составления уравнений 

движения тел, входящих в состав механизма, освободим тела от связей и заме-

ним их реакциями. На рис. 5.25 изображены силы и реакции, действующие на 

каждое тело, после освобождения 

его от связей, а также направле-

ния угловых ускорений тел и 

ускорения центров масс.  

Диск 1 вращается вокруг 

неподвижной оси z. На диск дей-

ствует сила тяжести 1P


, реакция 

подшипника 1X


, 1Y


, пара сил с моментом М и реакция нити 1H


. Вращение 

диска описывается уравнением:    kzz FMJ 11 MrH 11 . Момент инерции 

диска 1 относительно оси z, 
2

2
11

1
rm

J z  .  

Диск 2 (рис. 5.25, b) совершает плоскопараллельное движение. К нему 

приложена сила тяжести 2P


 и реакции нитей 1H 


, 2H


 и 3H 


. Плоскопараллель-

ное движение диска 2 описывается уравнением движения его центра масс в 

проекции на вертикальную ось и уравнением вращения диска вокруг оси, по-

ходящей через центр масс перпендикулярно плоскости диска:  

32122 HHHPam C  ;  212222 rHRHJ C  .  

Момент инерции диска 2 2
222 CC imJ  . При составлении уравнения вра-

щательного движения диска 2 момент силы считается положительным, если он 

создаёт поворот в сторону вращения диска. 

Груз 3 совершает поступательное движение. К нему приложены сила тя-

жести 3P


 и реакция нити 3H


 (рис. 5.25, с). Уравнение движения груза 3 в про-

екции на вертикальную ось, направленную в сторону его движения, имеет вид: 

3333 HPam  , 

 
Рис. 5.25. Внешние силы и реакции связей,  

действующие на тела системы 
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Выразим угловые ускорения дисков 1 и 2 и ускорение центра масс дис-

ка 2 через ускорение груза 3. Для этого нужно продифференцировать соответ-

ствующие кинематические соотношения между скоростями. Так, из найденных 

ранее выражений: CVV 3 , 
2

3
2 R

V
 , 

2

3

1

22
1

)(

R

V

r

Rr 
  следует: Caa 3 , 

2

3
2 R

a
 , 

2

3

1

22
1

)(

R

a

r

Rr 
 .  

Подставляя кинематические соотношения между ускорениями в уравне-

ния движения тел с учётом равенства модулей сил 1H


 и 1H 


, а также  3H


 и 3H 


, 

получим  систему уравнений, описывающих движение звеньев механизма: 

 gmHam 11318

5
 ;  321131 33 HHHgmam  ; 

1231 43 HHam  ;  3131 22 Hgmam  . 

Решая систему, найдём ga
209

120
3   м/с2, gmH 13 209

178
 . Выражения уско-

рения а3 груза 3 и натяжения нити Н3 совпадают с аналогичными выражения-

ми, полученными в пункте 1 при решении данной задачи с применением тео-

ремы об изменении кинетической энергии. 

 

Упражнения 
 

Упражнение 5.5.  Система состоит из двух катков 1 и 2, соединённых невесо-
мым стержнем (рис. 5.26). Каток 1 весом Р, радиуса r. 
Каток 2 весом 2Р, радиуса 3r имеет цилиндрический вы-
ступ радиуса r. Невесомый стержень, параллельный 
плоскости качения катков, закреплён в центре катка 1 и 
передаёт движение катка 1 катку 2 в верхней точке вер-
тикального диаметра цилиндрического выступа без про-
скальзывания. Качение катков без скольжения. К катку 1 
приложена пара сил с моментом М = 4Рr. В центре масс катка 2 приложена сила 
F = 2Р. Радиус инерции катка 2 относительно оси, проходящей через центр катка пер-

пендикулярно плоскости движения, 22 ri  . Найти ускорение центра масс катка 1 и 

реакцию стержня.  

 

Рис. 5.26. Система катков 
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 Упражнение 5.6. С помощью подъёмного устройства (рис. 5.27) производится 
подъём груза 1. Нить, закреплённая одним концом на непо-
движной поверхности, спускается, охватывает снизу блок 2 
массы mm 2 , радиуса r, затем поднимается и проходит 

параллельно горизонтальной плоскости, где к концу её 
привязан груз 3 массы mm 3 , передвигающийся по плос-

кости под действием силы mgF 5,2 . Нити, удерживаю-

щие блок 2, вертикальны. Груз 1 массы mm 31   прикреп-

лён к оси блока 2. Найти ускорение груза 1 и натяжения нитей, удерживающих блок 2. 
 
 Упражнение 5.7. Груз 1 массы mm 1 , спускается вниз по наклонной плоско-

сти без трения (рис. 5.28). Нить, прикреплённая к гру-
зу 1, другим своим концом намотана на барабан катка 2 
радиуса R = 2r и при движении груза заставляет барабан 
катиться по горизонтальной поверхности цилиндриче-
ским выступом радиуса r. Качение происходит без про-
скальзывания. К центру катка привязана другая нить, 
посредством которой каток тащит за собой груз 3 массы 

mm 23  , скользящий по горизонтальной поверхности 

без трения. Масса катка mm 32  , радиус инерции катка относительно оси, проходя-

щей через его центр масс  перпендикулярно плоскости движения 32 ri  . По каса-

тельной к ободу катка 2 приложена сила mgF   (точка приложения силы см. рис. 

5.28). Определить ускорение груза 1 и натяжения нитей.  
 
 
 
 

  

 
Рис. 5.27. Подъёмное 

устройство 

 

Рис. 5.28. Схема движения 
механической системы 
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 6. ПРИНЦИПЫ МЕХАНИКИ 

6.1.  Принцип Даламбера для системы 

Силой инерции материальной точки  называют векторную величину, 

модуль которой равен произведению массы точ-

ки на модуль её ускорения. Направлен вектор 

силы инерции точки в сторону, противополож-

ную ускорению amR


и , где m – масса точки; 

a


 – вектор ускорения точки. 

При поступательном движении тела с ускорением центра масс Ca


 глав-

ный вектор сил инерции иR


 по модулю CmaR и , приложен в центре масс те-

ла и направлен  в сторону, противоположную ускоре-

нию Ca


  (рис. 6.1). 

При вращении тела вокруг неподвижной оси z, 

проходящей через  центр масс, главный вектор сил 

инерции обращается в нуль. Главный момент иM


, сил 

инерции относительно оси вращения равен по вели-

чине  zJM и , где zJ – момент инерции тела относи-

тельно оси z;   – угловое ускорение тела. Направлен главный момент сил 

инерции в сторону, противоположную угловому 

ускорению (рис. 6.2). 

При плоскопараллельном движении тела с 

ускорением центра масс Ca


 и угловым ускорени-

ем   главный вектор сил инерции иR


 равен по 

модулю CmaR и , приложен в центре масс тела 

и направлен в сторону, противоположную уско-

рению центра масс Ca


 (рис. 6.3). Главный момент сил инерции иM


относи-

 
Рис. 6.2. Главный  

момент сил инерции 
при вращении тела  

вокруг оси, проходящей 
через центр масс 

 
Рис. 6.1. Главный вектор сил 
инерции при поступательном 

движении твердого тела 

  
Рис. 6.3. Главный вектор   

и главный момент сил 
инерции при плоскопарал-

лельном движении  
твердого тела 
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тельно оси, проходящей через центр масс тела перпендикулярно плоскости 

движения:  CJM и , где CJ  – момент инерции тела относительно оси враще-

ния, и направлен в сторону, противоположную угловому ускорению. 

Если в любой момент времени к каждой из точек системы кроме дей-

ствующих на нее внешних сил присоединить соответствующие силы инерции, 

то полученная система сил будет уравновешенной.  

Принцип Даламбера даёт возможность составлять уравнения движения 

механической системы в виде уравнений равновесия (метод кинетостатики): 

0и  RF e
k


, 0)( и  O

e
kO MFM


, 

где e
kF


 –внешние силы, действующие на систему; иR


 – главный вектор сил 

инерции; )( e
kО FM


, и
OM


 – моменты внешних сил и главный момент сил инер-

ции относительно произвольного  центра О. 
 

Примеры решения задач на применение принципа Даламбера 
 
Задача 63. Груз 1 массы m1 = 10 кг спускается вниз по наклонной грани 

клина, образующей угол 60º с горизонтом, и посредством нити, переброшенной 

через блок 2, укреплённый в верхней точке клина, 

приводит в движение груз 3 массы  m3  = 5 кг 

(рис. 6.4).  Клин АВС массы m4  = 15 кг стоит гранью 

АС на горизонтальной гладкой поверхности и упи-

рается в выступ Е.  

Найти давление клина на выступ. Массой бло-

ка 2 и нити пренебречь. 

Решение 

Выберем систему, состоящую из клина АВС, блока 2, грузов 1 и 3 и нити, 

соединяющей грузы. Внешние силы, действующие на систему, – силы тяжести 

1P


, 3P


 и 4P


 грузов 1, 3 и клина 4, горизонтальная реакция xR


 упора клина в вы-

 
Рис. 6.4. Клин с грузами 
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ступ и вертикальная реакция yR


 опоры на гори-

зонтальную поверхность. Реакция нити, реакция 

опоры груза 1 на наклонную поверхность клина и 

реакция шарнира В блока 2 для данной системы 

являются внутренними.  

Допустим, груз 1 движется вниз, груз 3 – 

вверх. Приложим силы инерции. Направления 

ускорений грузов и сил инерции показаны 

на рис. 6.5.  

В соответствии с принципом Даламбера, полученная система сил нахо-

дится в равновесии. Условие равновесия: 0ин
3

ин
1  FFF e

k


.  

Выберем оси xy, как показано на рис. 6.5, и спроектируем  векторное ра-

венство на ось х. Получим: 060cosин
1  FRx ,  где модуль силы инерции 

11
ин

1 amF  .  

Найдём ускорение груза 1. С этой целью рассмотрим отдельно движение 

грузов 1 и 3 (рис. 6.6 а, b).   

Рассматривая груз 1 как отдельную систему, изобразим внешние силы: 

силу тяжести 1P


, реакцию нити T 


 и реакцию 

опоры N


 (см. рис. 6.6, b). Присоединим силу 

инерции ин
1F


 и составим уравнение равнове-

сия полученной системы сил в проекции на 

ось x, расположенную вдоль наклонной грани 

клина: 060sin ин
11  FTP  , где 11

ин
1 amF  . 

Для груза 3 внешними силами будут сила тяжести 3P


 и реакция нити T


. 

Присоединим к грузу 3 силу инерции ин
3F


 (см. рис. 6.6, а) и составим уравне-

 
Рис. 6.5. Внешние силы и 

 силы инерции, действующие 
на систему 

 
Рис. 6.6. Равновесие грузов 
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ние равновесия системы сил в проекции на ось х, выбранную по направлению 

движения груза 3:  0ин
33  FPT , где модуль силы инерции 33

ин
3 amF  .  

Решая полученную систему с учётом, что модули реакций нити и модули 

ускорений грузов равны: TT   и 31 aa  , находим ускорение грузов. Получим: 

31

31
31

)60sin(

mm

gmm
aa







.  Тогда давление клина на уступ: 

60cosин
1FRx  = 



60cos
)(

)60sin(

31

31
1 mm

mm
gm




. 

Подставляя данные из условия задачи, найдём xR = 11,97 Н. 

Задача 64.  Для подъёма грузов используется  лебёдка со ступенчатым 

воротом, изображённая на рис. 6.7. Радиусы большой и малой ступенек бара-

бана ворота r1 и r2, радиус инерции барабана 

относительно оси вращения 3i . Лебёдка уста-

новлена на горизонтальной балке АВ, которая 

закреплена в точке А на неподвижном цилин-

дрическом шарнире и опирается на каток в 

точке В.  Груз 1 поднимается на верёвке, нави-

той на большую ступеньку ворота. На малой 

ступеньке барабана ворота закреплена другая верёвка, удерживающая противо-

вес 2. К барабану лебёдки приложен постоянный вращающий момент врM .  

Найти реакции опор балки во время движения груза, если радиусы сту-

пенек барабана r1 = 0,8 м, r2 = 0,2 м, радиус инерции барабана относительно 

оси вращения 3i =0,6 м, масса груза 1 m1 = 100 кг, противовеса 2 m2 =30 кг, мас-

са барабана m1 = 50 кг, величина вращающего момента врM = 1050 Н·м, рассто-

яния от крайних точек балки А и В до линии вертикального диаметра барабана 

а = 2 м, b = 1 м. 

  

 
Рис. 6.7. Лебёдка на балке 
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Решение 

  Выберем систему, включающую только барабан 3, грузы 1 и 2 и нити, 

связывающие грузы с барабаном (рис. 6.8). Внеш-

ние силы, действующие на эту систему, – пара 

сил, создающая вращающий момент врM , силы 

тяжести 1P


, 2P


, 3P


 грузов 1, 2 и барабана 3 и реак-

ция OR


опоры барабана на шарнир в точке  О. 

Натяжения нитей для данной системы являются 

внутренними и на рис. 6.8 не показаны.  

Приложим силы инерции. Направления 

главных векторов сил инерции ин
1R


, ин
2R


 и момента сил инерции ин

3M  показа-

ны на рис. 6.8.  

Согласно принципу Даламбера, полученная система внешних сил и сил 

инерции является уравновешенной. Составим уравнения равновесия: 

ин
1132

ин
2 RPPPRRO  = 0;  1

ин
111222

ин
2

ин
3вр rRrPrPrRMM  = 0, 

где 11
ин
1 amR  , 22

ин
2 amR  , 33

ин
3  OJM , 2

333 imJ O  . 

Из второго уравнения с учётом кинематических соотношений: 
1

1
3 r

a
  и 

1
1

2
2 a

r

r
a  , найдём ускорение груза 1:  

2
11

2
22

2
33

1122вр1
1

)(

rmrmim

rPrPMr
a




 . Подставляя 

данные задачи, получим а1 = 3,49 м/с2.  

Вычислим модули сил инерции 11
ин
1 amR  =349 Н; 22

ин
2 amR   = 26,17 Н. 

Подставляя модули сил инерции в первое уравнение условий равновесия, 

найдём реакцию опоры барабана на шарнир О: 

ин
1132

ин
2 RPPPRRO  = 2088,63 Н. 

 
Рис. 6.8. Расчётная схема 

 равновесия барабана 
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Для определения реакций опор балки АВ выберем объектом равновесия 

саму балку (рис. 6.9). На балку действуют сила 

OR


 давления со стороны шарнира О, реакция 

шарнира в точке А (на рис. 6.9 разложенная на 

составляющие AxR


, AyR


) и реакция ByR


 опоры 

балки на шарнир в точке В. Составим уравне-

ния равновесия балки: 

 xF = AxR  = 0,  yF = ByOAy RRR  = 0,  

 )(FM A = aRbaR OBy  )(  = 0. 

Решая систему с учётом того, что модули сил OR


 и OR


 равны, найдём ре-

акции опор балки: 
ba

a
RR OBy 

  = 1392,42 Н; ByOAy RRR   = 696,21 Н. 

Для сравнения реакции опор балки при неподвижном барабане 

ByR = 1419,18 Н, AyR  = 346,62 Н.  

Упражнение 

 

Упражнение 6.1. Груз 1 соединён с грузом 2 нерастяжимой нитью, перебро-
шенной через неподвижный блок (рис. 6.10). Опускаясь 
вниз, груз 2 перемещает груз 1 по горизонтальной поверх-
ности призмы 3 без трения. Призма стоит на горизонталь-
ной гладкой поверхности и упирается левым краем в вы-
ступ. Определить силу давления призмы на  пол, если мас-
сы грузов 1, 2 и призмы 3 одинаковы и равны m. Массой 
нити и блока пренебречь. 

 

6.2. Принцип возможных перемещений 

 
Возможными перемещениями механической системы  называют любую 

совокупность элементарных (бесконечно малых) перемещений точек системы 

из занимаемого в данный момент времени положения, которые допускаются  

всеми наложенными на систему связями.  

 
Рис. 6.9. Равновесие балки 

 

Рис. 6.10. Схема движения 
грузов в системе 
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Идеальными связями в механической системе называют такие связи, 

для которых сумма элементарных работ их реакций  на любом возможном пе-

ремещении равна нулю. 

Принцип возможных перемещений.  

Если все приложенные к точкам системы внешние и внутренние силы 

разделить на активные силы  и реакции связей, то для равновесия механиче-

ской системы с идеальными связями необходимо и достаточно, чтобы сумма 

элементарных работ всех активных сил была равна нулю на любом возможном 

перемещении системы: )( акт kFA


 = 0. 

Примеры решения задач на применение принципа 
возможных перемещений 

Задача 65. В талевом механизме барабан 1 состоит из двух соосных 

жестко связанных валов (рис. 6.11). При подня-

тии груза верхний трос барабана 1 наматывает-

ся на вал большего радиуса  R1, нижний – сма-

тывается с вала  меньшего радиуса r1.   

Какой вращающий момент М, постоян-

ный по величине, нужно приложить к барабану, 

чтобы уравновесить груз весом Р, прикреплён-

ный в центре блока 4. Массами блоков и троса 

пренебречь. 

 

Решение 

Активными силами в системе являются сила тяжести груза P


 и уравно-

вешивающий момент М.  По принципу возможных перемещений для равнове-

сия системы необходимо и достаточно выполнения условия: 

    0 PAMA


, или  01  CSPM . 

где 1  и CS  – возможные перемещения барабана и груза. 

Рис. 6.11. Уравновешивание 
талевого механизма 
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Найдём связь между перемещениями 1  и CS . Предположим, в меха-

низме осуществляется подъём груза. На рис. 6.12 

показано построение мгновенного центра скоростей 

блока 4  – точки К. Здесь скорость точки А блока 4 

(рис. 6.12) равна скорости точек обода малого вала 

барабана 1, а скорость точки В – скорости точек 

обода большого вала. Составим пропорцию 

CKr

CKr

AK

BK

V

V

A

B





4

4 , где r4 – радиус блока 4 (см. 

рис.6.12). Подставляя выражения для скоростей точек А и В 11rVA  , 

11RVB  , найдём расстояние: 
11

411 )(

rR

rrR
CK




 .  

Угловая скорость блока 4  
CKr

VB




4
4  = 

4

111

2

)(

r

rR 
. Скорость его цен-

тра: CKVC  4 = 
2

)( 111 rR 
. Выразим соотношение между скоростью точки 

С и угловой скоростью барабана 1 в дифференциальной форме: 

2

)( 11
1

rR
ddSC


 . Поскольку действительное перемещение является одним из 

возможных (т. е. sds  , d ), получим связь между возможными переме-

щениями барабана 1 и груза: CS =
2

)( 111 rR 
.  

Подставляя найденное соотношение в уравнение принципа возможных 

перемещений, представим его в окончательном виде: 0
2

)( 111
1 




rR
PM , 

откуда найдём значение уравновешивающего момента: 
2

)( 11 rRP
M


 . 

 
Рис. 6.12. Распределение  
скоростей точек блока 4 
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Задача 66. Брус 1 весом Р1 = Р лежит на цилиндрическом катке 2 и на 

блоке 3 одинаковых радиусов r, и одинаково-

го веса Р2 = Р3 = 2Р (рис. 6.13). Каток 2 катит-

ся без проскальзывания по наклонной плос-

кости с углом наклона 30º к горизонту. Блок 

3 вращается вокруг неподвижной оси z и к 

нему приложена  пара сил с моментом  М = 

=Рr. Каток и блок расположены так, что брус 

1 параллелен наклонной плоскости.  

Какую силу F , параллельную наклон-

ной плоскости,  нужно приложить к брусу 1, чтобы удержать его в равновесии. 

Скольжение между брусом и катком, брусом и блоком отсутствует.  

Решение 

Рассмотрим механизм, состоящий из бруса 1, катка 2 и блока 3. Ак-

тивными силами, действующими на механизм, являются силы тяжести 1P


, 2P


 и 

3P


 бруса, катка и блока, пара сил с момен-

том М, приложенная к блоку 3, и сила F


, 

приложенная к брусу. Связи в механизме 

идеальные, так как работа реакции 2N


 

опоры катка 2 на плоскость, работа силы 

сцF


 сцепления катка с плоскостью и рабо-

та реакции шарнира блока 3 при любом 

перемещении системы равны нулю. 

Направления векторов сил в системе пока-

заны на рис. 6.14. 

Придадим системе возможное перемещение, сдвинув брус 1 на расстоя-

ние 1S  вдоль линии действия силы F


, вверх по наклонной плоскости. Тогда 

 
Рис. 6.13. Равновесие  

механической системы 

 
Рис. 6.14. Расчётная схема 

применения принципа возможных 
перемещений 
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центр катка 2 переместится на расстояние CS , а блок 3 повернётся на элемен-

тарный угол 3  (см. рис. 6.14).  

Для определения условий равновесия применим к системе принцип воз-

можных перемещений. Получим уравнение: 

 60cos60cos 211 CSPSP  – 13 SFM  = 0. 

Выразим все перемещения через перемещение бруса 1S . Допустим, ско-

рость бруса равна 1V . Тогда 
2
1V

VC  , и, следовательно, 
2

1S
SC


 .  

Угловая скорость блока 3 
r

V1
3  , отсюда 

r

S1
3


 .  

Подставляя найденные соотношения в уравнение принципа возможных 

перемещений с учётом данных задачи, находим  PF 2 . 

Задача 67. Уравновешивание роликового катка 3 с противовесом 1 осу-

ществляется с помощью пары сил с моментом М, приложенных к блоку 2. Ка-

ток состоит из двух соосных жестко связанных 

дисков (рис. 6.15) радиусов r и R = 2r с общей 

массой 3m. Масса груза 1 равна m. При движе-

нии каток катится без скольжения по верти-

кальной поверхности, касаясь её диском 

меньшего радиуса. Вертикальная пружина с 

закреплённым верхним концом своим нижним 

концом удерживает каток за центр масс. Жест-

кость пружины r/mgc  .  

Какой величины уравновешивающий момент М приложен к блоку 2, если 

при равновесии катка пружина растянулась относительно недеформированного 

состояния на величину rl  . 

 

 

 

Рис. 6.15. Уравновешивание  
роликового катка 
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Решение 

Рассмотрим механическую систему, состоящую из груза 1, блока 2 и кат-

ка 3. Активными силами, действующими на 

механизм, являются силы тяжести 1P


, 2P


 и 

3P


 – груза, блока и катка, пара сил с момен-

том М, приложенная к блоку 2, и сила упрF


 

упругости пружины, приложенная к центру 

катка. Реакциями связей в механизме явля-

ются: сила сцF


 сцепления катка с плоско-

стью и реакция 2R


 шарнира блока 2. Реак-

ция 2N


 опоры катка 2 на вертикальную плоскость равна нулю (на рис. 6.16 не 

показана). 

Допустим, система находится в равновесии. Дадим центру катка возмож-

ное перемещение CS , направленное вертикально вниз. При этом блок 2 по-

вернётся на угол 2 , а груз 1 получит бесконечно малое перемещение 1S . 

Направления возможных перемещений показаны на рис. 6.16.  

Составим уравнение принципа возможных перемещений: 

112упр3 SPMSFSP CC   = 0, 

где сила упругости  в положении равновесия системы lcF упр . 

Выразим перемещения 2 , 1S  блока 2 и груза 1 через перемещение 

центра катка CS . Предположим, при возможном перемещении скорость  цен-

тра масс катка равна CV . Скорость груза 1 равна скорости точки А на ободе 

большого диска катка: CA V
r

rR
VV


1 . Здесь учтено, что точка касания катка 

 

Рис. 6.16. Расчётная схема  
уравновешивания ролика 
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с вертикальной поверхностью является его мгновенным центром скоростей. 

Угловая скорость блока 2 
r

VA2  = CV
r

rR
2


.  

Представляя кинематические соотношения в дифференциальном виде, 

получим необходимые связи между возможными перемещениями: 

CS
r

rR
S 


 1  = CS3 ;  CS

r

rR





22  = 
r

SC3
. 

Окончательно уравнение принципа возможных перемещений выражается 

в виде: C
C

CC SP
r

S
MSlcSP 


 3

3
13  = 0. Величина уравновешивающего 

момента mgrM
3

1
 .   

Упражнения 
 
 Упражнение 6.2. Штамповка деталей осуществляется при помощи рычажного 

пресса (рис. 6.17). Найти соотношение между силой F, 
приложенной к внешнему рычагу, и силой Q, сжимаю-
щей деталь А вдоль центральной оси.  

Длины рычагов a, b, c, d показаны на рис. 6.17. 
 
 
Упражнение 6.3. Конструкция состоит из двух 

валов, находящихся во внешнем зацеплении, и двух 
грузов, удерживаю-
щихся нитями, намо-
танными валы (рис. 6.18).  

Радиус вала 1 rR 1 . Вал 2 состоит из двух ба-

рабанов, жестко скреплённых на одной оси. Радиусы 
барабанов: rR 32  , rr 2 .  

Найти величину уравновешивающего момента 
М2, приложенного к валу 2, если к валу 1 приложена 
пара сил с моментом PrM 21  , а грузы 3 и 4 одина-

кового веса Р. 
 

 
 
 
 
 

 

Рис. 6.17. Рычажный пресс 

 

Рис. 6.18. Схема  
уравновешивания валов 
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6.3. Общее уравнение динамики  

При движении механической системы с идеальными связями  в каждый 

момент времени сумма элементарных работ активных сил и сил инерции на 

любом возможном перемещении равна нулю: 

0)()( иакт   kk RAFA


, 

где )( акт
kFA


 , )( и
kRA


  – элементарные работы активных сил и сил инерции, 

приложенных к точкам системы на её возможном перемещении. 

При вычислении элементарных работ активных сил и сил инерции ис-

пользуют обычные формулы для вычисления работы сил на элементарном пе-

ремещении точек их приложения. 

  
Примеры решения задач на применение общего уравнения динамики 

 
Задача 68. Механическая система включает груз 1, ступенчатый диск 2 

(каток), катящийся ступенькой по 

неподвижному рельсу, и однородный 

диск 3 (блок), вращающийся вокруг 

неподвижной оси, соединённых 

нерастяжимыми нитями (рис. 6.19).   

Качение ступенчатого диска происходит 

без скольжения. К грузу 1 приложена 

сила F


 под углом 30° к горизонтальному 

направлению движения груза. К блоку 3 

приложена пара сил с моментом М. Найти закон движения центра масс катка 2 

и реакцию шарнира блока 3 в момент времени t = 1 с, если P1= 10 Н; P2 = 20 Н; 

P3 = 15 Н; F = 5(t+1) Н; )2(13 tM   Н·м; R2 = 0,8 м; r2 = 0,2 м; R3 = 0,4 м;  мо-

мент инерции катка 2 относительно оси, проходящей через центр масс перпен-

дикулярно плоскости движения, i2С = 0,6 м.  

 
Рис. 6.19. Схема движения  

механической системы 



 190

Решение 

В рассматриваемой механической системе активными силами являются 

силы тяжести 1P


, 2P


, 3P


, сила F


 и пара сил с моментом М (рис. 6.20).  

Реакциями связей являются нормальные реакции опор: 1N


, 2N


, сила 

сцепления  катка 2 с неподвижной поверхностью сцF


 и реакция шарнира О 

блока 3 (на рис. 6.20 реакция пока-

зана в виде разложения на состав-

ляющие 3X


, 3Y


). Связи идеальные, 

так как скольжение груза 1 проис-

ходит по гладкой поверхности, ка-

чение диска 2 без проскальзывания, 

а ось вращения блока 3 неподвиж-

на. 

Предположим, система дви-

жется так, что блок 3 вращается с 

угловой скоростью 3  и угловым 

ускорением 3  в направлении по-

ворота, создаваемого моментом М. Соответствующие направления скорости 

CV


 и ускорения Ca


 центра масс катка 2, его угловой скорости 2  и ускорения 

2 , а также направление скорости 1V


 и ускорения 1a


 груза 1  показаны на 

рис. 6.20. 

Присоединим к телам системы силы инерции. Главные векторы и
1R


, и
2R


 

сил инерции груза 1 и катка 2  приложены в центрах масс груза и катка и 

направлены в сторону, противоположную ускорениям 1a


 и  Ca


. Главные мо-

менты и
2M


,  и

3M


 сил инерции катка 2  и блока 3 направлены в сторону, проти-

воположную угловым ускорениям 2 и 3 . 

 

Рис. 6.20. Расчётная схема исследования  
движения механической системы 
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Главные векторы и главные моменты сил инерции показаны на рис. 6.20.  

Для механической системы с идеальными связями общее уравнение ди-

намики имеет вид: 

0)()( иакт   kk RAFA


. 

  Угловая  скорость катка 2 
2

2 r

V

СK

V СC  . Здесь учтено, что в точке K 

находится мгновенный центр скоростей катка (см. рис. 6.20).  Скорость точки Е 

блока 3 равна скорости точки А катка 2 (см. рис. 6.20): 

AE VV   =  2222 rRAK   = 
2

22

r

rR
VC


. 

Угловая скорость блока 3 
3

3 R

VE  = 
23

22 )(

rR

rR
VC


.  

Скорость груза 1 равна скорости точки D катка 2: 

 22221 rRDKVV D   = 
2

22 )(

r

rR
VC


. 

Соотношения между ускорениями определяются путем дифференциро-

вания установленных кинематических равенств:  

2

22
1

)(

r

rR
aa C


 ,   

2
2 r

aС ,   
23

22
3

)(

rR

rR
aC


 . 

Если выразить скоростные кинематические соотношения в дифференци-

альном виде, то, полагая действительное перемещение возможным (т. е. sds  , 

d ), получим соотношения между перемещениями: 

2

22
1

)(

r

rR
ss C


 , 

2
2 r

sС
 , 

23

22
3

)(

rR

rR
sC


 . 

Найдем элементарные работы активных сил.  

Работы сил тяжести груза 1 и катка 2 равны нулю, так как перемещения 

точек приложения сил перпендикулярны векторам сил.  

Работа силы тяжести блока 3 также равна нулю, поскольку точка прило-
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жения силы тяжести блока 3 не перемещается: 


cos90)( 111 sPPA  = 0;  

cos90)( 22 CsPPA  = 0; )( 3PA


 = 0. 

Работу совершают только пара сил с моментом М и сила F


: 

А )(M


 = М3 =
23

22 )(

rR

rR
sM C


 ;  


0cos15)( 1sFFA   = 0cos3

)(

2

22

r

rR
sF C


 . 

 В результате сумма элементарных работ активных сил:  

)( акт kFA


= )(MA


  + )(FA


 = 

=
23

22 )(

rR

rR
sM C


 – 0cos3

)(

2

22

r

rR
sF C


 = Cst  ),3523(0,85 . 

 Определим модули главных векторов и главных моментов сил инерции:   

и
1R  = m1a1 =  Ca

r

rR

g

P

2

221 )( 
,  CamR 2

и
2   = 

g

aP C2 ; 

22
и
2  CJM  = 

2

2
2

2

r

a
i

g

P С
C ;  

33
и
3  OJM  = Ca

r

rR

g

RP

2

2233 )(

2


, 

где CJ2  – момент инерции катка 2 относительно оси, проходящей через его 

центр масс перпендикулярно плоскости движения, 2
222 CC imJ  ; Ci2  – радиус 

инерции катка; OJ3  – осевой момент инерции блока 3,  
2

2
33

3
Rm

J O  .  

Найдем элементарные работы сил инерции: 

1
и
1

и
1 )( sRRA 


= C
C s

gr

arRP





2
2

2
221 )(

;  

СsRRA  и
2

и
2 )(


= Cs

g

aP
 C2 ; 
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2
и
2

и
2 )(  MMA


 = – C

С s
gr

aiP


2
2

2
22 ;  

3
и
3

и
3 )(  MMA


= C

C s
gr

arRP





2
2

2
223

2

)(
.   

Сумма элементарных работ сил инерции: 

)( и kRA


 = C
C s

gr

arRP





2
2

2
221 )(

 Cs
g

aP
 C2  – C

С s
gr

aiP


2
2

2
22  –

C
C s

gr

arRP





2
2

2
223

2

)(
=  – 52,75 CC sa  , где g = 9,81 м/с2. 

С учетом проделанных вычислений общее уравнение динамики прини-

мает вид: )()( иакт   kk RAFA


 = Cst  ),3523(0,85  – 52,75 CC sa   = 0, откуда 

найдём ускорение центра масс катка 2 как функцию времени: 

ttaC ,450,020)(  . 

Представляя ускорение Ca  в виде второй производной координаты дви-

жения центра масс CC sa  , получим дифференциальное уравнение  

tsC ,450,020  . Дважды проинтегрировав это урав-

нение с нулевыми начальными условиями, найдём 

закон движения центра масс: 

32 ,0750,010 ttsC  . 

Рассмотрим вращательное движение блока 3, 

освободив его от связей. На блок действуют сила тя-

жести 3P


, реакция подшипника, разложенная на со-

ставляющие 3X


, 3Y


, пара сил с моментом М и реакция нити 3H


 (рис. 6.21). 

Присоединим к блоку 3 силы инерции. При вращательном движении блока во-

круг оси, проходящей через центр масс, главный вектор сил инерции  равен ну-

 

Рис. 6.21. Вращение 
 блока 3 
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лю. Главный момент сил инерции и
3M  направлен в сторону, противоположную 

угловому ускорению блока 3.  

По принципу Даламбера система сил, приложенных к блоку 3, включая 

силы инерции, находится в равновесии. Составим уравнение  равновесия  в ви-

де равенства нулю суммарного момента всех сил относительно оси вращения: 

0и
333  MRHM , откуда найдём реакцию нити: 

3

и
3

3
3 R

M

R

M
H  . Подставляя 

в уравнение величину модуля главного момента сил инерции блока 3 

(1)и
3M = 0,7 Н·м и значение момента, приложенного к блоку 3, в момент вре-

мени t = 1 с, М(1) = 9 Н·м найдём реакцию нити   13H = 20,75 Н. 

Уравнения равновесия, составленные в виде проекций сил на вертикаль-

ную и горизонтальную оси (см. рис. 6.21), имеют вид: 

033  HX , 033  PY . 

Составляющие реакции шарнира блока 3 в момент времени t = 1 с: 

3X = – 20,75 Н, 3Y =15 Н. Полная реакция  шарнира 2
3

2
33 YXR  = 25,6 Н. 

Задача 69. Груз 2 весом Р2, поднимаемый лебёдкой (рис. 6 22), подвешен 

в центре подвижного блока 3 весом Р3. Нерастяжимая нить одним концом при-

цеплена к грузу 1 весом Р1, лежащему на 

наклонной плоскости. Другой конец, пере-

брошенный через невесомый блок В, охва-

тывает снизу подвижный блок 3 радиуса r и 

закреплён в вертикальном положении. К 

грузу 1 приложена сила F


, направленная 

вдоль наклонной плоскости. 

 Найти закон движения поднимаемого 

груза, если Р1 = Р3 = Р, Р2 = 3Р, F = 2Р и движение началось из состояния по-

коя. 

 
Рис. 6.22. Схема подъёмного  

устройства 
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Решение 

Применим к решению задачи общее уравнение динамики. В данной ме-

ханической системе активными силами являются силы тяжести 

P1, 2P


, 3P


 и 

сила F


 (рис. 6.23). Реакциями связей являются реакция шарнира блока В и ре-

акция опоры груза 1 (на рис. 6.23 не показаны). Связи идеальные, так как рабо-

та реакций связей равна нулю.  

Предположим, груз 1 спускается вниз по наклонной плоскости с ускоре-

нием 1a . Приложим к телам системы силы инерции. Главные вектора сил инер-

ции ин
1R


 и ин
2R


 грузов 1 и 2, движущихся поступательно, приложены  в цен-

трах масс грузов и направлены противо-

положно векторам ускорений тел. Глав-

ный вектор ин
3R


 сил инерции блока 3 

приложен в центре масс блока 3 и 

направлен противоположно вектору 

ускорения его центра масс. Главный мо-

мент сил инерции ин
3M  относительно 

оси, проходящей через центр масс бло-

ка 3 перпендикулярно плоскости движе-

ния, направлен в сторону, противоположную направлению углового ускорения 

блока 3, совпадающего с направлением углового движения. Направления глав-

ных векторов и главного момента сил инерции тел показаны на рис. 6.23.  

Дадим системе возможное перемещение, при котором груз 1 спустился 

вниз по наклонной плоскости на расстояние 1S . В соответствии с приложен-

ными в системе связями центр масс подвижного блока 2 и груз 2 перемести-

лись вверх на высоту CS , а сам блок повернулся на угол 3  (см. рис. 6.23). 

 
Рис.6.23. Активные силы 

и силы инерции, приложенные  
к системе 
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Составим общее уравнение динамики 0)()( иакт   kk RAFA


. Полу-

чим  

CSPSPSPSF  322111 60cos  – 

03
ин
3

ин
3

ин
21

ин
1  MSRSRSR CC , 

где модули сил инерции 11
ин
1 amR  , 22

ин
2 amR  , CamR 3

ин
3  , 3

2
3ин

3 2


rm
M . 

Выразим перемещение 2S  и ускорение 2a  груза 2, а также поворот 3  

и угловое ускорение 3  подвижного блока 3 через перемещение 1S  и ускоре-

ние 1a  груза 1.  

Угловая скорость блока 3 
r

V

AK

VA

2
1

3  . Здесь учтено, что точка К  бло-

ка 3 является его мгновенным центром скоростей. Тогда, элементарный пово-

рот блока 
r

S

2
1

3


 , а его угловое ускорение 
r

a

2
1

3  .  

Скорость центра масс блока 3 и скорость груза 2: 
2
1

2
V

VV C  . Из этого 

равенства следует, что: 
2

1
2

S
SS C


 , 

2
1

2
a

aa C  .  

Подставляя найденные соотношения в общее уравнение динамики с учё-

том данных задачи, окончательно получим уравнение: 12

1
SP  = 118

17
SPa

g
 . От-

сюда ga
17

4
1   = 0,23g. Ускорение груза 2, 

2
1

2
a

a   = 0,12g.  

Представим ускорение груза 2 в виде второй производной координаты 

его движения. Получим дифференциальное уравнение: gS 2,102  . Дважды 

проинтегрировав его с нулевыми начальными условиями, найдём закон движе-

ния груза:  2
2 ,060 gtS  . 
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Задача 70. Грузы 1 и 2 весом Р1 = 20 Н и Р2 = 30 Н привязаны к нерастя-

жимой нити. Нить переброшена через неподвижные блоки В и D и охватывает 

снизу подвижный блок 3 весом Р3 = 40 Н 

(рис. 6.24).  Определить ускорения грузов 1 и 

2 и центра масс блока 3. Весом неподвижных 

блоков В и D пренебречь. 

Решение 

В данной механической системе актив-

ными силами являются силы тяжести 

P1, 2P


, 

3P


 (рис. 6.25), а реакциями связей – реакции шарниров блоков В и D. Связи 

идеальные, так как оси вращения блоков В и D неподвижны. 

Применим к решению задачи общее уравнение динамики. Система имеет 

две степени свободы. В этом случае общее уравнение динамики необходимо 

составлять для каждого из независимых пере-

мещений. 

Предположим, система движется так, 

что оба груза 1 и 2 равноускоренно  переме-

щаются вверх. Скорости грузов 1V


, 2V


, уско-

рения – 1a


 и 2a


. Блок 3 опускается вниз с 

ускорением центра Ca


, вращается и имеет уг-

ловое ускорение 3 , направленное по ходу ча-

совой стрелки (см. рис. 6.25).  

Приложим к телам системы силы инерции (см. рис. 6.25). Модули сил 

инерции: 11
ин
1 amR  , 22

ин
2 amR  , CamR 3

ин
3  . Главный момент сил инерции 

блока 3 33
ин
3  CJM , где осевой момент инерции 

2

2
3

3
rm

J C  . Направления 

векторов сил и моментов сил инерции показаны на рис. 6.25. 

 
Рис. 6.24. Механическая система 

с двумя степенями свободы 

 
Рис.6.25. Активные силы 

и силы инерции, приложенные  
к системе 
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Для вычисления углового ускорения блока 3 воспользуемся векторным 

представлением ускорения точки при плоскопарал-

лельном движении тела. Выберем точку К за полюс. 

Ускорение точки Е определяется равенством 

 EK
n
EKKE aaaa


, где Ka


 – ускорение полюса К; 

n
EKa


, 

EKa


– нормальная и касательная составляющие 

ускорения точки Е при вращении блока 3 вокруг полю-

са К (рис. 6.26). Спроектируем векторное равенство на вертикальную ось E . 

Получим: 
  EKKE aaa , где Ea  и Ka  – проекции ускорений точек Е и К на 

вертикальную ось. 

Поскольку модуль ускорения точки К нити равен модулю ускорения гру-

за 1, то 1aaK  . Модуль ускорения точки Е нити равен модулю ускорения гру-

за 2 и 2aaE  . Так как rAKaEK 233  , то 
r

aa

r

aa KE

22
12

3





  .  

Составляя такое же векторное уравнение для определения ускорения 

центра масс блока 3 (точки С) и проектируя его на вертикальную ось, найдём: 


  CKKC aaa = ra 31  = 

2
12 aa 

. 

Выберем в качестве независимых коор-

динат 1s , 2s   – положения грузов 1 и 2, отсчи-

тываемые от неподвижных осей вращения 

блоков B и D. Возможные перемещения гру-

зов обозначим 1s  и 2s .  

Дадим системе  возможное перемеще-

ние, при котором груз 1 поднимается вверх на расстояние 1s , а груз 2  – непо-

движен. При таком движении нить, соединяющая груз 2 с блоком 3, неподвиж-

на вплоть до точки Е (рис. 6.27).  

 
Рис. 6.26. Схема  

вычисления углового  
ускорения блока 3 

 
Рис.6.27. Движение системы 

при перемещении груза 1. 
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Вращение блока 3 происходит против направления хода часовой стрелки. 

Точка Е является мгновенным центром скоростей блока 3, и угловая скорость 

блока 
r

VK

23   = 
r

V

2
1 . Скорость центра масс блока 12

1
VVC  . Тогда элементар-

ный поворот блока 3 
r

s

2
1

3


  и элементарное перемещения центра масс 

12
1

ssC  . 

 На данном возможном перемещении работу совершают как активные 

силы – силы тяжести 1P


 и 3P


 груза 1 и блока 3, так и силы инерции – ин
1R


, ин
3R


 

и пара сил инерции с моментом ин
3M .  

Составим общее уравнение динамики: 

     инакт
kk RAFA


 = CsPsP  311 03

ин
3

ин
31

ин
1  MsRsR C . 

Здесь работа сил инерции 

1111
ин
1 samsR  ,  CCC samsR  3

ин
3  = 1

213

2
1

2
s

aa

g

P







 

; 

3333
ин
3  CJM = 

r

s

r

aa

g

rP

222
112

2
3 




 . 

В результате общее уравнение динамики представляется выражением 

1
213

11
1

1311 2
1

22
1

s
aa

g

P
sa

g

P
sPsP 






 

 0
222

112
2

3 






r

s

r

aa

g

rP
, 

которое преобразуется к виду: 

   gPPaPaPP 1323113 8483  . 

Дадим системе другое независимое возможное перемещение, при кото-

ром груз 2 движется вверх ( 02 s ), а груз 1 неподвижен ( 01 s ). 

При этом перемещении нить, соединяющая груз 1 и блок 3 неподвижна 

вплоть до точки К (рис. 6.28). Вращение блока 3 происходит по направлению 

хода часовой стрелки. Точка К является мгновенным центром скоростей бло-
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ка 3. Тогда 
r

VE

23  =
r

V

2
2  и скорость центра масс блока 22

1
VVC  . Элементар-

ный поворот блока 3 
r

s

2
2

3


  и перемещение центра масс 22
1

sss EC  .  

При таком движении работу совершают 

силы тяжести 2P


 и 3P


, силы  инерции ин
2R


, 

ин
3R


 и пара сил с моментом ин

3M .  

Составим общее уравнение динамики на 

возможном перемещении 2s  (см. рис. 6.28): 

03
ин
3

ин
332

ин
222  MsRsPsRsP CC

, 

которое преобразуется к виду 

0
2222

1
22

1 212
2

3
2

213
2322

2
22 








 







 


r

s

r

aa

g

rP
s

aa

g

P
sPsa

g

P
sP  

или к виду 

   gPPaPaPP 2313232 8438  . 

Подставляя данные задачи в оба уравнения динамики, соответствующие 

независимым перемещениям 1s  и 2s , получим систему уравнений: 

07 21  aa ,   092 12  aag . 

Решение системы: ga
31

1
1  , ga

31

7
2   представляет ускорения грузов 1 и 2. 

Ускорение центра масс блока 3 находится по формуле  g
aa

aC 31

3

2
21 


 . 

Знаки ускорений определяют направления движений тел: груз 1 движется 

в выбранном направлении – вверх, груз 2 – вниз, центр блока 3 – вверх. 

 

 

 

 
Рис. 6.28. Движение системы  

при перемещении груза 2 



 201

Упражнения 
 
Упражнение 6.4. В механической системе (рис. 6.29) блок 1 радиуса r и каток 2 

соединены горизонтальным невесомым стержнем. Скольжение между стержнем и 
катками отсутствует. Каток 2 состоит из двух шкивов 
радиусов r и R = 2r, скреплённых на одной оси. Каток 
катится, опираясь малым шкивом на горизонтальную 
поверхность, без проскальзывания. Груз 3 представляет 
собой поршень, двигающийся по горизонтальной по-
верхности без трения и прикреплённый к центру масс 
катка 2. К блоку 1 приложена пара сил с переменным 
моментом tmgrM  sinвр .  

Найти закон движения поршня 3, если массы грузов mmm  31 , общая масса 

катка 2 mm 22  , момент инерции катка 2 относительно оси, проходящей через центр 

масс перпендикулярно плоскости движения, ri 1,52  . Движение началось из состоя-

ния покоя. 
 Упражнение 6.5. Груз 1, двигаясь горизонтально, приводит в движение ступен-

чатый барабан 2 посредством нерастяжимой нити, 
намотанной на его малую ступень (рис. 6.30). К бараба-
ну на нитях, намотанных на большую и малую ступень-
ки, подвешены два груза 3 и 4. На груз 1 действует сила 

)1(  tPF . Определить закон движения груза 3, если 
веса грузов одинаковы и равны Р, вес барабана 2 равен 
2Р, радиусы ступенек барабана r и 2r, радиус инерции 

барабана 22 ri  , и движение началось из состояния покоя. 

 

6.4. Уравнения Лагранжа II рода 
 
Обобщенными координатами называется совокупность любых s неза-

висимых параметров sq...qq ,,, 21 , однозначно определяющих положение систе-

мы в любой момент времени.  

Если системе сообщить возможное перемещение, при котором все обоб-

щенные координаты изменятся на элементарные (бесконечно малые) величины 

sq...qq  ,,, 21 , называемые вариациями обобщенных координат, то все 

действующие активные силы совершат элементарную работу, которая может 

быть представлена в виде: sqQ...qQqQA s  2211 .  

 
Рис. 6.29. Схема движения 

механической системы 

 
Рис. 6.30. Схема подъёмника 
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Величина kQ , k = 1, 2, … , s, равная коэффициенту при вариации kq  

обобщенной координаты, называется обобщенной силой, соответствующей 

данной обобщенной координате. Расчет обобщенных сил осуществляется  пу-

тем последовательного придания системе возможных перемещений, при кото-

рых варьируется только одна из обобщенных координат, а вариации остальных 

координат равны нулю. 

Для материальной системы с идеальными связями дифференциальные 

уравнения движения в обобщенных координатах  – уравнения Лагранжа II 

рода – имеют вид: k
kk

Q
q

T

q

T

dt

d

















, sk ,...,2,1 , где  s – число степеней 

свободы системы; Т – кинетическая энергия системы; sq...qq ,,, 21 – обобщен-

ные координаты; sq...qq  ,,, 21  – обобщенные скорости. 

 

Примеры решения задач на составление уравнений Лагранжа 

 
Задача 71. В механизме домкрата (рис. 6.31) движение зубчатого коле-

са 1 передаётся шестерне 2, к которой соосно при-

креплено зубчатое колесо 3, имеющее зацепление с 

зубчатой рейкой 4, на которой  поднимается груз 5 

массы m5  = 50 кг.  

Радиусы зубчатых колёс 1r  = 5 см, 2r  = 12 см,  

r3 = 6 см. Зубчатые колёса считать сплошными од-

нородными дисками. Массы колёс m1 = 0,8 кг,      

m2 = 1,6 кг, m3 = 0,6 кг,  масса зубчатой рейки  m4 = 1 кг.  

Какой величины постоянный вращающий момент нужно приложить к 

колесу 1 для того,  чтобы в момент времени t = 2 с груз 5  имел скорость 

V5 = 1 м/с, если движение системы начинается из состояния покоя. 

 

 
Рис. 6.31. Схема 

механизма  домкрата 
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Решение 

Домкрат является механической системой с одной степенью свободы. 

Выберем в качестве обобщённой координаты  координату x, отмечающую по-

ложение груза 5 (рис. 6.32).  

Уравнение Лагранжа для обобщённой координаты x имеет вид: 

xQ
x

T

x

T

dt

d

















, где Т – кинетическая энергия системы; x  – обобщённая  

скорость; xQ  – обобщённая сила. 

Кинетическая энергия колеса 1: 
2

2
11

1



J

T , где 1  – угловая скорость ко-

леса 1; 1J  – момент инерции колеса, 
2

2
11

1
rm

J  . 

Кинетические энергии шестерни 2 и зубчатого колеса 3, у которых угло-

вые скорости одинаковы, соответственно:  

2

2
22

2



J

T , 
2

2
23

3



J

T  , где  2  – угловая скорость 

шестерни 2; 2J , 3J  – моменты инерции шестерни 2 

и зубчатого колеса 3 относительно оси, проходя-

щей через общий центр масс, 
2

2
22

2
rm

J  , 

2

2
33

3
rm

J  . Скорость груза 5 равна скорости зубча-

той линейки 45 VV  . Кинетическая энергия зубчатой линейки 4 и груза 5: 

2

2
44

4
Vm

T  , 
2

2
45

5
Vm

T  .  

Выразим угловые скорости колёс через скорость груза (зубчатой линей-

ки).  

 

Рис. 6.32. Возможные 
перемещения звеньев 

механизма 
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Имеем: 
3

4
32 r

V
  (см. рис. 6.32). Кроме того, из равенства 1122 rr   

следует 
1

22
1 r

r
  = 

31

24

rr

rV
.  

Подставляя полученные соотношения в выражения кинетических энер-

гий тел и с учётом данных задачи, получим кинетическую энергию системы:  

54321 TTTTTT   = 

= 
2

31

24
2

11

4 







rr

rVrm
+

2

3

4
2
22

4 







r

Vrm
+

2

3

4
2

33

4 







r

Vrm
+

2

2
44Vm

+
2

2
45Vm

= 

 =
222

2
4

54
3

2

3

221 V
mm

m

r

rmm





















 =  28,05 2

4V  = 28,05 2x . 

Вычислим обобщённую силу.  

Дадим  возможное перемещение x  грузу 5. При этом линейка 4 переме-

стится на расстояние 4s , а зубчатое колесо 1 повернётся на угол 1 . Найдём 

сумму работ всех сил, приложенных к системе, на этом возможном перемеще-

нии. Получим: 1445  MsPxPA . Работа сил тяжести зубчатых колёс 

1P


, 2P


 и 3P


 равна нулю, так как точки приложения этих сил неподвижны.  

Из ранее полученных скоростных соотношений следуют равенства пере-

мещений: xs  4 , x
rr

r


31

2
1 . В результате сумма работ сил на возможном 

перемещении системы выражается в виде x
rr

r
MgmgmA 










31

2
45 . От-

сюда обобщённая сила xQ , соответствующая координате x: 

xQ =  
31

2
45 rr

r
Mgmm   = –500,31+40М.  

Составим уравнение Лагранжа. 
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 С учётом, что 










x

T

dt

d


 = 56,1 x  и 
x

T




 = 0, дифференциальное уравнение 

движения  имеет вид: 56,1 x  = –500,31+40М  или  x  = –8,92+0,71М. 

Интегрируя это уравнение с нулевыми начальными условиями, получим 

закон изменения скорости груза 5: xV 5  = (–8,92+0,71М)t. 

По условию задачи при t = 2 с 5V  = 1 м/с. Подставляя эти данные в урав-

нение, получим: М =13,27 Н·м. 

Задача 72. Механическая система состоит из ступенчатого блока 2, 

катка 3, соединённых невесомым брусом 1, и невесомой пружины жестко-

стью с. Радиусы ступеней блока r и 

R = 1,5r, радиус катка 3 равен r. Брус, ле-

жащий на катке 3 и блоке 2, во время дви-

жения остаётся параллельным линии каче-

ния катка 3 (рис. 6.33). В центре катка 3 

приложена сила F


, направленная вверх па-

раллельно наклонной плоскости, а к блоку 

2 – пара сил  с моментом М. Качение катка 

по неподвижной поверхности без скольжения. Проскальзывание между брусом 

1 и дисками отсутствует. Передача движения пружины блоку 2 производится 

посредством невесомого жесткого вертикального стержня, прижатого к малой 

ступеньке блока без скольжения. Радиус инерции блока 2 относительно оси 

вращения iz = 2r . Веса тел: Р3 = Р, Р2 = 2Р, приложенная сила  F = 2Р, момент 

М = Pr, жесткость пружины  с = Р/r.   

Определить  закон угловых колебаний блока 2 при Р = 10 Н, r = 0,2 м, ес-

ли в начальный момент пружина находилась в нерастянутом состоянии, а бло-

ку 2 придали угловую скорость 0 = 0,5 рад/с в сторону вращения, создаваемо-

го заданным моментом.  

 

Рис. 6.33. Механическая система  
с одной степенью свободы 
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Решение 

Рассматриваемая механическая система (рис. 6.34) имеет одну степень 

свободы. В качестве обобщённой координаты q выберем перемещение x верх-

него края пружины, отсчитываемого от уровня недеформируемой пружины 

(см. рис. 6.34). Обобщённая скорость xq   .  

Уравнение Лагранжа II рода, описывающее движение системы, имеет вид 

xQ
x

T

x

T

dt

d

















, где Т – кинетическая энергия системы; xQ  – обобщенная 

сила, соответствующая обобщенной координате x. 

Вычислим кинетиче-

скую энергию системы. 

Энергия вращательного дви-

жения блока 2: 2
222 2

1
 zJT , 

где 2  – угловая скорость 

блока; zJ2  – момент инерции 

блока 2 относительно оси z, 

2
22 zz imJ  . Каток 3 соверша-

ет плоскопараллельное дви-

жение. Его кинетическая 

энергия 2
3

2
33 2

1
2
1

 CC zJVmT , где CV , 3  – скорость центра масс катка 3 и 

его угловая скорость; CzJ  – момент инерции катка относительно оси, прохо-

дящей через его центр масс перпендикулярно плоскости движения, 

2
32

1
rmJ Cz  ; r – радиус катка. 

Выразим угловые скорости 2 , 3 , а также скорость CV  через обобщён-

ную скорость x .  

 

Рис. 6.34 Расчётная схема колебаний  
механической системы  с одной степенью 

 свободы 
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Заметим, что скорость точки D блока 2 равна скорости движения верхне-

го края пружины: xVD   (см. рис. 6.34). Угловая скорость блока 2: 

r

x

r

VD 
2 . Скорость точки А блока 2: 

r

Rx
RVA


 2 .  

Так как брус совершает поступательное движение, то скорости точек А и 

В равны: AB VV  . Угловая скорость катка 3 (точка К касания катка 3 с непо-

движной поверхностью является его мгновенным центром скоростей): 

23
222 r

Rx

r

V

r

V AB 
 . Скорость центра катка 3: 

r

RxV
V B

C 22


 .  

Подставляя найденные кинематические соотношения с учётом исходных 

данных задачи, получим кинетическую энергию тел системы:  

2
222 2

1
 zJT  =   

2
2

2
2

2

1








r

x
r

g

P 
 = 22

x
g

P
 ; 

2
3

2
33 2

1

2

1
 CC zJVmT  = 

2

2

22

222

1

22

1















r

Rx

g

Pr

r

Rx

g

P 
= 2

2

24

3
x

r

R

g

P







 . 

Полная кинетическая энергия системы:  

32 TTT   = 2
2

24

3
2 x

r

R

g

P




















 . 

Найдём обобщённую силу. Произвольное положение системы определя-

ется обобщённой координатой х, показывающей растяжение пружины. Дадим 

пружине в произвольном положении возможное (бесконечно малое) переме-

щение x  в положительном направлении оси х (см. рис. 6.34).  При этом блок 2 

повернётся на угол 
r

x
2 , центр масс катка 3 сдвинется на расстояние 

x
r

R
sC 

2
. На заданном перемещении системы работу совершают сила тяже-

сти  катка 3, пара сил с моментом М, сила F


 и сила  упругости пружины.  
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Элементарная работа вращающего момента М:  
r

x
MMMA


 2)( .  

Работа силы тяжести катка 3: x
r

R
PsPPA C 

4
cos120)( 333


. 

Работа силы F:  x
r

R
FsFFA C 

2
)(


. 

Модуль силы упругости пружины, растянутой из недеформированного 

положения на расстояние х: cxF упр . Сила  упругости направлена в сторону, 

противоположную растяжению (см. рис. 6.34). Её работа при перемещении x  

вычисляется по формуле  180cos)( упрупр xFFA


= xcx . 

Сумма работ сил на рассматриваемом возможном перемещении системы  

с учётом данных задачи: 

A  = 
r

x
M


– x

r

R
P 

43 + x
r

R
F 

2
– xcx  = x

r

x
P 






 

8

71
, 

откуда обобщённая сила xQ = 





 

r

x
P

8

71
. 

Вычислим необходимые производные кинетической энергии: 












x

T

dt

d


= x
r

R

g

P























2

24

3
2

2
,  0



x

T
 и, подставляя их в общий вид уравнений 

Лагранжа, получим дифференциальное уравнение колебаний верхнего края 

пружины:  

x
r

R

g

P























2

24

3
2

2
 = 






 

r

x
P

8

71
, или xx ,210 = 4,34 (здесь g = 9,81 м/с2). 

Решение дифференциального уравнения представляется в виде суммы: 

частнодн xxx  . Общее решение однородного уравнения  имеет вид 

ktCktCx cossin 21одн  ,  где С1, С2 – произвольные постоянные; k – круговая 

частота собственных колебаний пружины, 10,2k  = 3,19 рад/с. Частное ре-
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шение неоднородного уравнения ищется в виде константы частx b . Подставив 

его в уравнение колебаний, получим:  b = 0,42. Таким образом, общее решение 

неоднородного уравнения имеет вид ,420cos3,19sin3,19)( 21  tCtCtx . 

Произвольные постоянные С1, С2 находятся из начальных условий. По 

условию задачи в начальный момент пружина была в нерастянутом состоянии. 

Тогда начальная координата пружины (её верхнего края) 0)0( x . Подставляя 

значение начальной координаты в общее решение неоднородного уравнения 

при t  0 , получим ,4202 C . Скорость верхнего края пружины в начальный 

момент времени )0(x  равна начальной скорости (0)DV  точки D блока 2. По-

скольку в начальный момент времени блоку 2 сообщили угловую скорость 

20  = 0,5 рад/с, то при r = 0,2 м rVx D 20(0))0(   = 0,1 м/с.  

Вычисляем скорость движения края пружины, взяв производную: 

tCtCtx sin3,193,19cos3,193,19)( 21  . Подставляя начальное значение скорости, 

получим 1C  = 0,03.  

Окончательно уравнение движения верхнего края пружин:  

,420,42cos3,190,03sin3,190)(  tttx м. Уравнение колебательного движения 

блока 2: 
r

x
2 = ,12,1cos3,192,15sin3,190  tt  рад. 

Задача 73. Прямоугольная призма 3 

весом 2Р лежит на катке 1 радиуса r и веса 

Р и опирается на невесомый блок 2 

(рис. 6.35). Каток 1 катится по неподвиж-

ной горизонтальной поверхности без 

скольжения. По наклонной поверхности 

призмы скатывается без скольжения каток 

4 весом Р и радиуса r. Угол наклона по-

верхности призмы к горизонту составляет 

 

Рис. 6.35. Механическая система 
 с двумя  степенями свободы 
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30º. На каток 1 действует пара сил с постоянным моментом M = 3Pr, а на приз-

му 3 – горизонтальная сила F


 с модулем F = P. Катки считать однородными 

дисками. Проскальзывание между катками 1, 4 и призмой отсутствует. В 

начальный момент система находилась в покое.  

Определить закон движения призмы 3 и закон движения катка 4 относи-

тельно призмы. 

Решение 

Рассматриваемая механическая система – катки и призма имеет две сте-

пени свободы, так как перемещение катка 4 относительно призмы 3 не зависит 

от перемещения самой призмы и катка 1. За обобщенные координаты выберем 

перемещение x4 центра масс катка 4 относительно края призмы и перемещение 

x3 края призмы 3 относительно произвольной неподвижной вертикальной 

плоскости (рис. 6.36). Обобщенные скорости: 4x , 3x .  

Уравнения Лагранжа II рода, опи-

сывающие движение системы в обобщён-

ных координатах: 

4
44

xQ
x

T

x

T

dt

d

















;    

3
33

xQ
x

T

x

T

dt

d

















, 

где Т – кинетическая энергия системы; 

4xQ , 
3xQ – обобщенные силы, соответ-

ствующие указанным обобщенным координатам.  

Вычислим кинетическую энергию тел в системе.  

Каток 1 совершает плоскопараллельное движение. Кинетическая энергия 

катка 2
1

2
11 11 2

1

2

1
 CC JVmT , где 

1CV – скорость центра масс катка, 32

1
1

xVC  ; 

1CJ – момент инерции катка относительно оси, проходящей через центр масс 

 
Рис. 6.36. Возможные перемещения  

механической системы 
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перпендикулярно плоскости движения, 
2

2
1

1

rm
JC  ; 1  – угловая скорость кат-

ка 1, 
r

x

2
3

1


 .  

Призма 3 совершает поступательное движение 

со скоростью 33 xV  . Её кинетическая энергия 

22

2
33

2
33

3
xmVm

T


 . 

При расчёте кинетической энергии катка 4 по 

формуле 2
4

2
444 42

1

2

1
 CJVmT  необходимо учитывать, что каток 4 совершает 

сложное движение. Здесь относительное движение катка – его качение по 

наклонной поверхности  призмы, переносное – поступательное перемещение 

вместе с призмой.  

Вектор абсолютной скорости  центра масс катка 4 4V


 представляется в 

виде суммы re VVV 444


  (рис. 6.37), где eV4


 – вектор переносной скорости 

катка, равный по модулю скорости призмы: 34 xV e  ; rV4


– вектор относитель-

ной скорости центра масс катка, равный по величине 44 xV r  . Модуль абсо-

лютной скорости центра масс катка 4 (по теореме косинусов): 

0cos152 44
2

4
2

4
2

4 rere VVVVV   =  30cos2 43
2
4

2
3 xxxx  . 

Поскольку переносное движение катка 4 поступательное, угловая ско-

рость катка 4  равна его угловой скорости в относительном движении 

r

x

r

V r 44
4


 .  

В результате выражение кинетической энергии системы, в обобщённых 

скоростях имеет вид: 

2
1

2
1 11 2

1

2

1
 CC JVmT + 2

332

1
Vm + 2

4
2

44 42

1

2

1
 CJVm  = 

 
Рис. 6.37. Скорость 
центра масс катка 4 
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= 





  3

2

3

8

27

2 43
2
4

2
3 xxxx

g

P
 . 

Дадим системе возможное перемещение по координате x3, оставляя ко-

ординату x4 без изменения: 3x  0, 4x = 0. При таком движении системы ка-

ток 4 не скатывается по призме, а движется поступательно вместе с ней. В этом 

случае работа сил тяжести катков 1, 4 и призмы равна нулю, так как нет верти-

кального перемещения точек приложения этих сил. Работу на этом перемеще-

нии будет производить только сила F


 и пара сил с моментом М, приложенная 

к катку 1. Суммарная элементарная работа 

13  MxFA  = 32
x

r
M

F 





  . 

Здесь учтено, что элементарный угол поворота катка 1 связан с переме-

щением призмы соотношением: 
r

x

2
3

1


 . Отсюда обобщённая сила, соответ-

ствующая координате 3x : 
r

M
FQx 23
  = P

2

1
.  

Дадим системе другое независимое перемещение – по координате x4, 

оставляя координату x3 без изменения: 4x  0, 3x = 0. При этом возможном 

перемещении вся система стоит, кроме катка 4, который скатывается по 

наклонной поверхности призмы. При таком движении системы работу совер-

шает только сила тяжести катка 4. Выражая элементарную работу 

60cos44 xPA  = 42

1
xP , найдём обобщённую силу, соответствующую коор-

динате  x4: PQx 2

1
4
 .  

Составим уравнения Лагранжа. С этой целью вычислим необходимые 

производные кинетической энергии  

 43
3 2

3

8

27
x

g

P
x

g

P

x

T

dt

d















;  34
4 2

3

2

3
x

g

P
x

g

P

x

T

dt

d















;  
3x

T




 = 0, 
4x

T




 = 0. 
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Подставляя результаты расчётов в общий вид уравнений Лагранжа, полу-

чим систему дифференциальных уравнений:  

43 2

3

8

27
x

g

P
x

g

P
  = P

2

1
,   34 2

3

2

3
x

g

P
x

g

P
   = P

2

1
 

или                                      

gxx  43 73,15,76  ;  gx,x  34 7313  . 

Решаем данную систему как алгебраическую относительно ускорений 3x , 

4x . Получим: 3x  = 0,07g, 4x  = 0,29g.  

Интегрируя дважды эти уравнения с нулевыми начальными условиями, 

получим  закон движения призмы ( 2
3 ,0350 gtx  ) и центра масс катка 4 относи-

тельно призмы ( 2
4 ,1450 gtx  ). Движение призмы и катка 4 относительно 

призмы происходит в положительном направлении осей. 

Задача 74. Механическая система состоит из трёх тел – груза 1, катка 2 и 

блока 3 (рис. 6.38). Невесомый 

стержень, соединяющий каток 2 с 

блоком 3, параллелен горизонталь-

ной плоскости качения катка 2. К 

центру катка 2 прикреплена гори-

зонтальная  пружина, другой конец 

которой соединён с грузом 1. Коэф-

фициент жесткости пружины с. Груз 1 весом 1P  движется без трения по гори-

зонтальной поверхности. Каток  2 весом 2P  катится по горизонтальной поверх-

ности без скольжения. Радиус катка 2 равен r. Блок 3 считать однородным дис-

ком весом 3P  радиуса R. К блоку 3 приложена пара сил  с моментом М. Движе-

ние катка 2 блоку 3 передаётся горизонтальным невесомым стержнем. Сколь-

жение между стержнем и дисками отсутствует. В начальный момент система 

находилась в покое. При этом  груз 1 находился в положении, при котором 

 

Рис. 6.38. Колебания механической системы  
с двумя степенями свободы 
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пружина была растянута относительно своего недеформированного состояния 

на величину 0l .  

Найти закон абсолютного движения груза 1, если известно   1P  = 10 Н, 

2P = 20 Н, 3P  = 30 Н, М = 5 Н·м, R = 24 см, с = 207 Н/м,  0l  = 5 см. 

  

Решение 

Рассматриваемая механическая система имеет две степени свободы. В 

качестве обобщенных координат выберем удлинение пружины x1 относитель-

но недеформированного со-

стояния и угол 3  поворота 

блока 3 (рис. 6.39). При этом x1 

является относительной коор-

динатой движения груза, а 3  

– абсолютной координатой вра-

щения блока 3.  

Рассмотрим сложное дви-

жение груза 1. Относительное движение груза – это его движение на пружине в 

предположении, что точка крепления пружины неподвижна.  Относительная 

скорость 11 xV r  . Переносное движение – это перемещение груза вместе с 

фиксированной длиной пружины (иначе, заменяя  пружину жестким стерж-

нем). Переносная скорость груза 1 Ce VV 1 , где CV  – скорость центра масс кат-

ка 2.  

На рис. 6.39 показано распределение скоростей точек катка 2, откуда 

следует: BC VV
2

1
 . Имеем: RRVV AB 33    и RVC 32

1
  . 

Для того чтобы найти модуль абсолютной скорости груза 1, спроектиру-

ем векторное равенство теоремы сложения скоростей er VVV 111


  на горизон-

 

Рис. 6.39. Расчётная схема колебаний  
механической системы   
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тальную ось. Полагая, что движение системы происходит в положительном 

направлении отсчета обобщённых координат, получим: RxV 311 2

1
  .  

Уравнения Лагранжа II рода, описывающие движение системы: 

xQ
x

T

x

T

dt

d
















11
,  















Q
TT

dt

d

33
, 

где Т – кинетическая энергия системы; xQ , Q  – обобщенные силы, соответ-

ствующие обобщенным координатам  x1 и 3 .  

Вычислим кинетическую энергию системы и выразим её через обобщён-

ные скорости.  

Кинетическая энергия поступательного движения груза 1 определяется 

выражением 2
111 2

1
VmT  , где 1V  следует рассматривать как абсолютную ско-

рость груза. Тогда 
2

3111 2

1

2

1






  RxmT  . Каток 2 совершает плоскопараллель-

ное движение. Кинетическая энергия катка 2
22 4

3
CVmT  , причём RVC 32

1
  . 

Тогда 22
322 16

3
RmT   . Кинетическая энергия вращающегося блока 3: 

2
333 2

1
 zJT  , где zJ3  – осевой момент инерции блока 3, 

2

2
3

3
Rm

J z  . Оконча-

тельно 22
333 4

1
RmT   . 

Кинетическая энергия системы  имеет вид: 

321 TTTT  = 2
311 )

2

1
(

2

1
Rxm   + 22

3216
3

Rm  + 2
3

2
3

4


Rm
 = 

= 2
112

1
xm  + Rxm 3112

1
 + 22

3321 4
1

16
3

8
1

Rmmm 





   . 
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Дадим системе возможное перемещение, при котором изменяется коор-

дината груза 1x  ( 1x > 0), а другая координата – угол поворота блока 3 3  оста-

ётся постоянной ( 03  ). В этом случае груз 1 движется горизонтально, 

блок 3 и каток 2 – неподвижны. При таком движении работу будет производить 

только упругая сила пружины.  

Модуль силы упругости пружины пропорционален её растяжению и в 

произвольном положении груза равен: 1упр cxcF   . Направление силы 

упругости противоположно растяжению (см. рис. 6.39).  

Сумма элементарных работ сил на заданном перемещении системы 1x : 

111упр xcxxFA  . Отсюда обобщенная сила xQ , соответствующая коор-

динате 1x : 1cxQx  = 1207x  Н.  

Дадим системе другое возможное перемещение, при котором пружина не 

растягивается: 01 x , а блок 3 повернулся на угол 3 : 3  0. В этом случае 

пружина рассматривается как жёсткий стержень, связывающий груз 1 с цен-

тром масс катка 2. В результате при повороте блока 3 груз 1 и точка С движут-

ся одинаково в горизонтальном направлении. На этом перемещении системы 

работу совершает только пара сил с моментом М, приложенная к блоку 3. Име-

ем 3 MA , и, следовательно, обобщённая сила Q = М = 5 Н·м. 

Составим уравнения Лагранжа, для чего вычислим производные от кине-

тической энергии по обобщенным скоростям и координатам: 

3111
1 2

1








Rmxm
x

T
;  

3



T
=  2

332111 2
1

8
3

4
1

2
1

RmmmxRm 





   ;   

0
1




x

T
,  0

3



T

. 

Полные производные по времени: 












1x

T

dt

d


= 3111 2
1

  Rmxm ; 










3

T

dt

d
= 2

332111 2
1

8
3

4
1

2
1

RmmmxRm 





   . 
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Приравнивая полные производные обобщённым силам, получим уравне-

ния Лагранжа окончательно в виде системы алгебраических уравнений относи-

тельно ускорений 1x  и 3 : 

31 ,12002,1  x = 1207x ;  31 ,150,120  x  = 5. 

Разрешая систему относительно ускорения 1x , получим уравнение отно-

сительных колебаний груза: 

,354225 11  xx . 

Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с по-

стоянными коэффициентами представляется в виде суммы общего решения 

однородного уравнения и частного решения неоднородного: частнодн1 xxx  . 

Общее решение однородного уравнения ktCktCx cossin 21одн  ,  где С1, 

С2 – произвольные постоянные; k – круговая частота собственных колебаний 

груза 1, 225k  = 15  рад/с. Частное решение неоднородного уравнения 

ищется в виде константы частx b . Подставив его в уравнение колебаний, полу-

чим: b = – 0,02. 

 Таким образом, общее решение неоднородного уравнения 

,020cos15sin15)( 211  tCtCtx . 

Начальная координата  01x  груза 1 определяется из условия, что в 

начальный момент времени при t  0  груз находился в положении, при кото-

ром пружина была растянута относительно своего недеформированного состо-

яния на расстояние  0l  = 0,05 м. Следовательно, 01x = 0,05. Подставляя значе-

ние начальной координаты в общее решение неоднородного уравнения при 

t  0 , получим: ,0702 C .  

Относительная скорость груза 1 в любой момент времени: 

tCtCtx 15sin1515cos15)( 211  . По условию задачи начальная скорость груза 1 



 218

0)0(1 x . После подстановки начального условия в выражение для скорости 

груза 1 получим: 01 C .  

Окончательно уравнение относительного движения груза 1: 

,020cos1507,0)(1  ttx  м. 

Найдём уравнение вращательного движения блока 3. Для этого в диффе-

ренциальное уравнение 31 ,150,120  x  = 5 подставим значение второй произ-

водной решения относительных колебаний груза 1. Получим: 

t,6cos1512,33333  . Полагая 
dt

d 3
3


 , получим дифференциальное урав-

нение первого порядка: t
dt

d
,6cos1512,33333 


, откуда найдём угловую ско-

рость блока 3: 33 ,84sin150,3333 Ctt  . 

Аналогично, положив 
dt

d 3
3


 , найдём закон вращательного движения 

блока 3: 43
2

3 ,056cos150,66516 CtCtt  . 

Начальные условия движения блока: при t  0 , 0)0(3  , 0)0(3  . Под-

ставляя начальные условия в уравнения движения, получим: 4C  = 0,056, 3C  = 

=0.  

Окончательно уравнение вращательного движения блока 3: 

056,0,056cos150,66516 2
3  tt . 

Абсолютное движение 1s  груза 1  представляется суммой относительного 

и переносного движений:  

CSxs  11 = 31 2

1
 Rx  = 0,01,06cos1502 2  tt . 
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Упражнения 

 

Упражнение 6.6. Каток весом PP 21  , радиуса r, движущийся без проскальзы-

вания по вертикальной стене, удерживается вертикальной 
пружиной жесткостью r/PC 4 , прикреплённой одним кон-
цом к центру катка, другим – к неподвижной поверхности 
(рис. 6.40). К нити, намотанной на барабан катка, подвешен 
груз 2 весом PP 2 . На груз действует сила PF  , к катку 

приложена пара сил с моментом PrM  .  
Найти закон движения груза 2 и максимальное растя-

жение пружины, если движение системы началось из состоя-
ния покоя при недеформированной пружине. 

 
Упражнение 6.7. Грузы 1 и 2 весом 1P  = 20 Н и 2P  = 30 

Н привязаны к нерастяжимой нити. Нить перебро-
шена через неподвижные блоки В и D и охватывает 
снизу подвижный блок 3 весом 3P  = 40 Н 
(рис. 6.41). 

  Определить ускорения грузов 1 и 2 и центра 
масс блока 3. Весом нити и неподвижных блоков В 
и D пренебречь. 

 

 
 Упражнение 6.8. Каток 1, радиуса r весом Р ка-

тится по горизонтальной поверхности. К катку приложе-
на пара сил с моментом М = 2Рr. Каток передаёт движе-
ние невесомой тележке (см. рис. 6.42). В кузове тележки 
находится каток 2 такого же радиуса r и веса Р, который 
движется по горизонтальной поверхности кузова под 
действием силы F = Р, приложенной в центре катка. 
Найти закон движения центра катка 2 относительно те-
лежки, если движение системы началось из состояния покоя. 

 
 
 
 
 

 
Рис. 6.40. Схема 
движения катка 

 

Рис. 6 42. Движение катка  
в кузове тележки 

 
Рис. 6.41. Механическая система 

с двумя степенями свободы 



7. ОТВЕТЫ И КРАТКИЕ ПОЯСНЕНИЯ  

7.1.  Ответы к упражнениям главы 1 

1.1 

Т = 15 кН,  Q  = 15 кН. 

060cos60cos  CB RTR  ; 

00cos30cos3   TRQR BA ; 

  caTbRaR
a

Q BB
 0cos30cos60cos3

2
 + 02  bRM C . 

BR  = – 3,8 кН,  CR  = 5,6 кН, AR  = 5,3 кН. 

 

1.2 

Q  = 9 кН. Т  = 2 кН. 

00cos30cos3   QTX A ; 

00cos60cos6  FTRQY BA
 ; 

 MFccbR
c

Q B
 0cos6)0cos6(

2
 

)60cos(60cos  cbT   0)60sin(0cos3   caT . 

BR = 10,02 кН, AX  = – 9,53 кН,  AY  = – 0,52 кН. 

 

 1.3 
 

Q  = 8 кН. Т  = 3 кН.   

00cos3  QTX A ; 

00cos6  FQYA ; 

  MMbaFbT A  0cos32  – 

  0cos30cos3
2

60cos bQ
b

aQ 





   = 0. 

AM = 18,61 кН·м, AX  =  9,93 кН,  AY  =  6 кН. 

 
 

Рис. 7.1. Расчётная схема 
к упражнению  1.1  

 
 

Рис. 7.2. Расчётная схема   
к упражнению  1.2  

 

Рис. 7.3. Расчётная схема   
к упражнению 1.3 



1.4 

Q  = 6,93 кН, Т  = 2 кН. 

00cos60cos3   FQTX B ; 

00cos30cos6   FYQR BA ; 













 0cos6

30cos230cos2
FaTa

a
bY

Qa
B   

M
a

bF 










30cos2
0cos3   = 0. 

AR = 0,72 кН, BX  = – 5,5 кН,  BY  =5,34 кН. 

 

1.5 

 

BB XX  , BB YY  , DD RR  , EE RR  . 

Балка AB. 30ctgrrBDrAB  = 2,73 м. 

0 BDA XRX ,  0 BA YY ,  0 ABXrRM BDA . 

Балка BС. BDBE   = 1,73 м.  30cos230cos ABBCAC  = 4,73 м. 

060cos  BE XR  ,  𝑅𝐸sin60∘−𝑌′𝐵−𝐹=0, 0 ACFBERE . 

Шар.  

060cos  
ED RR ,  00cos3  

EK RPR . 

ER  = 21,87 кН, BY = 10,94 кН, BX  = 10,94 кН, DR  = 10,94 кН;  

KR  = 20,94 кН, AX  = 0, AY = – 10,94 кН, AM = 18,93 кН·м. 

Рис.7.4. Расчётная схема   
к упражнению 1.4 

 

Рис. 7.5. Расчётные схемы к упражнению 1.5: 
а – равновесие балки АВ; b – равновесие балки ВС; с – равновесие шара  



1.6 
 

Балка ВD. Q = 15 кН. 

030cos60cos  
CB RQX ; 

00cos60cos3  
CB RQY ;   

02
2

 aR
d

Q C . 

Балка АС. CC RR  . 

00cos360cos   FRX CA , 00cos60cos3   FRY CA ; 

  00cos330cos60cos  caFbRaRM CCA
 . 

BX  = 0,61 кН,  BY  = 8,3 кН, CR = 9,37 кН; 

AX  = – 8,15 кН,   AY  = 10,11 кН,  AM  = 11,65 кН·м. 

 

1.7 

Балка АВ. 1Q = 6 кН. 

Т = Р = 3 кН.  

060cos  FTRX BA
 ; 

00cos31  TQYA ; 

  
2

30cos 1
a

QcbRM BA


 

  30cos0cos60cos3 cTaT
 

   –    030cos  cbcF . 

Балка DВ. 2Q = 3 кН. BB RR  .  

00cos32  QRX BD ,  00cos62  QYD ,   0
2

30cos 2 
c

QcbRM B
 . 

AX = – 1,49 кН, AY  = 8,6 кН, AM  = 8,86 кН, BR = – 1,01 кН;  

DX  = 1,59 кН,  DY  = 1,5 кН. 

 

 

Рис. 7.6. Расчётные схемы к упражнению  № 1.6: 
а – равновесие балки ВD; b – равновесие балки AС  

 Рис. 7.7. Расчётные схемы к упражнению 1.7: 
а – равновесие балки АВ; b – равновесие балки ВD  



1.8 

Шар.   

060cos60cos  
DB RR ; 

00cos30cos3  PRR DB
 . 

Балка АС.  BB RR  . 

060cos  
BA RX ;  

00cos3  FRY BA
 ;

030cos  ACFABRM BA . 

AX  = 2,89 кН,  AY  = 0 кН, AM  = – 11,55 кН·м, BR = 5,77 кН,  DR = 5,77 кН. 

 

1.9 
 

060cos  FXRX BCA
 ;  

00cos3  QYA ;

00cos60cos3  PZQRZ BCA
 ; 

02430cos330cos6  PZQQM B
 ; 

02360cos  FRC
 , 044  FX B . 

AX = 5,34 кН,  AY  = 2,6 кН;   

AZ  = 8,92 кН, CR = 10,67 кН; 

BX  = 8 кН,  BZ  = 3,82 кН. 

 

 1.10 

 
 

Рис. 7.8. Расчётные схемы к упражнению 1.8: 
а –  равновесие шара; b  – равновесие балки АС 

 

Рис. 7.9. Расчётная схема 
к упражнению 1.9  

 
 

Рис. 7.10. Расчётные схемы к упражнению 1.10  



 QT  = 3 кН. 

060cos  BA XPX  ,  00cos3  FYA ;  

00cos360cos  BA ZTPFZ  . 

0430cos30cos3160cos1  BZPrFFT ;  

0 MPRTr ,  04360cos  BXP . 

AX = 5,6 кН, AY = 3,46 кН, AZ = 5,48 кН, P = 6,4 кН, BX  = 2,4 кН, BZ = 5,06 кН. 

 

1.11 
 

QRC  = 3 кН. 

030cos  PXX BA ; 

cos60 cos30 0A B CY Y P R F      ;

00cos6  FZ A ; 

     aRbaPbaY CB 20cos6  –

00cos60cos3  rFaF  ; 

    0230cos  baPbaX B
 ; 

                                                                                      0 MrRPR C . 

AX = – 1,85 кН, AY = – 5,64 кН, AZ = 2 кН, P = 6,4 кН, BX = 7,39 кН, BY = 2,38кН. 

 

1.12 

QT   = 3 кН. 

0 DA XTX ; 00cos6  PFYA ,  

030cos  PZZ DA ; 

 abZFa D 230sin  +   030cos22  abP ; 

030cos30sin  MPaTa  ; 

  00cos360cos2   FaPaabXTa D . 

AX = 0,8 кН,   AY  = 2,56 кН,  AZ  = 1,3 кН;  

 

Рис. 7.11. Расчётные схемы к упражнению 1.11 

 

Рис. 7.12. Расчётная схема  
к упражнению 1.12 



P = 2,89 кН, DX  = 0,76 кН,  DZ  = – 3,80 кН. 

1.13 

Минимальный вес груза Р:  

0трmin  BА NFT ;  

0тр  QNF AB ; 

 30cos30sinтр ABNABF BB

030sin  ACQ  

Максимальный вес груза Р:  

0трmax  BА NFT ;  

0тр  QNF AB ; 

030sin30cos30sinтр  ACQABNABF BB ; 

AА NfF тр ,  BB NfF тр . 

minT = 31.77 Н  < Р < maxT = 130,51 Н. 

 

1.14 

 
Шкив. QTT  1 .  

0тр1  RFMrTRT .  

трF = 266,67 Н;  

f

F
N

тр  = 666,67 Н. 

Рычаг. NN  . тртр FF  .  

  0тр  cFbNbaP .  

Р = 320 Н. 
0 NPX A ;  

0тр  FYA .  

AX =346,67 Н, AY =266,67 Н. 
 
 

 

 
 

Рис. 7.13. Расчётные схемы к упражнению  1.13: 
а –  расчёт  минимального веса груза;  
b – расчёт  максимального веса груза 

 

Рис. 7.14. Расчётные схемы  
к упражнению  1.14: 

а –  равновесие шкива; b  – равновесие рычага 



7.2.  Ответы к упражнениям главы 2 
 

 2.1 

2
cos311

t
z


  ,    11 11 z  = 3 рад/с. 

3

2

2

1
13 R

R

r

R
zz   = 

3

4

2
cos3 






 


t

; 

   11 33 z = 4 рад/с. 

33 )1()1( RVM  =40 см/с. 

2
sin

3

2 2

33
t

zz


  ,    
3

2
1

2

3


 z ; 

   
3

2
11

2

33


 z = 6,58 рад/с2. 

 M
n
MM aaa ,     3

2
3 11 Ran

M   = 160 см/с2,     33 11 RaM   = 65,8 см/с2. 

(1)Ma  = 173 см/с2. 

8
2

cos3114 





 


t

RVV zAx ;     11 44 xVV   = 24 см/с. 

2
sin4 2

4
t

V x


 ,   2
4 41 xV ; (1)(1) 44 xVa   = 39,48 см/с2. 

 

2.2 

44 xV x   = 
3

sin
33

cos
3

1
tt 




 ;   

(3)4xV = 2,05 м/с,  (3)44 xVV   







 





3

sin
33

cos
3

1
1

33

4
3

tt

rr

V x
z ;    

 33z  = 6,83 рад/с;  (3)33 z . 










 





3
cos

93
sin

9

1 22

3
33

tt

rzz  . 

 33z  = 3,65 рад/с2; (3)33 z . 

 

Рис. 7.15. Расчётная схема  
к упражнению  2.1 

 

Рис. 7.16. Расчётная схема  
к упражнению  2.2 



3

2

2

3

r

R





;  
2

3
32 R

r
  = 10,25 рад/с; 22RVM   = 2,05 м/с. 

3

2

2

3

r

R





;  
2

3
32 R

r
  = 5,47 рад/с2. 

2
2
2Ran

M   = 20,4 м/с2;  22RaM   = 1,09 м/с2.  

   22  M
n
MM aaa = 20,43 м/с2. 

331 RV   = 2,73 м/с; 333311 RRVa   = 2,19 м/с2. 

 

2.3 
 

ВР2 = ВСcos30° = 4,33 см; СР2 =  2,5 см. 

2BP

VB
BC   = 1,15 рад/с;  2CPV BCC  = 2,87 см/с; 

1
1 CP

VC = 0,72 рад/с; 30cos2 11 REP  = 3,46 см; 

11EPVE  = 2,49 см/с; 30cos23 AEEP  = 10,39 см; 

3EP

VE
AE  = 0,24 рад/с;  ЕА = АР3 ; 

3APV AEA  = 1,44 см/с,  
AO

VA
AO  = 0,24 рад/с. 

 
2.4 

Е – точка касания дисков.  

11rVE   = 18 см/с.  

 21 rrV OAA   = 18 см/с. 

APEP 22  = 3 см, 
2

2 EP

VE  = 6 рад/с. 

KPVK 22  = 31,18 см/с. 

BPVB 22  = 40,25 см/с; DPVD 22  = 54 см/с. 

 

Рис. 7.17. Расчётная схема  
к упражнению 2.3 

 
 

Рис. 7.18. Расчётная схема к упражнению 2.4 



22rDC  , 
3DP

VD
DC   = 5,197 рад/с;  0cos60cos3 DC VV  , CV  = 31,18 см/с. 

2.5 

15,1 RBE  ; 1R = 2,67 см. 

11 RKP  ; 
1

1 KP

VK  = 0,75 рад/с. 

30cos
1

AM
AP  = 4,62 см; APVA 11 = 3,46 см/с. 

ABAP 22  = 8 см; 
2AP

VA
AC   = 0,43 рад/с. 

 0cos30cos AB VV  ; BV  = 2,99 см/с. 

BE

VB
BE  = 0,75 рад/с;  AC VV  = 3,46 см/с; 

30cos
3

DC
CP  = 4,62 см;    

3CP

VC
CD  = 0,75 рад/с;  0cos60cos CD VV  ; DV  = 1,73 см/с. 

 

2.6 

OAV OAA   = 12 см/с;  0AD , AD VV  . 

1
1 DO

VD
CO   = 3 рад/с;  

COV COC 11
  = 48 см/с. 

СВ = СР = 16 см; 
CP

VC
CLCB   = 3 рад/с. 

30cos

CP
PL   = 18,48 см;  30cos2BCPB  . 

PLV CLL   = 55,44 см/с;   

PBV CBB   = 83,13 см/с. 

 

 

 

 

Рис. 7. 19. Расчётная схема 
 к упражнению 2.5. 

 

Рис. 7.20. Расчётная схема 
 к упражнению 2.6. 



2.7 

11RVD  = 30 см/с;  OAV OAA  = 15 см/с. 

2
2 AP

VA  = 3 рад/с. 

BPVB 22   = 21,21 см/с. 

 45cos0cos BC VV  ; CV  = 15 см/с. 

CBCP 3 ; 
3CP

VC
BC   = 1,87 рад/с. 

 

2.8 

1RABAC  = 12 см; 30cos3 ACCP  = 10,39 см. 

3CP

VC
AC   = 0,48 рад/с; 3APV ACA  =2,89 см/с. 

АВ = АР2;  
2AP

VA
AB   = 0,29 рад/с. 

30cos22 ABBP  = 17,32 см. 

2BPV ABB   = 5,02 см/с. 

   30sin1RABOA = 6 см; 
AO

VA
OA   = 0,48 рад/с. 

30cos2 11 RBP   = 3,46 см;  
1

1 BP

VB  = 1,45 рад/с. 

211 RDP   = 2,82 см; 11DPVD  = 4,09 см/с. 

 

2.9 

OAV OAA  = 12 см/с;  0tg622  BCABAP  = 27,71 см. 

AP

VA
AB   = 0,43 рад/с;  0cos30cos AB VV  ; BV  = 10,38 см/с. 

BC

VB
BC   = 1,29 рад/с. 

 BA
n
BAAB aaaa ;     BC

n
BCCB aaaa ,  0Ca . 

 

Рис. 7.21. Расчётная схема 
 к упражнению 2.7 

 

Рис. 7.22. Расчётная схема 
 к упражнению 2.8 



 AO
n
AOOA aaaa , 0Oa . 

  BA
n
BAAO

n
AOBC

n
BC aaaaaa . Найти 

BCa  

AOa AO
n
AO  2  = 36 см/с2; 

AOa AOAO   = 8 см/с2; 

0tg6 BCAB  = 13,86 см. 

ABa AB
n
BA  2  = 2,56 см/с2;  ABa ABAB  . 

BCa BC
n
BC  2 = 13,31 см/с2;  BCa BCBC  . 

Проекция на АВ: 

 60cosn
AOBC aa  

n
BAAO aa   30cos  = 13,63 см/с2. 

BC

aBC

BC



  = 1,7 рад/с2. 

 DC
n
DCD aaa .  

DCa BC
n
DC  2 = 6,65 см/с2;  DCa BCDC    = 6,8 см/с2. 

   22  DC
n
DCD aaa =  9,51 см/с2. 

 

2.10 

11rVA   = 12 см/с; BCAP
2

1
2   = 5 см. 

AP

VA
AB

2
  = 2,4 рад/с. 

 0cos630cos AB VV ; BV  = 6,93 см/с. 

 30cos3 BCBP = 8,66 см; 

BP

VB
BC

3
  = 0,8 рад/с. 

 BA
n
BAAB aaaa . Найти аВ. 

 

Рис. 7.23. Расчётная схема 
 к упражнению  2.9 

 

Рис. 7.24. Расчётная схема 
 к упражнению 2.10 



Проекция на ВА: n
BAAB aaa  0cos630cos .  

11raa AA    = 8 см/с2;  30tgBCAB = 5,77 см. 

BAa BA
n
BA  2  = 33,23 см/с2;  Ba  = 43,03 см/с2. 

 CB
n
CBBC aaaa . 

Проекция на ВС: n
CBBC aaa  0cos60cos6 ,  

CBa CB
n
CB  2 = 6,4 см/с2;  n

CBBC aaa 2  = 30,23 см/с2. 

 

7.3.  Ответы к упражнениям главы 3 

3.1 

 
3

sin
3

40
11


 rSCM = 11,55 см. 

Так как 30cos1CM = 10 см = R, то точка М1 лежит на 

вертикальном диаметре. 

3
cos

9

40 t
SV rr


  ;  1rV  = 6,98 см/с. 

 1e  = 0,5 рад/с; 11 2

1
CMROM  = 4,23 см. 

1OMV ee  ;   1eV  = 2,12 см/с. 

reM VVV  . 

 30cosreMx VVV = – 3,93 м/с;  0cos6rMy VV  = – 3,49 м/с; 

   22
MyMxM VVV  = 5,26 см/с. 

кreM aaaa  . 

 e
n
ee aaa ,  1

2OMa e
n
e  ;   1n

ea  = 1,06 см/с2. 

3
sin

3

t
e


 ,   1e  = – 0,91 рад/с2;  (1)ee   = 0,91 рад/с2,   

  11 OMa ee   = 3,85 см/с2. 

 

Рис. 7.25. Расчётная схема 
 к упражнению 3.1 



3
sin

27

40 2 t
Vr


 ,  1rV = – 12,66;  1rr Va  = 12,66 см/с2 

re Va  2к ;   1кa  = 6,98 см/с2. 

кaaaaa re
n
eM   . 

  60cos30cos кaaaa reMx  = 3,62 см/с2; 

 0cos360cos кaaaa r
n
eMy  =  11,31 см/с2. 

   22
MyMxM aaa  = 11,87 см/с2. 

 
3.2 

Положение М1:  

 
4

1 


R

Sr ;  1OM  =  8,28 см. 

tSr 10 ;  (1)rr SV   = 31,42 см/с. 

52  te ,  

  31 e  рад/с,    31  ee   рад/с. 

1OMV ee  = 24,6 см/с. 

reM VVV   reMx VVV   = 56,02 см/с; 

0MyV ; MV  = 56,02 см/с. 

кreM aaaa   = кr
n
re

n
e aaaaa   . 

 e
n
ee aaa   1

2 OMa e
n
e   = 74,52 см/с2; 

e  = 2 рад/с2; ee   ;    11 OMa ee   = 16,56 см/с2; 

 r
n
rr aaa  10rV ;  10rr Va   = 31,42 см/с2; 

 
R

V
a rn

r

2

1  = 49,36 см/с2;  re Va  2к ;   1кa  = 62,84 см/с2. 

к
n
r

n
eMx aaaa   = – 88 см/с2;   reMy aaa  = 14,86 см/с2. 

   22
MyMxM aaa  =  89,24 см/с2. 

 

Рис. 7.26. Расчётная схема 
 к упражнению 3.2 



7.4.  Ответы к упражнениям главы 4 

4.1 

тр60cos FPFxm  ,   0cos3PNym  = 0. 

 30cosтр fmgfNF ; 

,43
2

1
 ktx ,  0

2 43,
4

1
Vtktx  ; 

tVtktx 0
23 7,1

12

1
 . 

Конечные условия: 2t с; х = S = 2 м; V = 2V0. 

6,80  kV ;  0,43
3

1
1 Vk  . 

k = 8,4; V0 = 1,6 м/с. 

 

4.2 

Уравнения движения точки: 

0xm  ;  30cos0Vx ;  30cos0tVx . 

Pym  ;  60cos0Vgty ;

HtVgty  60cos
2

1
0

2 . 

Краевое условие пролёта высоты h:  

t = 1 с;  y = h = 7 м. 

Подставляя краевые условия в уравнение движения, находим:  0V  = 3,81 м/с. 

Краевое условие падения точки:  

падtt  ;  х = l;  у = 0. 

Подстановка в уравнения движения условия приводит к системе: 

 30cosпад0tVl ; HtVgt  60cos
2

1
0 пад0

2
пад . 

Находим: падt = 1,64 с; l = 5,41 м. 

 

 

Рис. 7.27. Расчётная схема 
 к упражнению  4.1 

 

Рис. 7.28. Расчётная схема 
к упражнению  4.2 



4.3 

Уравнение движения груза (рис. 7.29, а): 

SkFSm   .  

Начальные условия: t = 0;  S = 0;  0VS  . 

Решение: 















 t
m

k

e
k

mV
S 10  =  te16  м. 

Скорость груза: teS  6 . 

Скорость груза в момент соединения с 

площадкой АВ: (1)1 SV  = 0,21 м/с. 

Уравнение колебаний груза на эквивалентной пружине (рис. 7.29, b): 

xсFxm эупр  ; 
21

21
э cc

cc
c


  = 30 Н/м. 

Начальные условия движения: t = 0;  х = 0;  1Vx  . 

Общий вид решения: tCtCx  sincos 21 ; 
m

cэ  = 7,75 рад/с, 

где константы: С1 = 0; 


 1
2

V
C  = 0,28 м. Закон движения груза tx sin7,7528,0 .  

Максимальное сжатие 0,28 м. 

 

4.4 

Жесткость эквивалентной пружины 

 
cc

cc
c

2

2
э 


  = c

3

2
. 

Уравнение колебаний: 

упрFPxm  =  xcP  стэ  = xcэ . 

Общее решение: 

 tCtCx  sincos 21 ; 
m

cэ  = 10,33 рад/с. 

 

Рис. 7.29. Расчётная схема 
к упражнению  4.3: 

а – движение груза до начала  
колебаний; b – колебания груза 

 
Рис. 7.30. Расчётная схема 

к упражнению  4.4: 
а – нерастянутая пружина; 

 b – положение статического 
равновесия; с – произвольное 

положение груза 
 



Начальные условия: t = 0;  х = 0;  0Vx  . 

Находим константы интегрирования: С1 = 0; 


 0
2

V
C  = 0,39 м.  

Закон движения груза: tx sin10,3339,0 .  

Амплитуда  А = 0,39 м, частота    = 10,33 рад/с. 
 

4.5 

Скорость человека, находящегося в самолёте,  

в нижней точке траектории (точка С): 

   cos1sin
22

2
0

2

rlmg
mVmVC . 

Откуда    cos1sin22
0

2 rlgVVC . 

Уравнение движения человека, двигающегося 

вместе с самолётом, в проекции на нормаль в точке С: PN
r

mVC 
2

, где N – 

реакция корпуса самолёта. Сила давления человека на корпус самолёта по ве-

личине равна реакции, но направлена в противоположную сторону.  

Из условия  N ≤ 3Р следует неравенство: 2
CV  ≤ gr2 , или 

   cos1sin22
0 rlgV ≤ gr2 . Откуда r ≥ 




cos2

sin22
0

g

glV
. 

 

4.6 

 Из уравнения теоремы об изменении кине-

тической энергии шарика в точке B с учётом, что 

AV = 0, найдём:    

  30cos60cos
22

22
aRRmg

camVB . 

Составим уравнение теоремы об изменении 

кинетической энергии точки на участке BD: 

 
Рис. 7.31. Расчётная схема 

к упражнению  4.5 

 

Рис. 7.32. Расчётная схема 
к упражнению  4.6 



fNs
mVB 

2

2
, где s – путь точки до остановки. С учётом данных задачи, по-

лучим: s = 5,39 м. 

Уравнение движения шарика в проекции на нормальную ось в точке С  

 60cos
2

PN
R

mV
C

C . 

Для вычисления  реакции опоры шарика на трубу имеем равенство 

 60cos
2

P
R

mV
N C

C =     60cos60cos12
1 2 mgmgRmV
R B , где кинетическая 

энергия шарика в точке В:   



  30cos60cos1222

R
a

mgRcamVB . Получим: 

CN 18,71 Н. Давление шарика на трубку равно реакции опоры и направлено в 

противоположную сторону. 

 

7.5.  Ответы к упражнениям главы 5 

 

5.1 

0x  – координата центра тяжести системы 

в начальном положении, 0x  = 0 (см. рис.7.33);   

х – текущая координата центра тележки; 1x  – 

координата центра тяжести системы в её произ-

вольном положении: 
 

21

21
1

sin

mm

xlmxm
x




 .  

Уравнение закона сохранения движения 

центра масс системы: 01 xx  , или 

  0sin21  xlmxm . 

Отсюда зависимость координаты движения тележки от положения гру-

за 2: 


 sin
21

2

mm

lm
x . 

 

Рис. 7.33. Расчётная схема 
к упражнению  5.1: 

а – начальное положение системы; 
 b –  произвольное положение  



5.2 

Теорема об изменении кинетического момента системы относительно 

оси z:  )( e
kz

z FM
dt

dL 
. 

Кинетический момент системы: 

грбар
zzz LLL  = 

2

2
2rm

 + rVm 11 = 22
1 2

r
m

m 





  . 

Суммарный момент внешних сил относительно 

оси z:  )( e
kz FM


= rРM 1вр   = grmkt 1 . 

Дифференциальное уравнение вращения барабана: 

dt

d
r

m
m








  22

1 2
 = grmkt 1 . 

При нулевых начальных условиях 
  2

21

1
2

2

2

rmm

grtmkt




 . 

 

5.3 

Уравнение теоремы об изменении кинетиче-

ской энергии для неизменяемых систем на конеч-

ном перемещении:  )(0 kFATT , 0T  = 0. 

Кинетическая энергия груза 1: 
2

2
11

1
Vm

T  . 

Энергия вращательного движения блока 2: 

2
22 2

1
 OJT , где осевой момент инерции блока: 

2

2
2rm

JO  , угловая скорость блока 
r

V1
2  . Кинетическая энергия катка 3: 

2
3

2
33 2

1

2

1
 CC JVmT , где момент инерции катка относительно оси, проходя-

 

Рис. 7.34. Расчётная схема 
к упражнению  5.2 

 
Рис. 7.35. Расчётная схема 

к упражнению  5.3 
 



щей через центр масс перпендикулярно плоскости диска, 
2

2
3rm

JC  , угловая 

скорость катка и скорость его центра масс 
r

V

2
1

3  , 
2
1V

VC  .  

Энергия системы: 321 TTTT   =  
16

348
2

1
321

V
mmm  . 

Суммарная работа вешних сил на перемещении h:  )( kFA = 
r

h
MhP

21  . 

Уравнение теоремы об изменении кинетической энергии: 

 
16

348
2

1
321

V
mmm  = h

r

M
gm 






 

21 . 

Скорость груза на высоте h: 
321

1

1 348
2

4
mmm

h
r

M
gm

V








 

 . 

 

5.4 

Для решения задачи используется теоре-

ма об изменении кинетической энергии в диф-

ференциальной форме:  )( e
kFN

dt
dT 

, где Т – 

энергия системы в её текущем положении; 

 )( e
kFN


 – суммарная  мощность внешних сил.  

Допустим, груз 1 движется вниз со ско-

ростью 1V . Скорость центра масс катка CV .  

Кинетическая энергия катка 2: 2
2

2
22 2

1
2
1

 zCC JVmT . Здесь 
g
P

m
2

2  , 

2
2 zzC imJ  , 

r

VC2 . В результате кинетическая энергия катка 2
2

3
CV

g
P

T  .  

Скорость груза 3 CVV 3 . Кинетическая энергия груза 3 2
3 CV

g
P

T  .  

 
Рис. 7.36. Расчётная схема 

к упражнению  5.4 
 



Скорость груза 1 CVrV 3321  . Кинетическая энергия груза 1: 

2
1 2

9
CV

g
P

T  .  

Суммарная кинетическая энергия (энергия системы): 

321 TTTT  = 2

2
17

CV
g
P

. Производная 
dt

dV
V

g
P

dt
dT C

C
17

  = CCaV
g

17
. 

Мощности сил 2P


, 2N


, сцF


, 3P


, 3N


 равны нулю.  

Мощность силы F


, приложенной к колесу, определяется по формуле: 

2)()( 


FMVFFN CC = 60cosCFV + 2FR . Мощность силы 1P


 

111)( VPPN 


. Суммарная мощность внешних сил:  )( eFN  = CPV7 . 

Составляем уравнение теоремы об изменении кинетической энергии си-

стемы: CCaV
g
P17

= CPV7 , откуда gaC 17
7

  м/с2.  

 

5.5 

Рассмотрим движение катков отдельно, за-

менив невесомый стержень реакцией. Предполо-

жим, катки движутся направо (см. рис. 7.37). 

Уравнения движения катков:  

сц11 FQam O  , MrFJ O  сц111 ; 

 30сц22 cosFFQam C ; 

rQrFJ C  3сц222 . 

Здесь Q


 – реакция невесомого стержня, QQ 


; сц1F


, сц2F


– силы сцепления 

катков с поверхностями качения; моменты инерции катков 
2

2
1

1
rm

J O  , 

2
222 imJ C  . Подставляя кинематические соотношения 

r

aC

32  ; CO aa
3
4

 ; 

r

aC

3

4
1  , с учётом данных задачи, получим систему уравнений: 

 
Рис. 7.37. Расчётная схема 

к упражнению  5.5 



сц13
4

FQa
g
P

C  ;  PFa
g
P

C 4
3
2

сц1  ; 

3
2

сц2 PFQa
g
P

C  ;  QFa
g
P

C  сц23
3
4

. 

Находим ускорение центра катка 2: 
 

46
16333 g

aC


  ≈ – 0,7g. Каток 

движется в противоположную сторону. Реакция стержня PQ 6,2 . 

 

 5.6 
Выделяем звенья механизма, заменяя действия нитей их реакциями. До-

пустим, направления движений тел в системе 

соответствуют подъёму груза 1. 

Уравнения движения тел: 

333 QFam  , 12232 QPQQam C  ; 

rQrQJ C 2322  , 1111 PQam  . 

С учётом, что 33 QQ 


, 11 QQ 


  и 

1aaC  , 13 2aa  , 
r

a1
2  , 

2

2
2

2
rm

J C  , под-

ставляя данные задачи, получим систему уравнений: 

31 5,22 Qmgma  ;  1231 QmgQQma  ;  

23
1

2
QQ

ma
 ; 1111 PQam  . 

Решая систему, находим: ga
17
2

1  ≈ 0,12g;  mg,Q 2623  ; mg,Q 1522  . 

 

5.7 

 Заменяем действия нитей реакциями. 

Предположим, груз 1 спускается по наклон-

ной плоскости. Уравнения движения тел: 

1111 30cos QPam  ;  333 Qam  ; 

 

Рис. 7.38. Расчётная схема 
к упражнению  5.6 

 

Рис. 7.39. Расчётная схема 
к упражнению  5.7 

 



 60cosсц312 FFQQam C ; rFFRRQJ C сц122  , 2
222 imJ C  . 

Соотношения ускорений: 
rR

a


 1

2 , 
rR

ra
aC 

 1 , Caa 3 . Подставляя 

данные задачи, с учётом, что  модули сил 11 QQ   и 33 QQ  , получим систему 

уравнений: 

11 2
3

Qmgma  ;  313
2

Qma  ; 

mgFQQma
2
1

сц311  ; сц11 223 FmgQma  . 

Находим  ga 335
46
3

1  ≈ 0,44g; mgQ 21,01  ; mgQ 44,03  .  

 

7.6.  Ответы к упражнениям главы 6 

6.1 
Внешние силы, действующие на систему: си-

лы тяжести – 1P


, 2P


, 3P


 и реакции опор 3N


, 3R


 

Приложим к телам системы, силы инерции ин
1R


, 

ин
2R


 (рис. 7.40, а). В соответствии с принципом Да-

ламбера, полученная система сил находится в рав-

новесии. Составляем условие равновесия системы 

сил в проекциях на горизонтальную и вертикальную 

оси: 

0ин
13  RR , 0ин

22133  RPPPN . 

Для вычисления сил инерции рассмотрим отдельно грузы 1 и 2, заменяя 

действие соединяющей их нити реакцией (рис. 7.40, b, c). Присоединим к гру-

зам силы инерции и, применив принцип Даламбера, составим  уравнения рав-

новесия систем сил - для груза 1 в проекции на горизонтальную ось, для груза 2 

– на вертикальную: 

 

Рис. 7.40. Расчётная схема 
к упражнению  6.1 

 



0ин
1  RQ ; 0ин

22  RQP ,  

где 11
ин
1 amR  , 22

ин
2 amR  . 

Решая полученную систему с учётом равенства модулей сил QQ   и 

ускорений  грузов 21 aa  , находим ускорение грузов: gaa 5,021  . Тогда 

давление призмы на горизонтальную поверхность: mgN 5,23  . 

 

6.2 
Активными силами в системе являются 

силы F


 и Q


. Для равновесия системы необ-

ходимо и достаточно выполнения условия: 

    0 QAFA


 или 0 QF sQsF , где 

Fs  и Qs  – возможные перемещения точек 

приложения сил F


 и Q


. 

Имеем соотношения: 
c

a

s

s

B

F 



, 
d

b

s

s

Q

C 



, где Bs  и Cs  – возможные пе-

ремещения точек В и С, причём CB ss  . Тогда FQ s
ab

cd
s   и сила, сжимаю-

щая деталь А под прессом, равна F
cd

ab
Q  . 

 

6.3 
Активными силами, совершающими работу 

при движении системы, являются силы тяжести 

3P


, 4P


 и пары сил с моментами 1M  и 2M . Связи 

идеальные. 

Для равновесия системы необходимо и до-

статочно выполнения условия: 

         02143  MAMAPAPA


 или 

 

Рис. 7.41. Расчётная схема 
к упражнению  6.2 

 

 

Рис. 7.42. Расчётная схема 
к упражнению  6.3 

 



022114433  MMsPsP , 

где 43 s,s   – элементарные перемещения грузов 3, 4; 21  ,  – элементарные 

повороты валов 1 и 2. Выразим все перемещения через угол поворота вала 2: 

rs 23  , 21 3 , 24 3  rs  и подставим в уравнение равновесия. Полу-

чим: PrM 42  . 

 

6.4 
Система с идеальными связями. Активными силами являются силы тяже-

сти 1P


, 2P


, 3P


 и пара сил с момен-

том врM (рис. 7.43).  

Направления поворотов дис-

ков и их угловые ускорения пока-

заны на рис. 7.43 дуговыми стрел-

ками 11,  и 22 , . Направления 

движения центра масс катка 2, гру-

за 3 и их ускорения обозначены: CC as ,  и 33,as . 

Кинематические соотношения между перемещениями и ускорениями: 

3ssC  , 3aaC  , 
r

s3
2


 , 

r

a3
2  , 

r

s3
1

3
 , 

r

a3
1

3
 . 

Присоединим к телам системы силы инерции.  

Модули главных векторов сил инерции: 33
ин
3 amR  = 3ma ; 

CamR 2
ин
2  = 32ma ; 2

2
22

ин
2  imM = 35,4 mra ; 1

2
11ин

1 2


Rm
M = 3,51 mra . 

Элементарные работы активных сил: 

)( акт kFA


= 1врM =   33sin stmg  . 

Элементарные работы сил инерции: 

)( ин kRA


 = 1
ин
12

ин
2

ин
23

ин
3  MMsRsR C =  

= 33333333 3,515,42 smasmasmasma   = 3312 sma  . 

 

Рис. 7.43. Расчётная схема 
к упражнению  6.4 

 



Общее уравнение динамики имеет вид: 

)()( инакт   kk RAFA


 =   012sin3 33  satgm . 

Ускорение груза 3: tga  sin25,03 , или tgs  sin25,03 . Интегрируя 

дифференциальное уравнение с нулевыми начальными условиями, получим за-

кон движения груза: 





 





 tt

g
s sin

125,0
3 . 

 

6.5 

Система с идеальными связями. Активные 

силы и главные вектора сил инерции показаны 

на рис. 7.44. 

Элементарные работы активных сил: 

)( акт kFA


= 44331 sPsPsF   и сил инерции 

)( ин kRA


= 2
ин
24

ин
43

ин
31

ин
1  MsRsRsR , 

где модули сил инерции: 1
1ин

1 a
g

P
R  , 3

3ин
3 a

g

P
R  , 

4
1ин

4 a
g

P
R  , 2

2
2

2ин
2  i

g

P
M . 

Кинематические соотношения: 13 ss  , 13 aa  , 14 2 ss  , 14 2aa  , 

r

s1
2


 , 

r

a1
2  . Общее уравнение динамики:  

)()( инакт   kk RAFA


 =   111 21 sPsPstP  – 

 – 






 


r

s

r

a
r

g

P
sa

g

P
sa

g

P
sa

g

P 112
111111 2

2
22

2
= 1

114
s

g

a
tP 








 = 0. 

Находим уравнение движения груза 3: gtaa
14

1
13  , или gtx

14

1
3  . 

 Проинтегрировав дифференциальное уравнение с нулевыми начальными 

условиями, получим закон движения груза 3: 3
3 84

1
gtx  ≈ 3012,0 gt . 

 

Рис. 7.44. Расчётная схема 
к упражнению  6.5 

 



6.6 

Рассматриваемая механическая система (рис. 7.45) имеет одну степень 

свободы. Уравнение Лагранжа: xQ
x

T

x

T

dt

d

















, где Т – кинетическая энер-

гия системы: xQ  – обобщенная сила. 

В качестве обобщённой координаты x 

выберем положение точки С относительно не-

деформированной пружины, отмеченной на 

рис. 7.45 величиной 0l . Обобщённая ско-

рость x . 

Кинетическая энергия катка: 

2
1

2
11 2

1

2

1
 CC zJVmT , где 1 , CV  – угловая 

скорость катка и скорость его центра масс, xVC  , 
r

x

r

VC 
1 ; момент инер-

ции 2
12

1
rmJ Cz  . Кинетическая энергия груза 2: 2

222 2

1
VmT  , где 2V  – ско-

рость груза 2, xVV C 222  . Кинетическая энергия системы, выраженная через 

обобщённую скорость: 2
21 2

7
x

g

P
TTT  . 

В произвольном положении системы, определяемом координатой х, да-

дим центру масс катка возможное перемещение x  (см. рис. 7.45). Элементар-

ная работа активных сил    122упр1к )( MsFPxFxPFA . Полагая 

перемещения xs  22 , 
r

x
1 , модуль силы упругости cxF упр  и с учётом 

данных задачи, получим    xcxPFA 3)( к . Обобщённая сила cxPQx  3 . 

Уравнение Лагранжа cxPx
g

P
 3

7
 , или 

7

3

7

4 g
x

r

g
x  .  

 

Рис. 7.45. Расчётная схема 
к упражнению  6.6 

 



Решение уравнения (с нулевыми начальными условиями): 

 trx  cos1
4

3
. Закон движения груза: xs 22   =  tr  cos1

2

3
. 

 

6.7 

Рассматриваемая система имеет две степени свободы. Обобщённые ко-

ординаты – расстояния 1x , 2x  соответственно до грузов 1 и 2, отсчитываемые 

от неподвижных центров блоков B и D (рис. 

7.46, а). Обобщённые скорости 1x , 2x . Кине-

тическая энергия грузов и блока 3:  

g

xP
T

2

2
11

1


 , 
g

xP
T

2

2
22

2


 ; 

2
12

2
3

2
213

3 222

1

22






 







 


r

xx

g

rPxx

g

P
T


.  

Здесь учтено (см. рис. 7.46, а): что 

22
12 xxVV

V MN
C

 



 ;   

r

xx

r

VV MN

22
12

2
 




 . 

Дадим системе возможное перемещение по координате х1, оставляя ко-

ординату х2 постоянной: 01 x , 02 x . На этом перемещении сумма элемен-

тарных работ внешних сил (см. рис. 7.46, а, b): 

  CsPxPFA 311к )( = 131 2

1
xPP 






  . 

Обобщённая сила 31 2

1
1

PPQx  . 

 Дадим системе другое независимое возможное перемещение – по коор-

динате х2, так, что 01 x , 02 x . При этом перемещении сумма элементар-

ных работ внешних сил (см. рис. 7.46, а, с): 

 

Рис. 7.46. Расчётная схема 
к упражнению  6.7: 

а – кинематика механизма;  
b, c – возможные перемещения блока 
3 при вычислении обобщённых сил 

 



  CsPxPFA 322к )( = 232 2

1
xPP 






  . 

Обобщённая сила 32 2

1
2

PPQx  . 

Уравнения Лагранжа 

31
2

3
1

31 2

1

8

1

8

3
PP

g

x
P

g

x
PP 





 


,  32

2
32

1
3 2

1

8

3

8

1
PP

g

x
PP

g

x
P 






 


 или 

07 21  xx  , gxx 29 21   . 

Ускорения грузов: gx
31

1
1  , gx

31

7
2  .  Ускорение центра масс блока 

2
12 xx

xC





 = g
31
6

. Груз 1 и центр блока 3 движутся вверх, груз 2 – 

вниз. (Сравнить с задачей 70.) 

 

6.8 

Система с двумя степенями свободы. 

Обобщённые координаты: 1x  – положение 

центра масс катка 1 (точки 1C ) относитель-

но неподвижной вертикальной стены; 2x  – 

положение центра масс катка 2 (точки 2C ) 

относительно подвижного края платформы. 

Кинетическая энергия системы 

 



















2
2

2
22

122
2
11 2

2
2

1

4

3

r

xrm
xxmxmT


  = 






  21

2
2

2
1 2

4

11
xxxx

g

P
 . 

Дадим системе возможное перемещение по координате 1x   01 x , 

оставляя другую координату 2x  неизменной  02 x .  Работу совершают мо-

мент М и сила F . Суммарная работа  

 
21к )( CsFMFA = 1

1 2 xF
r

x
M 


 = 14 xP . 

 

Рис. 7.47. Расчётная схема 
к упражнению  6.8 

 



Обобщённая сила PQx 4
1
 . 

При другом независимом возможном перемещении 01 x , 02 x  суммар-
ная работа внешних сил   2к )( xFFA  и обобщённая сила, соответствующая 
координате 2x , равна PQx 

2
. 

Уравнения Лагранжа 

Pxx
g

P
42

2

11
21 





   ,   Pxx

g

P
 12 22  , или 

gxx 8411 21   , gxx  12 22   

Ускорение центра катка 1 gx
7

6
1  . Тележка катится в направлении оси 

1x . Ускорение центра катка 2 относительно тележки gx
14

5
2  . Закон относи-

тельного движения центра катка 2 при нулевых начальных условиях: 
2

2 28

5
gtx  . Каток катится к правому борту тележки. 
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1. СТАТИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 
 

Статика представляет раздел теоретической механики, в котором изу-

чаются условия равновесия твердых тел под действием системы сил. 

 
1.1.  Основные виды связей и их реакции 

 

Опора тела на гладкую плоскость (поверхность) без трения. Реакция 

приложена в точке касания и направлена перпендикулярно к об-

щей касательной соприкасающихся поверхностей. При опоре углом, или на 

угол (рис. 1.1, а), реакция направлена по нормали к одной из поверхностей. 

Гибкая связь. Если на тело наложена связь в виде гибкой нерастяжимой нити 

(каната, троса), то реакция связи 

T , равная натяжению нити, приложена к телу 

и направлена вдоль нити (рис. 1.1, b). 

 

Рис. 1.1. Виды связей и их реакции: 
а – реакция опоры тела на гладкую поверхность без трения; b – реакция связи гибкой нерастя-
жимой нити; с – реакция цилиндрического шарнира; d – реакция подшипника и подпятника;      

е – реакция  невесомого стержня;  f  –  реакция подвижной опоры;  g – реакция жесткой заделки; 
h – реакция пространственного шарнира 
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 Цилиндрический шарнир (подшипник) создает соединение, при кото-

ром одно тело может вращаться по отношению к другому. Реакция цилиндри-

ческого шарнира лежит в плоскости, перпендикулярной оси шарнира. При ре-

шении задач реакцию цилиндрического шарнира AR


 изображают ее составля-

ющими AX


 и AY


, взятыми по направлениям координатных осей (рис. 1.1, c). 

Реакция подшипника BR


 (рис. 1.1, d) также изображается своими составляю-

щими BX


 и BY


, взятыми по направлениям координатных осей в плоскости, 

перпендикулярной оси вращения подшипника. Величина реакции определяется 

по формуле: 22
AAA YXR  . Реакция прямолинейного невесомого стержня 

с шарнирными соединениями на краях направлена вдоль самого стержня, а 

криволинейного – вдоль линии, соединяющей точки крепления стержня 

(рис. 1.1, е). Реакция подвижной опоры BR


 (рис. 1.1, f) направлена по норма-

ли к поверхности, на которую опираются катки опоры. Жесткая заделка 

(рис. 1.1, g) препятствует не только линейным перемещениям тела, но и пово-

роту. Реакция заделки состоит из силы реакции AR


 и пары сил с моментом 

AM . При решении задач силу реакции жесткой заделки AR


 изображают ее со-

ставляющими AX


 и AY


, взятыми по направлениям координатных осей. Модуль 

реакции определяется по формуле 22
AAA YXR  . Виды связей и их реакции 

показаны на рис. 1.1. 

1.2.  Моменты силы относительно центра и относительно оси. Пара сил. 
Момент пары 

 
Алгебраическим моментом силы F относительно центра О  )(FM O


, или 

просто моментом силы 

F относительно центра О, называют взятое с соответ-

ствующим знаком произведение модуля силы 

F  на кратчайшее расстояние h от 

центра О до линии действия силы: FhFM O )(


 (рис. 1.2, а).   
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Величину h называют плечом силы. Момент силы относительно центра 

считается положительным, если сила стремится повернуть тело вокруг центра 

против хода часовой стрелки, и отрицательным – в обратном случае. 

На рис. 1.2, b показано, что момент силы 

F относительно центра О поло-

жительный, а момент силы 

Q  относительно того же центра – отрицательный. 

Момент силы R


 относительно центра О равен нулю, так как линия действия 

этой силы проходит через центр О и плечо силы равно нулю. 

Парой сил, или просто парой (рис.1.2, с), называют систему двух равных 

по модулю сил, параллельных, направленных в противоположные стороны и не 

лежащих на одной прямой. Алгебраическим моментом пары сил, или момен-

том пары, называют взятое со знаком плюс или минус произведение модуля 

одной из сил пары на плечо пары – кратчайшее расстояние между линиями 

действия ее сил. Правило знаков такое же, как и для момента силы. На рисун-

ках пару часто изображают дуговой стрелкой, показывающей направление по-

ворота твердого тела под действием пары (см. М на рис. 1.2, с). 

 
Рис. 1.2. Схемы для вычисления моментов сил: 

а, b – момент силы относительно центра; с – момент пары сил;  
d – момент силы относительно оси 
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Моментом силы относительно оси называют момент проекции этой си-

лы на плоскость, перпендикулярную оси, относительно точки пересечения оси 

с этой плоскостью. На рис. 1.2, d показано вычисление момента силы F  отно-

сительно оси z: hFFM xyz )(


, где xyF – проекция силы F


на плоскость xy, пер-

пендикулярную оси z, h – плечо проекции xyF  относительно центра О – точки 

пересечения оси z и плоскости xОy. 

 

1.3. Условия равновесия систем сил 
 

Плоской системой сил называется система сил, расположенных в одной 

плоскости.  

Основная форма условий равновесия плоской системы сил.  Для рав-

новесия плоской системы сил, приложенных к твердому телу, необходимо и 

достаточно, чтобы суммы проекций всех сил на каждую из двух осей прямо-

угольной системы координат, расположенной в плоскости действия сил, были 

равны нулю и сумма моментов сил относительно любого центра, находящегося 

в плоскости действия сил, также была равна нулю: 

  Fkx  0,  Fky  0,   )( kA FM


0,  

где F Fkx ky, – проекции всех сил на координатные оси; )( kA FM


 – моменты всех 

сил относительно произвольно выбранного центра  А. 

Пространственной системой сил называется система сил, расположен-

ных произвольно в пространстве.   

Для равновесия пространственной системы сил  необходимо и доста-

точно, чтобы суммы проекций всех сил на оси прямоугольной системы коор-

динат были равны нулю и суммы моментов всех сил относительно тех же осей  

также были равны нулю: 

Fkx  0,  kyF 0,  kzF 0, 
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 )( kx FM


0,   )( ky FM


0,   )( kz FM


0, 

где F Fkx ky, , kzF – проекции всех сил на координатные оси x, y, z; )( kx FM


, 

)( ky FM


, )( kz FM


 – моменты всех сил относительно выбранных осей. 

 

Равновесие систем тел 

 
Связи, соединяющие части конструкции, называют внутренними, в от-

личие от внешних связей, скрепляющих конструкцию с внешними телами, не 

входящими в данную конструкцию. Одним из способов решения задач на рав-

новесие сил, действующих на сочленённую конструкцию с внутренними свя-

зями, является разбиение конструкции на отдельные тела и составление 

уравнений равновесия для каждого из тел, входящих в конструкцию. При этом 

в уравнения равновесия должны входить только силы, непосредственно при-

ложенные к тому телу, равновесие которого рассматривается. 

  
1.4. Задание С1. Равновесие произвольной плоской системы сил.               

Равновесие системы тел 
 
Каждый вариант задания включает две задачи по темам: «Равновесие 

произвольной плоской системы сил» и «Равновесие системы тел».  

В задачах требуется определить реакции связей конструкции исходя из 

условия равновесия произвольной плоской системы сил. Весом стержневых 

подпорок, поддерживающих балочные конструкции, и блоков, через которые 

перекинуты невесомые нити, пренебречь.  

Варианты заданий даны на рис. 1.3 – 1.6. Исходные данные приведены в 

табл. 1.1. Из таблицы исходных данных выбираются значения тех параметров, 

которые указаны на схемах. 

 

 



 

 9

Варианты № 1, 11, 21 

Задача 1 
 

 

Задача 2 

 

 

Варианты № 2, 12, 22 

Задача 1 
 

 

Задача 2 

 

 

Варианты № 3, 13, 23 

Задача 1 

 

Задача 2 
 

 

 

Рис. 1.3. Задание С1. Равновесие произвольной плоской системы сил.  
Равновесие системы тел. Номера вариантов задания 1 – 3, 11 – 13, 21 – 23 
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Продолжение вариантов задания С1 

Варианты № 4, 14, 24 

Задача 1 
 

 

Задача 2 

 

 

Варианты № 5, 15, 25 

Задача 1 

 
 

Задача 2 

 
 

 

Варианты № 6, 16, 26 

Задача 1 

 

Задача 2 

 

 
Рис. 1.4. Задание С1. Равновесие произвольной плоской системы сил.  

Равновесие системы тел. Номера вариантов задания 4 – 6, 14 – 16, 24 –26 
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Продолжение вариантов задания С1 

Варианты № 7, 17, 27 

Задача 1 
 

 

Задача 2 

 

 

Варианты № 8, 18, 28 

Задача 1 
 

 

Задача 2 

 

 

Варианты № 9, 19, 29 

Задача 1 

 

Задача 2 
 

 

 
Рис. 1.5. Задание С1. Равновесие произвольной плоской системы сил.  

Равновесие системы тел. Номера вариантов задания 7 – 9, 17 – 19, 27 – 29 
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Окончание вариантов задания С1 

Варианты № 10, 20, 30 

Задача 1 

 

Задача 2 

 

 
Рис. 1.6. Задание С1. Равновесие произвольной плоской системы сил.  

Равновесие системы тел. Номера вариантов задания 10, 20, 30 
 

Таблица 1.1 

Исходные данные задания С1. Равновесие произвольной плоской системы сил. 
Равновесие системы тел. 

 

Номер 
варианта 
задания 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

P, кН 6 5 6 12 6 6 10 3 8 5 10 4 8 10 8 
F, кН 12 6 10 5 12 8 6 5 6 2 12 8 12 6 10 

q, кН/м 5 4 2 3 6 3 5 2 2 4 6 2 3 4 5 
M, кН·м 12 8 6 8 12 5 12 8 4 6 8 12 10 6 10 
 , град 45 60 30 60 30 30 45 60 30 30 45 30 60 45 60 

, град 60 30 45 30 60 90 60 60 30 45 30 45 30 60 30 
a, м 3 4 3 4 3 4 3 4 1 2 2 3 2 3 4 
b, м 3 3 4 3 2 4 3 3 2 3 3 3 4 3 2 
с, м 4 2 2 2 3 2 2 1 5 4 4 2 1 2 2 

 
Номер 

варианта 
задания 

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

P, кН 10 8 10 6 4 6 12 10 5 6 8 6 8 4 6 
F, кН 6 12 12 8 3 14 10 8 15 10 12 8 10 10 2 

q, кН/м 5 3 4 3 2 3 2 5 4 2 3 4 5 2 4 
M, кН·м 10 6 8 6 5 12 4 6 8 10 12 10 6 4 8 
 , град 60 60 30 45 60 30 60 45 30 60 45 30 30 30 45 

, град 45 30 30 60 60 45 30 60 30 45 90 30 60 45 30 
a, м 3 4 3 1 2 2 4 1 4 3 4 3 2 1 2 
b, м 2 4 3 3 4 1 4 3 2 2 2 2 2 2 2 
с, м 3 2 2 4 5 4 2 2 1 1 1 2 1 3 5 
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Пример выполнения задания С1. Равновесие произвольной плоской  
системы сил. Равновесие системы тел. 

 
 Задача 1. Рама АСЕ (рис. 1.7) в точке А закреплена на цилиндрической 

шарнирной опоре, а в точке В поддерживается вертикальным невесомым 

стержнем ВК. На раму действуют: пара с 

моментом М = 8 Нм, сила F = 10 Н, прило-

женная в точке D под углом 60 к раме, и 

равномерно распределенная нагрузка ин-

тенсивностью q = 2 Н/м, приложенная на 

отрезке АВ. В точке Е под прямым углом к 

участку балки СЕ прикреплен трос, несу-

щий груз Р = 20 Н. Пренебрегая весом бал-

ки, определить реакцию шарнира А и реак-

цию стержневой опоры ВК, если а = 2 м. 

Решение 

Выбираем систему координат xAy, например, как показано на рис. 1.8. 

Заменяем действие связей их реакциями. Изображаем реакцию шарнира А дву-

мя ее составляющими AX


 и AY


, 

направленными вдоль горизонтальной 

и вертикальной осей (см. рис. 1.8). Ре-

акция BR


 невесомой стержневой опо-

ры ВК приложена в точке В и направ-

лена вдоль стержня ВК. Заменяем рас-

пределенную нагрузку её равнодей-

ствующей 

Q . Сила 


Q  приложена в се-

редине отрезка АВ и по модулю равна  

Q qa  = 4 Н. Действие груза Р на раму изображается реакцией T


, равной по 

величине весу груза.  

 

Рис. 1.8. Силы и реакции связей,  
действующие на раму при её равновесии  

 

Рис. 1.7. Конструкция рамы 
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При равновесии рамы действующие на неё силы составляют уравнове-

шенную произвольную плоскую систему. Условия равновесия системы сил 

имеют вид:   0kxF ,   0kyF ,   0)( kA FM


. Вычисляя проекции сил на оси 

x, y, и моменты сил относительно центра А, уравнения равновесия получим в 

виде: 

 kxF 030cos  TFX A
 ,     kyF 060cos  FRQY BA . 

 )( kA FM


 = 0230cos260cos
2

 aTaFaFMaR
a

Q B
 . 

Здесь для вычисления момента силы 

F  относительно центра А использо-

вана теорема Вариньона: aFaFFMFMFM AAA 2)()()( 2121 


, где 

F F1 30 cos  , F F2 60 cos   (см. рис. 1.8). 

Подставляя в уравнения равновесия исходные данные задачи, получим 

систему уравнений относительно неизвестных BAA RYX ,, :  

,066,28 AX   ,01 BA RY  .RB 032,1212   

Решая систему, найдем AX = 28,66 Н, AY = 59,66 Н, BR = – 60,66 Н. 

Отрицательное значение величины BR  означает, что фактическое 

направление  реакции BR  стержневой опоры ВК  противоположно направле-

нию, показанному на рис. 1.8. Численное значение реакции шарнира 

22
AAA YXR  = 22 66,5966,28  = 66,18 Н. 

Задача 2. Балка АВLС с вертикальной частью АВ и горизонтальной пере-

кладиной LC закреплена в точке А с помощью жесткой заделки (рис. 1.9). 

Наклонная балка ЕС с углом наклона к горизонту 60 в точке С  шарнирно при-

креплена к горизонтальной перекладине  СL, а в точке Е закреплена на шар-

нирно-подвижной опоре, установленной на горизонтальной поверхности. На 

конструкцию действуют равномерно распределенная на отрезках BL и DE 

нагрузка с одинаковой интенсивностью q = 2 кН/м, сила F


, приложенная в 

точке D перпендикулярно балке ЕС и равная по величине F = 10 кН, и пара сил 
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с моментом М = 5 кН·м. Определить реакцию жесткой заделки А и реакции 

шарниров С и Е, если a = 2 м. 

Решение 

Разделяем систему на две части по шарниру 

С и рассмотрим равновесие  балок АВLC и ЕС от-

дельно. Изобразим обе балки и расставим внеш-

ние силы и реакции связей (рис. 1.10). Рассмотрим 

балку АВLC (рис. 1.10, а). Заменим распределен-

ную нагрузку  эквивалентной силой 

Q1 , прило-

женной в середине отрезка BL, направленной в 

сторону действия нагрузки и равной Q1 = q·a = 4 

кН. Кроме силы 

Q1  и пары сил с моментом М на балку действуют реакция 

жёсткой заделки в точке А,  

имеющая своими составля-

ющими силы AX


, AY


 и па-

ру сил с моментом AM , а 

также реакция шарнира С, 

разложенная на составля-

ющие CX


, CY


  (см. 

рис. 1.10, а). Действующие 

на раму силы составляют 

уравновешенную плоскую 

систему сил. Выберем систему координат xAy, как показано на рис. 1.10, а,  и 

составим уравнения равновесия:  

  CAkx XQXF 1 0,      CAky YYF 0, 

  02
2

21 





  aXaYM

a
aQMFM CCAkA


. 

 

Рис. 1.9. Равновесие 
конструкции двух балок,  
соединённых шарниром 

 

Рис. 1.10. Равновесие частей конструкции: 
a - силы и реакции связей, действующие на балку АВLС; 

b - силы и реакции связей, действующие на балку СЕ  
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Рассмотрим равновесие балки ЕС. Заменим равномерную нагрузку экви-

валентной силой 

Q2 , приложенной в середине отрезка ЕD, направленной в сто-

рону действия нагрузки и равной по модулю 822  aqQ кН. На балку кроме 

сил 

Q2 , 


F  действуют реакции связей: ER


– реакция шарнирно-подвижной опо-

ры в точке Е и CX

 , CY


  – составляющие реакции шарнира С. Силы CX


 , CY


  

направлены противоположно силам CX


, CY


 и равны им по модулю CC XX  , 

CC YY   (см. рис. 1.10, а, b). Действующие на балку ЕС силы образуют плоскую 

уравновешенную систему сил. Выберем систему координат xСy, как показано 

на рис. 1.10, b,  и составим уравнения равновесия. При этом центром, относи-

тельно которого будем считать моменты сил, выберем точку С. Получим: 

  030cos60sin2 Ckx XFQF


 ,   030sin60cos2 CEky YFQRF  , 

   02 CKRCHQCDFFM EkC


. 

Здесь плечи сил: a
a

CD 2
30cos

2



, a

a
CH 

30cos

2
, 30tg2aCK  . Заменяя в 

уравнениях величины CX   на CX , а CY   на CY  и подставляя исходные данные, 

получим систему уравнений: 

04  CA XX ,  0 CA YY ,   02524  CCA YXM , 

059,15 CX ,   09  EC RY ,   014,2731,2 ER , 

откуда найдём величины реакции жесткой заделки и реакции шарниров: 

AX = 11,59 кН, AY = – 2,76 кН, AM = 42,87 кН·м, 

CX = – 15,59 кН,  CY = 2,76 кН, ER = 11,76 кН. 

Модули реакций жесткой заделки А и шарнира С: 

22
AAA YXR  = 11,91 кН, 22

CCC YXR  = 15,83 кН. 
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1.5. Задание С2. Равновесие пространственной системы сил  
 
В заданиях рассматривается равновесие однородной плиты или вала 

(прямого или с «ломаной» осью) с насаженным на него шкивом.  

Вал закреплен  подпятником и подшипником и удерживается в равнове-

сии. На вал действуют сила ,F


 пара сил с моментом М и сила P


. На шкив вала 

намотана нить, к свободному концу которой, перекинутому через невесомый 

блок, подвешен груз весом Q. Для вала определить реакции подшипника и 

подпятника и величину уравновешивающей силы Q (или момента М). 

Плита весом Р закреплена пространственным шарниром, подшипником и 

удерживается в заданном положении невесомым стержнем. На плиту действу-

ют силы F


, Q


 и пара сил с моментом М. Для плиты найти реакции сфериче-

ского и цилиндрического шарниров и  реакцию стержня. 

Варианты задания даны на рис. 1.11 – 1.13. Исходные данные для выпол-

нения задания приведены в табл. 1.2. 

 
Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 

 

 

Сила F


 параллельна оси Аy; сила P


 парал-
лельна оси Аx; нить, удерживающая груз, 

сходит со шкива вертикально. 
Найти реакции подпятника и подшипника в 

точках А и В и величину уравновешивающего 
груза Q 

 

 

 

Сила F


 параллельна оси Аy; сила P


 лежит в 
плоскости, параллельной zАy; отрезок нити 

ВС параллелен оси Аx; рукоять вала ЕК  
параллельна оси Аx. 

Найти реакции подпятника и подшипника в 
точках А и D и  величину   уравновешиваю-

щего момента М 

 
Рис. 1.11. Задание С2. Равновесие пространственной системы сил.  

Номера вариантов задания 1 – 2, 11 – 12, 21 – 22 
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Продолжение вариантов задания С2 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 

 
 
 

Сила F


, лежит в плоскости  zAy; сила P


  
лежит в плоскости, параллельной  zAx,       

отрезок нити ЕК параллелен оси Аx. 
Найти реакции подпятника и подшипника в 

точках А и С, а также  величину уравновеши-
вающего груза Q 

 

 

 

Плита весом Р расположена в плоскости zAy; 
пара сил с моментом М действует в плоско-

сти плиты; стержень СС1 расположен в плос-
кости, параллельной zAx; сила Q


 действует в 

плоскости плиты; сила F


перпендикулярна   
плоскости плиты. 

Найти реакции сферического и цилиндриче-
ского шарниров в точках А и В и  реакцию 

стержня СС1 
 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 
 

 

 
Плита весом Р отклонена на угол α от верти-

кальной плоскости zAy;  сила Q


 лежит в 
плоскости плиты; сила F


параллельна оси 

Аy; стержень СС1 перпендикулярен плоско-
сти плиты. 

Найти реакции сферического и цилиндриче-
ского шарниров в точках А и В и  реакцию 

стержня СС1  

 

 

Плита весом Р отклонена на угол α от гори-
зонтальной плоскости хAy;  сила Q


 перпен-

дикулярна боковой стенке плиты и парал-
лельна оси Аy; сила F


расположена в плоско-

сти плиты и параллельна её боковым стен-
кам; стержень СС1 параллелен оси Az. 

Найти реакции сферического и цилиндриче-
ского шарниров в точках А и В и  реакцию 

стержня СС1  
Рис. 1.12. Задание С2. Равновесие пространственной системы сил.  

Номера вариантов задания 3 – 6, 13 – 16, 23 – 26 
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Окончание вариантов задания С2 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 

 

 
 

Плита весом Р отклонена на угол α от верти-
кальной плоскости zAy;  нить, удерживаю-
щая груз Q, находится  плоскости zАx, при-
креплена к боковой стенке плиты и перпен-
дикулярна ей; сила F


параллельна боковым 

стенкам плиты; стержень СС1 перпендику-
лярен плоскости zАy. 

Найти реакции сферического и цилиндриче-
ского шарниров в точках А и В и  реакцию 

стержня СС1 

 

 

Рукоять ЕК перпендикулярна оси вала и 
наклонена под углом α к горизонтальной 

плоскости хAy; сила P


 параллельна оси Az; 
сила F


 параллельна оси Аy; нить, удержива-

ющая груз Q, сходит со шкива по касательной. 
Найти реакции подпятника А, подшипника С, 

и величину уравновешивающего груза Q 
 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 

 
 

 

Плита весом Р находится в вертикальной 
плоскости zAx; стержень СС1 расположен в 

плоскости, параллельной xAy; пара сил с мо-
ментом М действует в плоскости плиты; сила 
Q


 перпендикулярна плоскости плиты; сила 
F


лежит в плоскости плиты. 
Найти реакции сферического и цилиндриче-

ского шарниров в точках А и В и реакцию 
стержня СС1 

 
 
 

 

Сила F


 находится в плоскости zАy; стойка 
СЕ находится в плоскости zАy; отрезок СL 

нити, удерживающей груз, находится в плос-
кости параллельной xAz; сила P


 находится в 

плоскости шкива и направлена по касатель-
ной к ободу в точке К.  

Найти реакции подпятника А, подшипника В 
и величину уравновешивающего момента М 

 
Рис. 1.13. Задание С2. Равновесие пространственной системы сил. 

Номера вариантов задания 7 – 10, 17 – 20, 27 – 30 
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Таблица 1.2 

Исходные данные для задания С2.  
Равновесие пространственной системы сил 

Номер 
варианта 
задания 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

P, кН 5 4 6 10 16 15 12 10 15 14 
F, кН 8 6 12 6 10 10 8 12 12 10 
Q, кН – 12 – 12 8 12 10 – 10 12 

M, кН·м 12 – 10 8 12 6 8 6 8 – 
α, град 60 30 30 30 60 60 60 30 30 60 

a, м 1,2 0,8 1,4 0,6 1,2 0,9 1,4 0,4 0,8 0,8 
b, м 1,0 0,6 1,1 0,4 0,8 0,4 0,6 1,2 0,2 0,6 
c, м 0,8 0,5 0,8 0,3 1,4 0,8 1,2 0,8 0,4 0,4 
d, м 0,4 0,4 0,6 0,2 0,4 0,2 0,4 0,6 0,6 0,6 

 

Номер 
варианта 
задания 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

P, кН 8 10 10 15 14 10 16 9 10 12 
F, кН 6 12 16 8 12 14 10 15 8 10 
Q, кН – 14 – 10 10 12 14 – 12 14 

M, кН·м 10 – 12 12 12 8 10 10 10 – 
α, град 30 60 60 60 30 30 30 60 60 30 

a, м 0,8 1,3 0,9 0,5 1,3 1,2 1,6 0,6 0,9 1,2 
b, м 0,6 1,1 0,6 0,4 0,9 0,6 0,8 1,2 0,3 0,8 
c, м 0,4 0,8 0,5 0,2 1,5 0,9 1,2 0,4 0,6 0,6 
d, м 0,2 0,4 0,4 0,1 0,5 0,4 0,6 0,2 0,2 0,8 

 

Номер 
варианта 
задания 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

P, кН 10 12 5 8 10 14 18 12 14 10 
F, кН 12 8 15 10 12 8 10 15 9 8 
Q, кН – 10 – 12 14 10 16 – 12 6 

M, кН·м 12 – 16 14 8 10 8 12 10 – 
α, град 90 30 60 30 45 30 30 60 60 30 

a, м 0,6 0,8 1,1 1,2 1,5 0,8 1,0 0,8 1,2 0,9 
b, м 0,8 0,6 0,9 1,0 0,9 0,6 0,8 1,4 0,6 0,4 
c, м 0,4 1,2 0,8 0,6 1,5 0,9 1,1 0,5 0,8 0,6 
d, м 0,4 1,5 0,5 0,2 0,4 0,3 0,3 0,4 0,6 0,5 
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Примеры решения задания С2. Равновесие пространственной системы сил 
 

Задача 1. Горизонтальный вал (рис. 1.14) закреплен в подпятнике С и 

подшипнике К. Вал имеет 

шкив I радиуса R и шкив II ра-

диуса r,  перпендикулярные 

оси вала. Рукоять АЕ парал-

лельна оси Сx. Нить, удержи-

вающая груз Q, сходит со 

шкива I по касательной верти-

кально вниз. На вал действуют 

силы ,F


 

P  и пара сил с мо-

ментом М, закручивающая вал 

вокруг оси Сy. Сила 

F  находится в плоскости, параллельной zCy, и составляет 

угол  60 с направлением оси Cy. Сила 

P  приложена в точке В шкива II, опре-

деляемой центральным углом 30º, и направлена по касательной. Определить 

величину уравновешивающего момента М и реакции подшипника и подпятни-

ка, если  Р = 4 кН, F = 2 кН, Q  = 3 кН,  R = 0,6 м,  r = 0,3 м,  а = 0,8 м,  b = 0,4 м. 

Решение 

Рассмотрим равновесие вала. На вал действуют внешние силы  

F , 


P , па-

ра сил с моментом М  и реак-

ции связей. Связями являют-

ся нить, натянутая грузом  Q , 

подпятник С и подшипник К. 

Освобождаем вал от связей, 

заменяя их действие реакци-

ями. Реакцию подпятника С 

раскладываем на три        со-

 

Рис. 1.14. Схема  вала и его нагрузка  

 

Рис. 1.15. Внешние силы и реакции связей вала 
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ставляющие: ,CX


 ,CY


 CZ


, направленные вдоль координатных осей. Реакция 

подшипника К лежит в плоскости, перпендикулярной оси вала, и ее составля-

ющими будут вектора KK ZX


, , направленные вдоль координатных осей x, z. 

Реакция нити 

T  направлена вдоль нити от точки К и по модулю равна весу 

груза. Действие на вал внешних сил и реакций связи показано на рис. 1.15.  

Внешние силы, действующие на вал, и реакции связей составляют произ-

вольную пространственную систему сил, эквивалентную нулю 

( ,, FP


,Z, KKX


,T


,Z,, CCC YX


М) ∞ 0, для которой уравнения равновесия:  

  0kxF ,   0kyF ,    0kzF , 

  0)( kx FM


,   0)( ky FM


,   0)( kz FM


. 

Для удобства при составлении уравнений равновесия изобразим вал вме-

сте с действующими на него силами в проекциях на координатные плоскости 

(рис. 1.16) 

 

 

Рис. 1.16. Вал и действующие на него силы в проекциях  
на координатные плоскости: 

        а – вид вала в проекции на плоскость zСx с положительного конца оси y; 
        b – вид вала в проекции на плоскость zСy с положительного конца оси x; 
        с – вид вала в проекции на плоскость xСy с положительного конца оси z. 

 



 

 23

 На рис. 1.16, а показаны проекции всех сил на плоскость zСx. Вычисляя 

моменты проекций этих сил относительно точки С, получим значения момен-

тов исходных сил относительно оси y.  

Для вычисления моментов сил относительно оси x достаточно найти мо-

менты проекций сил на плоскость zСy относительно точки С (см. рис. 1.16, b), а 

вычисляя  моменты проекций сил на плоскость xСy относительно точки С, по-

лучим значения моментов сил относительно оси  z .  

Составляем уравнения равновесия: 

02  CKkx XXPF , 02  Cky YFF , 

011  FZTZPF CKkz , 

  )(22)( 1 baTaZaPFM Kkx


0)2(21  baF , 

  0)( 1 MPrTRaFFM ky


, 

0  2)( 22  aFaXaPFM Kkz


. 

Подставляя исходные данные задачи, с учётом того, что 

60cos1 PP  = 0,5Р, 0cos32 PP   = 0,87Р, 

0cos31 FF   = 0,87F, 60cos2 FF  = 0,5F  (см. рис. 1.16 a, b), 

получим систему уравнений:  

,04,870  CK XX   ,05,02  CY  ,087,023,504  CK ZZ  

,00,4)20,8,87(2020,4)0,8,87(2036,10,84,50  KZ  

,00,340,630,80,87  M  .X K 08,05,026,18,04,870   

Решая систему, найдём: CX –2,24 кН, CY – 1 кН, CZ 6,39 кН,   

KX –1,24 кН, KZ 0,35 кН, М = 2,3 кН·м. 

Окончательно, реакция подпятника 222
CCCC ZYXR   = 6,84 кН, 

реакция подшипника 22
KKK ZXR  = 1,29 кН. 
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Задача 2. Плита весом Р расположена в вертикальной плоскости zАу. В 

точке А плита закреплена пространственным шарниром, а в точке В на оси у 

опирается на цилиндрический шарнир 

(подшипник). Плита удерживается в рав-

новесии при помощи невесомого стержня 

СС1, прикреплённого шарниром к плите в 

её верхнем углу, в точке С перпендику-

лярно  плоскости плиты (рис. 1.17). 

 На плиту действует сила Q


, прило-

женная на краю плиты перпендикулярно 

её плоскости, и сила F


, лежащая в плоскости плиты и направленная под углом 

  к горизонту (см. рис. 1.17). Кроме того, в плоскости плиты на неё действует 

пара сил с моментом М. Найти реакции шарниров А и В и усилие в стержневой 

подпорке СС1 при равновесии плиты, если параметры нагрузки: Р = 1 кН, 

Q = 500 Н, F = 400 Н,  М = 300 Н·м, 35 , 

а = 2 м, b = 1,5 м, с = 0,2 м, d = 0,4 м.  

Решение 

Заменим связи плиты их реакциями. 

Реакция шарнира А раскладывается на три 

составляющие: AX


 AY


, AZ


 по направлениям 

координатных осей. Направления коорди-

натных осей показаны на рис. 1.17. Реакция 

подшипника В лежит в плоскости, перпен-

дикулярной оси подшипника, и ее составляющими будут вектора BB ZX


, , 

направленные вдоль координатных осей x, z. Реакция стержня 

T  направлена 

вдоль стержня. Действие сил и реакций показано на рис.1.18.  

 

Рис. 1.17. Равновесие плиты 

 

Рис. 1.18. Действие сил и реакций  
при равновесии плиты 
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Пространственная система сил, действующих на плиту, является уравно-

вешенной: ( ,, FP


,Z, BBX


,T


,Z,, AAA YX


М) ∞ 0. Уравнения равновесия: 

   0kxF ,   0kyF ,    0kzF , 

  0)( kx FM


,   0)( ky FM


,   0)( kz FM


. 

В вычислениях моментов сил относительно осей будем считать момент 

положительным, если при взгляде со стороны положительного направления 

оси, сила вращает тело (плиту) против хода часовой стрелки. Получим: 

  0kxF , TXQX BA  = 0, 

  0kyF ,   cosFYA = 0, 

  0kzF , BA ZPFZ  sin = 0 

  0)( kx FM


, MdaZdaPbF B  )()(5,0cos = 0, 

  0)( ky FM


, )()( cbTcbQ  = 0, 

  0)( kz FM


, )()( daXdaTaQ B  = 0. 

Подставив исходные данные задачи, получим систему уравнений: 

TXX BA  500 = 0,  ,820400 AY = 0, BA ZZ  10007,50400 = 0, 

3002,4,425,01000,5182,0400  BZ = 0,   

7,17,1500  T = 0,   2,42,42500  BXT = 0, 

откуда находим значения составляющих реакций: 

500T Н, BX = 83,33 Н, 805BZ  Н, 

33,83AX  Н, 328AY  Н, 192AZ  Н.  

Полные реакции пространственного шарнира А: 

222
AAAA ZYXR  = 389,09 Н, 

цилиндрического шарнира В: 22
BBB ZXR  = 585,95 Н. 
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2. КИНЕМАТИКА ТОЧКИ И ТВЕРДОГО ТЕЛА 

 
Кинематикой называется раздел механики, в котором изучаются свой-

ства движения материальных тел без учета их масс и действующих на них сил. 

 

2.1. Кинематика точки. Основные параметры движения точки 

 
Кривая, которую описывает движущаяся точка, называется траекторией 

точки. Движение точки может быть задано векторным, координатным или 

естественным способами. 

Векторный способ основан на определении положения точки ее радиу-

сом-вектором  в виде векторного уравнения 
 
r r t ( ) . При координатном спо-

собе задания движения точки положение точки определяется ее координатами, 

заданными для каждого момента времени: x x t ( ) , y y t ( ) , )(tzz  . Есте-

ственный способ задания движения используется, если заранее известна тра-

ектория движения точки. Тогда положение точки однозначно определяется 

длиной дуги )(= tSMO


, отсчитываемой от некоторой фиксированной точки О, 

принятой за начало отсчета.  

Мгновенная скорость, или скорость точки в данный момент времени, 

является векторной величиной и определяется как производная по времени от 

радиуса-вектора точки: rV 

 . Вектор скорости точки 


V всегда направлен по 

касательной к траектории в сторону движения точки.  

При координатном способе задания движения величины проекций векто-

ра скорости 


V на координатные оси определяются как производные по времени 

от соответствующих координат: xVx  , yVy  , zVz  . Модуль вектора скоро-

сти: 222
zyx VVVV  .  При естественном способе задания движения вектор 

скорости точки определяется равенством: τ



SV  , где )(tSS   – закон измене-
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ния длины дуги, τ


 –единичный вектор касательной к траектории движения, 

направленный в сторону возрастающих расстояний.   

Величина SV   называется алгебраической скоростью точки. При S  > 0 

вектор скорости V


 направлен по единичному вектору τ


 – в сторону возраста-

ющих расстояний. При S  < 0 он имеет направление, противоположное еди-

ничному вектору τ


, т. е. в сторону убывающих расстояний.  

Мгновенное ускорение, или ускорение точки в данный момент времени, 

является векторной величиной и определяется как производная по времени от 

вектора скорости точки или как вторая производная от радиус-вектора точки: 

rVa 
 . При координатном способе проекции вектора ускорения 


a  на коор-

динатные оси – величины ax , ay , za  – определяются равенствами:  xVa xx   ,    

yVa yy   , zVa zz   . Модуль вектора ускорения равен: 222
zyx aaaa  . 

 При естественном способе задания движения вектор ускорения точки 

a  

раскладывается на две взаимно перпендикулярные составляющие na


 и a


, па-

раллельные осям n  и τ  естественной системы координат, и представляется в 

виде равенства naaa n


  ,  или  naaa


  , где 


 – единичный направляю-

щий вектор оси, касательной к траектории (касательная ось);  

n  – единичный 

направляющий вектор главной нормали траектории. Величина na  называется 

нормальным ускорением точки и вычисляется по формуле: 



2V

an , где   – 

радиус кривизны траектории. (У окружности радиус кривизны равен её радиу-

су, у прямой линии – бесконечности.) Вектор na


 нормальной составляющей 

ускорения всегда направлен к центру кривизны траектории. При движении по 

окружности радиус кривизны траектории равен радиусу окружности, а центр 

кривизны траектории совпадает с центром окружности. Величина a  называет-

ся касательным ускорением и равна модулю второй производной от заданно-
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го закона изменения длины дуги: Sa  , где )(tSS   – закон изменения      

длины дуги.  Направление вектора касательного ускорения a


 зависит от знака 

второй производной S . При S  > 0 вектор 

a  в направлен в сторону возраста-

ющих расстояний, по направлению единичного вектора 


, при  S  < 0 – в сто-

рону убывающих расстояний  (противоположно единичному вектору 


). Век-

тор полного ускорения a


 направлен по диагонали прямоугольника, построен-

ного на векторах na


 и a


. Модуль вектора ускорения:  22
 aaa n . 

 

2.2. Вращение тела вокруг неподвижной оси 

 
 Движение тела, при котором все точки некоторой его прямой остаются 

неподвижными, называется вращательным, а указанная прямая называется 

осью вращения. Вращение тела задается углом поворота )(t  подвижной 

плоскости, связанной с телом, относительно некоторого ее начального положе-

ния. Направление вращения с возрастанием угла поворота считается положи-

тельным. 

Величина угловой скорости вращения тела равна модулю производной 

от угла поворота тела по времени:  . Направление угловой скорости вра-

щения тела зависит от знака производной  . При   > 0 вращение происходит в 

положительном направлении, в сторону возрастания угла поворота, при     < 0  

– в отрицательном. Направление угловой скорости обычно показывают дуго-

вой стрелкой вокруг оси вращения.  Вектор угловой скорости 

  направлен 

вдоль оси вращения в сторону, откуда вращение тела видно против хода часо-

вой стрелки. 

Величина углового ускорения  при вращении тела равна модулю второй 

производной от угла поворота тела по времени:   . Если   одного знака с 
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 , то угловое ускорение ускоряет вращение тела, если разных знаков, то угло-

вое ускорение  замедляет вращение.   

При вращательном движении тела все его точки  движутся по окружно-

стям, радиусы которых равны расстояниям от выбранной точки до неподвиж-

ной оси. Скорость точки вращающегося твердого тела (в отличие от угло-

вой скорости тела) называют линейной, или окружной скоростью точки. Ве-

личина скорости  рассчитывается по формуле: V h  , где   – величина угло-

вой скорости тела; h – расстояние от точки до оси вращения. Вектор скорости 

точки лежит в плоскости описываемой точкой окружности и направлен по ка-

сательной к ней в сторону вращения тела. Отношение скоростей двух точек 

вращающегося тела равно отношению расстояний  от этих точек до 

оси: 
2

1

2

1

h

h

V

V

M

M  .  

Ускорение точки вращающегося твердого тела рассчитывается как 

ускорение точки при естественном способе задания движения в виде суммы 

векторов касательного и нормального ускорений: nM aaa


 τ . Величины ка-

сательного, нормального и полного ускорений точки вращающегося тела, соот-

ветственно:  a h  ,  a hn  2 ,  22
τ nM aaa  , где  ,   – угловая скорость и 

угловое ускорение тела; h – расстояние от точки до оси вращения. 

 

2.3. Плоскопараллельное движение твёрдого тела 

 
Плоскопараллельным, или плоским движением твердого тела, назы-

вается такое движение, при котором все точки тела движутся параллельно не-

которой неподвижной плоскости. Плоское движение представляется в виде 

суммы мгновенного поступательного движения, при котором все точки плос-

кой фигуры движутся со скоростью выбранной точки-полюса, и мгновенного 

вращательного движения вокруг этого полюса.  
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Скорость любой точки М плоской фигуры равна векторной сумме векто-

ра скорости точки-полюса и вектора скорости точки М при вращении тела во-

круг этого полюса: МААМ VVV


 , где  МV


 – скорость точки М; АV


 – скорость 

полюса А; МАV


 – вектор скорости точки М при вращении тела вокруг полюса А, 

модуль скорости МАVМА  ,  где   – угловая скорость мгновенного враща-

тельного движения тела вокруг полюса; МА – расстояние между  полюсом  А и 

точкой М.  

Мгновенным центром скоростей называется такая точка Р плоской фи-

гуры, скорость которой в данный момент времени равна нулю. Выбрав в каче-

стве полюса мгновенный центр скоростей, скорость любой точки  плоской фи-

гуры находят так, как если бы мгновенное движение фигуры было вращатель-

ным вокруг мгновенного центра скоростей. 

  

Способы построения мгновенного центра скоростей  
 

1. Если известны направления скоростей AV


 и BV


 каких-нибудь двух то-

чек  А и В плоской фигуры, то мгновенный центр скоростей находится в точке 

пересечения перпендикуляров, восстановленных из этих точек к векторам ско-

ростей (рис. 2.1, а).  

2. Если скорости AV


 и BV


 двух точек  А и В плоской фигуры известны и 

параллельны друг другу, а линия АВ перпендикулярна AV


 (и, конечно, BV


), то 

мгновенный центр скоростей определяется как точка пересечения линий, про-

веденных через основания и вершины векторов скоростей (построение показа-

но  на рис. 2.1, b, c). 

3. Если скорости AV


 и BV


 двух точек  А и В параллельны друг другу, но 

линия АВ, соединяющая эти точки, не перпендикулярна  векторам скоростей 

(рис. 2.1, d), то мгновенная угловая скорость тела равна нулю и движение тела 
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в данный момент времени является мгновенным поступательным. В этом слу-

чае скорости всех точек равны по величине и направлению. 

 

4. Если плоскопараллельное движение осуществляется путем качения без 

скольжения одного тела по неподвижной поверхности другого, то мгновенный 

центр скоростей расположен в точке касания катящегося тела с неподвижной 

поверхностью (рис. 2.1, e). 

Ускорение любой точки М плоской фигуры при плоскопараллельном 

движении твердого тела представляется как сумма  векторов – ускорения по-

люса  и ускорения точки М при вращении фигуры вокруг полюса. Учитывая, 

что ускорение точки вращающегося тела представляется как сумма нормально-

го и касательного ускорений, получим: 

n
MAMAAM aaaa


  , 

где Aa


 – ускорение полюса А; 
MAa


, n

MAa


 – касательная и нормальная составля-

ющие ускорения точки М при вращении фигуры вокруг полюса А.  

 
 

Рис. 2.1. Способы построения мгновенного центра скоростей  
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Вектор  нормального ускорения n
MAa


 всегда направлен от точки М к по-

люсу А. Вектор касательного ускорения 
MAa


 направлен перпендикулярно от-

резку АМ в сторону вращения, если оно ускоренное (рис. 2.2, а), и против вра-

щения, если оно замедленное (рис. 2.2, b). Численно величины касательного и 

нормального составляющих ускорения 

точки М определяются по формулам:   

AMaMA  ,  AMan
MA  2 , 

где  ,   – угловая скорость и угловое 

ускорение тела (плоской фигуры);    АМ –  

расстояние от точки М до полюса А  (см. 

рис. 2.2). 

Если при движении плоской фигуры  

известны траектории  движения полюса А 

и точки М, то  для определения ускорения 

точки М используется векторное равенство 

n
MM aa


 = n

MAMA
n
AA aaaa


  , 

где 
Ma


, n

Ma


, 
Aa


, n

Aa


 – касательная и нормальная составляющие ускорения точ-

ки М и полюса А при движении их по заданным траекториям. 

 

2.4. Задание К1. Определение скоростей и ускорений точек                        
твердого тела при поступательном и вращательном движениях  
 

По заданному движению одного из звеньев механизма )(11 txx    (вариан-

ты 1, 3, 5, 7, 9) или )(11 t  (варианты 2, 4, 6, 8, 10) найти в момент времени 

1t  скорость, касательное, нормальное и полное ускорения точки М звена меха-

низма, совершающего вращательное движение, а также скорость и ускорение 

звена 4, совершающего поступательное движение.  

 

Рис. 2.2. Ускорение точки плоской 
фигуры: 

а – ускоренное движение;  
b – замедленное движение 



 

 33

Варианты заданий даны на рис. 2.3, 2.4. Исходные данные представлены 

в табл. 2.1. 

 Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 Варианты № 3, 13, 23 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

Варианты № 4, 14, 24 Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 
 

 
 

 

 

 
Рис. 2.3. Задание К1. Определение скоростей и ускорений точек  
при поступательном и вращательном движениях твёрдого тела. 

Номера вариантов задания 1 – 8, 11 – 18, 21 – 28 
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Окончание вариантов задания К1 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 

 

 

 

 
Рис. 2.4. Задание К1. Определение скоростей и ускорений точек  
при поступательном и вращательном движениях твёрдого тела. 

Номера вариантов задания 9 – 10, 19 – 20, 29 – 30 
 

Таблица 2.1 
 

Исходные данные вариантов задания К1. Определение скоростей  
и ускорений точек при поступательном и вращательном движениях  

твёрдого тела 
 

Номер  
варианта  
задания 

1R ,см 2R , см 3R , см 3r , см )(1 tx , см 
)(1 t , рад 

t1, c 

1 – 40 45 35 )(1 tx = 2)13( t  2 

2 10 20 38 18 )(1 t  = )66cos(2 tt   3 

3 – 30 42 18 )(1 tx = )2cos(25 2 tt   1 

4 15 30 45 20 )(1 t  = )2cos(5 2 tt   2 

5 – 30 40 20 )(1 tx = 3)cos(6 tt   3 

6 10 20 30 10 )(1 t  = )2cos(3 tt   1 

7 – 30 40 30 )(1 tx =2 2)(cos)2sin( tt   2 

8 8 10 30 25 )(1 t  = )2cos(5 tt   2 

9 – 18 30 18 )(1 tx = )3cos(5 tt   3 

10 15 30 50 20 )(1 t  = 4)sin(2 2 tt   2 

11 – 30 40 25 )(1 tx = )3( 2 tt   2 

12 12 20 40 28 )(1 t  = )66sin(3 2 tt   3 

13 – 25 60 42 )(1 tx = )2cos(2 2 tt   1 

14 10 30 45 30 )(1 t  = )2cos(23 2 tt   2 
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Окончание табл. 2.1 
Номер  

варианта  
задания 

1R ,см 2R , см 3R , см 3r , см )(1 tx , см 
)(1 t , рад 

t1, c 

15 – 20 30 20 )(1 tx = 3)cos(3 2 tt   3 

16 12 18 40 20 )(1 t  = )2cos(2 3 tt   1 

17 – 20 35 15 )(1 tx =2 2)(cos)2sin( tt   2 

18 15 18 40 25 )(1 t  = )2cos(5 tt   1 

19 – 22 50 18 )(1 tx = )3cos(2 tt   3 

20 10 20 45 10 )(1 t  = 4)sin(2 2 tt   4 

21 – 20 40 20 )(1 tx = 2)43(  tt  2 

22 8 18 42 18 )(1 t  = )6cos(122 2 tt   3 

23 – 45 60 40 )(1 tx = )2sin(4 2 tt   1 

24 5 15 30 20 )(1 t  = )2cos(42 2 tt   2 

25 – 15 35 25 )(1 tx = 3)cos(2 2 tt   3 

26 18 20 35 20 )(1 t  = )2sin(2 3 tt   1 

27 – 15 35 15 )(1 tx =2 2)(cos)2sin( tt   1 

28 10 12 40 25 )(1 t  = )2cos(2 2 tt   1 

29 – 35 50 10 )(1 tx = )2cos(3 tt   1 

30 10 20 40 10 )(1 t = 4)cos(2 2 tt   4 

 

Пример выполнения задания К1. Определение скоростей и ускорений  
точек при поступательном и вращательном движениях твёрдого тела 

 
По заданному уравнению движения звена 1 механизма (рис. 2.5, а) опре-

делить скорость, нормальное, касательное и полное ускорения точки М на мо-

мент времени t1 , а также скорость и ускорение звена 4, если значения радиусов 

колес механизма и закон движения звена 1: R2 = 20 см, r2 = 5 см, R3 = 8 см, 

r3  = 4 см, x t t1
22 5  см,   t1=1 с.  

Решение 

  Отметим на схеме положительные направления отсчета углов поворота  

дисков 2 и 3, соответствующие  заданному положительному направлению дви-

жения звена 1.  
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Направления показаны на рис 2.5, b дуговыми стрелками 2 , 3 , а поло-

жительное направление движения звена 4 – направлением оси x4 . 

 

Звено 1 движется поступательно. Движение задано координатным спосо-

бом в виде закона изменения координаты x . Дифференцируем по времени 

уравнение движения: 54  tx  см/с. В момент времени t1 1  с значение про-

изводной: (1)x = –1 см/с. Отрицательное значение производной  x  показывает, 

что в данный момент времени звено 1 движется в отрицательном направлении 

оси x. Скорость звена 1 равна модулю производной: xV 1 . На рис. 2.5, b 

направление движения звена 1 в момент времени t1 1  с показано вектором 

скорости 1V


, направленным в сторону, противоположную положительному 

направлению оси x. Эту же скорость будет иметь точка А – точка контакта зве-

на 1 с диском 2, лежащая на расстоянии r2  от оси вращения диска. Следова-

тельно, 221 rVV A  , где 2  – угловая скорость диска 2. Отсюда угловая 

скорость диска: 2
2

2 5

54



 

t

r

VA  рад/с. При t1 1  с значение производной 

отрицательно: (1)2  = – 0,2 рад/с. Это означает, что в заданный момент време-

ни вращение диска 2 с угловой скоростью (1)2 = (1)2  = 0,2 рад/с происходит 

 
Рис. 2.5. Кинематика вращательного движения твердого тела: 

а – схема механизма; b – расчетная схема для определения скоростей и ускорений точек 
механизма 
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в отрицательном для диска 2 направлении. На рис. 2.5, b направление вращения 

диска 2 показано дуговой стрелкой 2  в сторону, противоположную положи-

тельному направлению отсчета угла 2 . При передаче вращения диска 2 диску 

3 величины угловых скоростей дисков обратно пропорциональны радиусам 

дисков, которым принадлежит точка контакта: 


2

3

3

2


R

R
. Тогда, угловая ско-

рость диска 3 
3

2
23 R

R
5,22 t  = 3  рад/с.  

В момент времени t1 1 с значение производной 3  отрицательно: 

(1)3 = – 0,5 рад/с, и, следовательно, вращение диска 3 в данный момент вре-

мени с угловой скоростью (1)3  = (1)3 = 0,5 рад/с происходит в сторону, 

противоположную положительному направлению отсчета угла 3 , как показа-

но на рис. 2.5, b. Величина (модуль) скорости точки М рассчитывается по фор-

муле: 33rVM  . В момент времени t1 1  с модуль скорости (1)MV 2 см/с. 

Вектор скорости MV


  расположен по касательной к траектории движения точки 

М (окружности) и направлен в сторону вращения диска 3 (см. рис. 2.5, b).  

Звено 4 движется поступательно. Скорость звена 4 равна скорости точки 

касания его с диском 3: 334 RVV B   = 85,22 t  = 4x . В момент времени 

t1 1  с значение производной от координаты движения звена 4 отрицательно: 

(1)4x  = – 4 см/с. В результате, вектор скорости  


V4 1 , равный по модулю 

(1)4V  = 4 см/с, направлен вдоль оси x4  в сторону, противоположную ее поло-

жительному направлению (см. рис. 2.5, b).  

Угловое ускорение диска 3: 333 )(   t  = 2 рад/с2. Из того, что угло-

вая скорость 3  и угловое ускорение 3  диска 3 имеют разные знаки, следует, 

что вращение диска 3 замедленное. Угловое ускорение диска направлено в сто-

рону положительного направления отсчета угла поворота 3 , диска 3 (см. 

рис. 2.5, b). 
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Касательное ускорение a  точки М рассчитывается по формуле 33ra    

и в момент времени t1 1  с: a  8  см/с2. Так как вращение диска 3 замедлен-

ное, вектор касательного ускорения точки М  )(ta


 направлен в сторону, про-

тивоположную вектору скорости )1(MV


 (см. рис. 2.5, b). Нормальное ускорение 

na  точки М рассчитывается как a rn  3
2

3 . В момент времени t1 1  с величина 

нормального ускорения: (1)na  = 1 см/с2. Вектор нормального ускорения (1)na


 

направлен по радиусу к центру диска 3 (см. рис. 2.5, b).  Полное ускорение точ-

ки М в заданный момент времени: (1)(1)(1) 22
nM aaa   = 8,06 см/с2. Вектор 

полного ускорения Ma


 направлен по диагонали прямоугольника, построенного 

на векторах na


 и 

a .  

Ускорение a4  звена 4 находится из условия, что звено 4 движется посту-

пательно и прямолинейно. При прямолинейном движении нормальная состав-

ляющая ускорения равна нулю. Тогда 444 Vaa   = 3333 RRVB   .  

Так как угловое ускорение диска 3 является постоянной величиной, уско-

рение a4  не зависит от  времени: 4a = 16 см/с2.  Вектор ускорения 

a4  направлен  

вдоль оси x4  в сторону положительных значений. 

 

2.5. Задание К2. Определение скоростей точек  твёрдого тела  
при плоскопараллельном движении 

 
Для заданного положения плоского механизма определить скорости то-

чек и угловые скорости звеньев механизма.  

Варианты заданий показаны на рис. 2.6 – 2.8. Исходные данные вариан-

тов заданий выбираются из таблиц, приведённых на рисунках схем механиз-

мов. 
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Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 
 

 

Найти: ,,, CBA VVV ,, BCAB  BD ,1  

 

 

Найти: ,,, KBA VVV ,1 ,AB OA , 

BKBE ω,ω  

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

r1, 
см 

АD, 
см 

, 
град 

V2, 
см/с 

V3, 
см/с 

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

OA, 
см 

OE, 
см 

, 
град 

β, 
град 

VС, 
см/с 

1 10 5 20 30 8 10 2 3 5 4 30 60 10 

11 12 8 25 45 10 4 12 4 8 6 45 90 8 

21 10 6 15 60 5 5 22 5 12 2 60 120 12 
  

 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 

 

Найти: ,,, CBA VVV  ,, ED VV  

,BC DE ,1  

 

 

Найти: ,,, ECA VVV  

,1 ,2 AC  
 

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

ОС, 
см 

AB, 
см 

BC, 
см 

, 
град 

ωОС, 
рад/с 

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

R2, 
см 

, 
град 

β, 
град 

V3, 
см/с 

V4, 
см/с 

3 12 18 10 35 60 4 4 10 15 30 60 8 4 
13 10 15 10 25 90 8 14 6 10 45 90 4 6 
23 15 20 5 20 120 6 24 10 12 60 120 3 3 

 
Рис. 2.6. Задание К2. Определение скоростей точек тела при плоскопараллельном 

движении. Номера вариантов задания 1 – 4, 11 – 14, 21 – 24 
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Продолжение вариантов  задания К2 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 

 

Найти: ,,, CBA VVV DV , ,EV ,, 32  EC  

 

 

Найти: EKBA VVVV ,,, , 

,1 ,, ABOA  АD , KE  

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

R2, 
см 

R3, 
см 

, 
град 

β, 
град 

ωОВ, 
рад/с 

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

OA, 
см 

, 
град 

β, 
град 

φ, 
град 

VD, 
см/с 

5 10 20 12 60 0 6 6 10 20 30 60 60 12 

15 6 18 10 90 90 8 16 12 26 30 30 90 8 

25 20 25 15 120 180 4 26 15 30 60 60 120 15 

 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 29 
 

 

Найти: ,,, CBA VVV ,,1 OA ACAB  ,  

 

 

Найти: DBA VVV ,, , ,1 ,, ABOA  АD  

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

AB, 
см 

, 
град 

β, 
град 

φ, 
град 

VD, 
см/с 

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

OA, 
см 

, 
град 

β, 
град 

V2, 
см/с 

V3, 
см/с 

7 10 20 30 60 60 12 8 10 20 30 60 12 4 

17 12 25 60 120 90 16 18 12 26 30 30 8 2 

27 8 16 30 60 120 10 28 15 30 60 60 6 3 

 
Рис. 2.7. Задание К2. Определение скоростей точек тела при плоскопараллельном 

движении. Номера вариантов задания 5 – 8, 15 – 18, 25 – 28 
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Окончание вариантов  задания К2 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 

 

Найти: ,OK ,KD BC , ,1  

,, BA VV DK VV ,  

 

 

Найти: KDBA VVVV ,,, , 

,, 1CB ,, ABOB  KD  

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

r1, 
см 

, 
град 

β, 
град 

BC, 
см 

VC, 
см/с 

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

СВ, 
см 

ОВ, 
см 

КD, 
см 

, 
град 

VС, 
см/с 

9 20 12 45 60 60 8 10 10 20 30 60 30 4 

19 24 16 60 90 50 4 20 12 26 30 50 45 2 

29 16 10 30 120 40 6 30 15 30 60 60 60 3 

 

Рис. 2.8. Задание К2. Определение скоростей точек тела при плоскопараллельном 
движении. Номера вариантов задания 9 – 10, 19 – 20, 29 – 30 

 
Пример выполнения задания К2. Определение скоростей точек  

твёрдого тела при плоскопараллельном движении 
 
Задача 1. Плоский механизм (рис. 2.9) состоит из стержня ОС и подвиж-

ных дисков 2 и 3 радиусами r2 , r3 , 

шарнирно закрепленными на стержне, 

соответственно, в точках А и С.  Стер-

жень ОС вращается вокруг неподвиж-

ного центра О с угловой скоростью 

OC . Диск 2, увлекаемый стержнем 

ОС, катится без проскальзывания по 

неподвижной поверхности диска 1 ра-

диусом 1r . Диск 3, также увлекаемый стержнем ОС, катится без проскальзыва-

 

Рис. 2.9. Схема плоского механизма 
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ния по подвижному диску 2. В точке D, расположенной на краю диска 3, шар-

нирно прикреплен стержень 4, к которому в точке Е шарнирно прикреплен 

поршень Е, способный совершать только вертикальное перемещение. Для за-

данного положения механизма (см. рис. 2.9), когда стержень ОС горизонтален, 

стержень DE направлен по линии вертикального диаметра диска 3, найти ско-

рости точек A, C, D, Е, угловые скорости дисков 2, 3 и стержня 4, если: 

r1  = 6 см, r2  = 4 см,  r3  = 2 см, DE = 10 см, OC = 1 рад/с. 

Решение 

Определим скорость точки А, общей для стержня ОС и диска 2: 

 21 rrV OCA   = 10 см/с. Вектор скорости AV


 перпендикулярен стержню ОС 

и направлен в сторону его вращения 

(рис. 2.10).  

Диск 2 катится по неподвижной 

поверхности диска 1. Точка касания 

диска 2 с неподвижным диском 1  явля-

ется  мгновенным центром скоростей 

диска 2. На рис. 2.10 центр скоростей 

диска 2 обозначен точкой 2P . В этом 

случае скорость точки А может быть 

определена через угловую скорость диска 2  следующим образом: 

222 4 APVA . Так как  AV = 10 см/с, получим  2  = 2,5 рад/с. 

 Для того чтобы найти угловую скорость диска 3, необходимо определить 

положение его мгновенного центра скоростей. С этой целью вычислим скоро-

сти точек В и С. Скорость точки В может быть найдена через угловую скорость 

диска 2: 22 BPVB   = 20 см/с. Вектор скорости BV


 перпендикулярен отрезку 

2BP  и направлен в сторону мгновенного вращения диска 2 вокруг своего цен-

тра скоростей 2P .  

 

Рис. 2.10. Расчетная схема  
для определения скоростей точек  

механизма и угловых скоростей его 
звеньев 
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Скорость точки С определяется через угловую скорость стержня ОС:  

)2( 321 rrrV OCC   = 16 см/с. Вектор скорости CV


 перпендикулярен стерж-

ню ОС и направлен в сторону его вращения (см. рис. 2.10).  

Построение мгновенного центра скоростей 3P  диска 3 по известным ско-

ростям BV


 и CV


 показано на рис. 2.10. Его положение определяется из условия, 

что отношение скоростей двух точек тела, совершающего плоскопараллельное 

движение, равно отношению расстояний от этих точек до мгновенного центра 

скоростей:  
3

33

CP

CPr

V

V

C

B 
 . Разрешая пропорцию относительно неизвестной ве-

личины 3CP , получим: 3CP = 8 см. Скорость точки С выражается через угловую 

скорость диска 3 33 CPVC  . Отсюда величина угловой скорости диска 3: 

3
3 CP

VC = 2 рад/с.  Направление мгновенного вращения диска 3 вокруг своего 

центра скоростей определяется известными направлениями скоростей точек С 

и В, принадлежащих диску 3 (см. рис. 2.10). Скорость точки D 33 DPVD   = 

=2 2 82 2  = 16,5 см/с. Вектор скорости DV


 перпендикулярен отрезку 3DP  и 

направлен в сторону мгновенного вращения диска 3 вокруг центра 3P .  

Для определения скорости поршня Е воспользуемся теоремой о проекци-

ях скоростей точек  плоской фигуры, согласно которой проекции скоростей 

двух точек плоской фигуры на ось, проходящую через эти точки, равны между 

собой. Проведем ось через точки D и E.  По построению, угол    между векто-

ром DV


 и осью DE равен углу CDP3  (см. рис. 2.10). Тогда, 

3

3αcos
DP

CP
 = 97,0

82

8
22



, откуда .14  На основании теоремы о проек-

циях скоростей точек плоской фигуры имеем равенство: 0coscos ED VV  ,  от-

куда скорость точки Е: EV =16 см/с. 
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Мгновенный центр скоростей стержня 4 – точка 4P  – определяется как 

точка пересечения перпендикуляров к векторам скоростей DV


 и EV


, восстанов-

ленных, соответственно, из точек D и Е (см. рис. 2.10). Угловая скорость 

стержня 4, совершающего мгновенный поворот вокруг своего центра скоро-

стей, равна: 
4

4 EP

VE , где 4EP  – расстояние от точки Е до мгновенного центра 

скоростей звена 4,  ctg4 DEEP  = 40 см. В результате, 4 = 0,4 рад/с. 

Направление мгновенного вращения звена 4 вокруг своего центра скоростей 

определяется направлением скорости точки D. 

Задача 2. В плоском стержневом механизме (рис. 2.11) кривошипы ОА и 

ЕD вращаются вокруг неподвижных центров О и Е. В крайней точке D криво-

шипа ЕD к нему прикреплён шатун DB, вто-

рой конец которого в точке В прикреплён к 

кривошипу ОА. Шатун АС прикреплён в точ-

ке А к кривошипу АО, а другим своим концом 

– к ползуну С, способному совершать только 

вертикальное движение. Все соединения шар-

нирные. В заданном положении механизма 

кривошип ОА вертикален, шатун DB распо-

ложен горизонтально, кривошип ЕD наклонен под углом 60° к горизонтали, а 

шатун АС отклонён на угол 30° от вертикального положения кривошипа АО. 

Найти скорости всех отмеченных на схеме точек и угловые скорости всех зве-

ньев, если линейные размеры звеньев механизма АС = 6 см, АВ = 2 см, ВО = 8 

см,  DB = 10 см и скорость ползуна в данный момент CV  = 4 см/с. 

Решение 

Кривошипы ОА и ЕD совершают вращательные движения вокруг непо-

движных центров. Скорости AV


 и BV


 точек А и В перпендикулярны  кривоши-

 

Рис. 2.11. Стержневой механизм 
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пу ОА, а скорость DV


 точки D перпендикулярна кривошипу ЕD. Направления 

векторов скоростей точек показаны на 

рис. 2.12. 

Шатун АС совершает плоскопараллель-

ное движение. Его мгновенный центр скоро-

стей Р1 находится как точка пересечения пер-

пендикуляров к скоростям AV


 и CV


. Угловая 

скорость звена АС равна 

3

4

30sin1





AC

V

CP

V CC
AC  рад/с. Далее, по-

лагая, что точка А принадлежит шатуну  АС, 

найдем её скорость: 

APV ACA 1  = 30cos
3

4
AC = 34  см/с. 

Теперь, исходя из того, что точка А принадлежит как шатуну АС, так и 

кривошипу ОА, найдём его угловую скорость: 34,0
AO

VA
AO  рад/с. Ско-

рость точки В кривошипа 3,23 OBV AOB  см/с. 

Шатун DB совершает плоскопараллельное движение. Зная направления 

скоростей точек В и D, построим мгновенный центр скоростей 2P  звена DB как 

точку пересечения перпендикуляров к скоростям BV


 и DV


 (см. рис. 2.12). То-

гда, угловая скорость шатуна DB 
60tg

32,3

2 


DBBP

VB
DB = 0,32 рад/с. Скорость 

точки D 
sin30

,3202
DB

DPV DBD   = 6,4 см/с. Угловая скорость кривошипа 

DЕ  ,690
)0sin6(

4,6


/OBDE

VD
DE  рад/с. 

 

Рис. 2.12. Расчётная схема  
определения скоростей точек 

механизма и угловых скоростей 
его звеньев 
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2.6. Задание К3. Определение ускорений точек  твёрдого тела                    
при плоскопараллельном движении 

 

Для заданного положения плоского механизма определить ускорения то-

чек звеньев механизма и угловые ускорения звеньев. Варианты заданий и ис-

ходные данные приведены на рис. 2.13 – 2.15.  

Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 
 

 

Найти: ABKA aa ,,  

 

 

Найти: ACBC aa ,,  
Номер 
вари- 
анта 

задания

АB, 
см 

АK, 
см 

, 
град 

β, 
град 

R1, 
см 

VC, 
см/с 

аС, 
см/с2 

Номер 
вари- 
анта 

задания

R1, 
см 

OA, 
см 

АC, 
см 

, 
град 

β, 
град 

OA , 
рад/с 

OA , 

рад/с2 

1 16 10 60 120 10 12 6 2 5 10 12 30 60 2 4 
11 20 16 30 60 8 10 8 12 8 24 20 30 120 1 2 
21 18 10 60 180 6 8 4 22 6 12 15 60 90 2 3 

 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 

 

Найти: BCBC aa ,,  

 

 

Найти: DADA aa ,,  
Номер 
вари- 
анта 

задания

ВC,  
см 

АO,  
см 

, 
град 

β,  
град 

R1, 
см 

OA , 
рад/с 

OA , 

рад/с2 

Номер 
вари- 
анта 

задания

R1, 
см 

OA, 
см 

DC, 
см 

, 
град 

β, 
град 

VC, 
см/с 

аС,  
см/с2 

3 16 15 60 90 10 2 3 4 10 28 5,78 60 30 10 2 
13 18 12 90 60 8 3 2 14 8 24 4,62 30 90 8 3 
23 14 12 30 120 10 2 4 24 6 20 6 45 45 12 2 

 
Рис. 2.13. Задание К3. Определение ускорений точек тела при плоскопараллельном 

движении. Номера вариантов задания 1 – 4, 11 – 14, 21 – 24 
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Продолжение вариантов задания К3 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 
 
 

 
 

Найти: BDBD aa ,,  

 

 

Найти: BCDB aa ,,  
 

Номер 
вари- 
анта 

задания

OA, 
 см 

BD,  
см 

,  
град 

β,  
град 

R1,       
см 

OA ,

рад/с 
OA , 

рад/с2 

Номер 
вари- 
анта 

задания

R1, 
см 

AB, 
см 

, 
град 

, 
град 

β, 
град 

OA , 
рад/с 

OA , 

рад/с2 

5 16 10 60 30 10 4 3 6 6 18 60 30 30 2 3 
15 18 8 90 45 12 2 4 16 8 20 90 60 30 2 4 
25 14 12 30 60 8 3 2 26 5 16 120 30 60 3 4 

 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 
 

 

Найти: BCCE aa ,,  
 

 
 
 

 
 

Найти: BDBD aa ,,  

Номер 
вари- 
анта 

задания

ВС, 
см 

ВE, 
см 

, 
град 

R1,  
см 

R2, 
см 

OA , 
рад/с 

OA , 

рад/с2 

Номер 
вари- 
анта 

задания

R1, 
см 

BD, 
см 

AC, 
см 

, 
град 

β, 
град 

VC, 
см/с 

аС,  
см/с2 

7 22 10 60 2 10 2 3 8 4 5 12 60 60 12 5 
17 28 15 30 3 6 3 4 18 6 10 16 45 90 10 8 
27 20 8 45 4 8 2 2 28 8 8 16 30 120 8 6 

 
Рис. 2.14. Задание К3. Определение ускорений точек тела при плоскопараллельном 

движении. Номера вариантов задания 5 – 8, 15 – 18, 25 – 28 
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Окончание вариантов задания К3 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 

 

Найти: ABBC aa ,,  

 
 

 
 

Найти: CBBA aa ,,  
 

Номер 
вари- 
анта 

задания

OA,      
см 

DC,  
см 

,  
град 

β,  
град 

R1,       
см 

OA , 
рад/

с 

OA , 

рад/с2 

Номер  
вари- 
анта 

задания 

R1, 
см 

BC, 
см 

, 
град 

, 
град 

β, 
град 

VC, 
см/с 

аС,  
см/с2 

9 18 10 30 120 4 2 3 10 6 14 60 30 120 15 3 
19 20 12 60 60 6 3 4 20 5 18 45 60 90 10 5 
29 18 8 60 90 4 2 3 30 4 16 30 45 60 12 4 

 
Рис. 2.15. Задание К3. Определение ускорений точек тела при плоскопараллельном 

движении. Номера вариантов задания 9 – 10, 19 – 20, 29 – 30 
 

Примеры решения задания К3. Определение ускорений точек тела 
при плоскопараллельном движении 

 
Задача 1. Ступенчатый барабан 1 с радиусами ступенек R = 0,5 м и 

r = 0,3 м катится окружностью малой ступень-

ки по горизонтальной поверхности без сколь-

жения (рис. 2.16). Барабан приводится в дви-

жение шатуном АС, один конец которого со-

единён с центром барабана в точке А, а другой 

– с ползуном С, перемещающимся вертикаль-

но. В положении механизма, когда шатун АС 

отклонён от вертикали на угол 60°, найти ускорение точки В барабана, лежа-

щей на его горизонтальном диаметре, если заданы скорость и ускорение ползу-

на С: CV  = 9м/с, Ca  = 4 м/с2. 

 

Рис. 2.16. Схема движения 
плоского механизма 



 

 49

Решение 

Найдём угловые скорости AC , 1  шатуна АС  и барабана 1. Шатун со-

вершает плоское движение. Его мгновенный центр скоростей Р2 находится на 

пересечении перпендикуляров к скоростям  AV


 и CV


 (рис. 2.17). По условию, 

скорость точки С направлена вертикально вниз. Точка А принадлежит как ша-

туну АС, так и барабану 1. При каче-

нии барабана по горизонтальной по-

верхности скорость его центра – точки 

А параллельна поверхности качения 

барабана. 

 Угловая скорость шатуна 

2CP

VC
AC   = 

60tg

9

R
 = 36  рад/с. 

Скорость точки А шатуна 

2APV ACA   = 33  м/с. Угловая скорость барабана 1 
1

1 AP

VA = 310  рад/с. 

При расчёте угловой скорости барабана учтено, что качение барабана по непо-

движной поверхности  представляет собой плоское движение, при котором 

мгновенный центр скоростей находится в точке касания с поверхностью (в 

точке Р1 на рис. 2.17). 

Выразим ускорение Aa


 точки А через полюс С на основании векторного 

равенства: n
ACACCA aaaa


  , где Ca


 – ускорение точки С, выбранной в ка-

честве полюса; 
ACa


, n

ACa


 – касательная и нормальная составляющие ускорения 

точки А при вращении шатуна АС вокруг полюса С. Вектор  нормального уско-

рения n
ACa


 направлен вдоль шатуна АС от точки А к полюсу С и равен по вели-

чине ACa AC
n
AC  2  = R2)36( 2   = 108 м/с2. Вектор касательного ускорения 

 

Рис. 2.17. Расчётная схема определения 
скоростей и ускорений точек  

механизма 
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ACa


, модуль которого вычисляется по формуле ACa ACAC  , направлен    

перпендикулярно отрезку АС.  

На данном этапе величина вектора касательного ускорения не может 

быть вычислена, поскольку угловое ускорение шатуна АС AC  неизвестно. На 

рис. 2.17 направление вектора касательного ускорения 
ACa


 выбрано из пред-

положения, что вращение шатуна ускоренное и направление углового ускоре-

ния совпадает с направлением его угловой скорости.  

Направление вектора Aa


 ускорения  точки А определяется из того, что 

центр барабана движется по прямой, параллельной горизонтальной поверхно-

сти качения. На рис. 2.17 направление вектора ускорения Aa


 выбрано из пред-

положения, что качение барабана ускоренное.  

Выберем ось х вдоль линии АС 

(рис. 2.18) и спроектируем векторное ра-

венство n
ACACCA aaaa


   на эту ось. 

При таком выборе оси проекция неизвест-

ного ускорения 
ACa


 обращается в нуль.  

Получим n
ACCA aaa   60cos30cos . От-

сюда найдём ускорение центра барабана 

 n
ACCA aaa  


60cos

30cos

1
 = – 122,4 м/с2. Отрицательное значение ускорения 

точки А означает, что на рис. 2.17, 2.18 вектор ускорения Aa


 должен иметь 

противоположное направление. Таким образом, вектор ускорения Aa


 направ-

лен в сторону, противоположную вектору скорости AV


, и движение барабана 

замедленное. 

Для того чтобы найти ускорение точки В, выразим его  через полюс А  на 

основании векторного равенства n
BABAAB aaaa


  , где Aa


 – ускорение     

 

Рис. 2.18. Схема для определения 
ускорения центра барабана 
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точки А, выбранной в качестве полюса; 
BAa


, n

BAa


 – касательная и нормальная 

составляющие ускорения точки В при вращении барабана  вокруг полюса А.  

Модуль вектора нормального ускорения n
BAa


 равен по величине 

BAan
BA  2

1  = R2)3(10  = 150 м/с2. Вектор направлен вдоль радиуса бара-

бана от точки В к полюсу А (см. рис. 2.17).  

Модуль вектора касательного ускорения 
BAa


 вычисляется по формуле 

BAaBA 
1 , где 1  – угловое ускорение барабана. Значение углового ускоре-

ния катящегося барабана (в отличие от углового ускорения AC  шатуна АС) 

может быть найдено. Расчёт основан на том, что при движении барабана рас-

стояние АР1 от точки А до центра скоростей барабана Р1 остаётся постоянным, 

равным r. Тогда выражение 11 APVA   = r1  для расчёта скорости точки А  

можно продифференцировать. Получим r
dt

d

dt

dVA 


 1 . Так как точка А движет-

ся по прямой, производная от скорости точки равна её полному ускорению, а 

производная  от угловой скорости барабана равна его угловому ускорению. То-

гда имеем: raA  1 , откуда находим угловое ускорение 
r

aA1  = 40,8 рад/с2, 

а затем и модуль вектора касательного ускорения BAaBA 
1 = 20,4 м/с2.  

Заметим, что для вычисления углового ускорения AC  шатуна АС подоб-

ные рассуждения неприменимы. Формулу 2APV ACA   невозможно продиф-

ференцировать, так как при движении механизма расстояние АР2 от точки А до 

центра скоростей Р2 шатуна АС является неизвестной функцией времени. 

Выберем систему координат хВу как показано на рис. 2.17, и спроециру-

ем на эти оси векторное равенство n
BABAAB aaaa


  . Полагая, что движение 

барабана ускоренное (т. е. вектора ускорений Aa


 и 

BAa


 направлены, как показа-

но на рис. 2.17), получим значения составляющих ускорения точки В: 
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n
BAABx aaa  ,  BABy aa . Подставляя значения ускорений, найдём 

4,20Bya  м/с2, 1504,122 Bxa  = 27,6 м/с2. Вектор полного ускорения точ-

ки В направлен по диагонали прямоугольника, построенного на векторах Bxa


, 

Bya


. Величина ускорения точки В: 22
ByBxB aaa  = 34,32 м/с2. 

Задача 2. В плоском механизме (рис. 2.19) кривошип ОА вращается во-

круг оси О с угловой скоростью OA  и угловым ускорением OA .  Диск 2, шар-

нирно присоединённый к кривошипу в 

точке А, катится без проскальзывания 

по неподвижному диску 1. Радиусы 

дисков 1R  и 2R . На краю диска 2 в точ-

ке В шарнирно прикреплен стержень 

ВС, соединенный с центром С диска 3. 

Радиус диска 3 равен радиусу диска 2: 

3R  = 2R . Диск 3 катится без скольжения по горизонтальной поверхности, по 

прямой. Для положения механизма, изображенного на рис. 2.19, определить 

ускорение точки D и угловое ускорение стержня ВС, если OA = 4 рад/с,    OA = 

2 рад/с2, 1R = 4 см, 2R  = 8 см. Длина стержня ВС = 20 см. 

Решение 

Определение угловых скоростей звеньев механизма.  

Рассмотрим  вращательное  движение  кривошипа  ОА.  Скорость точ-

ки А: OAV OAA  = 48 см/с. Вектор скорости AV


 направлен перпендикулярно 

кривошипу ОА в сторону движения кривошипа (рис. 2.20).  

При движении диска 2 точка 2P  соприкосновения  второго диска с непо-

движным первым является мгновенным центром скоростей диска 2. Угловая 

скорость диска 2: 
2

2 AP

VA  = 
8

48
 = 6 рад/с.  

Cкорость точки В диска 2: 22BPVB  = 6·16 = 96 см/с. 

 

Рис. 2.19. Схема движения плоского  
механизма 



 

 53

Для определения угловой скорости стержня ВС заметим, что  скорости 

двух точек стержня BV


 и CV


 параллель-

ны,  но точки В и С не лежат на общем 

перпендикуляре к скоростям. В этом 

случае мгновенный центр скоростей 

стержня ВС отсутствует (бесконечно 

удалён), угловая скорость стержня равна 

нулю: BC  = 0, а  стержень  совершает 

мгновенное поступательное движение. В 

результате имеем:  CV  = BV = 96 см/с.  

При качении диска 3 по неподвижной поверхности без проскальзывания 

точка 3P  касания его с поверхностью является мгновенным центром скоростей. 

Тогда угловая скорость диска 3: 
3

3 CP

VC = 12 рад/с. Скорость точки D диска 3: 

33 DPVD  . Величину 3DP  находим из треугольника DCP3 . В результате 

30cos2 33 RDP  = 13,8 см и DV  = 165,6 см/с.  Вектор скорости DV


 направлен в 

сторону движения диска 3 перпендикулярно линии 3DP  и  (см. рис. 2.20). 

Определение ускорений точек механизма.  

Представим ускорение Ca


 точки С векторной суммой 

 CB
n
CBBC aaaa


,  где Ba


 – ускорение точки В, выбранной в качестве полю-

са; n
CBa


, 

CBa


 – нормальная  и касательная  составляющие ускорения точки С 

при вращении стержня ВС вокруг полюса В, CBa CB
n
CB  2 , CBa CBCB  . 

 Нормальная составляющая ускорения точки С n
CBa  = 0, так как стержень 

СВ совершает мгновенное поступательное движение и BC = 0.  

 

Рис. 2.20. Расчетная схема  
для определения угловых скоростей  

звеньев механизма 
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Направление касательной составляющей 
CBa


 неизвестно, так как неиз-

вестно направление углового ускорения стержня CB . Для определённости  

выберем направление углового ускорения стержня ВС в сторону против хода 

часовой стрелки.  На  рис. 2.21  это направление показано дуговой стрелкой 

CB .  

В соответствии с выбран-

ным направлением углового 

ускорения вектор 
CBa


 строится 

перпендикулярно линии стержня 

ВС в сторону углового ускорения 

CB  (см. рис. 2.21). 

Выразим ускорение точки В через 

полюс А:  BA
n
BAAB aaaa


, где 

Aa


 – ускорение полюса А; n
BAa


, 

BAa


 – нормальная  и касательная  составляю-

щие ускорения точки В при вращении диска 2  вокруг полюса А. Величина 

нормальной составляющей ускорения точки В BAan
BA  2

2  = 288 см/с2. Вектор 

n
BAa


 направлен вдоль радиуса ВА от точки В к полюсу А (см. рис. 2.21). Каса-

тельное ускорение точки В при вращении диска 2  вокруг полюса А вычисляет-

ся по формуле BAaBA 
2 . Для определения углового ускорения 2  диска 2 

заметим, что во время движения диска 2 расстояние АР2 остается постоянным, 

равным R2. Дифференцируя равенство 22 APVA  = 22R , получим: 

2
2 R

dt

d

dt

dVA 
 , или  22RaA  , откуда  

2
2 R

aA


 .  

Для того чтобы найти величину 
Aa , рассмотрим  вращательное  движе-

ние  кривошипа ОА вокруг неподвижной оси О. Ускорение точки А представ-

ляется в виде векторного равенства  A
n
AA aaa


, где n

Aa


 и 
Aa


 – известные 

 

Рис. 2.21. Расчетная схема  
для определения ускорений точек меха-
низма и угловых ускорений его звеньев 
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нормальная и касательная составляющие  ускорения  точки А кривошипа ОА: 

OAa OA
n
A  2  = 192 см/с2, OAa OAA   = 24 см/с2. Направления векторов нор-

мального ускорения n
Aa


 и касательного ускорения 

Aa


 показаны на рис. 2.21. 

Теперь найдём величину углового ускорения диска 2 и модуль касатель-

ного ускорения 
BAa  точки В при вращении диска 2 вокруг полюса А: 

2
2 R

aA


 = 

= 3 рад/с2,  BAaBA 
2  = 24 см/с2. 

Для определения ускорения точ-

ки С имеем векторное равенство 

 A
n
AC aaa


+  BA

n
BA aa


+ 

CBa


. Выберем 

оси Сx, Сy, как показано на рис. 2.22, – 

вдоль отрезка ВС и перпендикулярно 

ему и спроецируем на них имеющееся 

векторное равенство. Получим: 

cosCa = sinn
Aa +  cosAa + sinn

BAa +  cosBAa ; 

sinCa = cosn
Aa +  sinAa + cosn

BAa +  sinBAa + 
CBa , 

где   – угол между стержнем ВС и линией центров АС; 
BC

AB
sin  = 0,4; 

92,0cos  . Решая систему, найдём: Ca = 256,7 см/с2,  
CBa  = – 358,12 см/с2. 

Модуль углового ускорения стержня ВС: 
BC

aCB
CB



  = 17,9 рад/с2.  

Знак «минус» величины 
CBa  означает, что вектор касательного ускоре-

ния 
CBa


 на рис. 2.21 – 2.22  следует направить в противоположную сторону. 

Направление углового ускорения стержня ВС, показанное на рис. 2.21 дуговой 

стрелкой CB , также следует заменить на противоположное.   

 

Рис. 2.22. Расчетная схема для вычисления  
ускорения точки С 
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Выразим ускорение точки D через полюс С:  DC
n
DCCD aaaa


, где 

Ca


 – известное ускорение точки С; n
DCa


, 

DCa


 – нормальное и касательное со-

ставляющие ускорения точки D при вращении диска 3 вокруг полюса С. Вели-

чина нормального ускорения точки D: n
DCa = DC2

3  = 1152 см/с2. Вектор 

ускорения  n
DCa


 направлен по радиусу от точки D к полюсу С (рис. 2.23).  

Для расчёта касательной составляющей 


DCa  ускорения точки D найдём угловое ускоре-

ние диска 3. Продифференцируем по времени ра-

венство 33 CPVC   = 33R . Получим: 

3
3 R

dt

d

dt

dVC 
 , или 33RaC  . Угловое ускорение 

диска 3: 
3

3 R

aC  = 32,09 рад/с2. Тогда величина 

касательной составляющей ускорения точки D: DCaDC 
3 = 256,7 см/с2. 

Направление вектора 
DCa


 соответствует ускоренному движению диска 3.  

Проведём оси Dx  и Dy ,  как показано на рис. 2.23, и спроецируем  век-

торное равенство ускорения точки D на оси: 

     60cos30cos  DC
n
DCCDx aaaa ,   30cos60cos  DC

n
DCDy aaa . 

Решая систему, находим значения проекций модуля ускорения 

Dxa = 612,5 см/с2, Dya = 798,3 см/с2. Величина ускорения точки D: 

22
DyDxD aaa  = 1006,2 см/с2. 

 

Рис.2.23. Расчетная схема  
для определения  ускоре-

ния точки D 
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3. СЛОЖНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ  
 

3.1. Основные понятия сложного движения точки 
 
В неподвижной системе координат рассматривается подвижное твердое 

тело и точка, перемещающаяся относительно тела.  

Траектория точки в её движении относительно тела называется относи-

тельной траекторией. Скорость точки в этом движении называют относи-

тельной скоростью, ускорение – относительным ускорением.  

Траектория точки, перемещающейся вместе с телом, называется пере-

носной траекторией точки, скорость точки при таком её движении – перенос-

ной скоростью, а ускорение – переносным ускорением.  

Суммарное движение точки вместе с телом и относительно тела называ-

ется сложным движением. Траектория точки относительно неподвижной си-

стемы координат называется абсолютной траекторией точки, скорость и 

ускорение – абсолютной скоростью и абсолютным ускорением. 

При вычислении абсолютной скорости используется теорема о сложении 

скоростей: при сложном движении абсолютная скорость точки равна гео-

метрической сумме относительной и переносной скоростей:  re VVV


 , где 

V


, eV


, rV


– вектора абсолютной, переносной и относительной скоростей точки.  

В случае, когда относительное движение точки задается естественным 

способом в виде закона изменения пути )(tSS  , величина относительной ско-

рости точки равна модулю производной: rr SV  . Если переносное движение 

точки есть вращение тела вокруг неподвижной оси, скорость точки в перенос-

ном движении будет: eee hV  , где e  – величина угловой скорости вращения 

тела; eh  – кратчайшее расстояние от места положения точки на теле до оси 

вращения тела. 
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При вычислении абсолютного ускорения используется теорема Кориоли-

са о сложении ускорений: при сложном движении абсолютное ускорение 

точки равно геометрической сумме трех ускорений – относительного,  пе-

реносного и ускорения Кориолиса 

кaaaa re


 , где a


 – вектор абсо-

лютного ускорения точки; re aa


,  – 

вектора соответственно переносного 

и относительного ускорений точки; 

кa


 – вектор ускорения Кориолиса. 

(Иногда его называют поворотным 

ускорением.)  

Вектор ускорения Кориолиса определяется векторным произведением 

)(2к re Va


 , где e


 – вектор угловой скорости переносного движения; rV


 – 

вектор относительной скорости точки. Модуль ускорения Кориолиса: 

 sin2к re Va


, где   – угол между вектором угловой скорости переносно-

го движения и вектором относительной скорости точки (см. рис. 3.1). Направ-

ление вектора ускорения Кориолиса может быть получено по правилу построе-

ния вектора векторного произведения.  

На рис. 3.1 показана последовательность выбора направления вектора 

ускорения Кориолиса по правилу Н. Е. Жуковского. Правило состоит в следу-

ющем: пусть имеется точка, движущаяся с относительной скоростью rV


. По-

строим плоскость П, перпендикулярную вектору переносной угловой скорости 

e


, и спроецируем  вектор rV


 на эту плоскость. Проекцию обозначим 
rV


 (см. 

рис. 3.1). Чтобы получить направление ускорения Кориолиса, следует вектор 

проекции относительной скорости 
rV


 повернуть на 90° в плоскости П вокруг 

оси переносного вращения в направлении этого вращения.   

 

Рис. 3.1. Определение направления 
ускорения Кориолиса по правилу  

Жуковского 
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Если сложное движение точки происходит в плоскости, перпендикуляр-

ной оси переносного вращения, направление ускорения Кориолиса можно по-

лучить простым поворотом вектора относительной скорости на угол 90° вокруг 

оси переносного вращения в направлении этого вращения.  

Относительное ускорение ra


 представляется как сумма векторов относи-

тельного касательного  
ra


 и относительного нормального n

ra


 ускорений: 

n
rrr aaa


 τ . Переносное ускорение точки ea


 тела имеет своими составляю-

щими переносное касательное 
ea


 и переносное нормальное n

ea


 ускорения так, 

что n
eee aaa


  .  

Таким образом, абсолютное ускорение точки в сложном движении мож-

но представить в виде векторного равенства  

кaaaaaa n
ee

n
rr


  . 

Модули относительного касательного и относительного нормального  

ускорений  при естественном способе задания относительного движения точки 

равны:  rr Va  ,    



2

rn
r

V
a ,  где   – радиус кривизны относительной траекто-

рии. При движении точки по окружности радиус кривизны равен радиусу 

окружности, при движении по прямой – бесконечности, и в этом случае 0n
ra . 

При вращательном переносном движении точки значения переносного 

касательного и нормального ускорений вычисляются по формулам: eee ha  , 

ee
n
e ha 2 , где e  – угловое ускорение вращательного переносного движения, 

ee   ; eh  – расстояние от точки до оси вращения тела; e  – величина угло-

вой скорости вращения тела.  

Вектора ускорений строятся по общим правилам построения векторов 

нормального и касательного ускорений.  
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При поступательном переносном движении ускорение Кориолиса и пе-

реносное нормальное ускорение равны нулю: кa = 0, 0n
ea . Абсолютное уско-

рение точки при поступательном переносном движении можно представить в 

виде векторного равенства   e
n
rr aaaa


.  

 

3.2. Задание К4. Определение скорости и ускорения точки                          
при сложном движении  

 
Задание включает две задачи с вращательным и поступательным видами 

переносного движения точки. 

Задача 1. Вращение тела относительно неподвижной оси задается зако-

ном изменения угла поворота: )(tee   или законом изменения его угловой 

скорости: )(tee   . Движение точки относительно тела отсчитывается от её 

начального положения в точке С и задается законом изменения длины дуги 

окружности или отрезка прямой линии: )(tSSCM rr  .  

Определить абсолютные скорость и ускорение точки в заданный момент 

времени 1t .  

Задача 2. Поступательное движение тела, несущего точку, задается зако-

ном изменения координаты )(txx ee  . Движение точки относительно тела от-

считывается от её начального положения в точке С и задается законом измене-

ния длины дуги окружности или отрезка прямой линии: )(tyyCM rr  .  

Определить абсолютные скорость и ускорение точки в момент времени 

2t , который либо задаётся в исходных данных задачи, либо на схемеописаны  

условия, из которых он находится. 

Номера вариантов заданий даны на рис. 3.2 – 3.5.  

Варианты исходных данных приведены в табл. 3.1.  
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Варианты № 1, 11, 21 

Задача 1 
 

 
 
 

Задача 2 

 

В момент 2tt   точка М прошла половину 

пути СВ 
 

 

Варианты № 2, 12, 22 

Задача 1 

 

Задача 2 
 

 

В момент 2tt   точка М прошла  

2/3 пути СВ 
 

 

Варианты № 3, 13, 23 

Задача 1 
 

 
 
 

Задача 2 

 
 

 
Рис. 3.2. Задание К4. Сложное движение точки.  
Номера вариантов задания 1 – 3, 11 – 13, 21 – 23 
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Продолжение вариантов задания К4 

Варианты № 4, 14, 24 

Задача 1 

 
 

Задача 2 
 

 
 

 

Варианты № 5, 15, 25 

Задача 1 
 

 

Задача 2 

 

В момент 2tt   точка М прошла путь СВ 
 

 

Варианты № 6, 16, 26 

Задача 1 
 

 
 
 

Задача 2 

 
 

 
Рис. 3.3. Задание К4. Сложное движение точки.  
Номера вариантов задания 4 – 6, 14 – 16, 24 – 26 
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Продолжение вариантов задания К4 

Варианты № 7, 17, 27 

Задача 1 
 

 

Задача 2 
 

 
 

 

Варианты № 8, 18, 28 

Задача 1 
 

 

Задача 2 

 

В момент 2tt   точка М прошла  
половину пути СВ = R 

 

 

Варианты № 9, 19, 29 

Задача 1 

 

Задача 2 
 

 

 
Рис. 3.4. Задание К4. Сложное движение точки.  
Номера вариантов задания 7 – 9, 17 – 19, 27 – 29 
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Окончание вариантов задания К4 

Варианты № 10, 20, 30 

Задача 1 
 
 

 

Задача 2 

 

В момент 2tt   точка М прошла  
половину пути СВ = R 

 
Рис. 3.5. Задание К4. Сложное движение точки.  

Номера вариантов задания 10, 20, 30 
 

Таблица 3.1 

Исходные данные для заданий по сложному движению точки 
 

Номер  
варианта  
задания 

Номер  
задачи 

R , 
см 

 , 
град 

)(tSMC r


, см 

)(tyMC r


, см 

)(te , рад; )(te , рад/с 

)(txe , см 

t1, c 
t2, c 

 
1 

1 3 – )6sin(2 tSr   
e = 24t  1 

2 4 30 24tyr   )6cos(2 txe   – 

 
2 

1 2 – 
rS = )6(sin4 2 t  e = )3cos(6 t  1 

2 3 60 
ry = tt 2  )cos(1 txe   – 

 
3 

1 4 30 rS =  )2sin(32 tt   e = 24 tt   1 

2 6 – ry =  tt  sin2  ex = 25 tt   1 

 
4 

1 4 60 
rS = )(2 3 tt   e = )6cos(6 t  1 

2 3 – ry =  )2cos(2 tt   ex = tt 43   1 

 
5 

1 6 – 
rS = )6(sin4 2 t  e = )3cos(6 t  1 

2 2 30 
ry = tt 22   ex = tt 42   – 

 
6 

1 6 60 rS = )6π0sin(1 tt   
e = tt 52 2   1 

2 3 – ry = )6sin(4 t  ex = )4cos(1 t  1 

 
7 

1 8 30 rS = )3(2 3 tt   e = )6cos(6 t  1 

2 4 30 ry = 22 t  ex = tt 53   1 
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Продолжение табл. 3.1 
Номер  

варианта  
задания 

Номер  
задачи 

R , 
см 

 , 
град 

)(tSMC r


, см 

)(tyMC r


, см 

)(te , рад; )(te , рад/с 

)(txe , см 

t1, c 
t2, c 

 
8 

1 8 – rS =  tt  sin2 2  e = tt 52   2 

2 6 30 ry = )1( tt  ex = tcos  – 

 
9 

1 8 30 rS = 22t  e = )8cos( t  2 

2 3 – ry = )4(sin4 2 t  ex = 2)23( t  1 

 
10 

1 6 – rS = )sin2( 3 tt   e = 325 tt   1 

2 4 30 ry = tt 22   ex = t cos1  – 

 
11 

1 6 – rS = 12)sin(8 t  e = )4cos(2 t  2 

2 6 60 ry = tsin4  
ex = tt 22   – 

 
12 

1 18 – 
rS = )2(2 2 tt   )(te = 23 tt   2 

2 6 30 ry = tt 22  )cos(1 txe    – 

 
13 

1 10 60 
rS = tt 3  e = )6cos(6 t  2 

2 6 – ry = )3cos(6 t  ex = )1( tt  1 
 

14 
1 4 30 rS = 12)sin(38 t  e = 2)23( t  2 

2 3 – ry  = 6)sin(2 t  
ex = tt 52 2   1 

 
15 

1 8 – 
rS = )4(sin4 2 t    e = )4cos(2 t  1 

2 5 60 ry  = 25 tt   ex = )6cos( t  – 

 
16 

1 12 90 
rS =  2)πsin(3 tt   e = 232 tt   1 

2 15 – ry  = )4( 2tt   ex =  )3sin(6 t  1 

 
17 

1 6 45 
rS =  tt  sin223 2  )(te = 64 2 t  1 

2 6 60 ry  = 12)sin(8 t  
ex =  )8sin(2 t  2 

 
18 

1 8 – rS = )8sin(24 t  e = 2418 tt   2 

2 8 60 ry  = 223 tt   ex =  tsin  – 

 
19 

1 8 60 
rS =  )2sin(32 tt   e = 25 tt   1 

2 9 – ry  = )3cos(6 t  ex = )6cos( t  1 
 

20 
1 4 – rS = )6sin(4 t  e = 53 t  1 

2 6 60 ry  = 223 tt   ex =  tsin  – 

 
21 

1 3 – rS = )8sin(24 t  e = 146 t  2 

2 8 45 ry  = )3( 2 tt   ex = tt  sin2  – 
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Окончание табл. 3.1 
Номер  

варианта  
задания 

Номер  
задачи 

R , 
см 

 , 
град 

)(tSMC r


, см 

)(tyMC r


, см 

)(te , рад; )(te , рад/с 

)(txe , см 

t1, c 
t2, c 

 
22 

1 4 – 
rS = )2(2 2 tt   e  = )6cos(6 t  1 

2 9 60 ry  = tsin8  
ex = 25 tt   – 

 
23 

1 6 45 rS = )82sin(1 t  
e = )4cos(2 tt   2 

2 6 – ry  =  )6sin(6 tt   
ex = 25 tt   1 

 
24 

1 6 45 rS = )82sin(1 t  e = )4cos(4 tt   2 

2 6 – ry = )2( 2 tt   ex = )6cos(6 t  1 

 
25 

1 6 – 
rS = 22 t  e = )3sin(3 t  1 

2 4 45 ry = )3(2 ttt   
ex = )3(2 3 tt   – 

 
26 

1 6 120 
rS = tt 2  e = )12cos(12 t  2 

2 9 – ry = )3sin(3 t  ex = )3(2 2 tt   1 

 
27 

1 10 60 rS = )(3 2 tt   e = )6cos(6 t  2 

2 9 30 ry  = 3)sin(3 t  ex = )4cos(4 tt   1 

 
28 

1 2 – rS = )6sin(6 t  e = )2cos(2 tt   1 
2 6  ry  = 232 tt   ex =  tt  sin  – 

 
29 

1 8 30 
rS = )2( 2 tt   e = 12)sin(6 t  2 

2 3 – ry = )3sin(32 t  ex = 25 tt   1 

 
30 

1 2 – )2( 2 tt   )(te = )6cos(6 t  1 

2 3 60 ry  = 2tt   ex =  tt  sin  – 

 

Пример выполнения задания К4. Сложное движение точки 
 

Задача 1. Фигура, состоящая из половины диска и равнобедренного тре-

угольника (рис. 3.6), вращается вокруг оси, 

перпендикулярной плоскости фигуры и 

проходящей через вершину А треугольника. 

Вращательное движение задается законом 

изменения угла поворота фигуры 

225 tte   рад.  

 

Рис. 3.6. Схема  
сложного движения точки 
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Положительное направление вращения отмечено на схеме дуговой 

стрелкой e . По ободу диска от точки В движется точка М.  Движение точки 

относительно диска задается законом изменения длины дуги окружности: 

29 tSBM r 


 см. Положительное направление движения точки М на рис. 3.6 

показано дуговой стрелкой rS . Радиус диска R  = 9 см.   

Найти абсолютную скорость и абсолютное ускорение точки М в момент 

времени 1t  = 1 с. 

Решение 

Вращение фигуры будет для точки М переносным движением. Относи-

тельное движение точки М – её движение по окружности обода диска. 

Для определения положения точки М 

на ободе диска вычислим расстояние, которое 

она прошла на заданный момент времени. 

Длина дуги окружности, пройденной точкой 

за 1 с: 9(1) rS  см. Положение точки М 

определяется центральным углом 

R

Sr (1)
  = 




9

9
. Положение точки в мо-

мент времени 1t  = 1 с отмечено на  рис. 3.7 

точкой  М1.  

Для определения скорости переносного движения точки вычисляем 

значение производной: te 45 . Угловая скорость вращения фигуры: 

ee   . При 1t  = 1 с 1(1) e  рад/с. Положительная величина производной 

(1)e  показывает, что вращение фигуры в данный момент происходит в поло-

жительном направлении, что отмечено дуговой стрелкой e  на рис. 3.7.  

В момент времени 1t  = 1 с точка М находится в положении М1. Скорость 

eV  переносного движения точки в момент времени 1t  = 1 с  eee hV (1)(1)  , где 

 
Рис. 3.7.  Расчетная схема  

для вычисления абсолютной 
 скорости точки при сложном 

движении  
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расстояние от точки М1 до оси вращения фигуры 1AMhe  =
cos30

R
= 36  см. 

Тогда (1)eV = 36  см/с.  

Вектор скорости переносного движения точки eV


 перпендикулярен ли-

нии АМ1 и направлен в сторону вращения фигуры (см. рис. 3.7).  

Относительное движение точки задано естественным способом, как за-

кон изменения длины дуги ВМ. В этом случае скорость относительного дви-

жения точки tSV rr π18  . При 1t  = 1 с (1)(1) rr SV   = 18  = 56,5 см/с. По-

ложительное значение производной (1)rS  указывает, что относительное дви-

жение точки в положении М1 происходит в положительном направлении, ука-

занном на рис. 3.7 дуговой стрелкой rS . Вектор rV


 относительной скорости 

точки  в положении М1 направлен по касательной к траектории относительного 

движения в сторону положительного направления движения (см. рис. 3.7). 

Абсолютную скорость точки находим по теореме сложения скоростей 

re VVV


 . Направление вектора абсолютной скорости, полученное по прави-

лу сложения векторов, показано на рис. 3.5. Для определения величины абсо-

лютной скорости выбираем прямоугольные оси координат М1xy (см. рис. 3.7) и 

проецируем обе части векторного равенства теоремы сложения скоростей на 

эти оси. Получим:  

cos60ex VV  = 33  = 5,2 см/с; 

rey VVV  cos30 = 5,56
2

3
36  = 29,5 см/с. 

Модуль абсолютной скорости: 2222 5,292,5  yx VVV = 29,95 см/с. 

Абсолютное ускорение точки определяем по теореме Кориолиса, кото-

рая при вращательном переносном движении имеет вид: 

кaaaaaa n
ee

n
rr


  . 
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Относительное касательное ускорение 
ra  вычисляется по формуле: 

rr Sa  . По условию задачи вторая производная 18rS  = 56,5 см/с2 – посто-

янная величина. Так как значение второй производной rS  положительно, век-

тор ускорения 
ra


 направлен по касательной к траектории относительного дви-

жения в точке М1 в сторону положительного направления относительного дви-

жения, отмеченного дуговой стрелкой rS .  

Относительное нормальное уско-

рение  точки  вычисляется по формуле 

R

V
a rn

r

2

  и в момент 1t  = 1 с равно:  

R

V
a rn

r
(1)

(1)
2

  =
9

)18( 2
= 355,3 см/с2. Вектор 

ускорения n
ra


 направлен по радиусу диска 

к центру С (см. рис. 3.8).  

Переносное касательное ускорение вычисляется по формуле: eee ha   , 

где угловое ускорение ee   . Вычислим производную 4e  рад/с2. Угло-

вое ускорение ee    = 4 рад/с2  постоянно и не зависит от времени.  

Отрицательное значение производной e < 0 при условии, что расчетная 

величина угловой скорости положительна: e > 0, означает, что вращательное 

движение замедленное и переносное угловое ускорение e  направлено в сто-

рону, противоположную направлению вращения.  

Вектор 
ea


 переносного касательного ускорения  точки в её положении 

М1 перпендикулярен линии  АМ1  и направлен противоположно вектору пере-

носной скорости eV


 (см. рис. 3.8). Модуль переносного касательного ускоре-

ния: 
ea = eee ha   = 324  = 41,6 см/с2.  

Рис. 3.8. Расчетная схема 
для определения абсолютного  

ускорения точки 
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Переносное нормальное ускорение n
ea  рассчитывается по формуле: 

ee
n
e ha 2  и в момент времени 1t  = 1 с ee

n
e ha (1)(1) 2  = 36  = 10,4 см/с2. Век-

тор переносного нормального ускорения n
ea


 направлен по линии АМ1 к оси 

вращения (см. рис. 3.8).  

По условию задачи вектор скорости относительного движения точки rV


 

лежит в плоскости, перпендикулярной оси переносного вращения, то есть пер-

пендикулярен вектору угловой скорости переносного движения e


. Тогда мо-

дуль ускорения Кориолиса при 1t  = 1 с  reVa 2к  = 1812   = 113,1 см/с2. 

Так как вектор относительной скорости точки erV 


, то по правилу 

Жуковского для определения направления ускорения Кориолиса достаточно 

повернуть вектор относительной скорости точки rV


 на 90° в сторону перенос-

ного движения вокруг оси, параллельной оси вращения и проходящей через 

точку М1 (см. рис. 3.8). Для определения абсолютного ускорения спроецируем 

на прямоугольные оси xМ1y (см. рис. 3.8) векторное равенство 

кaaaaaa n
ee

n
rr


  . Получим: 

r
n
eey aaaa   0cos60cos3 = 97,9 см/с2, 

к30cos60cos aaaaa n
r

n
eex   =228,4 см/с2. Модуль абсолютного ускоре-

ния: 22
yx aaa  = 248,5 см/с2. 

Задача 2. К вращающемуся валу электро-

мотора прикреплён стержень ОМ длины R = 6 см. 

Во время работы электромотора точка М стержня 

из начального положения С перемещается по дуге 

окружности  согласно  уравнению СМ = 2tyr  см. 

При этом электромотор, установленный без 

креплений, совершает горизонтальные гармони-

ческие колебания на фундаменте по закону 

 

Рис. 3.9. Схема движения 
точки стержня, укреплённого 

на электромоторе 
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)3sin(5 /txe   см.  Определить абсолютное ускорение точки М     в момент 

времени 11 t  с. 

Решение 

Точка М совершает сложное движение – относительно электромотора и 

вместе с ним. Относительным движением точки будет её движение по дуге 

окружности радиуса R, переносным – поступательное горизонтальное, прямо-

линейное движение электромотора. 

Найдём положение точки относительно электродвигателя в заданный 

момент времени. Угол  , отсчитываемый стержнем ОМ от начального поло-

жения ОС, в момент времени 11 t  с составляет 
R

tyr )( 1  = 
6


 = 30°. Положе-

ние точки в момент времени 11 t  с отмечено на рис. 3.10 буквой М1. 

Относительное движение точки задано естественным способом, как за-

кон изменения длины дуги. Относительная скорость rr yV   = t2 . В момент 

времени 11 t  с rV = 6,28 см/с. Вектор rV


 

относительной скорости направлен пер-

пендикулярно стержню ОМ1.  

Скорость точки в переносном дви-

жении – это скорость горизонтального 

движения электродвигателя:  

ee xV   = )3cos(
3

5
/t


. 

В момент времени 11 t с 

cos60
3

5
eV  = 2,62 см/с. Вектор eV


 пе-

реносной скорости точки М направлен параллельно линии движения электро-

двигателя (см. рис. 3.10). 

 

Рис. 3.10. Расчётная схема вычисления  
абсолютной скорости  

и абсолютного ускорения точки 
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Абсолютная скорость точки определяется на основании теоремы сложе-

ния скоростей при сложном движении: reM VVV


 . Для того чтобы найти     

величину абсолютной скорости, выберем оси хМ1у, как показано на рис. 3.10, и 

спроецируем векторное равенство сложения скоростей на эти оси. Получим: 

60cosreMx VVV  = – 0,52 см/с (проекция направлена в отрицательную сторо-

ну оси х), 0cos3rMy VV   = 5,44 см/с. Модуль абсолютной скорости 

22
MyMxM VVV  = 5,46 см/с. Вектор абсолютной скорости направлен по диаго-

нали параллелограмма, построенного на векторах eV


 и rV


. 

При поступательном переносном движении точки e  = 0 и потому кa = 0. 

Относительное ускорение точки при движении по окружности раскладывается 

на две составляющие n
rrr aaa


  , направленные вдоль стержня ОМ и перпен-

дикулярно ему. Кроме того, при прямолинейном относительном движении 

n
ea  = 0. В результате, теорема о сложении ускорений принимает вид 

e
n
rrM aaaa


  , где модули векторов вычисляются по формулам rr Va  , 

R

V
a rn

r

2

 , eee Vaa    = )3sin(
9

5 2

/t


  и в момент времени 11 t с равны 


ra  = 6,28 см/с2,  n

ra  = 6,57 см/с2, ea  = – 4,75 см/с2. Направления векторов уско-

рений показаны на рис. 3.10. Для вычисления модуля абсолютного ускорения 

точки спроецируем векторное равенство сложения ускорений на оси выбран-

ной ранее системы координат хМ1у. Получим:  

e
n
rrMx aaaa    0cos360cos = – 4,08 см/с2; 

 0cos630cos n
rrMy aaa   = 2,15 см/с2. 

Величина абсолютного ускорения 22
MyMxM aaa   = 4,61 см/с2. 

 



 73

4. ДИНАМИКА ТОЧКИ 
 

4.1. Дифференциальные уравнения движения точки                                     
 
Движение точки под действием системы сил 1F


, 2F


, …, KF


  в прямо-

угольной декартовой системе координат Оxyz описывается дифференциаль-

ными уравнениями:  m
2

2

dt

xd
 = kxF ,  m

2

2

dt

yd
 = kyF ,  m

2

2

dt

zd
 = kzF  или, обо-

значая вторые производные от координат по времени двумя точками, уравне-

ниями:   m x  = kxF ,  m y  = kyF ,  m z  = kzF , где m – масса точки; x, y, z – те-

кущие координаты точки; x , y , z  – проекции вектора ускорения точки на оси 

координат;  kxF ,  kyF ,  kzF – алгебраические суммы  проекций сил на оси 

координат. 

Интегрирование дифференциальных уравнений производится в зависи-

мости от их вида методами, известными из курса математики.  

 

4.2. Задание Д1. Интегрирование дифференциальных уравнений              
движения точки                            

 
Две материальные точки движутся в вертикальной плоскости xOy. Точка 

1 массой 1m , получив в начальном положении А скорость 01V , движется вдоль 

гладкой оси АS, наклоненной под углом   к горизонту.  Во время движения на 

точку 1 действуют сила тяжести и постоянная сила 1F


, направленная вдоль оси 

АS. Направление вектора проекции силы на ось SF1


 показано на схеме.  

Одновременно с точкой 1 начинает движение точка 2 массой 2m  из по-

ложения В на оси y.  На точку 2 действуют сила тяжести  и постоянная сила 2F


. 

Направление вектора силы 2F


 определяется его разложением по единичным 

векторам i


, j


 координатных осей x, y.  
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Определить величину и направление (угол  ) начальной скорости 02V  

точки 2, чтобы в момент времени 1t  точки 1 и 2 встретились на оси  AS  в точ-

ке С.  Момент времени  1t  задаётся в условиях задачи или определяется по до-

полнительным условиям встречи.  

Варианты заданий представлены на рис. 4.1, 4.2. Исходные данные при-

ведены в табл. 4.1. 

 

Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 
 

 

 
Встреча в точке С  в момент, когда ско-

рость точки 1 увеличилась в 1,5 раза  
относительно начальной 

 

 
 

 
Встреча в точке С в момент, когда точка 1  

максимально удалилась от места старта 
 

 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 

 

Встреча в точке С в момент, когда ско-
рость точки 1 уменьшилась в 2 раза  

относительно начальной 

 
 

 

Встреча в точке С в момент времени   
t1 = 0,5 c  

 

 
Рис. 4.1. Задание Д1. Интегрирование уравнений движения точки.  

Номера вариантов задания 1 – 4, 11 – 14, 21 – 24  
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Окончание вариантов задания Д1 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 

 

Встреча в точке С в момент, когда ско-
рость точки 1 увеличилась в 1,5 раза  

относительно начальной 

 

 

Встреча в точке С, когда точка 1  макси-
мально удалилась от места старта 

 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 
 

 

Встреча в точке С в момент времени   
t1 = 0,4 c 

 

 

Встреча в точке С  в момент  
максимального подъёма точки 1 

 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 

 

       Встреча в точке С в момент времени   
t1 = 0,6 c                                                                    

 

 

Встреча в точке С в момент, когда точка 1 
достигла максимальной высоты подъёма  

 
Рис. 4.2. Задание Д1. Интегрирование уравнений движения точки.  

Номера вариантов задания 5 – 10, 15 – 20, 25 – 30 
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 Таблица 4.1 
 

Исходные данные задания Д1. Интегрирование уравнений движения точки 

Номер  
варианта 
задания 

m1, кг SF1 , H V01, м/с  , град m2, кг 
2F


, H а, м h, м 

1 1 3 3 30 2 7 i


 2 4 
2 3 6 2 0 2 4 i


+12 j


 1,5 1 

3 2 5 4 35 1,5 10 i


+4 j


 2 2,5 

4 1 10 2 60 2 4 i


+8 j


 2,2 2 

5 1 3 3 30 2 5 i


 3 4,5 
6 0,8 6 6 50 3 3 i


+12 j


 1,5 4 

7 2 5 4,5 40 1 10 i


+2 j


 3 2,5 

8 1 2 3,5 90 2 6 i


+8 j


 1,2 2 

9 2 4 4 0 1 3 i


+2 j


 2 2,5 

10 1 3 3 55 1,5 4 i


 1 1,5 
11 0,5 2 3 60 2 3 i


+8 j


 1,5 2,5 

12 0,2 3 4 0 1 5 i


–2 j


 1 2,5 

13 1 2 6 50 1,5 6 i


– 4 j


 0,8 2 

14 0,5 6 4 35 1 3 i


–2 j


 2,5 2 

15 0,2 3 3 50 2 2 i


–2 j


 3 4 

16 2 4 6 40 2 3 i


+12 j


 1 1,5 

17 1 6 5 60 1,5 5 i


+4 j


 3 2,5 

18 1 2 2 90 2 4 i


+4 j


 2 2 

19 1 3 2 2 2 2 i


+10 j


 1 1,5 

20 5 4 2 30 1 3 i


–2 j


 1,5 1,5 

21 0,2 4 4 45 1 6 i


–2 j


 1 3 

22 0,4 3 2 0 2 4 i


+6 j


 1,5 2,5 

23 1 3 8 60 2 4 i


+2 j


 1,2 1,5 

24 0,5 8 3 30 2 6 i


+7 j


 2 1,5 

25 2 4 4 60 1 2 i


–2 j


 3,5 4 

26 1 3 5 50 2 4 i


+6 j


 0,5 1,5 

27 1,5 3 6 30 2 4 i


+4 j


 2 2,5 

28 2 5 3 90 2 6 i


+7 j


 2 1,5 

29 2 4 4 0 1 5 i


–2 j


 1,5 2 

30 1 3 2,5 70 2 4 i


+6 j


 1 1 
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Пример выполнения задания Д1. Интегрирование дифференциальных 
уравнений движения точки 

 
На рис. 4.3 представлена схема движения материальных точек в верти-

кальной плоскости xOy. Точка 1 массой  m1 = 2 кг, получив в начальном поло-

жении А скорость V01 = 4 м/с, движется вдоль гладкой оси АS с углом наклона 

  = 30o.  Во время движения на точку 1 дей-

ствуют сила тяжести 1P


 и постоянная сила 1F


, 

проекция которой на ось АS  равна SF1 = 4,5 H. 

Направление вектора проекции силы  SF1


 на 

ось АS показано на рис. 4.3.  

Одновременно с началом движения  точ-

ки 1 из положения В на оси y высотой h = 1 м 

начинает движение точка 2 массой  m2 = 1,2 кг. На точку 2 действуют сила тя-

жести 2P


 и сила 2F


, направление которой определяется разложением по еди-

ничным векторам i


, j


 осей x, y декартовой системы координат: 

jiF


5,44,22  , Н. Определить величину и направление (угол  ) начальной 

скорости 02V  точки 2, чтобы в момент времени 1t , когда скорость точки 1 

уменьшилась в 2 раза по сравнению с начальным значением, обе они встрети-

лись на оси  AS  в точке С.  

Решение 

Рассмотрим движение точки 1. В текущий момент времени на точку 1 

действует сила тяжести 1P


, нормальная реакция 1N


 наклонной оси АS  и сила 

1F


, величина проекции которой  на ось АS равна  SF1  (рис. 4.4). Дифференци-

альное уравнение движения точки 1  sin111 PFSm S
 , или  

 sin5,4 1
1

1 gm
dt

dV
m S . С учетом исходных данных, полагая ускорение сво-

бодного падения g = 9,81 м/с2
, дифференциальное уравнение движения точки 1 

Рис. 4.3. Схема совместного 
движения точек 
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приводится к виду:  ,6621 
dt

dV S . Разделим переменные, представив диффе-

ренциальное уравнение в виде dtdV S ,6621  . Проинтегрировав его, получим 

зависимость скорости точки 1 от времени:  

11 66,2 CtV S  .  Для того чтобы опреде-

лить закон движения точки 1, представим 

скорость точки как производную от коор-

динаты 
dt

dS
V S 1 . Получим дифференци-

альное уравнение 166,2 Ct
dt

dS
 , проин-

тегрировав которое, найдём уравнение движения точки 1: 

21
2,331 CtCtS  . Константы интегрирования С1, С2  находятся из началь-

ных условий:  при  t = 0, S = 0, 011 VVS S  = 4 м/с. Подставляя первое из усло-

вий в уравнение движения точки 1, получим   С2 = 0. Подставим начальное зна-

чение скорости в уравнение 1,662 CtS  , выражающее зависимость скоро-

сти точки 1 от времени. Получим С1 = 4. Таким образом, движение точки 1 

вдоль оси  AS  описывается уравнением: ttS 4,331 2  . 

По условию задачи встреча двух точек происходит в момент времени 1t , 

когда скорость первой точки  уменьшилась в 2 раза по сравнению с начальной: 

2
)( 01

11
V

tV S  = 2 м/с. Подставляя это условие в уравнение, выражающее зависи-

мость скорости точки 1 от времени, получим:  466,22 1  t , откуда найдём 

момент времени встречи 1t  = 0,75 с. Расстояние АС, пройденное точкой 1 до 

встречи, определяется как путь, пройденный этой точкой за время 1t = 0,75 с,           

АС = ,75040,75,331)( 2
1 tS = 2,25 м. Координаты точки встречи Cx , Cy  

определяются из равенств: )cos30( 1tSxC  = 1,95 м;  )sin30( 1tSyC   = 1,12 м. 

Рис. 4.4. Силы, действующие на 
точки 1 и 2, во время их  

движения 
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Рассмотрим движение точки 2. В текущий момент времени на нее дей-

ствует сила тяжести  2P


 и сила jiF


5,44,22  , проекции которой на оси коор-

динат 4,22 xF  Н, 5,42 yF  Н. Дифференциальные уравнения движения точ-

ки 2 в проекциях на оси координат x, y имеют вид:  

4,222  xFxm  ,   yFPym 222  = 5,42  gm , 

или после подстановки исходных данных: 2x ,  ,066y . 

Представим в первом уравнении проекцию ускорения точки 2 на ось х 

как производную от соответствующей проекции скорости 
dt

dV
x x2 . После раз-

деления переменных получим дифференциальное уравнение dtdV x 22  . Про-

интегрируем его и найдем зависимость горизонтальной составляющей скоро-

сти точки 2 от времени: 32 2 CtV x  . Заменим в этом уравнении проекцию 

скорости точки на ось x на производную от координаты 
dt

dx
V x 2 . После  инте-

грирования получим уравнение, описывающее движение точки 2 вдоль оси x, 

43
2 CtCtx  . Для того чтобы найти постоянные С3 и С4, воспользуемся гра-

ничными условиями движения точки 2 – известной начальной координатой 

движения точки и вычисленной координатой точки встречи, то есть при  t = 0,  

x = 0, а при t1 = 0,75 с x(t1) = xC = 1,95 м. Подставляя граничные условия в урав-

нение движения точки 2, получим С4 = 0, С3 = 1,85. Таким образом, уравнение 

движения точки 2  вдоль оси  x:  ttx ,8512  . 

Закон движения точки 2 вдоль оси y находим путем интегрирования вто-

рого дифференциального уравнения. Его представим в виде: ,0662 
dt

dV y . По-

сле разделения переменных и первого интегрирования получим зависимость 

проекции скорости точки 2 на ось y от времени: 52 ,066 CtV y  . Заменив 

проекцию скорости точки 2 на ось y производной от координаты 
dt

dy
V y 2 , вто-
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рично проинтегрируем. В результате движение точки 2 вдоль оси y описывает-

ся уравнением: 65
2,033 CtCty  . Для определения констант C5 и C6 ис-

пользуем граничные условия: при t = 0 y(0)  = h = 1 м, а при  t1 = 0,75 с  y(t1) = yC 

=1,12 м. Получим 16 C , С5 = 2,43. Таким образом, точка 2 движется вдоль оси 

y по закону: 1,432,033 2  tty . 

Проекции скорости точки 2 на оси координат как функции времени име-

ют вид: 1,852)(2  txtV x  ,  2,43,066)(2  tytV y  . Значения проекций  при 

t = 0:  ,851(0)202  xx VV  м/с,  ,432(0)202  yy VV  м/с.  Величина начальной 

скорости: 2
02

2
0202 yx VVV  = 3,05 м/с. 

Угол наклона вектора скорости в начальный момент определяется из ра-

венства: 
,851

,432
tg

02

02 
x

y

V

V
= 1,31. Откуда 64,52 . 

 

4.3. Колебания материальной точки                                              
 

Силы, возникающие при отклонении материальной точки от положения 

равновесия и направленные так, чтобы вернуть точку в это положение, назы-

ваются восстанавливающими. Восстанавливающие силы, линейно зависящие 

от расстояния от точки до положения её равновесия, называются линейными 

восстанавливающими силами. Так, сила упругости пружины  cF , где с – 

коэффициент жесткости (или просто жёсткость) пружины;   – удлинение 

пружины, является линейной восстанавливающей силой.  

Дифференциальное уравнение движения материальной точки массой m 

вдоль оси Оx  под действием линейной восстанавливающей силы, представляет 

собой уравнение гармонических колебаний и имеет вид: 

0 cxxm  , или  02  xx , 

где x – отклонение точки от положения равновесия, куда поместили начало   
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координат;   – угловая частота колебаний, 
m

c
2 . Единица измерения угло-

вой частоты – рад/с.  

Решение  дифференциального уравнения свободных колебаний пред-

ставляется суммой tCtCx  sincos 21 , где постоянные интегрирования С1 и 

С2  находятся из начальных условий. Амплитуда свободных колебаний  

2
2

2
1 CCA  . Промежуток времени, в течение которого точка совершает одно 

полное колебание, называется периодом колебаний: 




2

T .  Величина, об-

ратная периоду 
T

1
  определяет число полных колебаний точки за 1 с и назы-

вается  частотой колебаний. Частота колебаний измеряется в герцах (Гц). Ча-

стота, равная 1 Гц, соответствует одному полному колебанию в секунду. Угло-

вая частота связана с частотой колебаний соотношением  2 .  

Если на материальную точку кроме восстанавливающей силы действует 

сила сопротивления движению, пропорциональная скорости точки, VR


 , 

где   – коэффициент сопротивления, то дифференциальное уравнение движе-

ния точки с сопротивлением относительно положения равновесия имеет вид 

0 cxxxm  ,  или 02 2  xxnx  , где n – коэффициент затухания, 
m

n
2


 ; 

  – угловая частота собственных колебаний точки без учёта сопротивле-

ния, 
m

c
2 . 

При  n <   движение точки представляет затухающие колебания. Общее 

решение дифференциального уравнения колебаний с сопротивлением 

)sincos( 1211 tCtCex nt    = )sin( 1  tAe nt , где С1 и С2  – постоянные ин-

тегрирования; 1  – угловая частота затухающих колебаний, 22
1 n ;  
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ntAeA 1 – амплитуда затухающих колебаний, 2
2

2
1 CCA  ;   – начальная 

фаза колебаний, 
2

1tg
C

C
 .  

При n >   движение точки апериодическое, затухающее. Общее решение 

дифференциального уравнения движения точки с таким сопротивлением имеет 

вид )( 22
21

ttnt eCeCex   , где  22
2  n .  

При  n  движение точки происходит согласно уравнению 

)( 21 CtCex nt   . 

Если кроме восстанавливающей силы на материальную точку действует 

переменная возмущающая сила, колебания точки называются вынужденными. 

При действии гармонической возмущающей силы ptHF sin , где Н,  р – 

амплитуда и угловая частота колебаний возмущающей силы, дифференциаль-

ное уравнение вынужденных колебаний материальной точки относительно по-

ложения равновесия и при отсутствии сил сопротивления имеет вид 

ptHcxxm sin , или pthxx sin2  , 

где   – угловая частота собственных гармонических колебаний, 
m

c
2 ; h – 

относительная амплитуда возмущающей силы, 
m

H
h  .  

Общее решение неоднородного дифференциального уравнения вынуж-

денных колебаний представляется как сумма общего решения однородного 

уравнения и частного решения неоднородного.  

При отсутствии резонанса, когда частота собственных колебаний не сов-

падает с частотой возмущающей силы р ≠  , решение имеет вид: 

tCtCx  sincos 21 + pt
p

h
sin

22 
, а в случае резонанса, когда р =  , – вид: 

tCtCx  sincos 21 pt
p

ht
cos

2
 . Значения произвольных постоянных С1 и С2  
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определяются из общего решения неоднородного уравнения с учетом началь-

ных условий движения. Амплитуда  собственных колебаний груза 

2
2

2
1соб CCA  . Амплитуда  вынужденных колебаний при отсутствии резо-

нанса 
22вын

p

h
A


 . При резонансе амплитуда вынужденных колебаний рас-

тет как линейная функция времени 
p

ht
A

2вын  . 

Если возмущающее воздействие заключается в принудительном гармо-

ническом колебании точки подвеса пружины, например, по закону 

ptaS sin , где а,  р – амплитуда и угловая частота колебаний точки подвеса 

пружины, дифференциальное уравнение вынужденных колебаний материаль-

ной точки относительно положения равновесия при отсутствии сил сопротив-

ления имеет вид  pthxx sin2  , где   – угловая частота собственных гармо-

нических колебаний, 
m

c
2 ; h – относительная амплитуда возмущающего ко-

лебания, 
m

ca
h  . Общее решение неодно-

родного дифференциального уравнения вы-

нужденных колебаний при принудительном 

гармоническом колебании точки подвеса 

пружины может быть получено аналогично 

случаю возмущения гармонической силой. 

Система пружин заменяется одной с 

эквивалентной жесткостью. Так, колебания 

груза на двух параллельных пружинах с ко-

эффициентами жесткости 1c  и 2c  

(рис. 4.5, а) можно рассматривать как коле-

бания груза на одной пружине эквивалент-

 

Рис. 4.5. Способы крепления груза 
на двух пружинах: 

а – две параллельные пружины;  
b – последовательно соединённые 

пружины; с – крепление груза между 
пружинами 
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ной жесткости 21экв ccc  , где эквc – коэффициент жесткости эквивалентной 

пружины. При последовательном соединении пружин (рис. 4.5, b)  коэффици-

ент жесткости эквивалентной пружины 
21

21
экв cc

cc
c


 . Если груз расположен 

между двумя пружинами (рис. 4.5, с), тогда 21экв ccc  . Коэффициент жестко-

сти эквивалентной пружины равен сумме коэффициентов жесткости пружин.  

 
4.4. Задание Д2. Исследование колебаний точки  

 
Задание Д2 на исследование колебаний точки включает две задачи.  

Задача 1. Исследование гармонических колебаний точки.  

Найти уравнение движения груза массой m1 (или одновременно двух гру-

зов массой m1 и m2) на пружине жесткостью с1 (или на двух пружинах жестко-

стью с1 и с2). Расположение грузов на пружине и описание условий, при кото-

рых начались колебания, приведено на схемах. Определить амплитуду и часто-

ту колебаний. 

Задача 2. Исследование вынужденных колебаний точки.  

Груз движется на пружинах, расположенных вертикально или горизон-

тально. При движении груза по горизонтальной поверхности трение не учиты-

вается. Жёсткость пружин с1 и с2. Направление возмущающего усилия 

)(tFF  , приложенного к грузу, или возмущающего движения точки крепле-

ния пружин )(tSS  , а также описание условий начала колебаний приведено на 

схемах. В задачах, где на схемах присутствует амортизатор, создающий сопро-

тивление движению груза, сила сопротивления пропорциональна скорости 

движения груза и находится по формуле: VR


  Н, где   – коэффициент со-

противления; V – скорость груза. Определить уравнение колебаний груза, ам-

плитуды собственных и вынужденных колебаний.  

Варианты заданий даны на рис. 4.6 – 4.9. Исходные данные в табл. 4.2. 
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Варианты № 1, 11, 21 
 

Задача 1 
 

Невесомая пла-
стина АВ укреплена на 
нерастянутой пру-
жине. Груз 1, получив 
начальную скорость 

0V , падает вертикаль-
но вниз. Через 1 с по-
сле начала падения 
груз достигает  пла-

стины и продолжает движение вместе с ней  

 

Задача 2 
 

 

К  верхнему 
концу пружины, сжа-
той на величину ∆ℓ0, 
прикрепляют груз 1 и 
отпускают без 
начальной скорости. 
Одновременно ниж-
ний конец пружины 

начинает двигаться по закону  S = S(t) 
 

 

Варианты № 2, 12, 22 
 

Задача 1 
 

 
В положении 

статического равнове-
сия двух грузов 
(1 и 2), установленных 
на пружине, груз 1 
убрали, а грузу 2 со-
общили скорость 0V , 
направленную вверх  

 

Задача 2 
 

Груз 1 
движется по 
гладкой гори-
зонтальной по-
верхности с 

начальной  скоростью 0V . Через 1 с груз 
упирается в площадку АВ, укреплённую на 
недеформированных пружинах, соединённых 
параллельно, и продолжает движение вместе 
с ней. Во время движения (до упора в пло-
щадку АВ и вместе с ней) груз испытывает 
сопротивление, создаваемое демпфером D 

 

Варианты № 3, 13, 23 
 

Задача 1 
 

 

В положении ста-
тического равновесия гру-
за 2, укреплённого на 
пружине, к нему присо-
единили груз 1 и оба груза 
толкнули вниз со скоро-
стью 0V  

 

Задача 2 
 

 

Недеформирован-
ную пружину оттянули  
вниз на расстояние ∆ℓ0, 
подцепили груз 1  и отпу-
стили без начальной ско-
рости. Одновременно на 
груз стала действовать 

возмущающая сила )(tF


 

 

Рис. 4.6. Задание Д2. Исследование колебаний точки.  
Варианты задания 1 – 3, 11 – 13, 21 – 23 
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Продолжение вариантов задания Д2 

Варианты № 4, 14, 24 
 
 

Задача 1 
 

К недеформи-
рованной пружине 
подцепили груз 1, от-
тянули его вниз на 
расстояние ∆ℓ0  и со-
общили скорость 0V , 

направленную вверх  

 

Задача 2 
 

Грузу 1, укреплённому 
на двух последовательно со-
единённых пружинах в поло-
жении статического равнове-
сия, сообщили начальную 
скорость 0V , направленную 

вниз. Одновременно на груз 

стала действовать возмущающая сила )(tF


 
 

 

Варианты № 5, 15, 25 
 

Задача 1 
 

В положении статиче-
ского равновесия грузов 1 и 
2, укреплённых на двух вер-
тикальных последовательно 
соединённых пружинах, 
убрали груз 1, а груз 2 отпу-
стили без начальной скоро-
сти 

 

 

Задача 2 
 

Груз 1 падает с 
высоты ∆ℓ0 на площад-
ку АВ, установленную 
на недеформированной 
пружине, и продолжа-
ет движение вместе с 
ней. Демпфер D созда-
ёт сопротивление дви-

жению груза на пружине 
 

Варианты № 6, 16, 26 
 

Задача 1 
 

Груз 1 помести-
ли между двумя неде-
формированными пру-
жинами, затем  оттяну-
ли  вниз на расстояние 
∆ℓ0 и отпустили без 
начальной скорости 

 

 

Задача 2 
 

К недеформи-
рованным пружинам, 
соединённым последо-
вательно, подцепили 
груз 1 и толкнули его 
вниз со скоростью 0V . 

Одновременно верхний 
конец пружины начи-

нает двигаться по закону  S = S(t) 
 
 

 

Рис. 4.7. Задание Д2. Исследование колебаний точки. 
Варианты задания 4 – 6, 14 – 16, 24 – 26 
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Продолжение вариантов задания Д2 

Варианты № 7, 17, 27 
 

Задача 1 
 
 
 

К неде-
формированным 
пружинам прило-
жили груз 1, пере-
местили его вниз 
на величину ∆ℓ0  и 
сообщили ско-

рость 0V , направленную вниз  
 
 

 

Задача 2 
 

К нерас-
тянутой пру-
жине, располо-
женной на гори-
зонтальной 
гладкой по-

верхности, подцепили груз 1, оттянули его на 
расстояние ∆ℓ0 и отпустили. Одновременно 
на груз стала действовать горизонтальная 

возмущающая сила )(tF


 
 

 

Варианты № 8, 18, 28  
 

Задача 1 
 

Грузы 1 и 2 находят-
ся на пружине в положении 
статического равновесия. 
Груз 2 удаляют, а грузу 1 
сообщают скорость 0V , 
направленную вверх 

 
 

 

Задача 2 
 

В положении ста-
тического равновесия 
груза 1  ему сообщили 
скорость 0V , направлен-
ную вниз. Демпфер А со-
здаёт сопротивление 
движению груза 

 
 

 

Варианты № 9, 19, 29 
 

Задача 1 
 

Груз 1 без 
начальной скорости 
падает вниз. Пройдя 
путь 1 м, груз дости-
гает невесомой пла-
стины АВ, укреплён-
ной на недеформиро-
ванных, параллельно 
соединённых пружи-

нах, и дальше движется вместе с ней 
 

 

Задача 2 
 

К двум 
горизонтальным 
пружинам, со-
единённым по-
следовательно, в 
положении их 
нерастянутого 

состояния прицепили груз 1 и сообщили ему 
горизонтальную скорость 0V , направленную 
в сторону сжатия пружин. Одновременно ле-
вый конец пружинной системы начинает 
двигаться по закону  S = S(t) 

 
Рис. 4.8. Задание Д2. Исследование колебаний точки. 

Варианты задания 7 – 9, 17 – 19, 27 – 29 

 
 

  

 



 88

Окончание вариантов задания Д2 

Варианты № 10, 20, 30 
 

Задача 1 
 

 
В положении 

статического равно-
весия груза 1, укреп-
лённого на двух по-
следовательно со-
единённых пружи-
нах, сообщили ско-
рость 0V , направ-

ленную вниз по наклонной плоскости 

 

Задача 2 
 

Между 
двумя горизон-
тальными  неде-
формированны-
ми пружинами 
на гладкую по-

верхность поместили груз 1, оттянули его 
влево на расстояние ∆ℓ0 и отпустили без 
начальной скорости. Одновременно на груз 
стала действовать возмущающая   сила )(tF


 

 
Рис. 4.9. Задание Д2. Исследование колебаний точки. 

Варианты задания 10,  20,  30 
 

Таблица 4.2 

Исходные данные задания Д2. Исследование колебаний точки 

 
Номер  

варианта 
задания 

Номер  
задачи 

m1, 
кг  

m2, 
кг 

V0, 
 м/с 

с1,  
Н/м 

с2,  
Н/м 

∆ℓ0, 
м 

μ, 
H·с/м 

F(t), H S(t), м 

1 1 2,5 – 2,0 200 – – – – – 

2 2,0 – – 210 – 0,1 – – 0,02sin12t 

2 1 1,5 2,0 4 250 – – – – – 

2 2,0 – 4 220 – – 1,0 – – 

3 1 2,0 1,5 3 250 – – – – – 

2 1,2 – – 200 – 0,14 – 12sin5t – 

4 1 2,0 – 3 180 – 0,1 – – – 

2 1,5 – 2 150 120 – – 8sin12t – 

5 1 1,0 2,0 – 120 100 – – – – 

2 1,0 – – 50 – 0,5 18 – – 

6 1 1,2 – – 120 180 0,12 – – – 

2 1,4 – 2,4 120 180 – – – 0,03sin14t 

7 1 1,6 – 3,2 140 – 0,15 – – – 

2 1,5 – – 120 – 0,12 – 12sin6t – 

8 1 1,0 2,0 3,0 150 – – – – – 

2 2,0 – 3,5 120 – – 15 – – 
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Продолжение табл. 4.2 
Номер  

варианта 
задания 

Номер  
задачи 

m1, 
кг  

m2, 
кг 

V0, 
 м/с 

с1,  
Н/м 

с2,  
Н/м 

∆ℓ0, 
м 

μ, 
H·с/м 

F(t), H S(t), м 

9 1 1,5 – – 100 – – – – – 

2 1,4 – 2,0 100 110 – – – 0,015sin8t 

10 1 2,5 – 2,5 110 100 – – – – 

2 2,0 – – 110 52 0,08 – 5sin9t – 

11 1 2,0 – 4,0 300 – – – – – 

2 1,0 – – 200 – 0,12 – – 0,01sin4t 

12 1 1,8 2,4 4 220 – – – – – 

2 1,0 – 5 240 – – 0,6 – – 

13 1 1,5 1,5 2 200 – – – – – 

2 1,8 – – 180 – 0,08 – 10sin10t – 

14 1 2,0 – 2 200 – 0,12 – – – 

2 2,0 – 2 150 120 – – 10sin8t – 

15 1 1,5 2,0 – 120 250 – – – – 

2 1,5 – – 120 – 0,4 4 – – 

16 1 2,0 – – 150 75 0,1 – – – 

2 2,0 – 2,5 150 75 – – – 0,01sin5t 

17 1 1,5 – 2,1 160 – 0,11 – – – 

2 1,8 – – 150 – 0,1 – 8sin12t – 

18 1 2,0 1,0 2,5 80 – – – – – 

2 1,5 – 2,5 50 – – 21 – – 

19 1 1,6 – – 120 – – – – – 

2 1,2 – 2,0 85 120 – – – 0,015sin7t 

20 1 2,0 – 2,0 90 100 – – – – 

2 2,5 – – 100 90 0,12 – 6sin10t – 

21 1 2,0 – 1,6 220 – – – – – 

2 2,5 – – 250 – 0,14 – – 0,01sin10t 

22 1 2,2 1,5 3 180 – – – – – 

2 1,5 – 4 280 – – 0,8 – – 

23 1 2,2 1,2 2 220 – – – – – 

2 1,6 – – 200 – 0,12 – 5sin7t – 
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Окончание табл. 4.2 
Номер  

варианта 
задания 

Номер  
задачи 

m1, 
кг  

m2, 
кг 

V0, 
 м/с 

с1,  
Н/м 

с2,  
Н/м 

∆ℓ0, 
м 

μ, 
H·с/м 

F(t), H S(t), м 

24 1 1,6 – 2,4 160 – 0,13 – – – 

2 1,0 – 3 150 300 – – 6sin10t – 

25 1 0,8 1,2 – 120 80 – – – – 

2 0,8 – – 180 – 0,4 12 – – 

26 1 1,4 – – 100 120 0,15 – – – 

2 1,8 – 2,2 150 120 – – – 0,015sin8t 

27 1 2 – 4,0 150 – 0,12 – – – 

2 2 – – 162 – 0,13 – 5sin9t – 

28 1 1,5 2,0 2,0 140 – – – – – 

2 1,5 – 3,1 180 – – 12 – – 

29 1 1,0 – – 140 – – – – – 

2 2,0 – 2,4 75 150 – – – 0,08sin5t 

30 1 1,6 – 3 75 150 – – – – 

2 1,5 – 3 80 70 0,15 – 8sin10t – 
 

Пример выполнения задания Д2. Исследование колебаний точки 

 
Задача 1. Груз 1 весом Р = 20 Н, лежащий на гладкой наклонной плоско-

сти, прикреплён к недеформированной пру-

жине, расположенной параллельно плоскости 

(рис. 4.10). Угол наклона плоскости к горизонту 

30º, коэффициент жесткости пружины 

c = 400 Н/м. В начальный момент груз переме-

стили вверх по наклонной плоскости (сжали 

пружину) на расстояние ∆ℓ0 = 0,1 м относитель-

но нерастянутой пружины и отпустили без 

начальной скорости.  

Определить уравнение колебаний груза 1, а также частоту и амплитуду 

колебаний. 

 
Рис. 4.10. Схема крепления 

груза и условия начала  
колебаний 
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Решение 

Расчетная схема колебаний груза 1 показана на рис. 4.11. Направим ось 

Оx, вдоль которой происходят колебания груза, вниз вдоль наклонной плоско-

сти. Начало отсчёта координаты x выберем в положении статического равнове-

сия груза (см. рис. 4.11)  В произвольном по-

ложении груза, обозначенном координатой x, 

к нему приложены три силы: сила тяжести P


, 

реакция опоры наклонной плоскости N


 и сила 

упругости пружины упрF


. Проекция силы 

упругости пружины  на ось Оx:  cF xупр , 

где    – удлинение пружины относительно её 

нерастянутого положения, включающее её 

растяжение x относительно выбранного начала координат и растяжение ст  

при статическом равновесии груза на наклонной плоскости.  

С учетом выражения силы упругости получим дифференциальное урав-

нение движения груза в проекции на ось Оx:  

)(30sin ст xcPxm  . 

В положении статического равновесия сила упругости уравновешивается 

силой, равной  проекции силы тяжести на ось х: 030sin ст  cP  . Подставляя 

это выражение условия статического равновесия груза в уравнение движения, 

получим дифференциальное уравнение колебаний груза:  

cxxm  , или  02  xx , 

где   – угловая частота колебаний; 
m

c
  = 14,01 рад/с. 

Общее решение уравнения колебаний tCtCx  sincos 21 .  

Для определения произвольных постоянных С1 и С2 вычислим координа-

ту x0 начального положения груза на оси Оx.  

 

Рис. 4.11. Расчётная схема  
колебаний груза  
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Растяжение пружины в положении статического равновесия 

c

P 30sin
ст   = 0,025 м. Координата начального положения груза определяется 

величиной сжатия пружины и, поскольку начало отсчёта координаты x выбра-

но в положении статического равновесия груза, равна (со знаком!): 

)( ст00  x = – 0,125 м (см. рис. 4.11).  

Подставляя значение координаты начального положения груза в общее 

решение уравнения колебаний при t = 0, получим 1C = – 0,125 м. Для определе-

ния второй константы вычислим скорость груза в произвольный момент вре-

мени: tCtCx  cossin 21 . Подставим сюда начальное значение скорости 

груза при  t = 0 00 Vx , получим 02 C . Окончательно уравнение движения 

груза 1 относительно положения статического растяжения пружины: 

 ttx ,0114,125cos0)(   м.  

Амплитуда колебаний груза  А = 0,125 м. 

Задача 2. Груз 1 весом Р = 20 Н подвешен на недеформированной верти-

кальной пружине (рис. 4.12).  Жесткость пружины c = 800 Н/м. В начальный 

момент груз был оттянут вниз в положение, 

при котором пружина растянулась на рассто-

яние 0  = 0,1 м, и в этом положении ему 

сообщена начальная скорость 0V  = 2 м/с, 

направленная вверх.  

Одновременно с началом движения 

груза верхний конец пружины стал совер-

шать гармонические колебания по закону 

taS 10sin , где а = 0,02 м.  

Определить уравнение колебаний груза 1, а также частоту и амплитуду 

собственных колебаний. 

 

 
Рис. 4.12. Схема крепления 

груза и условия начала  
колебаний 
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Решение 

Расчетная схема колебаний груза 1 показана на рис. 4.13. Направим ось 

Оx, вдоль которой происходят колебания груза, вертикально вниз. Начало от-

счёта координаты x выберем в положении статического равновесия груза (см. 

рис. 4.13, с, d). В произвольном положении груза, обозначенном координатой x, 

к нему приложены две силы: сила 

тяжести P


 и сила упругости пру-

жины упрF


. 

Проекция силы упругости 

пружины  на ось Оx  

 cF xупр = )( ст Sxc  , 

где    – удлинение пружины, 

включающее её растяжение x отно-

сительно начала координат, растя-

жение ст  при статическом равно-

весии груза и уменьшение растяже-

ния при смещении верхнего конца, 

 Sx  ст . 

С учетом выражения силы упругости получим дифференциальное урав-

нение движения груза в проекции на ось Оx: 

)( ст SxcPxm  . 

В положении статического равновесия выполняется условие равенства 

сил: 0ст  cP .  

После подстановки его в уравнение движения груза получаем дифферен-

циальное уравнение вынужденных колебаний: 

cScxxm  ,  или  pthxx sin2  , 

 

Рис. 4.13. Расчётная схема 
вынужденных колебаний груза: 

а – положение груза на начало колебаний; 
b – недеформированная пружина; с – ста-
тическое растяжение пружины под дей-

ствием веса груза; d –  положение груза в 
произвольный момент времени и переме-

щение точки подвеса пружины 
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где   – угловая частота собственных колебаний, 
m

c
 ,    = 19,81 рад/с;   

h – относительная амплитуда вынужденных колебаний, 
m

ca
h   = 7,85 м/с2;         

р – угловая частота вынужденных колебаний,  р = 10 рад/с. 

При отсутствии резонанса (здесь p ) общее решение уравнения вы-

нужденных колебаний имеет вид tCtCx  sincos 21 + pt
p

h
sin

22 
. 

Для определения произвольных постоянных С1 и С2 вычислим координа-

ту x0 начального положения груза на оси Оx. Координата начального положе-

ния груза (см. рис. 4.13, b) ст00  x . Растяжение пружины в положении 

статического равновесия 
c

P
ст  = 0,02 м, тогда  0x  = 0,08 м. Подставляя зна-

чение координаты начального положения груза в общее решение уравнения 

вынужденных колебаний при t = 0, получим: 01 xC   = 0,08 м.  

Для определения второй константы вычислим скорость груза в произ-

вольный момент времени: pt
p

hp
tCtCx coscossin

2221


 . Проекция 

скорости груза в начальный момент на ось Оx  00 VV x  . Подставив начальное 

значение скорости груза при t = 0 00 VVx x  , получим: 

)( 22
0

2
p

hpV
C





 = – 0,11 м. Окончательно уравнение движения груза 1 

относительно положения статического равновесия, м. 

ttttx 10sin03,082,19sin11,082,19cos08,0)(  .  

Амплитуда вынужденных колебаний вынA  = 
22 p

h


 = 0,03 м.  Амплиту-

да собственных колебаний груза собA  = 2
2

2
1 CC  = 0,14 м.  
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4.5. Теорема об изменении кинетической энергии точки                              
 
Работой )(FA


 силы F


, постоянной по модулю и направлению, на конеч-

ном прямолинейном перемещении 1S  точки приложения силы  называется ве-

личина  cos)( 1FSFA


. Если угол   острый, работа силы положительна. Если 

угол   тупой, – отрицательна. При   = 90° сила перпендикулярна перемеще-

нию точки и работа силы равна нулю. 

 Работа силы тяжести матери-

альной точки (вертикальной силы) 

при перемещении точки из положения 

М0 в положение М1 равна произведе-

нию модуля силы тяжести на верти-

кальное перемещение точки 

PhA MM )( 10
, где P  – величина си-

лы тяжести точки; h – величина вертикального перемещения точки (рис. 4.14). 

Работа силы тяжести положительная, если начальная точка движения выше ко-

нечной, и отрицательная, – если ниже. 

Работа силы  упругости пружины на прямолинейном перемещении 

вдоль линии действия силы из положения недеформированной пружины на 

расстояние h определяется формулой 
2

)(
2

упр
ch

FA  , где   с – коэффициент 

жесткости (или просто жёсткость) пружины. 

Кинетической энергией материальной точки называется скалярная ве-

личина 2

2

1
mVT  , где m – масса точки; V – её скорость. Теорема об измене-

нии кинетической энергии точки заключается в том, что изменение кинети-

ческой энергии точки за конечный промежуток времени равно алгебраической 

сумме работ всех действующих на неё сил:  )(

2
0

2
1

1022 MMA
mVmV

, где 0V , 

 

Рис. 4.14. Схема для вычисления  
работы силы тяжести: 

а – перемещение точки сверху вниз; 
b – перемещение точки снизу вверх 
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1V  – скорость точки в начальном положении 0M  и в положении 1M ; 

 )( 10MMA  – сумма работ всех сил, действующих на точку, при её перемещении 

из положения 0M  в положение 1M .  

При несвободном движении точки сумма работ сил включает работу ре-

акций связи. Если движение происходит без трения по неподвижной гладкой 

поверхности, то реакция связи направлена по нормали к поверхности и её ра-

бота при любом перемещении точки равна нулю. 

Для определения реакций связи при несвободном движении точки ис-

пользуются уравнения движения точки в проекциях на оси естественной си-

стемы координат – касательную  и нормальную:   F
dt

dV
m , 

 nF
V

m
2

,  

где   F ,  nF  – суммы проекций сил на касательную и нормальную оси есте-

ственной системы координат;   – радиус кривизны траектории точки. 

 
4.6. Задание Д3. Исследование движения точки  

с применением теоремы об изменении кинетической энергии   
 
Тонкий стержень с надетым на него шариком массой m расположен в вер-

тикальной плоскости и состоит из дуг окружностей радиусами r и R = 2r, соеди-

нённых прямолинейным отрезком ЕК, сопряжённым с дугами окружностей в точ-

ках Е и К. В этих точках шарик переходит с одного участка стержня на другой, не 

изменяя величины и направления скорости. Длина отрезка ЕК = а.  

В точке А, положение которой на дуге окружности определяется уг-

лом  , шарику сообщают начальную скорость 0V . По дугам окружностей ша-

рик скользит без трения, а при движении по прямолинейному отрезку ЕК на 

него действует постоянная сила трения с коэффициентом трения f.  На участках 

с вертикальным отрезком ЕК считать, что шарик прижимается к стержню си-

лой, равной половине веса шарика.  
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Достигнув на дуге окружности точки D, шарик упирается в недеформи-

рованную пружину жёсткостью с и, продолжая движение по сопряженной пря-

мой, сжимает её. Положение точки D определяется углом  .  

Определить величину максимального сжатия пружины, если шарик про-

ходит наивысшее положении траектории – точку В со скоростью 0kVVB  . При 

найденном значении начальной скорости рассчитать давление шарика на стер-

жень в точке С, положение которой на дуге определяется углом  .  

Варианты заданий приведены на рис. 4.15, 4.16. Исходные данные зада-

ния в табл. 4.3. 
 

 Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 Варианты № 3, 13, 23 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

Варианты № 4, 14, 24 Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 
 
 

 
 

 
 

 

 

 
 

 
Рис. 4.15. Задание Д3. Исследование движения точки с применением теоремы  

об изменении кинетической энергии.  
Номера вариантов задания 1 – 6, 11 – 16, 21 – 26 
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Окончание вариантов задания Д3 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 
 

 

 

 

 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 
 

 

 

 
 

 
Рис. 4.16. Задание Д3. Исследование движения точки с применением теоремы  

об изменении кинетической энергии.  
Номера вариантов задания 7 – 10, 17 – 20, 27 – 30 

 
Таблица 4.3 

 

Исходные данные задания Д3. Исследование движения точки с применением  
теоремы об изменении кинетической энергии  

 
Номер  

варианта 
задания 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

m, кг 0,8 0,5 0,6 0,4 1,0 0,6 0,9 0,5 0,3 0,4 0,8 0,6 0,5 0,3 1,0 
, град 30 45 0 30 30 0 0 45 30 0 60 30 30 45 60 
 , град 60 30 60 0 60 30 60 60 30 45 30 60 60 30 30 

, град 0 60 30 0 0 30 45 0 30 45 30 30 0 30 45 
r, м 0,4 0,4 0,5 0,3 0,6 0,5 0,3 0,6 0,4 0,5 0,3 0,5 0,4 0,5 0,8 
а, м 0,5 0,6 0,9 1,4 0,8 1,2 0,5 0,5 1,4 0,5 0,8 0,5 0,8 0,6 0,6 

f 0,4 0,3 0,4 0,3 0,4 0,3 0,5 0,3 0,4 0,3 0,4 0,5 0,3 0,4 0,3 
k 0,3 0,4 0,3 0,4 0,3 0,3 0,4 0,4 0,3 0,4 0,3 0,3 0,4 0,3 0,4 

с, Н/м 100 80 90 80 120 100 90 80 60 80 90 60 80 60 110 



 99

Окончание табл. 4.3 
 

Номер  
варианта 
задания 

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

m, кг 0,6 0,5 0,6 0,4 0,8 0,5 0,4 1,0 0,6 0,5 0,4 0,8 0,4 0,6 0,8 
, град 60 30 0 45 60 90 90 60 60 90 30 60 60 45 90 
 , град 60 30 45 90 60 45 90 60 60 30 30 60 60 0 60 

, град 45 60 60 60 30 90 0 90 45 60 60 90 30 60 0 
r, м 0,6 0,4 0,8 0,5 0,6 0,6 0,6 0,4 0,6 0,8 0,4 0,4 0,8 0,6 0,4 
а, м 0,4 1,2 0,9 1,2 1,2 0,9 0,6 1,5 1,4 0,8 1,2 0,9 0,6 0,8 0,5 

f 0,3 0,4 0,4 0,5 0,3 0,3 0,4 0,3 0,3 0,4 0,4 0,3 0,4 0,3 0,4 
k 0,4 0,3 0,3 0,4 0,3 0,4 0,4 0,3 0,4 0,3 0,3 0,4 0,4 0,3 0,3 

с, Н/м 80 60 90 60 100 90 80 110 80 60 60 80 60 80 100 

 
 

Пример выполнения задания Д3. Исследование движения точки  
с применением теоремы об изменении  кинетической энергии  

 
Тонкий стержень, расположенный в вертикальной плоскости, состоит из 

двух дуг окружностей, сопряженных в точках Е и К с прямолинейным отрез-

ком ЕК длиной а = 0,6 м (рис. 4.17).  Радиусы окружностей  R = 1 м  и  r = 0,5 м.  

Диаметры дуг окружностей, проведённые в точ-

ках Е и К, составляют с горизонтом угол 30°. На 

стержень надет шарик массой m = 0,5 кг. В точ-

ке А, положение которой на дуге радиуса R 

определяется углом   = 60° (см. рис. 4.17), ша-

рику сообщают начальную скорость 0V , после 

чего он начинает движение. По дугам окружно-

стей шарик скользит без трения. При движении 

по прямой ЕК на него действует постоянная си-

ла трения с коэффициентом трения   f = 0,2. До-

стигнув точки D на верхней дуге, шарик упирается в пружину жесткостью 

с = 100 Н/м и, двигаясь по сопряжённой прямой без трения, сжимает её. Найти 

величину максимального сжатия пружины, если наивысшее положение на тра-

ектории  (точку В) шарик проходит со скоростью 0kVVB   при k = 0,3. При 

Рис. 4.17. Схема движения 
шарика 

 по изогнутому стержню 
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найденном значении начальной скорости рассчитать давление шарика на стер-

жень в точке С, положение которой на дуге определяется углом  = 90°. 

Решение 

Рассмотрим движение шарика по стержню из начального положения А в 

наивысшее положение – точку В.  

При движении шарика по дугам окружностей работу совершает только 

сила тяжести. Реакция гладкой поверхности стержня в любой момент времени 

перпендикулярна поверхности стержня, и потому её работа при перемещении 

шарика равна нулю.  

На участке движении шарика по прямой ЕК на него действуют  сила тя-

жести P


, нормальная реакция опоры EKN


 и сила трения трF


 (рис. 4.18, b). Ра-

боту совершают сила тяже-

сти и сила трения. Работа 

реакции опоры стержня 

равна нулю. 

Обозначим  )( ABh  – 

перепад высот точек А и В 

на траектории; AV  – началь-

ная скорость шарика в точ-

ке А, AV  = 0V ; BV –  его ско-

рость в точке В, BV = 0,3 0V . 

Для вычисления перепада высот  точек А и В имеем выражение (рис. 4.18, а): 

)()()()( KBEKAEAB hhhh  = )30sin1( R + 30cosa + )30sin1( r . 

Будем считать шарик материальной точкой. Применяя теорему об изме-

нении кинетической энергии точки при движении шарика из положения  А в 

положение В, получим: )()(
22 тр

22

FAPA
mVmV AB


 , где )()( ABPhPA 


, 

 

Рис. 4.18. Силы, действующие на шарик  
во время движения и перепады высот 
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aFFA тртр )( 


 – работы, соответственно, силы тяжести на участке движения 

АВ и силы трения на отрезке ЕК. Сила трения равна EKNfF тр = 60cosmgf   

(рис. 4.18, а, b). 

В результате, теорема об изменении кинетической энергии точки при  

движении шарика из начального положения А в конечное положение  В прини-

мает вид: 
 

22

3,0 2
0

2
0 mVVm

 = –  )30sin1)((  rRmg + 30(cosa + )60cos f . 

После подстановки данных задачи, получим: 0,91 2
0V = 55,517, откуда находим 

необходимое значение начальной скорости шарика: 0V  = 7,81 м/с. 

Найдём давление шарика на стержень в точке С.  

Проведём в точке С оси естественной системы координат – касательную 

C  и нормаль Cn   (рис. 4.18, а). Уравнение движения шарика в точке С в про-

екции на нормальную ось имеет вид: C
C NP
r

V
m  30cos

2

, где CV  – скорость 

шарика в точке С,  CN   – реакция стержня, приложенная к шарику. Направле-

ние реакции на рис. 4.18, а соответствует предположению, что шарик давит на 

стержень в направлении центра дуги окружности.  

Для определения скорости шарика в точке С воспользуемся тем, что ско-

рость шарика в точке В уже известна, и применим теорему об изменении кине-

тической энергии при движении шарика из начального положения С в конеч-

ное положение В. На этом участке движения работу совершает только сила тя-

жести шарика. Получим )(

22

22 CB
CB Ph

mVmV
 , где CV , BV  – значения скоро-

сти шарика в точках С и В; )(CBh  – перепад высот точек С и В; 

)(CBh = )30sin1( r  = 0,5r  (см. рис. 4.18, а). В результате теорема об изменении 

кинетической энергии принимает вид: )(
22 2 CBBC mghmVmV   или 

grVV BC  22 . Отсюда, при условии BV =0,3 0V  = 2,34 м/с, найдём CV  = 3,22 м/с. 
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 Реакция опоры шарика: 
r

V
mPN C

C

2

30cos    = – 6,12 Н. 

Отрицательное значение реакции опоры шарика означает, что вектор ре-

акции CN

  в точке С  (см. рис. 4.18, а) направлен в противоположную сторону.  

Давление шарика на стержень в точке С  равно модулю реакции опоры. 

Найдём величину максимального сжатия пружины.  

Рассмотрим движение шарика на участке от точки В до положения мак-

симально сжатой пружины – точки М. Движение на этом участке происходит 

по дуге окружности ВD и по прямой DM. При этом сила тяжести совершает ра-

боту на всём участке движения, а сила упругости – на отрезке сжатия пружины. 

Обозначим величину максимального сжатия пружины lMD  .  

По теореме об изменении кинетической энергии точки при движении 

шарика из положения В в М получим: )()(
22 упр

22

FAPA
mVmV BM


 , где MV , 

BV  – скорость шарика в точках М и В. Работа силы тяжести )()( BMPhPA 


=  

=     



   45cos45cos1)()( lrmghhP DMBD . Работа силы упругости на пря-

молинейном участке DM длиной l: 
2

)(
2

упр
cl

FA 


. Условие максимального 

сжатия пружины означает, что в точке М скорость шарика обращается в нуль: 

MV = 0, тогда теорема об изменении кинетической энергии точки принимает 

вид:    45cos45cos1
2

2

lrmg
mVB   – 

2

2cl
. Подставляя данные задачи и с 

учётом того, что скорость шарика в наивысшей точке В найдена из предыду-

щих рассуждений BV = 2,34 м/с, получим квадратное уравнение для определе-

ния величины максимального сжатия пружины 0085,2468,350 2  ll . В ка-

честве ответа принимается положительный корень уравнения l = 0,24 м.  
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5. ДИНАМИКА МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
 

5.1. Описание движений твёрдых тел на основе общих теорем динамики 
системы 

 
Поступательное движение твердого тела описывается теоремой о дви-

жении центра масс механической системы. В проекциях на координатные оси 

дифференциальные уравнения поступательного движения твердого тела имеют 

вид:  e
kxC Fxm  ,  e

kyC Fym  ,  e
kzC Fzm  , где m – масса тела; CCC zyx ,,  – 

координаты центра масс тела; Fkx
e , Fky

e , Fkz
e  – проекции на оси координат 

внешних сил, действующих на твердое тело. 

Вращательное движение твердого тела относительно неподвижной оси  

z описывается  теоремой  об изменении кинетического момента.  

Дифференциальное уравнения вращательного движения тела имеет вид:  

dt

d
J z


= )( e

kz FM


   или   )( e
kzz FMJ


 , 

где   – угловая скорость тела;   ;   – угол поворота тела;  )( e
kz FM


 –  

моменты внешних сил относительно оси z; J z  – момент инерции тела относи-

тельно оси z.  

Уравнение вращательного движения можно представить в алгебраиче-

ской форме: )( e
kzz FMJ


, где   – угловое ускорение тела;   . 

Плоскопараллельное движение твердого тела описывается на основа-

нии теорем о движении центра масс и изменении кинетического момента отно-

сительно оси, проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости дви-

жения. В проекции на координатные оси уравнения плоскопараллельного дви-

жения тела имеют вид:  

 e
kxCx Fma ,     e

kyCy Fma ,     )( e
kzCzC FMJ


, 

где Cxa , Cya  – проекции ускорения центра масс тела на координатные оси; Fkx
e , 
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Fky
e  – проекции на оси координат внешних сил, действующих на тело; zCJ  – 

момент инерции тела относительно оси z, проходящей через центр масс, пер-

пендикулярно плоскости движения;   – угловое ускорение тела; )( e
kzC FM


 – 

моменты внешних сил относительно оси, проходящей через центр масс. 

Проводя динамический расчет механической системы, следует рассмат-

ривать движение тел системы в отдельности, предварительно освободив их от 

связей и заменив действие связей реакциями. Далее на основании общих тео-

рем динамики системы следует составить уравнения движения каждого тела.  

 

5.2. Задание Д4. Динамический расчет механической системы 
 

Механизм состоит из трёх тел – груза 1, катка 2 и блока 3, соединенных 

нерастяжимыми нитями или невесомыми стержнями.  

Движение механизма происходит в вертикальной плоскости под дей-

ствием сил тяжести 1P


, 2P


, 3P


, силы F


 и пары сил с моментом М. Направление 

действия силы F


 определяется углом α. Качение катка 2 происходит без 

скольжения. Проскальзывание между дисками и соединяющими их невесомы-

ми стержнями или нитями отсутствует.  

Радиусы ступеней катка 2 и блока 3 на схемах обозначены 2R , 2r  и 

3R , 3r .   

Сплошные диски считать однородными. Радиусы инерции неоднородных 

(ступенчатых) дисков относительно осей, проходящих через центры масс пер-

пендикулярно плоскости движения, равны 2zi , 3zi .   

Найти ускорение груза 1 и динамические реакции, действующие на ось 

блока 3.  

Варианты заданий представлены на рис. 5.1, 5.2. Исходные данные при-

ведены в табл. 5.1. 
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Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 

 

 

 

 
 
 

 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 

 

 

 

 
 
 

 

 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 
Рис. 5.1. Задание Д4. Динамический расчёт механической системы.  

Номера вариантов задания 1 – 6, 11 – 16, 21 – 26 
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Окончание вариантов задания Д4 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 

 

 

 

 
 

 

 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 

 

 

 
 

 

 
Рис. 5.2. Задание Д4. Динамический расчёт механической системы.  

Номера вариантов задания 7 – 10, 17 – 20, 27 – 30 
 

Таблица 5.1 

Исходные данные задания Д4. Динамический расчёт механической системы  
 

Номер  
варианта 
задания 

Р1, Н Р2, Н Р3, Н F, Н М, 
Н·м 

 , 
град 

R2, м r2, м R3, м r3, м 
2zi , м 3zi , м 

1 Р Р 2Р Р 2Рr 60 3r r 2r r 2r r 2  
2 3Р Р 3Р 3Р Рr 30 2r r 2r – 2r – 
3 4Р 3Р 4Р 2Р 2Рr 60 2r r 2r r 2r 2r 
4 2Р 2Р 4Р Р 4Рr 45 3r – 3r r – r 2  
5 Р 3Р 3Р 2Р 3Рr 30 3r r r – 2r – 
6 Р 2Р 4Р 4Р 6Рr 60 3r – 3r r – r 2  
7 Р 2Р 3Р 2Р 3Рr 45 3r r r - r 3  – 
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Окончание табл. 5.1 
Номер  

варианта 
задания 

Р1, Н Р2, Н Р3, Н F, Н М, 
Н·м 

 , 
град 

R2, м r2, м R3, м r3, м 
2zi , м 3zi , м 

8 2Р 3Р 3Р Р 3Рr 30 2r – 2r r – r 3  
9 3Р Р 3Р Р 2Рr 30 2r r 2r – r 2  – 

10 Р Р 3Р Р 2Рr 60 3r – 3r r – r 3  
11 Р Р 3Р 2Р 3Рr 30 3r 2r 2r r r 2  r 2  
12 2Р Р 2Р 4Р Рr 60 3r r 3r – r 3  – 

13 3Р Р 3Р 3Р 2Рr 30 3r 2r 2r r 2r r 2  
14 2Р Р 3Р 2Р 4Рr 60 2r – 3r 2r – 2r 
15 Р 2Р 4Р Р 4Рr 45 3r 2r 2r – r 3  – 

16 Р 3Р 4Р 2Р 3Рr 30 2r – 2r r – r 2  
17 Р Р 3Р 2Р 6Рr 60 3r r 3r - r 3   

18 2Р 2Р 3Р Р 3Рr 60 2r – 3r r – r 2  
19 2Р Р 2Р 3Р 4Рr 30 3r r 3r – 2r – 
20 Р Р 3Р Р 2Рr 45 2r – 2r r – r 3  
21 2Р Р 4Р 2Р 4Рr 60 2r r 3r r r 2  2r 

22 Р Р 2Р 5Р 2Рr 45 3r 2r 2r – 2r – 
23 2Р 2Р 3Р 3Р 2Рr 60 3r r 2r r 2r r 2  
24 4Р Р 3Р Р 3Рr 30 2r – 3r r  – r 3  
25 Р 3Р 2Р Р 2Рr 60 3r r r – r 3  – 

26 Р 3Р 4Р 3Р 3Рr 45 2r – 3r 2r – r 3  
27 Р Р 4Р 2Р 4Рr 30 2r r 2r - r 3   

28 2Р 3Р 3Р Р 6Рr 30 2r – 3r 2r – r 2  
29 2Р Р 2Р 2Р 2Рr 45 2r r r – 2r – 
30 Р Р 4Р Р 4Рr 60 3r – 3r 2r – 2r 

 

Пример выполнения задания Д4. Динамический расчёт  
механической системы   

 
Механизм (рис. 5.3) состоит из груза 1, однородного диска – катка 2 и 

неоднородного диска – блока 3, соединённых друг с другом нерастяжимыми 

нитями. Система движется в вертикальной плоскости из состояния покоя.  

Движение происходит под действием сил тяжести 1P


, 2P


, 3P


, равных по 

модулю: Р1 = 2Р,  Р2 = 2Р,  Р3 = 3Р, силы F


, приложенной в центре масс       

катка 2, равной по величине: F = 3Р, и пары сил с моментом  М = Рr,            
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приложенных к блоку 3. Механизм является неизменяемой механической си-

стемой. Радиус катка 2 R r2 2 . Каче-

ние катка по наклонной плоскости 

происходит без проскальзывания. Ра-

диусы ступенчатого блока 3: R r3 3 ,  

r r3  . Радиус инерции блока 3 

i r3 3 .  

Применяя метод динамического 

расчета механической системы найти 

ускорение груза 1 и динамические реакции, действующие на ось вращающего-

ся блока 3.  

Решение 

Освобождаем систему от связей. На рис. 5.4 изображены внешние силы, 

действующие на каждое тело, после освобождения его от связей.  

 
Груз 1 совершает поступательное движение. К нему приложены сила тя-

жести 1P


 и реакция нити 1Q


 (рис. 5.4, а). Предположим, груз 1 движется вниз, и 

направим ось  x1 в сторону движения груза.   

Уравнение движения груза в проекции на ось x1 в соответствии с теоре-

мой о движении центра масс механической системы имеет вид: 

 

Рис. 5.4. Расчетные схемы для описания движения тел, входящих в систему: 
а – поступательное движение груза 1; b – вращательное движение блока 3; 

с – плоское движение катка 2 

 

Рис. 5.3. Схема механической системы 
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1111 QPFam kx  = 12 QP  , 

где 1m , 1a  – соответственно, масса груза 1 и его ускорение,  
g

P

g

P
m

21
1  .  

Блок 3 вращается вокруг неподвижной оси z, проходящей через его центр 

масс О3,  перпендикулярно плоскости диска. Направление вращения блока, со-

ответствующее выбранному движению вниз груза 1, показано на рис. 5.4, b ду-

говой стрелкой 3 .  

На блок действуют сила тяжести 3P


, силы реакции подшипника 3X


, 3Y


, 

момент М и реакции нитей 1Q


 и 2Q


 (см. рис. 5.4, b). При составлении уравне-

ния вращательного движения блока 3 моменты сил считаем положительными, 

если они поворачивают блок  в сторону его вращения.  

Уравнение вращения блока 3 имеет вид: 

   32313 33
rQMRQFMJ kzOzO = rQPrrQ 213  , 

где 
3zOJ – момент инерции блока 3 относительно оси z; 3  – угловое ускорение 

диска 3, 2
333

imJ zO   = 23 )3(r
g

P
 = 

g

Pr 29
. 

Каток 2 совершает плоскопараллельное движение. К нему приложены сила 

тяжести 2P


, сила F


, реакция нити 2Q


 и реакция наклонной плоскости, состоя-

щая из нормальной реакции опоры 2N


 и силы сцепления катка с поверхностью 

сцF


. Согласно принципу равенства действия и противодействия, модули сил 2Q


 

и 2Q


 равны. На рис. 5.4, с показаны направления действия сил, приложенных к 

диску 2. В соответствии с направлением движения груза 1, центр масс катка 2 

движется вверх параллельно наклонной плоскости. Направление движения цен-

тра масс катка 2 показано направлением оси х2. Направление вращения катка 2 

показано дуговой стрелкой угловой скорости 2  (см. рис 5.4, с). 

Плоскопараллельное движение катка 2 описывается уравнением движе-

ния его центра масс и уравнением вращения вокруг оси, проходящей через 
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центр масс, перпендикулярно плоскости диска. Составляя уравнение движения, 

получим:  

60cos2сц22 PFFQam C  = PFPQ  сц2 3 , 

2сц222 RFRQJC   = rFrQ 22 сц2  , 

где 2m  – масса катка 2, 
g

P

g

P
m

22
2  ; Ca , 2 – ускорение центра масс и угловое 

ускорение катка 2; CJ  – момент инерции однородного катка 2 относительно 

оси, проходящей через центр масс, перпендикулярно плоскости диска, 

2

2
22Rm

JC  = 
g

PR2
2  = 

g

Pr24
. В уравнении вращательного движения диска мо-

мент силы считается положительным, если создаваемый им поворот направлен 

в сторону вращения диска, 

К системе четырех уравнений, описывающих движения тел в системе, 

необходимо добавить уравнения связей. Если предположить, что скорость цен-

тра масс катка 2 равна CV , то угловая скорость катка определится по формуле: 

2
2 CK

VC  = 
2R

VC , где 2CK  – расстояние от центра масс катка 2 до его мгновен-

ного центра скоростей (см. рис. 5.4, с). Продифференцировав по времени по-

следнее равенство, получим уравнение связи между ускорением центра масс 

катка 2 и его угловым ускорением: 
r

a

R

a

R

V CCC

222
22 


 . 

Скорость точки В катка 2 (см. рис. 5.4, с) 22 BKVB   = 2
2

2R
R

VC = CV2 . 

Точка В катка 2 и точка А блока  3 соединены нитью (см. рис. 5.3), поэтому их 

скорости равны. Приравняв скорости точек А и В, получим равенство: 

ABC VVV 2 = 33r  = r3 , откуда 
r

VC2
3  . После дифференцирования по-

следнего выражения найдём соотношение между ускорениями: 
r

aC2
3  .  
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Скорость груза 1 связана со скоростью центра масс диска 2 следующим 

образом: 331 RVV D  = r
r

VC 3
2

= CV6 .  Тогда Caa 61  .  

В результате получены четыре уравнения, описывающие движение тел в 

системе: 

1
2

a
g

P
= 12 QP  ,   3

29


g

Pr
= rQPrrQ 213  ; 

Ca
g

P2
 = PFPQ  сц2 3 ,     2

24


g

Pr
= rFrQ 22 сц2   

и три уравнения связей: 
r

aC

22  ,  
r

aC2
3  , Caa 61  . 

После подстановки уравнений связи в уравнения движения тел получим 

систему четырёх уравнений с четырьмя неизвестными: 

Ca
g

P12
= 12 QP  ,    Ca

g

P18
= 213 QPQ  , 

Ca
g

P2
= сц2 4 FPQ  ,    Ca

g

P
= сц2 FQ  , 

которая может быть решена любым известным из курса математики способом. 

Например, исключив из первых двух уравнений величину 1Q , а из треть-

его и четвёртого уравнений – величину сцF , получим систему двух уравнений с 

двумя неизвестными: 

Ca
g

P54
= 27 QP  , Ca

g

P3
= PQ 42 2  , 

откуда gaC 111

10
 ,  PQ

37

79
2  . Величину натяжения нити 1Q  находим из перво-

го уравнения исходной системы: PQ
37

34
1  . 

Для вычисления динамической реакции R3 оси блока 3 заметим, что 

центр масс блока 3 неподвижен и его ускорение равно нулю, 0
3
Oa


. Тогда 

уравнения движения центра масс блока 3 в проекциях на оси  x, y имеют вид : 
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030cos233 3
 QXam xO , 060cos23133 3

 QPQYam yO , 

где 3X , 3Y , – проекции реакции R3 оси вращающегося блока 3 на оси x, y 

(см. рис. 5.4, b). Отсюда, с учетом значений 1Q  = 0,919Р и 2Q  = 2,135Р, проек-

ции динамической реакции оси блока 3: 30cos23 QX  = 1,85Р, 

60cos2313 QPQY  = 4,98Р. Полная величина динамической реакции оси 

блока 3: 2
3

2
33 YXR  =  5,31Р. 

 
5.3. Теорема об изменении кинетической энергии системы                          

 
Кинетическая энергия тела при поступательном движении:  

2

2

1
CmVT  , где m – масса тела; CV  – скорость центра масс тела. Кинетическая 

энергия тела  при вращательном движении  вокруг неподвижной оси  z: 

2

2

1
 zJT , где zJ  – момент инерции тела относительно оси z;    – угловая 

скорость тела. Для дисков с равномерно распределённой массой момент инер-

ции относительно оси z, проходящей через центр масс: 2

2

1
mRJ z  , где R – ра-

диус диска. Для тел с неравномерно распределённой массой 2
zz miJ  , где zi – 

радиус инерции. Кинетическая энергия тела при плоскопараллельном 

движении: 22

2

1

2

1
 zСC JmVT , где m – масса тела; CV ,   – скорость центра 

масс и угловая скорость тела; zСJ  – момент инерции тела относительно оси z, 

проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости движения. 

Работа постоянной по модулю и направлению силы F


 на конечном 

прямолинейном перемещении S  точки приложения силы:  cos)( FSFA , где 

  – угол между вектором силы и перемещением. Если угол   острый, работа 
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положительна. Если тупой – отрицательна. При   = 90° сила перпендикулярна 

перемещению точки и работа силы равна нулю.  

Работа пары сил с постоянным моментом  М  при повороте тела на ко-

нечный угол  :  MA , где    – угол поворота тела.  Работа считается поло-

жительной, если пара сил стремится повернуть тело в направлении его враще-

ния, и отрицательной – в противном случае.  

Мощностью силы  F


 называют величину )(FN ,  равную скалярному 

произведению силы на скорость точки её приложения: VFFN


)(  = 

=  cosVF , где V – скорость точки приложения силы;   – угол между векто-

ром силы и вектором скорости точки приложения силы.  

При плоском движении тела мощность силы  выражается  суммой ска-

лярных произведений векторов: 


)(FMVFN OO  =  cosOVF  OFh , 

где OV


 – вектор скорости точки, выбранной полюсом; 


 – вектор угловой ско-

рости тела; OM


 – вектор момента силы F


относительно полюса; hО  – плечо 

силы F


относительно полюса О. 

Теорема об изменении кинетической энергии системы в дифферен-

циальной форме.  Производная по времени от кинетической энергии системы 

равна сумме мощностей внешних и внутренних сил   )()( i
k

e
k FNFN

dt

dT 
, 

где Т  – кинетическая  энергия системы;  )( e
kFN


,  )( i
kFN


  – сумма мощно-

стей, соответственно, внешних и внутренних сил.  

Теорема об изменении кинетической энергии системы на конечном 

перемещении. Изменение кинетической энергии системы на её конечном пе-

ремещении равно сумме работ внешних и внутренних сил, действующих на си-

стему   )()(0
i

k
e

k FAFATT


, где Т, Т0 – кинетическая энергия  системы, 

соответственно, в текущем и начальном состояниях;  )( e
kFA


,   )( i
kFA


– сум-
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ма работ внешних и внутренних сил при перемещении системы  из начального 

состояния в текущее.  

Механические системы, состоящие из абсолютно твердых тел, соединен-

ных гибкими нерастяжимыми нитями, называются неизменяемыми. В неиз-

меняемых системах сумма работ внутренних сил и, следовательно, сумма мощ-

ностей этих сил равны нулю. Поэтому для таких систем в теореме об измене-

нии кинетической энергии достаточно учитывать только внешние силы. 

 
5.4. Задание Д5. Исследование движения механической системы                     

с применением  теоремы об изменении кинетической энергии  
 

Неизменяемая механическая система состоит из ступенчатого и однород-

ного дисков, соединённых нерастяжимой нитью или невесомым стержнем. Ни-

ти и стержни, соединяющие диски, параллельны плоскостям качения дисков. 

Качение дисков без скольжения. Скольжение между невесомым стержнем и 

дисками отсутствует.  

Вес дисков 1P  и 2P . Система движется в вертикальной плоскости под 

действием сил тяжести 1P


, 2P


, сил 1F


, 2F


 и пары сил с моментом М. Направле-

ния действия сил 1F


, 2F


 и наклон плоскости  (если он есть) определяются уг-

лами   или  , показанными на схемах механизмов.   

Радиус однородного диска r. Радиусы ступеней ступенчатого диска R и r. 

Радиус инерции ступенчатого диска относительно оси, проходящей через 

центр масс перпендикулярно плоскости движения, равен zi .  

1. Найти ускорение центра масс диска 2.  

2. Найти реакцию опоры диска 2 на плоскость (её нормальную составля-

ющую и силу сцепления диска с плоскостью).  

Варианты задания приведены на рис. 5.5, 5.6, исходные данные пред-

ставлены в табл. 5.2. 
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Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 
 

 
 

 

 

 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 
 

 
 
 

 

 

 
Вариант № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 

 

 

 

 

 

 
Рис. 5.5. Задание Д5. Исследование движения механической системы  

с применением теоремы об изменении кинетической энергии.  
Варианты задания 1 – 6, 11 – 16, 21 – 26 
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Окончание  вариантов задания Д5 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 
 

 
 

 

 

 

 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты  10, 20, 30 
 
 

 

 

 
 

 
Рис. 5.6. Задание Д5. Исследование движения механической системы  

с применением теоремы об изменении кинетической энергии.  
Варианты задания 7 – 10, 17 – 20, 27 – 30 

 
Таблица 5.2 

 

Исходные данные задания Д5. Исследование движения механической системы  
с применением теоремы об изменении кинетической энергии 

 
Номер 

варианта 
задания 

Р1, Н Р2, Н F1, Н F2, Н М, 
Н·м 

 , 
 град 

 , 
 град 

R, м r, м iz, м 

1 10 20 15 20 25 30 60 0,4 0,3 0,3 
2 20 30 10 20 20 60 30 0,6 0,3 0,4 
3 10 15 12 20 25 60 60 1,2 0,6 0,8 
4 12 25 20 25 35 30 30 1,5 0,5 1,2 
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Окончание табл. 5.2 
Номер 

варианта 
задания 

Р1, Н Р2, Н F1, Н F2, Н М, 
Н·м 

 , 
 град 

 , 
 град 

R, м r, м iz, м 

5 15 20 10 20 30 60 30 0,8 0,4 0,7 
6 18 20 18 22 22 45 60 1,2 0,4 0,9 
7 15 25 10 8 20 45 45 0,9 0,6 0,7 
8 25 22 10 12 30 45 60 1,0 0,8 0,9 
9 12 25 18 10 32 30 30 0,8 0,6 0,7 
10 10 15 8 10 28 60 30 1,4 0,7 1,2 
11 15 22 20 25 30 60 45 0,6 0,4 0,5 
12 20 25 15 40 30 30 60 0,8 0,4 0,6 
13 10 20 10 25 30 45 30 1,0 0,5 0,9 
14 12 15 18 15 25 30 30 0,9 0,3 0,8 
15 20 25 20 20 30 45 60 1,0 0,5 0,8 
16 10 15 10 15 16 60 45 1,2 0,4 1,1 
17 18 25 12 10 30 30 30 1,5 0,9 1,3 
18 25 20 10 15 20 60 60 0,8 0,5 0,7 
19 12 25 10 10 32 60 60 1,2 0,9 1,1 
20 15 20 8 20 25 30 45 0,8 0,4 0,7 
21 10 25 25 15 30 45 30 0,7 0,5 0,6 
22 18 20 20 20 35 60 45 1,4 0,7 0,9 
23 10 15 10 30 30 30 30 1,4 0,7 0,8 
24 10 15 12 20 20 30 30 1,2 0,4 0,8 
25 12 18 20 18 30 60 30 1,2 0,6 1,1 
26 10 12 12 15 15 30 30 0,9 0,3 0,8 
27 15 22 10 12 20 45 60 0,8 0,6 0,7 
28 22 20 8 16 8 30 45 0,6 0,2 0,4 
29 18 25 10 8 32 60 60 1,2 0,8 1,1 
30 20 25 8 20 28 30 30 0,8 0,4 0,6 

 

Пример выполнения задания Д5. Исследование движения механической 
системы с применением теоремы об изменении кинетической энергии  

 
Механическая система состоит из ступенчатого и однородного дисков, 

соединённых невесомым стержнем (рис. 5.7). Система движется в вертикаль-

ной плоскости под действием сил тяжести, сил 1F


, 2F


 и пары сил с момен-

том М. Направления действия сил 1F


, 2F


 определяются углами   и  .  

Диск 1 вращается вокруг неподвижной оси О1. Диск 2 катится прямоли-

нейно по горизонтальной поверхности. Качение диска 2 без проскальзывания. 
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Невесомый стержень, соединяющий диски, расположен горизонтально. Сколь-

жение между стержнем и дисками отсутствует. 

 Определить ускорение центра 

масс диска 2, угловое ускорение 

дисков, усилие в стержне, динами-

ческую реакцию шарнира О1, реак-

цию опоры диска 2 (её нормальную 

составляющую и силу сцепления 

диска с поверхностью качения), ес-

ли модули сил тяжести 1P  = 40 Н, 

2P = 60 Н, модули сил 1F  = 80 Н, 2F  = 30 Н, величина момента М = 35 Н·м, уг-

лы наклона сил   = 30°,   = 45°, радиусы дисков R = 0,8 м, r = 0,6 м, радиус 

инерции диска 2 zi  = 0,4 м. 

Решение 

Предположим, что во время движения системы диск 1 вращается по ходу 

часовой стрелки. Угловые скорости 1 и 2  дисков 1 и 2 и скорость центра 

масс диска 2 показаны на рис. 5.8.   

На диск 1 действуют силы: 

1F


, сила тяжести 1P


 и реакция 

шарнира 1O , разложенная на со-

ставляющие 1X


, 1Y


. На диск 2:  

сила 2F


, сила тяжести 2P


, пара 

сил с моментом М, нормальная 

реакция опоры N


 и сила сцепле-

ния диска 2 с поверхностью сцF


. Направления действия сил показаны на 

рис. 5.8.  

 

Рис. 5.7. Схема движения 
механической системы 

 

Рис. 5.8. Расчетная схема 
для исследования движения системы 
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Для решения задачи воспользуемся теоремой об изменении кинетической 

энергии системы в дифференциальной форме. По условию задачи рассматрива-

емая система неизменяемая и, следовательно, сумма мощностей внутренних 

сил равна нулю. В этом случае теорема об изменении кинетической энергии 

системы принимает вид   )( e
kFN

dt

dT 
, где Т – энергия системы в текущем 

положении;  )( e
kFN


 – суммарная  мощность внешних сил. 

Найдём кинетическую энергию системы и выразим её через скорость 

центра масс диска 2.  

Кинетическая энергия вращательного движения диска 1:  
2
11 12

1
 zOJT , 

где 1 – угловая скорость диска 1; 
1zOJ  – осевой момент инерции диска 1, 

2

2
1

1

rm
J zO  . Диск 2 движется плоскопараллельно. Его кинетическая энергия 

определяется по формуле: 2
2

2
22 2

1

2

1
 zCC JVmT , где CV , 2  – скорость центра 

масс и угловая скорость диска 2; zCJ  – момент инерции ступенчатого диска 2 

относительно оси z, проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости 

диска, 2
2 zzC imJ  .  

У диска 2 мгновенный центр скоростей находится в точке касания его с 

неподвижной поверхностью (точка К на рис. 5.8). Тогда скорость точки С 

определяется по формуле CKVC  2 = r2 , откуда 
r

VC2 . Скорость точки 

А AKVA  2 = r22 , или CA VV 2 .  

Так как нет проскальзывания между стержнем и дисками, скорость точки  

А на диске 2 равна скорости точки В на диске 1, причём rVB 1 . Приравнивая 

скорости AB VV  , найдем 
r

VC2
1  .  
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С учетом найденных зависимостей кинетические энергии дисков 1 и 2 и 

суммарная энергия системы имеют вид 

2
11 12

1
 zOJT  = 

22
1 2

22

1








r

V

g

rP C = 21
CV

g

P
; 

2
2

2
22 2

1

2

1
 zCC JVmT    = 

2
2222

2

1

2

1








r

V
i

g

P
V

g

P C
zC ;        

21 TTT   =  21
CV

g

P
 + 2

C2

2
2 1

2

1
V

r

i

g

P z










 . 

Производная по времени от кинетической энергии системы  

dt

dT
 = 
























2

2
21 1

2
2

r

i

g

P

g

P

dt

dV
V zC

C . 

Найдем сумму мощностей внешних сил. Отметим, что мощности силы 

тяжести 1P


 и сил реакции 1X


, 1Y


 подшипника О1 равны нулю, так как нет пере-

мещения точек приложения этих сил. Мощности сил N


 и сцF


– нормальной ре-

акции опоры диска 2 и силы сцепления диска с плоскостью также равны нулю, 

так как точкой приложения этих сил является мгновенный центр скоростей 

диска 2, скорость которого равна нулю. Мощность силы 2P


 равна нулю, так как 

угол между вектором силы и скоростью точки приложения силы – точки С – 

равен 90° (см. рис. 5.8). Для определения мощности силы 2F


, приложенной к 

диску 2, воспользуемся формулой расчета мощности силы при плоскопарал-

лельном движении тела. Выберем в качестве полюса точку К – мгновенный 

центр скоростей диска 2, скорость которого KV = 0 (см. рис. 5.8). В этом случае 

мощность силы 2F


 равна: 22 )( 


KMFN  = 22  KhF , где )( 2FMM KK


  – 

вектор момента силы 2F


 относительно центра К; 2


, 2  – вектор и модуль уг-

ловой скорости диска 2; Kh  – плечо силы 2F


 относительно центра К. Мощ-
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ность силы 2F


 отрицательная, так как направление момента силы 2F


 относи-

тельно точки К противоположно направлению угловой скорости диска 2.  

В результате, мощность силы 2F


: 

)( 2FN


 = 22  KhF  = 22 )cos60(  rRF = 





 

r

R
VF C 2

1
2 . 

 Здесь 60cosrRSKESEKhK   (см. рис. 5.8).  

Заметим, что для вычисления мощности силы F2 можно использовать в 

качестве полюса центр масс диска – точку С. Имеем:  

2222 )()( 


FMVFFN CC = 222 120cos  RFVF C
 = 






 

r

R
VF C 2

1
2 . 

Момент М направлен в сторону вращения диска 2. Его мощность поло-

жительная: 
r

V
MMMN C 2)( . Мощность силы 1F


, приложенной в точке D, 




cos45)( 11 DVFFN   = 21 CVF . Здесь учтено очевидное равенство CAD VVV 2  

(см. рис. 5.8).  

Суммарная мощность внешних сил: 

 )( eFN  = 





 

r

R
VF C 2

1
2 +

r

V
M C + 21 CVF .  

В результате теорема об изменении кинетической энергии системы при-

водится к виду  
























2

2
21 1

2
2

r

i

g

P

g

P

dt

dV
V zC

C = 





 

r

R
VF C 2

1
2 +

r

V
M C + 21 CVF , 

откуда ускорение центра масс диска 2:  

dt

dV
a C

C   = 





























 





 

2

2

21

12

12

2
2

1

r

i
PP

gF
r

M

r

R
F

z

. 

Подставляя исходные данные задачи, получим: Ca = 6,85 м/с2. 
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Для определения углового ускорения диска 2 продифференцируем по 

времени равенство 
r

V

CK

V CC 2 . Дифференцирование здесь допустимо, так 

как во время движения диска 2 расстояние от точки С до мгновенного центра 

скоростей диска 2 – точки К – не меняется.   

Найдем 2 = 
r

VC


 2  = 
r

aC  = 11,42 рад/с2. Угловое ускорение диска 1 

находится путём дифференцирования равенства 

21 2 . Имеем: 21 2 = 22,84 рад/с2.  

Для того чтобы определить реакцию стержня, 

освобождаемся от стержня, заменяем его реакцией H


 

и составляем уравнения движения дисков 1 и 2.  

Силы, действующие на диск 1 во время движе-

ния, показаны на рис. 5.9. Уравнение вращательного 

движения диска 1 в алгебраической форме: 

)(11  e
kzzO FMJ


, где 1  – угловое ускорение диска; 
1zOJ  – момент инерции 

диска 1 относительно оси z, проходящей через точку О1 перпендикулярно 

плоскости диска, 
2

2
1

1

rm
J zO  ;  )(

1

e
kzO FM


 – сумма моментов внешних сил 

относительно оси z. 

Считая моменты сил положительными, если они создают поворот диска в 

сторону его вращения, составим сумму моментов внешних сил относительно 

оси z:  )(
1

e
kzO FM


= HrrF cos451 . В результате уравнение вращательного 

движения диска 1 принимает вид:   1

2
1

2


g

rP
= HrrF cos451 . 

Подставляя в уравнение исходные данные задачи с учетом найденного 

значения углового ускорения диска 1 1  = 22,84 рад/с2, найдем реакцию стерж-

ня Н = 28,63 Н.  

 

Рис. 5.9. Силы, 
действующие на 
диск 1 во время 

движения 
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Для определения динамической реакции шарнира О1 диска 1 применим 

теорему о движении центра масс. Выберем оси координат xO1  и yO1 , как      

показано на рис. 5.9, и составим уравнение движения центра масс диска 1 в 

проекциях на оси координат с учётом  того, что сам центр масс неподвижен и 

его ускорение равно нулю.  

Получим систему: 

045sin11  FXH ,  0cos45111  FPY . 

Отсюда, с учётом найденной величины усилия в стержне Н = 28,63 Н, 

находим составляющие динамической реакции 

шарнира: X1 = 27,94 H, Y1 = 96,57 H. Полная ре-

акция шарнира 2
1

2
11

YXRO  =100,53 Н.  

Для определения величины силы сцепления 

диска 2 с поверхностью качения и нормальной 

составляющей реакции опоры диска используем 

теорему о движении центра масс. Силы, прило-

женные к диску 2, и выбранная система коорди-

нат хСу показаны на рис. 5.10. Уравнения движе-

ния центра масс диска 2 в проекциях на оси  x, y  имеют вид: 

60cos2сц2 FFHam C  ; 

NPF  22cos300  . 

С учетом найденных значений реакции стержня Н = 28,63 Н и ускорения 

центра масс диска 2 Ca = 6,85 м/с2, находим силу сцепления и нормальную ре-

акцию опоры: сцF  = 28,27 Н, N  = 85,98 Н.  

Полная реакция опоры 2
сц

2 FNRK  = 90,51 Н. 

 

 

Рис. 5.10. Силы, действующие 
на диск 2 во время движения 
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6. АНАЛИТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА 
 

6.1. Принципы механики. Общее уравнение динамики 

 
Силой инерции материальной точки называют векторную величину, мо-

дуль которой равен произведению массы точки на модуль её ускорения, 

направленную противоположно этому ускоре-

нию amR


и , где m – масса точки; a


 – вектор 

ускорения точки. 

При поступательном движении тела с 

ускорением центра масс сa


 система сил инер-

ции, приложенных к каждой точке тела, приводится  к  главному вектору сил 

инерции иR


, равному по величине сmaR и , приложенному в центре масс те-

ла и направленному  в сторону, противоположную ускорению сa


 (рис. 6.1). 

При вращении тела вокруг неподвижной оси z, проходящей через  центр 

масс, главный вектор сил инерции, приведённый к центру масс тела, обращает-

ся в нуль (так как ускорение центра масс равно нулю). Таким образом, система 

сил инерции приводится к паре сил с моментом 

иM


, равным главному моменту сил инерции от-

носительно оси вращения. Величина главного мо-

мента сил инерции  zJM и , где zJ – момент 

инерции тела относительно оси z;   – угловое 

ускорение тела. Направлен главный момент сил 

инерции в сторону, противоположную угловому ускорению (рис. 6.2). 

При плоскопараллельном движении тела с ускорением центра масс сa


 и 

угловым ускорением   система сил инерции, приложенных к каждой точке те-

ла,  приводится к силе иR


, равной главному вектору сил инерции, и паре  сил с 

моментом иM


, равным  главному моменту сил инерции относительно оси,  

 
Рис. 6.2. Главный момент 
сил инерции при враще-
нии тела вокруг оси, про-
ходящей через центр масс 

 
Рис. 6.1. Главный вектор сил 
инерции при поступательном 

движении твердого тела 
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проходящей через центр масс тела перпендикулярно плоскости движения 

(рис. 6.3). Главный вектор сил инерции равен по модулю произведению массы 

тела на ускорение его центра масс: сmaR и , при-

ложен в центре масс тела и направлен в сторону, 

противоположную ускорению сa


 центра масс. 

Главный момент сил инерции равен по величине 

произведению момента инерции тела относительно 

оси, проходящей через центр масс перпендикуляр-

но плоскости движения, на угловое ускорение тела: 

 сJM и , где сJ  – момент инерции тела. Направлен главный момент сил 

инерции в сторону, противоположную угловому ускорению (см. рис. 6.3). 

Принцип Даламбера для системы. Если в любой момент времени к 

каждой из точек системы кроме действующих на нее внешних и внутренних 

сил присоединить соответствующие силы инерции, то полученная система сил 

будет уравновешенной. Принцип Даламбера даёт возможность составлять 

уравнения движения механической системы в виде уравнений равновесия:  

0и  RF e
k


,  0)( и  O

e
kO MFM


, 

где e
kF


 – внешние силы, приложенные к системе; иR


 – главный вектор сил 

инерции; )( e
kО FM


 – момент внешних сил, приложенных к системе, относи-

тельно произвольного центра О; и
OM


 – главный момент сил инерции относи-

тельно центра О. 

Силы, действующие на систему, можно подразделить на активные и ре-

акции связей. Идеальными связями в механической системе называют такие 

связи, для которых  сумма элементарных работ их реакций  на любом возмож-

ном перемещении равна нулю.  

Принцип возможных перемещений. Для равновесия механической си-

стемы с идеальными связями необходимо и достаточно, чтобы сумма              

  
Рис. 6.3. Главный вектор   

и главный момент сил 
инерции при плоскопа-
раллельном движении  

твердого тела 
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элементарных работ всех активных сил, приложенных к точкам системы, была 

равна нулю на любом возможном перемещении системы: )( акт kFA


 = 0, где 

)( акт
kFA


  – элементарная работа активных сил на  возможном перемещении. 

Совместное применение принципа Даламбера и принципа возможных 

перемещений приводит к формулировке общего уравнения динамики. 

Общее уравнение динамики. При движении механической системы с 

идеальными связями  в каждый момент времени сумма элементарных работ 

всех приложенных активных сил и сил инерции на любом возможном переме-

щении равна нулю: 0)()( иакт   kk RAFA


, где )( акт
kFA


 , )( и
kRA


  – элемен-

тарные работы активных сил и сил инерции, приложенных к системе, на её 

возможном перемещении. 

При вычислении  элементарных работ активных сил и сил инерции ис-

пользуют обычные формулы для вычисления работы сил на элементарном пе-

ремещении точек их приложения. При этом переменные силы на элементарном 

перемещении точек их приложения считаются постоянными. 

 

6.2. Задание Д6. Исследование механической системы  

с применением общего уравнения динамики  
 

Механическая система с идеальными связями включает груз и два диска 

– однородного радиусом  R или r и ступенчатого. Ступенчатый диск состоит из 

двух одноосных цилиндров радиусом R и r. Радиусы дисков указаны на схеме. 

Тела соединены нерастяжимыми нитями или невесомыми стержнями. Система 

движется в вертикальной плоскости из состояния покоя под действием сил тя-

жести,  постоянной силы F


, а также пары сил с переменным моментом М. 

Направление действия силы F


 и наклон плоскости движущихся тел определя-

ются углами   и  . Радиус инерции ступенчатого диска относительно оси, 

проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости движения, равен zi .  
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Качение дисков без проскальзывания. Скольжение между невесомым 

стержнем и дисками отсутствует. Движение грузов по плоскости без трения. 

Нити и стержни, соединяющие груз и диски, параллельны соответствующим 

плоскостям, по которым двигаются тела.  

Найти уравнение движения центра масс диска 3. Определить реакцию 

шарнира диска 2 в момент времени t  = 1 с.  

Варианты задания приведены на рис. 6.4, 6.5. Исходные данные выбира-

ются из табл. 6.1.  
 

Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

Варианты  3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 

 

 

 

 
 

 
Рис. 6.4. Задание Д6. Исследование движения механической системы  

с применением общего уравнения динамики.  
Номера вариантов задания 1 – 4, 11 – 14, 21 – 24 
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Окончание вариантов задания Д6 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

Варианты № 7, 17, 27  Варианты № 8, 18, 28 
 
 

 

 

 
 

 
 

 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 

 
 

 

 

 
Рис. 6.5. Задание Д6. Исследование движения механической системы  

с применением общего уравнения динамики.  
Номера вариантов задания 5 – 10, 15 – 20, 25 – 30 
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Таблица 6.1 

Исходные данные задания Д6. Исследование движения механической системы  
с применением общего уравнения динамики 

 

Номер  
варианта 
задания 

Р1, Н  Р2, Н Р3, Н  F, Н  М, Н·м   , град   , град  R, м  r, м  iz, м  

1 10 20 8 20 3(2+t2) 30 60 0,6 0,3 0,4 
2 10 22 15 15 4(t+3) 30 30 0,8 0,4 0,6 
3 5 18 10 6 8(t2+1) 90 30 0,4 0,3 0,3 
4 5 22 10 5 14(t2+t+1) 30 – 0,6 0,5 0,6 
5 5 20 16 9 3(t2+4) 45 60 0,6 0,3 0,5 
6 10 16 14 15 4(5+t) 60 30 1,0 0,6 0,8 
7 6 20 20 8 9(3t2+2) 45 – 0,8 0,6 0,8 
8 16 25 15 12 5(t2+4) 30 60 1,2 0,6 0,8 
9 5 20 12 8 4(3+5t) 60 30 0,6 0,4 0,5 
10 6 25 8 10 5(3t+6) 30 – 1,0 0,8 0,9 
11 4 22 8 15 2+ t2 45 45 0,8 0,4 0,6 
12 15 18 15 10 5(t+3) 30 60 1,0 0,5 0,7 
13 6 20 10 4 5(t2+2) 30 60 0,6 0,5 0,4 
14 10 25 15 8 16(t+2) 60 – 0,8 0,6 0,7 
15 8 18 20 10 6(t+2) 30 90 1,2 0,6 1,0 
16 8 18 12 12 5(3+t2) 90 60 0,8 0,6 0,7 
17 5 20 10 10 2t2+20 60 – 0,9 0,6 0,8 
18 20 15 20 15 3(t+4) 60 30 0,8 0,4 0,7 
19 8 20 12 10 4(3+t) 45 45 1,2 0,4 0,8 
20 12 20 10 6 6(3t+4) 45 – 1,0 0,6 0,9 
21 15 25 12 12 6+t2 60 60 0,6 0,3 0,5 
22 20 22 18 15 2(2t+9) 45 45 0,8 0,4 0,6 
23 8 24 12 8 7(3t2+2) 30 45 0,8 0,5 0,6 
24 12 20 18 10 6(t+4) 90 – 0,5 0,3 0,4 
25 5 20 12 12 9(2+t2) 60 30 1,4 0,7 1,2 
26 10 12 10 8 6(2+t) 30 45 1,2 0,8 0,9 
27 6 18 16 14 8(2t2+3) 30 – 0,8 0,2 0,6 
28 10 20 20 20 3(t2+3) 45 30 0,6 0,3 0,5 
29 10 18 8 12 5(4+t+ t2) 30 60 1,2 0,8 0,9 
30 8 18 10 15 8(t2+5) 60 – 1,0 0,8 0,9 

 

Пример выполнения задания Д6. Исследование движения механической 
системы с применением общего уравнения динамики 

  
Механическая система состоит из груза 1, движущегося поступательно, 

ступенчатого диска 2 (каток), катящегося по неподвижной поверхности цилин-



 130

дрической ступенькой, и однородного диска 3 (блок), вращающегося вокруг 

неподвижной оси, проходящей через центр масс блока (рис. 6.6). Качение кат-

ка 2 без проскальзывания, скольжение 

груза 1 – без трения. Движение си-

стемы происходит под действием сил 

тяжести, силы F


, приложенной к гру-

зу 1 и пары сил с моментом М, при-

ложенной к диску 3.  

Найти уравнение движения 

центра масс катка 2 если движение 

системы началось из состояния покоя. 

Определить реакцию шарнира диска 3 в момент t  = 1 с, если: P1 = 10 Н; 

P2 = 20 Н; P3 = 15 Н; F = 5(t+1) Н; )2(16 tM   Н·м; R2 = 0,8 м; r2  = 0,2 м; 

R3 = 0,4 м; i2С = 0,6 м.    

Решение 

В рассматриваемой механической системе активными силами являются 

силы тяжести 

P1, 2P


, 3P


, сила F


 и пара сил с моментом М (рис. 6.7).  Связи 

идеальные, так как  скольжение груза 1 происходит по гладкой поверхности 

без трения, качение диска 2 без проскальзывания, а ось вращения блока 3 непо-

движна.  

Предположим, направление движения в системе задаёт пара сил с момен-

том М, приложенная к блоку 3. Обозначим 3 , 3  – угловая скорость  и угло-

вое ускорение блока 3, CV , Ca  – скорость и ускорение центра масс катка 2, 1V ,  

1a – скорость и ускорение груза 1. Направления векторов скоростей и ускоре-

ний точек и угловых скоростей и ускорений тел в соответствии с выбранным 

направлением движения системы показаны на рис. 6.7. 

Общее уравнение динамики имеет вид: 

0)()( иакт   kk RAFA


. 

 

Рис. 6.6. Схема движения механической 
системы 
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 Присоединим к телам системы силы инерции. Груз 1 движется поступа-

тельно. Главный вектор сил инерции груза 1 и
1R


 приложен в центре масс груза 

и направлен в сторону, противоположную ускорению 1a


 груза 1. Модуль глав-

ного вектора сил инерции гру-

за 1 и
1R  = m1a1, где m1 – масса 

груза 1; 1a  – величина ускоре-

ния груза 1. 

Система сил инерции 

катка 2, приводятся к силе, 

равной главному вектору сил 

инерции и
2R


, приложенному в 

центре масс катка 2, и паре 

сил с моментом, равным глав-

ному моменту сил инерции 

и
2M


 относительно оси, прохо-

дящей через центр масс перпендикулярно плоскости движения.  Главный век-

тор сил инерции направлен в сторону, противоположную ускорению Ca


, и со-

ставляет и
2R  = m2 aС , где m2 – масса катка 2; Ca  – величина ускорения центра 

масс. Главный момент сил инерции: 22
и
2  CJM , где CJ2  – момент инерции 

катка 2 относительно оси, проходящей через центр масс перпендикулярно 

плоскости движения; 2 – угловое ускорение катка 2. Направлен главный мо-

мент сил инерции и
2M  в сторону, противоположную угловому  ускорению 2.  

Главный вектор сил инерции, приложенных к блоку 3 и приведённых к 

центру масс блока, равен нулю, так как блок вращается вокруг неподвижной 

оси, проходящей через центр масс, и ускорение центра масс блока равно нулю. 

В результате силы инерции блока 3 приводятся к паре сил, момент которой ра-

 

Рис. 6.7. Расчётная схема исследования движения  
механической системы 
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вен главному моменту сил инерции и
3M


 относительно оси вращения. Главный 

момент сил инерции блока 3 равен по величине 33
и
3  OJM , где OJ3  – момент 

инерции блока 3 относительно оси вращения; 3  – угловое ускорение блока 3, 

и  направлен  в сторону, противоположную угловому ускорению 3 . Главные 

векторы и главные моменты сил инерции показаны на рис. 6.8.  

Определим кинематические соотношения между скоростями точек си-

стемы и выразим их через скорость CV  центра масс катка 2. Каток 2 катится по 

неподвижной поверхности без скольжения. Мгновенный центр скоростей катка 

находится в точке K касания катка с поверхностью (см. рис. 6.7). Угловая ско-

рость катка 2 
2

2 r

V

СK

V СC  . Скорость точки А катка 2: 

 2222 rRAKVA  =
2

22

r

rR
VC


. Скорость точки Е блока 3 равна скоро-

сти точки А катка 2, AE VV  . Тогда угловая скорость блока 3:  

3
3 R

VE  = 
3R

VA  = 
23

22 )(

rR

rR
VC


.  

Скорость груза 1 равна скорости точки D катка 2: 

 22221 rRDKVV D   = 
2

22 )(

r

rR
VC


. 

Соотношения между ускорениями определяются путем дифференциро-

вания установленных кинематических равенств: 

2

22
1

)(

r

rR
aa C


 ,   

2
2 r

aС ,   
23

22
3

)(

rR

rR
aC


 . 

Для того чтобы найти соотношения между перемещениями, выразим ки-

нематические равенства между скоростями в дифференциальном виде  и, пола-

гая, что действительное перемещение является  возможным, т. е. sds  , 

d , получим соотношения между возможными перемещениями: 
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2

22
1

)(

r

rR
ss C


 ,  

2
2 r

sС
 ,  

23

22
3

)(

rR

rR
sC


 . 

Сообщим системе возможное перемещение, совпадающее с действитель-

ным. Элементарная работа реакций связи на любом возможном перемещении 

системы равна нулю, так как связи в системе идеальные.  

Найдем элементарные работы активных сил и выразим их через  переме-

щение центра масс катка 2. Прежде заметим, что элементарные работы сил тя-

жести груза 1 и катка 2  равны нулю, так как направления перемещений точек 

приложения этих сил перпендикулярны векторам сил:  




cos90)( 111 sPPA  = 0, 


cos90)( 22 CsPPA  = 0. 

Элементарная работа силы тяжести блока 3 равна нулю, так как точка 

приложения силы тяжести блока 3 не перемещается: )( 3PA


 = 0. 

Элементарная работа пары сил с моментом М, приложенных к блоку 3: 

А )(M


 = М3 = 
23

22 )(

rR

rR
sM C


 . 

Элементарная работа силы F


:  




0cos15)( 1sFFA   = 0cos3
)(

2

22

r

rR
sF C


 . 

Сумма элементарных работ всех активных сил: 

)( акт kFA


= )(MA


  + )(FA


 = 
23

22 )(

rR

rR
sM C


  – 0cos3

)(

2

22

r

rR
sF C


  = 

= 















2,04,0

2,00,8
)21(6 t  – Cst 











 
 866,0

2,0

2,00,8
)1(5  = Cst  ),3568(23,35 . 

 Определим модули главных векторов и главных моментов сил инерции  в 

зависимости от ускорения Ca  центра масс катка 2: 

и
1R  = m1a1 = 1

1 a
g

P
 = Ca

gr

rRP

2

221 )( 
,   CamR 2

и
2   =  

g

aP C2 , 

2
2
2222

и
2  CC imJM = 

2

2
2

2

r

a
i

g

P С
C , 
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33
и
3  OJM  = 3

2
33

2


Rm
 = Ca

rR

rR

g

RP

23

22
2
33 )(

2


= Ca

gr

rRRP

2

2233

2

)( 
, 

где CJ2  – момент инерции катка 2 относительно оси, проходящей через его 

центр масс перпендикулярно плоскости движения, 2
222 CC imJ  ; Ci2  – радиус 

инерции катка 2; OJ3  – момент инерции блока 3 относительно оси вращения, 

проходящей через его центр масс, 
2

2
33

3
Rm

J O  . 

Найдем элементарные работы сил инерции на возможном перемещении 

системы и выразим их в зависимости от перемещения Cs  центра масс катка 2: 




0cos18)( 1
и
1

и
1 sRRA  = C

C s
gr

arRP





2
2

2
221 )(

;  




cos180)( и
2

и
2 СsRRA   = Cs

g

aP
 C2 , 2

и
2

и
2 )(  MMA


 = – C

С s
gr

aiP


2
2

2
22 ; 

3
и
3

и
3 )(  MMA


= C

C s
gr

arRP





2
2

2
223

2

)(
. 

Сумма элементарных работ сил инерции:  

)( и kRA


 = C
C s

gr

arRP





2
2

2
221 )(

 Cs
g

aP
 C2  – C

С s
gr

aiP


2
2

2
22  – C

C s
gr

arRP



2

2

2
223

2

)(
 = 

= – 
g

sa CC 


 
2

2

2,0

)2,0(0,810
 + 20 + 

2

2

2,0

6,020 
 +  








2

2

2,02

)2,0(0,815
  =  – 52,75 CC sa  , 

где g = 9,81 м/с2. 

С учетом проделанных вычислений общее уравнение динамики прини-

мает вид:  

)()( иакт   kk RAFA


= Cst  ),3568(23,35 – 52,75 CC sa   = 0, 

откуда ускорение центра масс катка 2:  

taC ,291,440  . 
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Выберем ось x по направлению движения центра масс катка 2 (см. рис. 6.7). 

Проектируя вектор Ca


 ускорения точки С  на ось х, получим дифференциальное 

уравнение txa CC ,291,440   . Интегрируя дважды это уравнение, найдём закон 

движения: 21

32

6
,291

2
,440 CtC

tt
xC  . Подставляя сюда начальные условия: 

t = 0, 0CV , 0Cx , найдём константы интегрирования: 021 CC . Оконча-

тельно уравнение движения центра масс диска 2 представим в виде: 

32 ,210,220 ttxC  . 

Рассмотрим вращательное движение блока 3, освободив его от связей. На 

блок действуют сила тяжести 3P


, реакция подшипника, разложенная на состав-

ляющие 3X


, 3Y


, пара сил с моментом М и ре-

акция нити 3H


 (см. рис. 6.8). Реакция нити, 

равная силе натяжения нити, приложена к 

блоку 3, направлена вдоль нити, связывающей 

каток 2 и блок 3. Присоединим к блоку 3 силы 

инерции. Направления сил, моментов пар сил 

и главного момента сил инерции, действую-

щих на блок 3, показаны на рис. 6.8.  

По принципу Даламбера система сил, приложенных к блоку 3, включая 

силы инерции, находится в равновесии. Составим уравнение  равновесия  в ви-

де равенства нулю суммарного момента всех сил (включая силы инерции) от-

носительно оси вращения. Получим  0и
333  MRHM , где  33

и
3  OJM  = 

= 
2

2233

2

)(

gr

arRRP C
. Из уравнения находим величину натяжения нити: 

2

223

3
3 2

)(

gr

arRP

R

M
H C

  = ),291,440(
2

)()2(16

2

223

3

t
gr

rRP

R

t






 = t,0427,9913  .  

В момент времени t = 1 с натяжение нити: Н3 = 41,04 Н. 

 

Рис. 6.8. Расчётная схема  
определения натяжения нити 
и реакции шарнира блока 3 
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Так как главный вектор сил инерции блока 3 равен нулю, то составлен-

ные по принципу Даламбера уравнения равновесия блока 3 в виде проекций  

сил на вертикальную и горизонтальную оси содержат только внешние силы. 

Имеем: 033  HX ,  033  PY  (см. рис. 6.8). Отсюда находим составляющие 

реакции шарнира блока 3 в момент времени t = 1 с: 33 HX  = – 41,04 Н, 

33 PY  = 15 Н. Отрицательное значение горизонтальной составляющей реакции 

шарнира 3X  означает её противоположное направление.   

Полная реакция  шарнира 2
3

2
33 YXR  =  43,69 Н. 

 

6.3. Уравнения Лагранжа II рода 
 
Обобщенными координатами механической системы называется сово-

купность любых s независимых параметров sq...qq ,,, 21 , однозначно опреде-

ляющих положение системы в любой момент времени.  

Если системе сообщить возможное перемещение, при котором все обоб-

щенные координаты изменяются на элементарные (бесконечно малые) величи-

ны sq...qq  ,,, 21 , называемые вариациями обобщенных координат, то все 

действующие активные силы совершат элементарную работу, которая может 

быть представлена в виде sqQ...qQqQA s  2211 . Величина kQ ,  

равная коэффициенту при вариации kq  обобщенной координаты, называется 

обобщенной силой, соответствующей данной обобщенной координате. Расчет 

обобщенных сил осуществляется  путем последовательного придания системе 

возможных перемещений, при которых варьируется только одна из обобщен-

ных координат, а вариации остальных координат равны нулю. 

Для материальной системы с идеальными связями дифференциальные 

уравнения движения в обобщенных координатах  – уравнения Лагранжа II 

рода – имеют вид: 
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k
kk

Q
q

T

q

T

dt

d

















,   k = 1, 2, … , s, 

где  Т – кинетическая энергия системы; sq...qq ,,, 21  – обобщенные координа-

ты; sq...qq  ,,, 21 – обобщенные скорости; s – число степеней свободы системы. 

 
6.4. Задание Д7. Исследование механической системы с одной степенью 

свободы с применением уравнений Лагранжа 
 

Механическая система состоит из трёх тел – бруса 1, блока 2, катка 3 и 

невесомой пружины жесткостью с. Брус 1, соединяющий каток 3 с блоком 2, 

расположен параллельно линии качения катка 3. Радиусы ступеней ступенчато-

го диска и радиус однородного диска указаны на схеме.  

Качение катка 3 происходит без проскальзывания. Скольжение между 

брусом и дисками отсутствует. В задачах, где пружина соединяется с блоком 2, 

передача движения блоку 2 производится посредством невесомого стержня без 

скольжения.  

Радиус инерции ступенчатого диска относительно оси, проходящей через 

его центр масс перпендикулярно плоскости движения, равен iz.  

Система движется в вертикальной плоскости под действием сил тяжести 

1P


, 2P


, 3P


, силы F


 и пары сил с моментом  М. 

Определить  закон движения бруса 1 и закон угловых колебаний блока 2, 

если в начальный момент пружина находилась в нерастянутом состоянии, а 

блоку 2 придали угловую скорость 20 , направленную в сторону заданного 

момента пары сил.  

Варианты заданий даны на рис. 6.9,  6.10.  Варианты исходных данных в 

табл. 6.2.  Отрицательные значения величин F или М в табл. 6.2 означают, что 

при заданных модулях силы или момента направление вектора силы F


 или 

момента М на схеме следует изменить на противоположные. 
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Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 
 
 

 
 

 

 

 
 
 

 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 
 
 

 

 

 
 

 
 

 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 
 

 
 

 

 
 
 
 

 

 
Рис. 6.9. Задание Д7. Исследование движения механической системы  

с одной степенью свободы. Номера вариантов задания  1 – 6, 11 – 16, 21 – 26 
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Окончание вариантов задания Д 7 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 
 

 
 

 
 
 
 

 

 
Рис. 6.10. Задание Д7. Исследование движения механической системы  

с одной степенью свободы. Номера вариантов задания  7 – 10, 17 – 20, 27 – 30 
 

Таблица 6.2 
 

Исходные данные задания Д7. Исследование движения механической системы  
с одной степенью свободы с применением уравнений Лагранжа 

 

Номер  
варианта 
задания 

Р1, Н  Р2, Н Р3, Н  F, Н  М, 
Н·м  

с,  
Н/м   

20 , 

рад/с  
R, м  r, м  iz, м  

1 8 12 18 15 3 50 0,3 0,6 0,3 0,4 
2 10 8 15 12 5 55 0,4 0,8 0,5 0,6 
3 5 18 10 8 4 60 0,2 0,5 0,3 – 
4 5 20 12 10 6 70 0,5 0,6 0,5 0,6 
5 5 8 16 8 8 65 0,2 0,6 0,3 – 
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Окончание табл. 6.2 
Номер  

варианта 
задания 

Р1, Н  Р2, Н Р3, Н  F, Н  М, 
Н·м  

с,  
Н/м   

20 , 

рад/с  
R, м  r, м  iz, м  

6 8 10 14 6 2 50 0,1 1,0 0,6 0,8 
7 10 12 15 12 3 65 0,2 0,8 0,6 0,7 
8 12 15 15 6 2 50 0,3 1,2 0,6 0,8 
9 5 20 12 8 4 75 0,1 0,6 0,4 0,5 
10 6 25 8 5 12 60 0,4 1,0 0,8 0,9 
11 4 10 12 –10 –2 60 0,2 0,8 0,4 0,6 
12 5 8 15 –8 3 50 0,5 1,0 0,5 0,7 
13 6 15 8 –12 –4 65 0,4 0,6 0,5 – 
14 10 25 10 6 10 55 0,1 0,8 0,6 0,7 
15 8 6 20 –10 2 70 0,2 1,2 0,6 – 
16 10 12 12 –5 6 60 0,3 0,8 0,6 0,7 
17 12 16 12 –6 –2 55 0,4 0,9 0,6 0,8 
18 10 20 20 10 4 60 0,1 0,8 0,4 0,7 
19 8 20 12 –10 6 65 0,2 1,2 0,4 0,8 
20 12 20 10 –3 6 50 0,24 1,0 0,6 0,9 
21 5 12 15 12 –3 55 0,3 0,6 0,5 0,55 
22 10 15 18 6 –2 65 0,1 0,8 0,4 0,6 
23 8 20 12 –8 2 45 0,2 0,8 0,6 – 
24 12 20 18 –4 –8 70 0,4 0,5 0,3 0,4 
25 6 10 15 –6 –2 60 0,1 1,4 0,7 – 
26 8 12 10 10 –3 65 0,2 1,2 0,8 0,9 
27 6 18 16 5 –3 70 0,2 0,8 0,2 0,6 
28 8 12 12 –6 2 65 0,3 0,6 0,3 0,5 
29 10 18 20 –10 4 60 0,2 1,2 0,8 0,9 
30 8 18 10 8 6 75 0,1 1,0 0,8 0,9 

 

Пример выполнения задания Д7. Исследование движения механической 
системы с одной степенью свободы с применением уравнений Лагранжа  

 
Механическая система состоит из трёх тел – бруса 1, блока 2, катка 3 и 

невесомой пружины жесткостью с. Брус, соединяющий каток 3 с блоком 2, 

расположен параллельно линии качения катка 3 (рис. 6.11). Радиусы ступеней 

ступенчатого диска R и r, радиус однородного диска r. Система движется в 

вертикальной плоскости под действием сил тяжести 1P


, 2P


, 3P


, силы F


 и пары 

сил  с моментом  М. Движение катка 3 по неподвижной поверхности происхо-

дит без проскальзывания. Скольжение между брусом и дисками отсутствует. 
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Передача движения от пружины блоку 2 производится посредством невесомого 

вертикального стержня без скольжения. 

Радиус инерции блока 2 относительно оси, 

проходящей через его центр масс перпен-

дикулярно плоскости движения, iz.  

Исходные данные задачи: Р1 = Р Н, 

Р2 = 2Р Н, Р3 = Р Н, F = 2Р Н, М = Pr Н·м, 

R = 1,5r м,  iz = 2r м, с = Р/r Н/м.   

Определить законы движения блока 2 

и бруса 1 при Р = 10 Н, r = 0,2 м, если в начальный момент пружина находилась 

в нерастянутом состоянии, а блоку 2 придали угловую скорость 0 = 0,5 рад/с, 

направленную в сторону заданного момента пары сил.  

Решение 

Рассматриваемая механическая система (рис. 6.11) имеет одну степень 

свободы, так как в системе не допускается независимое  друг от друга движе-

ние тел. В качестве обобщён-

ной координаты q выберем 

перемещение x верхнего края 

пружины, отсчитываемого от 

уровня, при котором пружина 

длиной 0l  находилась в не-

растянутом состоянии 

(рис. 6.12). Обобщённая ско-

рость xq   .  

Уравнение Лагранжа II 

рода, описывающее движе-

ние системы с одной степенью свободы, имеет вид xQ
x

T

x

T

dt

d

















, где Т – 

 

Рис. 6.11. Механическая система  
с одной степенью свободы 

 

Рис. 6.12. Расчётная схема колебаний  
механической системы  с одной степенью 

 свободы 
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кинетическая энергия системы, xQ  – обобщенная сила, соответствующая 

обобщенной координате x. 

Вычислим кинетическую энергию системы как сумму кинетических 

энергий бруса, блока и катка: 321 TTTT  . Кинетическая энергия поступа-

тельного движения бруса 1: 2
111 2

1
VmT  , где m1, V1 – масса и скорость бруса. 

Энергия вращательного движения блока 2: 2
222 2

1
 zJT , где 2  – угловая ско-

рость блока, zJ2  – момент инерции блока 2 относительно оси z, 2
22 zz imJ  . 

Каток 3 совершает плоскопараллельное движение. Его кинетическая 

энергия 2
3

2
33 2

1

2

1
 CC zJVmT , где CV  – скорость центра масс катка 3; CzJ  – 

момент инерции катка относительно оси, проходящей через его центр масс 

перпендикулярно плоскости движения, 2
32

1
rmJ Cz  ; r – радиус катка; 3  – уг-

ловая скорость катка. 

Выразим скорость V1 бруса 1, угловые скорости 2 , 3  блока 2 и катка 3, 

а также скорость CV  центра масс катка 3 через обобщённую скорость x .  

Заметим, что скорость точки D блока 2 равна скорости  верхнего края 

пружины  xVD  . Угловая скорость блока 2 
r

x

r

VD 
2 . Скорость бруса 1 

равна скорости точки А блока 2 и вычисляется по формуле 1V  = 
r

Rx
RVA


 2 . 

Так как брус совершает поступательное движение, то 1VVB  . Угловая скорость 

катка 3 
2

1
3

222 r

Rx

r

V

r

VB 
 . Здесь при определении угловой скорости катка 3 

учтено, что точка К касания катка 3 с неподвижной поверхностью является 

мгновенным центром скоростей катка. Скорость центра катка 3 
r

RxV
V B

C 22


 .  
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Подставляя исходные данные задачи с учётом найденных кинематиче-

ских соотношений, получим кинетическую энергию тел системы  

2
111 2

1
VmT  =

2

2








r

Rx

g

P 
= 2125,1 x

g

P
 ,  2

222 2

1
 zJT  =   

2
2

2
2

2

1








r

x
r

g

P 
 = 22 x

g

P
 , 

2
3

2
33 2

1

2

1
 CC zJVmT  = 

2

2

22

222

1

22

1















r

Rx

g

Pr

r

Rx

g

P 
= 24220, x

g

P
 . 

Тогда полная кинетическая энергия системы: 

321 TTTT   = 2547,3 x
g

P
 . 

Произвольное положение системы определяется обобщённой координа-

той х, показывающей растяжение пружины. Дадим пружине, находящейся в 

произвольном положении, возможное (бесконечно малое) перемещение x  в 

положительном направлении оси х (см. рис. 6.12).  При этом блок 2 повернётся 

на угол 2 : 
r

x
2 , брус 1 переместится на расстояние 1x : 

r

xR
x


 1 , 

центр масс катка 3 сдвинется на расстояние CS : 
r

xR
SC 2


 .  Все перемещения 

получены из установленных ранее кинематических соотношений и показаны  

на рис. 6.12. 

При заданном возможном перемещении системы работу совершают силы 

тяжести 1P


, 3P


 бруса 1 и катка 3, пара сил с моментом М, сила F


 и сила упру-

гости пружины (см. рис. 6.12).  Элементарная работа вращающего момента М, 

приложенного к блоку 2,  будет 
r

x
MMMA


 2)( . Работа силы тяжести 

бруса 1 определяется равенством 
r

xRP
xPxPPA

2
cos60cos120)( 1

11111


  . 

Работы силы тяжести катка 3 и силы F: 
r

xR
PsPPA C 4

cos120)( 333


  ,  

cos30
2

)(
r

xR
FFA


 . Модуль силы упругости пружины, растянутой из неде-



 144

формированного положения на расстояние х: cxF упр . Сила упрF


 упругости 

направлена в сторону, противоположную растяжению (см. рис. 6.12). Работа 

силы упругости при перемещении вдоль линии действия на расстояние x  вы-

числяется по формуле 


180cos)( упрупр xFFA  = xcx . 

Сумма работ сил на рассматриваемом возможном перемещении системы  

с учётом данных задачи составляет 

)()()()()( упр31 FAFAPAPAMAA   = 

= 
r

x
M


– 

r

xRP

2
1 –

r

xR
P

43


+ cos30
2r

xR
F


– xcx  =   xxP  574,11 , 

откуда обобщённая сила xQ =  xP 574,11  . 

Составим уравнения Лагранжа. Вычислим частные производные от кине-

тической энергии по обобщенной скорости x  и координате x : 
x

T



 = x

g

P
,0947 ,   

0



x

T
. Определим полную производную по времени: 











x

T

dt

d


= x
g

P
,0947 . Ре-

зультаты расчетов подставим в уравнения Лагранжа II  рода  и получим диффе-

ренциальное уравнение колебаний верхнего края пружины:  

x
g

P
,0947 =  xP 574,11  , или при  g = 9,81 м/с2,  xx 91,6 = 1,62. 

Решение дифференциального уравнения представляется в виде суммы 

общего решения однородного уравнения и частного решения неоднородного: 

частнодн xxx  . Общее решение однородного уравнения  имеет вид 

ktCktCx cossin 21одн  ,  где С1, С2 – произвольные постоянные; k – круговая 

частота собственных колебаний пружины, 6,91k  = 2,63 рад/с. Частное ре-

шение неоднородного уравнения ищется в виде константы bx частн . Подста-

вив его в уравнение колебаний, получим  b = 0,23. Таким образом, общее реше-

ние неоднородного уравнения имеет вид ,230cos2,63sin2,63)( 21  tCtCtx . 
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Произвольные постоянные С1, С2 находятся из начальных условий. По 

условию задачи в начальный момент пружина была в нерастянутом состоянии. 

Тогда начальная координата пружины (её верхнего края) 0)0( x . Скорость 

верхнего края пружины в начальный момент времени )0(x  равна начальной 

скорости (0)DV  точки D блока 2. Поскольку в начальный момент времени бло-

ку 2 сообщили угловую скорость 20 , то rVx D 20(0))0(  = 0,1 м/с. 

Подставляя значение начальной координаты в общее решение неодно-

родного уравнения при t  0 , получим ,2302 C .  

Вычисляем скорость движения пружины, взяв производную: 

tCtCtx 63,2sin63,263,2cos63,2)( 21  . Подставляя начальное значение скорости, 

получим 1C  = 0,038. Окончательно уравнение движения верхнего края пружин:  

,230cos2,633,20sin2,63038,0)(  tttx  м.  

Уравнения колебательных движений бруса 1 и блока 2 найдём из ранее 

полученных кинематических соотношений: 

r

xR
x 1  = 1,5 ,340,34cos2,630sin2,63057,0)(  tttx  м; 

r

x
2 = 5 ,151,15cos2,631,19sin2,630)(  tttx  рад. 

Амплитуда колебаний бруса 22 340,0570 ,A  = 0,35 м. 

 

6.5. Задание Д8. Исследование механической системы с двумя степенями 
свободы  

 
Механическая система, состоящая из четырёх тел, из состояния покоя 

движется в вертикальной плоскости под действием сил тяжести 1P


, 2P


, 3P


, 4P


, 

силы F


 и пары сил с моментом  М. Качение тел во всех случаях происходит 

без проскальзывания, скольжение грузов по поверхностям – без трения. Радиу-

сы дисков одинаковы и равны R. Найти уравнения движения системы в обоб-
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щённых координатах. Варианты заданий и рекомендуемые обобщённые коор-

динаты даны на рис. 6.13, 6.14,  варианты исходных данных – в табл. 6.3.  

Варианты № 1, 11, 21 Варианты № 2, 12, 22 
 

 
 

 
 

 

 

Варианты № 3, 13, 23 Варианты № 4, 14, 24 
 

 

 

 

 
 

 

Варианты № 5, 15, 25 Варианты № 6, 16, 26 
 

 
 

 
 

 

 
Рис. 6.13. Задание Д8. Исследование движения механической системы  

с двумя степенями свободы. Номера вариантов задания  1 – 6, 11 – 16, 21 – 26 
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Окончание вариантов задания Д8 

Варианты № 7, 17, 27 Варианты № 8, 18, 28 
 
 

 
 

 

 

 

Варианты № 9, 19, 29 Варианты № 10, 20, 30 
 

 
 

 
 
 
 

 

 

Рис. 6.14. Задание Д8. Исследование движения механической системы  
с двумя степенями свободы. Номера вариантов задания  7 – 10, 17 – 20, 27 – 30 

 
Таблица 6.3 

Исходные данные задания Д8. Исследование движения механической системы  
с двумя степенями свободы 

Номер  
варианта 
задания 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

Р1, Н Р 2Р Р 1,5Р Р 3Р Р 1,2Р 3Р Р 2Р Р Р 2Р Р 

Р2, Н 3Р 3Р 4Р 3Р 2Р Р 2Р 3Р Р 2Р 3Р 2Р 3Р 4Р 3Р 

Р3, Н  2Р 2Р 3Р 2Р 2Р 2Р 3Р Р 2Р 3Р 2Р 2Р 2Р Р 2Р 

Р4, Н  2Р Р Р 2Р 3Р 3Р Р Р 2Р Р Р Р 2Р 2Р 2Р 

R, м 2r 1,5r 2,5r 1,2r 2r r 1,5r r 2r r 1,5r 1,2r 2r 2r 2r 

F, Н  Р 2Р Р 3Р Р Р 2Р 4Р Р 2Р Р 2Р 1,5Р 4Р 2Р 

М, Н·м  2Рr 3Рr 4Рr 3Рr 3Рr 4Рr 2Рr 2Рr 3Рr 2Рr 3Рr 4Рr 3Рr 3Рr 2Рr 
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Окончание табл. 6.3 
Номер  

варианта 
задания 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

Р1, Н 4Р 1,5Р Р 2Р Р Р 1,5Р 1,5Р 2Р Р Р 2Р 1,2Р 3Р 1,2Р 

Р2, Н 2Р 2Р 2Р 4Р 3Р 4Р 3Р 4Р 3Р 2Р 2Р 1,2Р 2Р 3Р 2Р 

Р3, Н  2Р 2Р 3Р 2Р 2Р 3Р 2Р 2Р Р 2Р 3Р 2Р Р Р 3Р 

Р4, Н  1,5Р 2Р 3Р Р 2Р 2Р 2Р Р 2Р 3Р Р Р 2Р Р 2Р 

R, м 1,5r r 1,5r 2r r 1,2r 2r 1,5r 2r r 1,5r 2r r 1,2r 2r 

F, Н  2Р 2Р Р 3Р 4Р 2Р 3Р 2Р 3Р Р 3Р 1,5Р 4Р 2Р 3Р 

М, Н·м  3Рr 2Рr 4Рr Рr 4Рr 4Рr 2Рr Рr 4Рr 2Рr 4Рr 2Рr 2Рr 3Рr 2Рr 

 

Пример выполнения задания Д8. Исследование движения механической 
системы с двумя степенями свободы 

 
Платформа 3 лежит горизонтально на катке 5 и блоке 4 одинакового ра-

диуса R (рис. 6.15). На платформу действует горизонтальная сила F


. К блоку 4, 

вращающемуся вокруг неподвижной 

оси, приложена пара сил с моментом 

М. Каток 5 катится по горизонтальной 

поверхности. К краю платформы од-

ним концом прикреплена горизонталь-

ная нить, а к другому концу, перебро-

шенному через невесомый блок, при-

креплён груз 6, движущийся вертикально. На платформе 3 установлен каток 2 

радиуса R. К центру катка прикреплена нить, расположенная параллельно 

платформе и натянутая грузом 1, движущимся вертикально (см. рис. 6.15). 

Движение системы началось из состояния покоя. Качение тел без проскальзы-

вания. Определить уравнения движения системы в обобщённых координатах, 

если R = 2r, веса тел Р1 = Р6 = Р, Р3 = 3Р, Р4 = Р5 = Р2 = 2Р, F = Р, М = 3Рr.  

Решение 

Рассматриваемая механическая система, включающая катки 2, 5, плат-

форму 3, блок 4 и грузы 1, 6,  имеет две степени свободы, так как перемещение 

 

Рис. 6.15. Механическая система 
с двумя степенями свободы 
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катка 2 относительно платформы 3 не зависит от перемещения самой платфор-

мы. За обобщенные координаты выберем перемещение x2 центра масс катка 2 

относительно края платформы и перемещение x3 платформы 3 относительно 

произвольной неподвижной вертикальной плоскости (рис. 6.16). Обобщенные 

скорости – скорость 2x  центра  масс катка 2 относительно края платформы  и 

скорость платформы 3x  относительно неподвижной вертикали. Уравнения Ла-

гранжа II рода, описывающие движение системы:  

2
22

xQ
x

T

x

T

dt

d

















,    
3

33
xQ

x

T

x

T

dt

d

















, 

где Т – кинетическая энергия системы; 
2xQ , 

3xQ – обобщенные силы, соответ-

ствующие указанным обоб-

щенным координатам.  

Вычислим кинетиче-

скую энергию системы как 

сумму кинетических энергий 

тел. 

Платформа 3 совершает 

поступательное движение. 

Кинетическая энергия плат-

формы  2
3

3
3 2

V
g

P
T  , где 3V  – скорость платформы, причём, в соответствии с вы-

бором обобщённых координат и скоростей, 33 xV  .   

Блок 4 вращается вокруг неподвижной оси. Энергия вращательного дви-

жения блока  2
444 2

1
 JT , где 4J , 4  – осевой момент инерции блока 4 и его 

угловая скорость. Угловая  скорость блока 4 
r

x

R

V

2
3

4

3
4


 .   

 
Рис. 6.16. Действующие силы  

и обобщённые координаты механической системы 
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Каток 5 совершает плоскопараллельное движение, его кинетическая 

энергия вычисляется по формуле: 2
55

25
5 2

1

2

1
5

 JV
g

P
T C , где  5J – момент 

инерции катка относительно оси вращения, проходящей через его центр масс; 

5 , 
5CV  – угловая скорость и скорость центра масс катка 5. Для определения 

скорости центра масс катка 5 заметим, что точка касания катка с платформой 

имеет скорость, равную скорости платформы, а точка К касания катка с непо-

движной горизонтальной поверхностью является 

его мгновенным центром скоростей. Следова-

тельно, скорость центра катка равна половине 

скорости платформы: 33 2

1

2

1
5

xVVC  . Угловая 

скорость катка 5 
r

x

R

V

42
3

5

3
5


  (рис. 6.17, а). 

При расчёте кинетической энергии катка 2 

необходимо учитывать, что каток совершает 

сложное движение. Качение катка по поверхно-

сти  платформы является относительным движе-

нием,  перемещение его вместе с платформой – переносным. Абсолютная ско-

рость 
2CV  центра масс катка 2 представляется в виде векторной суммы 

eCrCC VVV
222


  (рис. 6.17, b), где eCV

2


 – вектор переносной скорости катка, 

равный по модулю скорости платформы, 332
xVV eC  ; rCV

2


– вектор относи-

тельной скорости центра масс катка, равный по величине скорости центра масс 

катка 2 относительно края платформы, 22
xV rC  . Модуль абсолютной скорости 

центра масс катка 2 равен сумме eCrCC VVV
222

 = 32 xx    (рис. 6.17, b). 

Угловая скорость переносного движения катка 2 равна нулю, поскольку 

переносное движение катка – это поступательное движение платформы. В ре-

зультате угловая скорость катка 2  равна его угловой скорости в относительном 

 

Рис. 6.17. Скорости центров  
катков 2 и 5 
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движении: 
r

x

R

V rC

2
2

2
2

2 
 . Кинетическая энергия катка 2 рассчитывается по 

формуле: 2
22

22
2 2

1

2

1
2

 JV
g

P
T C , где 2J  – осевой момент инерции катка 2; 2  – 

угловая скорость катка; 
2CV  –  абсолютная скорость центра масс катка 2. 

 Движение грузов 1 и 6 поступательное, их кинетические энергии вычис-

ляются по формулам: 2
1

1
1 2

V
g

P
T  ,  2

6
6

6 2
V

g

P
T  . При этом скорость груза 1 равна 

абсолютной скорости центра катка 2: 
21 CVV  = 32 xx   , а скорость груза 6 рав-

на скорости платформы: 336 xVV  . 

Выразим кинетическую энергию системы через обобщённые скорости. 

Кинетическая энергия: 

654321 TTTTTTT   = 

= 2
1

1

2
V

g

P
+ 2

22
22

2

1

2

1
2

 JV
g

P
C + 2

3
3

2
V

g

P
+ 2

442

1
J + 2

55
25

2

1

2

1
5

 JV
g

P
C + 2

6
6

2
V

g

P
, 

где значения скоростей: 321 xxV   , 322
xxVC   , 

r

x

2
2

2


 , 33 xV  , 
r

x

2
3

4


 ,  

32

1
5

xVC  ,  
r

x

4
3

5


 ,  36 xV  . Значения осевых моментов инерции катков: 

g

RP
J

2

2
22

2  =
g

Pr24
, 

g

RP
J

2

2
44

4  =
g

Pr24
, 

g

RP
J

2

2
55

5  =
g

Pr24
. Подставляя значения 

скоростей, моментов инерции и данные задачи, получим выражение кинетиче-

ской энергии системы в виде 

 2322
xx

g

P
T   +  

2
2

2
2

32 2

4

2

12

2

1








r

x

g

Pr
xx

g

P 
  + 2

32

3
x

g

P
  + 

 +
2

3
2

2

4

2

1








r

x

g

Pr 
 + 

2
3

2

2

2

1








x

g

P 
 +

2
3

2

4

4

2

1








r

x

g

Pr 
+ 2

32
x

g

P
  = 

 = 2
22

1
x

g

P
  +  2322

3
xx

g

P
  + 2

38

23
x

g

P
  = 2

2
2

x
g

P
 + 32

3
xx

g

P
 + 2

38

35
x

g

P
 . 
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Дадим системе возможное перемещение по координате x3, оставляя ко-

ординату x2 без изменения: 3x  0, 2x = 0 (рис. 6.18). При таком перемещении 

каток 2 стоит на платформе и движется поступательно вместе с ней. В этом 

случае работа сил тяжести 2P


, 5P


, 3P


 катков 2, 5 и платформы 3 равна нулю, 

так как перемещения точек приложения этих сил перпендикулярны векторам 

сил (см. рис. 6.18). Работа 

силы тяжести 4P


 равна нулю, 

так как точка приложения 

силы лежит на неподвижной 

оси вращения блока 4.  

 Работу будут произво-

дить сила F


, пара сил с мо-

ментом М  и силы тяжести 

грузов 1P


 и 6P


. Суммарная 

работа сил на перемещении 3x : 363143 xPxPMxFA  .  

Представим полученное ранее соотношение 
r

x

2
3

4


  в дифференциаль-

ном виде: 
r

dx
d

2
3

4  . Поскольку дифференциалы координат также являются 

возможными перемещениями, получим нужное соотношение 
r

x

2
3

4


 . Те-

перь элементарную работу сил на возможном перемещении 3x  с учётом зна-

чений сил можно представить в виде: 

33
3

3 2
3 xPxP

r

x
PrxPA 


  = 32

1
xP , 

отсюда обобщённая сила, соответствующая координате 3x : 
3xQ  = – P

2

1
. 

Дадим системе другое независимое перемещение – по координате x2, 

оставляя координату x3 без изменения: 2x  0, 3x = 0 (рис. 6.19).  

 

Рис. 6.18. Возможное перемещение системы 
при вариации обобщённых координат δх3>0,  δх2=0  
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При этом возможном перемещении вся система стоит, кроме катка 2, ко-

торый катится по поверхно-

сти неподвижной платформы, 

и груза 1, который опускается 

вертикально вниз. Работу со-

вершает только сила тяжести 

груза 1. Выражая работу в 

виде 21 xPA  = 2xP , 

найдём обобщённую силу, 

соответствующую координа-

те  x2: PQx 
2

.  

Составим уравнения Лагранжа. С этой целью вычислим частные произ-

водные от кинетической энергии по обобщенным скоростям 3x  и 2x : 

32
3 4

353
x

g

P
x

g

P

x

T








,   32
2

34
x

g

P
x

g

P

x

T








 

 и по обобщённым координатам:  
3x

T




 = 0, 
4x

T




 = 0.  

Определим полные производные по времени от частных производных 

кинетической энергии по скоростям: 

32
3 4

353
x

g

P
x

g

P

x

T

dt

d















,  32
2

34
x

g

P
x

g

P

x

T

dt

d















. 

Подставляя результаты расчётов в уравнения Лагранжа с учётом вычис-

ленных значений обобщённых сил, получим систему дифференциальных урав-

нений, описывающих движение системы в обобщённых координатах: 

gxx 23512 32   ,  gxx  32 34  . 

Алгебраическим решением системы служат значения ускорений:  

gx
26

5
3   = – 0,19g  и  gx

104

41
2   = 0,39g. 

 

Рис. 6.19. Возможное перемещение системы  
при вариации обобщённых координат δх2>0,  δх3=0  

 



 154

Полученные выражения представляют собой дифференциальные уравне-

ния, проинтегрировав которые дважды с нулевыми начальными условиями 

(движение началось из состояния покоя), найдём уравнения абсолютного дви-

жения  платформы  и относительного движения центра масс катка 2: 

 2
3 095,0 gtx  ,   2

2 ,1950 gtx  . 

Отрицательное значение координаты х3 означает, что движение плат-

формы происходит в отрицательном направлении оси х3 (см. рис. 6.16).  

Абсолютное движение центра катка 2 представляется суммой относи-

тельного и переносного движений: 322
xxxC   = 2,10 gt .  

Уравнение вращательного движения катка 2 находится на основании вы-

ражения 2
2

2
1

x
R

 = 22

1
x

r
= 

r

gt2

097,0 . Вращение блока 4 описывается уравне-

нием 3
4

4
1

x
R

 = 32

1
x

r
 = 

r

gt 2

047,0 . 

Движение катка 5 описывается двумя уравнениями: уравнением движе-

ния центра масс катка 2
3 047,0

2

1
5

gtxxC   и уравнением вращательного 

движения катка 
5

3
5 2R

x
 = 

r

gt2

024,0 .  
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